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پیش گفتار ۱ .۰

عموم پیش گفتار ۱ .۱ .۰

و کوتاه و زیبائ کتاب، این نوشتن در ریاضیات. به علاقه و نوشتن به علاقه است؛ هم به بزرگم علاقۀ  دو دادن آشت کتاب، این نگارش از هدفم

که را آنچه هر ضمناً کردە ام. حذر بی اهمیت تفصیلهای و طول و م دانم که چیزهائ همۀ  آوردن در به نگارش از دادە ام. قرار اولویت را خوشخوان

آوردە ام. در نگارش به است حیات ریاضیدان ی برای دانستنش

سرتاسر در و نم بینم ریاضیات بخشهای سایر از جدابافته تافتە ای منطق که است این ریاض منطق نگارش و تدریس در من روش اصل مشخصۀ

تخصص گرایش که این که م داند تر حرفە ای خوانندۀ  است. جاری فرام گیرند را آن ریاض دانشجویان که نحوی به روزمره، ریاضیات کتاب، این

خوانندۀ برای نباید رهیافت این است! درست حدس این البته و است؛ گذاشته کتاب این نگارش شیوۀ  بر چنین این تأثیر است مدلها» «نظریۀ من

تأکید و شده ریخته مجموعە ها نظریۀ و منطق از مقدمات آن در که است اول بخش ی دارای ، ریاض کتاب هر عموماً باشد؛ عجیب ریاض دان

در حیات مطالب باشد: این برعکس رو پیش کتاب رهیافت که است طبیع آنهاست. پایۀ   بر کتاب بقیۀ و است حیات آنها دانستن که است شده

شدە اند. گرفته نظر در جانبی محصولات عنوان به م شوند، دیده جبری مثالهای در که ریاضیات جذابیتهای و جاریند کتاب تمام

کند: برآورده را زیر اهداف باید که است گونە ای به کتاب این نگارش نحوۀ

ببخشد. شهود و دید ریاض منطق در مهم قضایای دربارۀ  ندارد، ریاض منطق و ریاضیات با آشنائ هیچ که خوانندە ای به .۱

برساند. قصه آخر به زوتر نحوی به را ریاض دانشجوی .۲

باشد. سودمند است ریاضیات مبان تفهیم و ریاضیات بخشهای سایر در ریاض منطق نقش به علاقە مند که ریاضیدان ی برای .۳

است: شده دستە بندی قسمت سه به کتاب این محتوای رو، این از

ریاض برای آشنا خوانندۀ  برای است. ریاض محتوای از عاری و است شده نوشتە  عموم خوانندۀ ی برای فقط که کادر، داخل محتوای .۱

کند. کم خواندە ها خلاصە سازی و جمع بندی در م تواند محتوا این نیز

نشده استفاده آن کردن مشخص برای علامت هیچ از و است کتاب این مطالب عمدۀ که ریاض کارشناس دانشجوی نیاز مورد محتوای .۲

است.

کند. مطالعه را آنها است بهتر ریاضیدان خوانندۀ ول کند حذر آنها از انتها، به رسیدن سریع تر برای م تواند دانشجو که ستارە دار، محتوای .۳

باشد. ستار ە دار بخش، ی در تمرین و مثال ی تنها یا و آن، از بخشهایی یا فصل ی کل است ن مم

علم فتار پیش ۲ .۰

تا ۱۹۰۰ سالهای بین در است. بوده تأثیرگذار ریاض مختلف شاخە های در که است آلمان بزرگ ریاضیدان ی ،۱۹۴۳ −۱۸۶۲ هیلبرت، داوید

بعدها مسائل، این از برخ نبود. دانسته آنها پاسخ زمان آن تا که کرد منتشر آن گوناگون شاخە های در ریاض مسئلۀ  ۲۳ از فهرست هیلبرت ،۱۹۰۲

باق ماندە اند. نشده حل هنوز، تا برخ و خورد گره ر دی برخ حل به حلشان برخ شدند، حل

نوشت: زیر صورت به م توان را دهم مسئلۀ است. دهم» «مسئلۀ دارد، کامپیوتری علوم  هم و اعدادی نظریۀ  هم طبیعت که مسائل این از ی

پاسخ طبیع اعداد در معادله این اگر یرد؛ ب را دیوفانت معادلۀ ی ورودی، عنوان به که دارد وجود کامپیوتری وریتم ال ی آیا

کند؟ چاپ «خیر» خروج در نداشت جواب طبیع اعداد در معادله این اگر و «بله» خروج در داشت،

صحیح اعداد در نیز آن پاسخ یافتن دنبال به و هستند صحیح اعداد آن، ضرایب که است چندجملە ای معادلۀ ی ، دیوفانت معادلۀ ی از منظور

است. دیوفانت معادلۀ ی از مثال 5x2 ´ 4xy ´ y2z “ 11 معادلۀ هستیم.

کرد. اشاره ماتیاسویچ» «یوری و رابینسون» «جولیا به م توان آنها میان از که کردند تلاش هیلبرت مسئلۀ به دادن پاسخ برای بزرگ ریاضیدانان

ندارد. وجود وریتم ال چنین بود: منف پاسخ دادند، مسئله این به آنها که پاسخ

۱



چنین حل پذیری بررس ماهیت که این اما است. ریاض طبیع بسیار مسئلۀ ی ، طبیع اعداد در معادله ی برای جواب کردن پیدا مسئلۀ 

نظر به که زمان این در خصوصاً دارد؛ اهمیت علم فلسفۀ از نظر هم و علم نظر از هم است، خارج کامپیوتری وریتم ال ی توان از معادلات

است. تازه ایده، این که باشد شده تصورایجاد این است ن مم برخ و م شود دنبال ذوق و شوق نوع با چیز» همه شدن وریتم «ال م رسد

در بود. کرده مطرح بلندپروازنە تر گونە ای به را مسئله ۱۹۲۰ سال در هیلبرت آن از پیش اما شد، داده ۱۹۷۰ سال در دهم مسئلۀ به کامل پاسخ

پرسید: هیلبرت بود، کرده جلب خود به را ریاض مختلف بخشهای توجه بزرگ، و کوچ پارادوکسهای که زمان آن

را خیر نبود اگر و بله، بود، ریاض قضیه ی جمله این اگر یرد، ب را ریاض جمله ی ورودی، عنوان به که دارد وجود وریتم ال آیا

کند. چاب

به را بالا مسئلۀ م توان م شود. نامیده هیلبرت» «برنامۀ از بخش دارد، نام تصمیم پذیری مسئلۀ یا ۱ Entsⅽheiⅾungsprobⅼeⅿ که بالا مسئلۀ

کرد: بازنویس زیر صورت

چاپ قابل موضوعه اصول این فهرست که طوری به کرد تثبیت ریاضیات برای اولیه موضوعۀ اصول از مجموعه ی که دارد ان ام آیا

شود؟ اثبات موضوعه اصول این از استفاده با نقیضش یا و خودش یا ، ریاض جملۀ هر و باشد وریتم ال ی توسط

آتش مانند که است کامپیوتر ی خروج همه، م خواند، «علم» حت شاید یا ریاضیات، بشر آنچه عملا م بود، مثبت بالا سوال به پاسخ اگر

داشتە ایم! نگه روشن گوشە ای در را آن زرتشتیان،

معروف گودل» ناتمامیت «قضیۀ نام به که ، منف جواب این البته و شد، داده گودل» «کورت توسط ۱۹۳۱ سال در بالا، سوال به منف پاسخ

منطق اصول و درست دورۀ ی گذراندن با تنها قضیه این درست درک از بردن لذت است. ریاض منطق علم برای عطف نقطۀ آن، اثبات و است،

برسانیم. قضیه این از مناسبی درک را خواننده بتوانیم کتاب این در که امیدواریم است. ان پذیر ام ریاض

قضیه، این بر بنا شود. آشنا تمامیت» «قضیۀ نام به گودل، از ری دی قضیۀ با باید خواننده آن، راستای در شاید و تمامیت، قضیۀ درک از پیش اما

اختصاص قضیه این تشریح به کتاب، این از زیادی بخشهای بنابراین دارد. وجود برایش اثبات باشد، درست ریاض جهانهای تمام در که جملە ای هر

خواهیم که دارد ریاضیات گرایشهای سایر در جذابی نمودهای ه بل است مهم ریاض منطق در قضیه ی عنوان به تنها نه نیز تمامیت است. یافته

کنیم. بیان را آنها از برخ کوشید

فلسفۀ  بخصوص و فلسفه در بسیاری علاقه مورد موضوع قضیه، دو این است؛ ریاض علم محدودۀ از فراتر ناتمامیت و تمامیت قضیۀ دو اهمیت

آنها، پرطمطراق ظاهری جلوە های از فارغ و دقیق، صورت بتوان آن در که نقطە ای به رسیدن کردیم، اشاره هم بالا در که طور همان اما، است. علم

دو قالب در قضیه، دو این با که خوانندە ای است. ان پذیر ام منطق درس کامل دورۀ  ی گذراندن از پس کرد، بیان را ناتمامیت و تمامیت قضیۀ دو

شد. خواهد نیز ر دی علوم در آنها کاربرد گسترۀ  و فلسف اهمیت درک به قادر خود شود، آشنا آنها اثبات و ، ریاض علم در قضیه

ریاض مختلف بخشهای در ارزشمندی نتایج به منجر است، شده گرفته کار به گودل ناتمامیت و تمامیت قضایای اثبات در که شیوە هایی

در م شوند. مطالعه جداگانه طور به مدلها» «نظریۀ نام به ریاض منطق علم از بخش در شیوە ها، این است. شده اعداد نظریۀ و جبر بخصوص

علاقۀ حال، عین در شود. پرداخته نیز مدلها نظریۀ  به باشد، کارشناس دورۀ  دانشجوی برای درک قابل که نحوی به است، شده کوشیده کتاب، این

مستقل و تنهایی به که شد خواهد نوشته گونە ای به فصل این بپردازد. جبر در جذابی نتایج به فصل ی در که است برده سمت به را او جبر، نگارنده

باشد. مطالعه و تدریس قابل کتاب، باق از

بلم. پغُ دونگز شای انت ۱بخوانید:

۲



۱ فصل

زبان دستور

اجتناب ناپذیر چیز سه داشتن ، زبان هر در قاعدە مند گفتن سخن برای است. گفتن سخن در زبان دستور رعایت منطقدان، ی نیاز مورد توانائ اولین

بخش اینها کلمات. از استفاده با جملات ساختن برای روش و الفبا، حروف از استفاده با کلمات ساختن برای روش الفبا، از مجموعە ای است:

هستند. نادرست ساخت نظر از جملات چه و بسازیم داریم اجازه را جملات چه که م کند تعیین علاوه، به که هستند زبان دستور از

کلمه م توان حروف این برخ گذاشتن هم کنار با است. .. و ت پ، ب، الف، حروف از ل متش ما الفبای مجموعۀ ، فارس زبان در مثال برای

کلمە ای «تپچ» مثال برای نم شود. کلمه به منجر حروف از گذاشتن هم کنار هر حال عین در هستند. کلمه «میز» و «بابا» «آب»، مثلا کرد؛ سازی

دستوری قواعد واقع، در نیست. جمله ی من» «دانشجو مثلا نم شود، جملە  به منجر کلمات از گذاشتن هم کنار هر نیز نیست. فارس زبان در

جملە ای من» دانشجو «هستم ول است دستوری) لحاظ به (درست جمله ی هستم» دانشجو «من » مثلا که م گویند ما به مشخص کاملا طور به

نیست. دستوری لحاظ به درست

زبان، دستور کلام ی در و جملە سازی، و کلمە سازی قواعد الفبا، به پدیدە ای هر منطق مطالعۀ برای که م کنم جمع بندی اینگونه را مقدمه

است ن مم نیز م کنیم معرف فصل این در ما که زبان دستور «دستورزبان»، هر طبیعت مانند هستند. کتاب فصل این موضوع اینها نیازمندیم.

کردە ایم. مختصر و کوتاه را فصل این درد، این از کاستن برای نیست! آن از گریزی ول باشد؛ حوصلە سربر و ملال آور کم برخ ها برای

اول مرتبۀ زبان ۱ .۱

م کنیم معرف نمادها از مجموعه ی یعن م کنیم؛ معرف را آن به مخصوص الفبای نخست پدیدە ای، هر دربارۀ گفتن سخن برای ، ریاض منطق در

است انات ام به محدود ساخت خواهیم که جملات پیچیدگ کنیم. استفاده پدیده آن دربارۀ جملات و کلمات نوشتن برای آنها چیدن هم کنار از که

که م کنیم انتخاب گونە ای به را الفبا نیم، ب صحبت ۱ گروه ی دربارۀ م خواهیم وقت مثلا م دهد. قرار اختیارمان در شده انتخاب الفبای که

هستیم. نیز گروه ترتیب برای نمادی نیازمند جمع، نماد بر علاوه م کنیم صحبت مرتب گروه ی دربارۀ وقت و باشد، داشته گروه جمع برای نمادی

آن ترمینولوژی با آشنائ به نیاز پدیدە ای هر دربارۀ کردن صحبت برای نیز انسان مختلف علوم در نیست، عجیبی کار گفتگو، برای زبان انتخاب
۲ داریم. موضوع

و رابطە ای، نمادهای ، تابع نمادهای است: نماد نوع سه از ل متش L مجموعۀ ی اول، مرتبۀ زبان ی از منظور اول). مرتبۀ (زبان ۱ تعریف

رابطە ایِ نماد هر همراه نیز م شود. گرفته نظر در «f تابع مواضع «تعداد عنوان به nf طبیع عدد ی f P L تابع نماد هر با همراه ثابت. نمادهای

م شود. گرفته نظر در R رابطۀ مواضع تعداد عنوان به nR طبیع عدد ی ،R P L

یا تابع نماد هر ،L اولِ مرتبۀ زبانِ ی معرف هنگام گرفت. خواهیم خو آن با مرور به اما برسد نظر به ناگهان کم است ن مم بالا تعریف

نم نویسیم. L مجموعۀ  در را مواضع این تعداد چند هر شود، معرف آن مواضع تعداد همراه به باید رابطە ای

گروە ها با جبر، درس نخستین در باشند. داشته مطلوبی ویژگ های باید جمع، عمل این است. شده یل تش جمع عمل ی همراه به مجموعه ی از که است ریاض ش ی ۱گروه

م شوید. آشنا
نداریم. اختیار در را آن، متخصصان سب به موضوع، آن دربارۀ بحث برای لازم ترمینولوژی اما داریم، اطلاعات و شهود ، موضوع دربارۀ ما که م آید پیش نیز گاه ۲

۳



نماد ی g نیز .nf “ 2 یعن است، موضع دو تابع نماد ی f مثال، این در است. اول مرتبۀ  زبانِ ی L “ tf, g, R, cu مجموعۀ .۲ مثال

.nR “ 2 یعن است، موضع دو رابطە ای نماد ی R و ng؛ “ 1 یعن است، موضع تک تابع

است: اهمیت حائز زیر نکات به توجه اول، مرتبۀ زبان ی مورد در

صرفاً تابع نماد ی اما م کند، ری دی اشیای به تبدیل را اشیاء برخ که است ماشین ی تابع دارد. فرق «تابع» ی با « تابع «نماد ی .۱

رابطە ای نمادهای دربارۀ گفته همین مشابه کرد. استفاده خاص تابع ی به اشاره برای نیاز!) صورت (در آن از م توان که است علامت ی

است. برقرار نیز ثوابت نمادهای و

همچنین است. اول مرتبۀ  زبان ی نیز ندارد نمادی هیچ که L “ H مثال برای باشد؛ داشته را نماد نوع سه هر زبان، ی که نیست نیازی .۲

است. اول مرتبۀ زبان ی نیز (nh “ 3) است موضع سه تابع نماد ی h آن در که L “ thu

یرید ب نظر در اول مرتبۀ زبان ی عنوان به را L “ t˚,◁u مثال برای شود؛ استفاده زبان در f, g, . . . انگلیس حروف از فقط نیست لازم .۳

گرفتە ایم. دوموضع رابطە ای نماد ی را ◁ و موضع دو تابع نماد ی را ˚ آن در که

چه از نماد، کدام که کنیم مشخص باید بنابراین م کنیم. معرف ریاض پدیدۀ ی منطق مطالعۀ منظور به و خودمان را اول مرتبۀ زبان ی .۴

است. چقدر آن مواضع تعداد و است نوع

، زبان است ن مم مثلا باشد. اندازە ای هر از یا و شمارا م تواند باشد. نمادها از متناه مجموعۀ ی اول، مرتبۀ زبان ی که نیست لازم .۵

باشد. داشته تابع نماد 2ℵ0

کلمە سازی ۲ .۱

آنها بە کارگیری  با که کردە ایم معرف را سادە ای قوانین بخش، این در باشد. کردیم، معرف قبل بخش در که آنگونه اول، مرتبۀ زبان ی L کنید فرض

م شود. گفته Lترم ی ساخت خواهیم L زبانِ الفبای از استفاده با که کلمە ای هر به کرد. کلمە سازی ،L در موجود الفبای از استفاده با م توان

مجموعه این اعضای چند هر که کنید دقت یرید. ب نظر در متغیرها» «مجموعۀ نام به را var “ tx, y, z, . . .u شمارای مجموعۀ ی .۳ قرارداد

مشابهاً نم آیند. حساب هستند)به ثابت و رابطە ای ، تابع (که زبان نمادهای جزو مجموعه این اعضای اما آمد، خواهند ما یاری به کلمات ساخت در

م آیند. ما یاری به کلمە سازی برای اول مرتبۀ زبان ی کنار در ویرگول) یا کاما (بخوانید , نمادِ نیز و پرانتزها) (بخوانید p, q نمادِ دو

متناه دنبالە هایی ،L در ترمها یعن ترمها، L باشد، اول مرتبۀ زبان ی L وقت خلاصه، طور به هستیم: ترم سازی روش توضیح  آمادۀ حال

و اول مرتبۀ زبان ی L اگر مثال برای م شوند. ساخته پرانتزها و متغیرها زبان، ثوابت با تابع نمادهای مجاز ترکیبهای از استفاده با که هستند

موضع تک تابع نماد ی h اگر همچنین است. Lترم ی fpx, y, cq آنگاه باشد، ثابت نماد ی c P L و موضع سه تابع نماد ی f P L

ساخته نحوۀ و دارد استقرائ ماهیت است آمده زیر در که ترمها L دقیق تعریف است. Lترم ی نیز hpfpx, y, cqq آنگاه باشد، L زبان در ر دی

م دهد. توضیح را تر ساده اجزای از آنها شدن

م آیند: دست به زیر استقرائ صورت به Lترمها باشد. اول مرتبۀ  زبانِ ی L کنید فرض ترمها). L) ۴ تعریف

است. Lترم ی متغیر، هر .۱

است. Lترم ی دارد، قرار L زبانِ در که c ثابتِ نمادِ هر .۲

باشد، موضع n تابع نماد ی f P L و هستند) Lترمها جزو م دانیم که باشند چیزهایی (یعن باشند Lترم تا n تعدادِ به t1, . . . , tn اگر .۳

است. Lترم ی نیز fpt1, . . . , tnq دنبالۀ آنگاه

ی R همچنین .nf “ 2, ng “ 1 که طوری به هستند تابع نماد دو f, g آن در که یرید ب نظر در را L “ tf, g, R, c1, c2u زبانِ .۵ مثال

است: شده نوشته زیر در نمونه برای ترم L چند هستند. ثابت دو برای نمادهایی c1, c2 و است موضع دو رابطە ای نماد

x, y, fpx, yq gpfpx, yqq, gpc1q, gpzq, fpc1, gpc2qq, fpfpc1, c2q, gpzqq.

۴



است: شده نوشته زیر در ترم L1 چند است. موضع دو تابع نماد ی ` آن در که یرید ب نظر در را L1 “ t`u زبانِ .۶ مثال

`px, yq, `p`px, yq, zq, `p`px, xq, xq.

هستند. اهمیت حائز زیر نکات ترمها L مورد در

۵ مثال در که طور همان ترم. م گوییم Lترم جای به باشد، مشخص نظرمان مورد زبان که وقت است. علائم از متناه دنبالۀ ی Lترم هر .۱

نم شود. محسوب ترم ,Rpxی yq عبارتِ ،۵ مثالِ در نمونه برای نم شوند؛ استفاده ترمها ساخت در زبان رابطە ای علائم م کنید، مشاهده

قضیۀ ی گفته، این باشند. سان ی ترم ی نمایش نم توانند علائم، از متفاوت دنبالۀ  دو یعن م شود. خوانش تا ی صورت به Lترم هر .۲

بخش این پایان  در اثبات بدون را آن و م کنیم نظر صرف آن اثبات از ول دارد اثبات به نیاز که است ترمها) تای ی خوانش (قضیۀ ساده

آوردە ایم.

م نویسند: زیر صورت به روزمره ریاض در را آمدە اند ۶ مثالِ در که ترمهائ .۳

x` y, x` y ` z, 3x

کند: زیر صورت به متغیرها از خط ترکیب ی به اشاره م تواند ۶ مثالِ در L1 زبانِ در ترم هر ر، دی بیان یه

n1x1 ` n2x2 ` . . .` nkxk.

برای بنویسیم آنها استقرائ ساخت نحوۀ با مطابق دقیق صورت به ترمها است بهتر دارد، اهمیت برایمان ترمها تای ی خوانش که جا آن از اما

.`p`px, yq, yq ترم هم و باشد `px,`py, yqq ترم م تواند هم بالا زبان مثال در x` 2y که کنید دقت تا، نای خوانش از نمونه

متغیرهائ که این نخست داریم: منظور دو م نویسیم، ترم  جلوی را متغیرها نام وقت یعن است؛ ترم ی tpx1, . . . , xnq م گوییم وقت .۴

کار به ترم این در x1, . . . , xn متغیرِ n همۀ لزوماً که این دوم شدە اند. انتخاب x1, . . . , xn متغیرهای بین از شدە اند استفاده t ترم در که

دهیم. نمایش tpx, y, zqصورت به را آن م توانیم باشد، `px, yq ترم t اگر مثال برای نرفتە اند.

هستند؟ صورت چه به Lترمها است. دوموضع رابطە ای نماد ی ă آن در که یرید ب نظر در را L “ tău زبانِ .۱ تمرین

داریم؟ ترم  تعداد چه حداکثر 2ℵ0 اندازۀ به زبان ی طور؟ چه شمارا زبان ی در است؟ چقدر متناه زبان در Lترمها تعداد .۲ تمرین

ترکیبِ هر با متناظر هر که دهید نشان است. موضع دو تابع نماد ی ` آن در که باشد اول مرتبۀ زبانِ ی L “ t`u کنید فرض .۳ تمرین

داریم. تا) ی (غیر Lترم ی هستند، طبیع اعداد ها ni آن در که n1x1 ` n2x2 ` . . .` nkxk مانندِ متغیرها، از خط

هر ازای به که دهید نشان هستند. دوموضوع تابع نماد دو `,ˆ آن، در که باشد اول مرتبۀ زبانِ ی L “ t`,ˆu کنید فرض .۴ *تمرین

چندجملە ای هر ازای به که دهید نشان همچنین دارد. وجود تا) ی (غیر Lترم ی n0 ` n1x ` n2x
2 ` . . . ` nkx

k صورت به چندجملە ای

داریم. Lترم ی است، طبیع عدد ی n... آن در که
ř

i1`...`inďk npi1,...,inqx
i1
1 . . . x

in
n چندمتغیرۀ

exp و موضع دو تابع نماد ی ˆ ، دوموضع تابع نماد ی ` آن در که باشد اول مرتبۀ زبان ی L “ t`,ˆ, expu کنید فرض .۵ تمرین

هستند؟ صورت چه به زبان این ترمهای است. موضع تک تابع نماد ی

نیست. Lترم ی fpx, y, zq دنبالۀ که دهید نشان است. دوموضع تابع نماد ی f آن در که L “ tfu کنید فرض .۶ *تمرین

نتیجه این از که است واضح .Term ´ tfpx, y, zqu “ Term که دهید نشان باشد. Lترمها همۀ مجموعۀ Term کنید فرض راهنمایی.

نیست. Lترمها جزو fpx, y, zq که شد خواهد

مجموعۀ  در متغیرها و ثوابت که دهید نشان نخست کنید: عمل صورت بدین Term ´ tfpx, y, zqu “ Term دهید نشان که این برای

این از است. مجموعه این در هم fpt1, t2q آنگاه باشند مجموعه این در ترم دو t1, t2 اگر که دهید نشان سپس هستند. Term´ tfpx, y, zqu

هستند. Term´ tfpx, y, zqu مجموعۀ در Lترمها همۀ  که یرید ب نتیجه

نیستند. Lترمها جزو نیز ر دی دنبالە های بسیاری و f ˝ y و fqxy دنبالە های که داد نشان م توان مشابه روش همین به که کنید دقت

۵



۳ آوردە  ایم. زیر در بودیم کردە  وعده که طور همان را، ترم ها تا»ی ی «خوانش قضیۀ

t2 “ b1 . . . bm و t1 “ a1 . . . an اگر ر دی بیان به نم شود، ایجاد دوبار ترم هیچ ترم ها، استقرایی ساختِ در ترمها). تای ی (خوانش ۷ قضیه

.ai “ bi داریم i هر برای و m “ n آنگاه باشند، سان ی Lترم دو

کنید. ثابت را بالا قضیۀ .۷ *تمرین

جملە سازی ۳ .۱

استفاده «فرمول» واژۀ از اول مرتبۀ درمنطق جمله، واژۀ جای به است. جملات ساختن و هم کنار در کلمات دادن قرار زبان، دستور کارِ بعدی مرحلۀ

در ر دی نمادهای برخ از استفاده به نیاز فرمولها، ساختن برای م شود). استفاده فرمول خاص نوع به اشاره برای نیز جمله واژۀ البته (و م کنیم

داریم. اول مرتبۀ زبان کنار

داریم: نیاز زیر موارد به زبان، انات ام بر علاوه ،L اولِ مرتبۀ زبانِ ی در اول مرتبۀ فرمولهای ساختن برای .۸ قرارداد

،var مجموعۀ در موجود متغیرهای ●

␣ نقیض: علامت ●

عطف^، علامت ●

،D وجودی سور ●

۴ . .“ تساوی علامت ●

۵ بسته و باز پرانتزهای ●

L زبانِ در م زنیم. مثال ی فرمول سازی، دقیق روش ارائۀ  از پیش م دهند. را فرمولها ساختن اجازۀ ما به ، زبان انات ام کم با بالا علائم

است: Lفرمول ی زیر است، عبارت f تک موضع تابع نماد ی شامل که

@x Dy fpxq
.
“ y

از فرمولها شدنِ ساختە  نحوۀ یعن دارد؛ استقرائ ماهیت ی تعریف، این و است آمده زیر در اول مرتبۀ زبانِ ی در فرمول نویس نحوۀ  دقیق تعریف

گفته L زبانِ در معادله ی L زبانِ در اتم فرمولِ هر به دادە ایم. توضیح را « اتم «فرمولهای ساختِ نحوۀ  نخست، م کند. بیان را سادە تر اجزای

م شود.

م شوند: حاصل زیر استقرائ صورت به معادلە ها) (یا اتم L ی فرمولها باشد. اول مرتبۀ زبانِ ی L کنید فرض .( اتم فرمولهای L) ۹ تعریف

است. اتم Lفرمولِ ی t1
.
“ t2 دنبالۀ آنگاه باشند، Lترم دو t2 و t1 اگر ●

اتم Lفرمول ی Rpt1, . . . , tnq دنبالۀ آنگاه باشد، L در موضع n رابطە ایِ نماد ی R و باشند Lترم تا n تعداد به t1, . . . , tn اگر ●

است.

ی 0 و دوموضع رابطە ای نمادِ ی ă ، دوموضع تابع نماد ی ` آن در که باشد اول مرتبۀ زبانِ ی L “ t`,ă, 0u کنید فرض .۱۰ مثال

هستند: زیر صورت به زبان، این در (معادله) اتم فرمول چند است. ثابت نماد

`px, yq
.
“ z, `p`px, xq, xq

.
“ 0, ă

`

` px, yq, z
˘

نداریم. را آنها به ورود قصد فعلا که م کند جزئیات گرفتار را خواننده لحظه این در آوردن آن اما است، ساده ترمها ساخت روی استقراء با قضیه، این اثبات ۳

دهیم! قرار نقطه تساوی، علامت این روی است بهتر چرا که شد خواهیم متوجه درس ادامۀ ۴در

م کنیم. نظر صرف کار این از ، سادگ برای اما شویم، قائل تمایز کردیم استفاده ترمها ساختن برای آنها از که پرانتزهایی و پرانتزها این میان بود بهتر شاید ۵

۶



امر این نباشد، میان در منطق خاص ملاحظات که زمان تا البته (و م نویسند زیر صورت به عموماً را بالا معادلات روزمره، ریاض زبانِ در

ندارد!) ایرادی

x` y “ z, 3x “ 0, x` y ă z

واضح است. ثابت نماد ی 1 و قبل نماد همان ă است، دوموضع تابع نماد ی ˆ آن در که یرید ب نظر در را L1 “ tˆ,ă, 1u زبانِ حال

هستند: L1فرمولها از مثالهایی زیر موارد بالا، مشابه که است

ˆpx, yq
.
“ z, ˆpˆpx, xq, xq

.
“ 1, ă

`

ˆ px, yq, z
˘

م دهند: نشان زیر صورت به را بالا فرمولهای ریاض روزمره زبان در اما

xˆ y “ z, x3 “ 1, xˆ y ă z.

است؟ ونه چ است، شده معرف بالا مثال در که L “ t`,ă, 0u زبانِ در معادلات کل صورت روزمره، ریاضیات در .۸ تمرین

است؟ ونه چ زبان این در معادلات کل صورت بنویسید. معادلە  چند L “ t`,ˆ, 0u زبانِ در .۹ تمرین

کنید. پیاده L “ t`,ˆ,ă, 0u زبانِ برای را بالا تمرین .۱۰ تمرین

سە موضع رابطە ای نماد ی و تابع نماد ی ترتیب به u و h ی آن در که باشد اول مرتبۀ زبان ی L “ th, u, cu کنید فرض .۱۱ تمرین

تعریف، این به است. آمده معادلات از دستگاه ی تعریف زیر در بنویسید. را زبان این در معادلات کل صورت است. ثابت نماد ی c و هستند

کرد. خواهیم رجوع ۱۰ فصل در بعداً

م نامیم: معادلات از دستگاه ی را زیر عبارت باشند. L زبانِ در معادله n تعداد به φ1, . . . , φn کنید فرض .۱۱ تعریف
$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

φ1

φ2

...

φn

است: معادلات از دستگاه ی زیر عبارت ۱۰ مثالِ در L زبانِ در مثال، برای
$

’

&

’

%

x` y “ z

3x` 5y ` 8z ă 0

است. Lفرمولها تعریف به نوبت حال

م شود. حاصل زیر استقرایی شیوۀ به Lفرمولها، مجموعۀ باشد. اول مرتبۀ زبانِ ی L کنید فرض .۱۲ تعریف

است. Lفرمول ی ی ،L زبانِ در معادله هر ●

است. Lفرمول ی نیز ␣φ آنگاه باشد، Lفرمول ی φ اگر ●

است. Lفرمول ی نیز pφ1 ^ φ2q آنگاه باشیم) مطمئن آنها بودن فرمول L از نحوی به (یعن باشند Lفرمول دو φ2 و φ1 اگر ●

است. Lفرمول نیز Dxφ آنگاه باشد، فرمول ی φ اگر ●

داد. گسترش نیز نامعادلات» و معادلات از «دستگاه به م توان را ۱۱ تعریف بخوانیم، «نامعادله» ی را معادله ی نقیض اگر .۱۳ ملاحظه

رابطە ای نماد ی R و ی موضع تابع نماد ی g ، موضع دو تابع نماد ی f آن در که یرید ب نظر در را L “ tf, g, Ru زبانِ .۱۴ مثال

نوشتە ایم: زیر در فرمول L نمونه چند است. سە موضع

۷



fpx, yq
.
“ gpzq,

Rpx, fpx, yq, gpzqq,

␣Rpx, fpx, yq, gpzqq,
˜

␣Rpx, fpx, yq, gpzqq ^ fpx, yq
.
“ gpzq

¯

Dx

˜

␣Rpx, fpx, yq, gpzqq ^ fpx, yq
.
“ gpzq

¸

,

˜

Dx

˜

␣Rpx, fpx, yq, gpzqq ^ fpx, yq
.
“ gpzq

¸

^ DyRpx, fpx, yq, gpzqq

¸

,

DyDx␣Rpx, fpx, yq, gpzqq.

است. ثابت ی 0 و موضع تک رابطە ای نماد ی ă ، موضع دو تابع نماد ی ` آن در که یرید ب نظر در را L “ t`,ă, 0u زبانِ .۱۵ مثال

است: شدە  نوشته زیر در Lفرمول نمونه چند

ă p0, xq

ă p`pz, zq,`px, yqq

DxDy

˜

ă px, yq^ ă
´

` p`px, xq, yq,`p1, 1q
¯

¸

۶ م نویسیم زیر صورت به ترتیب، به را بالا فرمولهای عموماً روزمره، ریاض در که کنید دقت

x ą 0

2z ă x` y

Dx, ypx ă y ^ 2x` y ă 2q.

از استفاده برای هم آن و آنها، تای ی خوانش رعایت برای فرمولها، دقیق ل ش رعایت ول ندارد. ایرادی هیچ ل، ش این به شده یاد فرمولها نوشتن

شد. خواهد مشخص گفتە ها این دقیق معنای این درس ادامۀ در دارد. اهمیت فرمولها ساخت روی استقراء

آوردە ایم. اثبات)  بدون هم باز (ول دقیق صورت به را گفته این زیر در کردیم. اشاره فرمولها تا»ی ی «خوانش به بالا مثال در

مثلا علائم از متناه دنبالۀ دو کنید فرض ر دی بیان به م شود. ظاهر بار ی فقط Lفرمول هر Lفرمولها، استقرایی ساختِ روش در .۱۶ قضیه

آنگاه باشند φ سانِ ی فرمولِ دنباله، دو این اگر شدە اند. ایجاد فرمولها ساخت استقرائ روش با دو، هر که باشیم داشته ،pciqiăm و pbiqiăn

است. ی ci با bi هر و m “ n

م بریم. پایان  به فرمولها دربارۀ اهمیت حائز نکتۀ دو ذکر با را بخش این

گرفت: نظر در زیر صورت به فرمولها « «کوتاە نویس برای م توان ر دی نماد چند .۱

pφ1 _ φ2q : ␣p␣φ1 ^␣φ2q.

pφ1 Ñ φ2q : p␣φ1q _ φ2q

pφ1 Ø φ2q : ppφ1 Ñ φ2q ^ pφ2 Ñ φ1qq

@xφ : ␣Dx␣φ.

ندارد. ایرادی کار این نباشد،  بحثمان موضوع خاص منطق ملاحظات برخ که زمان و ۶

۸



م شویم؛ قائل اولویت بندی نمادها برای کردە اید!) دقت بدان حتما بالا در آنچه (مانند پرانتزها ازدحام از جلوگیری برای روزمره، ریاضیات در .۲

.^,_,Ñ,Ø علامتهای سپس و علامت␣است، آنها از پس دارند؛ اولویت نمادها همه بر سورها سپس و تساوی نخست که صورت بدین

عبارت مثال برای دارد. اولویت شود ظاهر زودتر کدام هر هم مرتبه، نمادهای بین در

Dxfpxq
.
“ y ^ gpx, yq ă z

است: زیر فرمول حقیقت در
˜

Dxpfpxq
.
“ yq^ ă pgpx, yq, zq

¸

p˚q

زیر: فرمولِ نه و

Dx

˜

pfpxq
.
“ yq^ ă pgpx, yq, zq

¸

.

نوشت: زیر صورت به م توان را p˚q فرمولِ مثلا کرد؛ استفاده بیشتری پرانتزهای از م شود فرمول، شدن راحت تر برای گاه حت
˜

´

Dxpfpxq
.
“ yq

¯

^ ă pgpx, yq, zq

¸

هستند؟ صورت چه به فرمولها L “ t`,ˆ,ău زبانِ در .۱۲ تمرین

کنید: پرانتزگذاری را زیر فرمولهای .۱۳ تمرین

@xDyRpx, yq Ñ Dtsptq ^Rptq

DyRpyq Ñ spyq Ñ upyq

@xRpxq Ñ @yRpyq ^ @zRpzq

@xRpxq ^ DyRpx, yq Ñ DzSpx, zq

کنید: حذف را اضافه پرانتزهای .۱۴ تمرین

Dy
`

Rpyq Ñ Spyq
˘

Dx
`

prpxq ^ spxqq Ñ apxq
˘

DxpDy
`

Rpx, yq ^ Dyspx, yqq
˘

است. سە موضع رابطە ای نماد ی R و دوموضع تابع نماد ی h آن در که باشد اول مرتبۀ زبان ی L “ tR, h, cu کنید فرض .۱۵ تمرین

هستند؟ صورت چه به زبان این فرمولهای

است. متناه دنبالۀ  ی Lفرمول، هر که دهید نشان باشد. اول مرتبۀ زبانِ ی L کنید فرض .۱۶ *تمرین

طور؟ چه 2ℵ0 اندازۀ با زبان ی در طور؟ چه شمارا زبان ی در است؟ چقدر نوشت، م توان متناه زبانِ ی در که فرمولهایی تعداد .۱۷ تمرین

کنید. اثبات را ۱۶ قضیۀ .۱۸ *تمرین

قاعدە مندِ گذاشتن هم کنار از م کنیم. انتخاب آن برای الفبا مجموعۀ ی نخست موضوع هر دربارۀ  گفتن سخن برای اول، مرتبۀ منطق در

الفبا، کنار در سورها و عطف و فصل برای علامتهایی مانند ، کم نماد سری ی گرفتن نظر در با م شوند. ایجاد کلمە ها الفبا، آن حروف

نیست. متصور آنها برای معنایی و است علائم از شده ساخته دنبالە های تنها م شود، ایجاد روش این با آنچه اما م شوند. ساخته جملات

۹



۲ فصل

معان

خودیِ به «کلمه» ی که کنید دقت نوشت. کلمات و جملات م توان آن دستوری قواعد و زبان ی الفبای از استفاده با که آموختیم گذشته فصل در

کس هر میز، کلمۀ شنیدن با مثلا م کند. متبادر شنونده ذهن در « «معن ی که است اهمیت این دارای کلمه اما است، علائم از دنبالە ای فقط  خود

تک شنونده است: گونه همین وضع، هم، جملات برای کنند. تصور را متفاوت میزهای است ن مم مختلف افراد چند هر م افتد؛ میز ء ش یاد

یرید: ب نظر در را زیر جملۀ مثال، برای م رسد. جمله معنای به و م کند معن خود ذهن در را جمله ی در موجود کلمات تک

است. میز روی گربه ی

واژە های که باشد داشته وجود ما ذهن در تابع که است لازم آن، کردن معنا برای است. فارس زبان در علائم و حروف از دنبالە ای صرفاً بالا جملۀ

حال این با است؛ متفاوت بودن چیزی روی رابطۀ و گربه کلمۀ از زیر، فرد دو تصور کند. تصویر آنها معان به را بودن چیزی روی و میز، گربه، ، ی

رسیدە اند: بالا جملۀ معنای از تصوری به آنها از کدام هر

φ اگر داریم. اول مرتبۀ زبانِ ی فرمولهای دربارۀ را وضع همین مشابه م شود. سبب را متفاوت تصورات مختلف اذهان در واحد جملۀ  ی پس

گفتە ایم. سخن معنا این «تعریف» روش دربارۀ فصل، این ادامۀ در م کند. پیدا معنا مختلف جهانهای در باشد، L زبانِ در اول مرتبۀ فرمول ی

زبان علائم تعبیر و ساختارها ۱ .۲

فرق تابع با ، تابع نماد که گفتیم قبل بخش در است. f تابع نماد ی شامل نمادها) سایر بر (علاوه که باشد اول مرتبۀ زبانِ ی L کنید فرض

تابع ی دربارۀ  گفتن سخن برای باید تابع نماد ی که است دریافته فراست به شد گفته فصل این ابتدای در آنچه از خواننده احتمالا اما دارد؛

L زبانِ اگر مثلا م شوند. «تعبیر» Lساختار ی در L زبانِ ی نمادهای همۀ هستند. Lساختارها اینجا در ، واقع دنیاهای شود. استفاده واقع

م نامیم. «f تابع نمادِ «تعبیر آن که دارد وجود تابع L ی روی باشد، f تابع نماد ی شامل

است: شده یل تش زیر اجزای از M Lساختارِ ی باشد. اول مرتبۀ زبانِ ی L کنید فرض .۱۷ تعریف

Lساختار. این جهانِ نام به M زمینۀ مجموعۀ ی .۱

۱۰



،fM :Mnf ÑM تابع ی f P L تابع نماد هر برای .۲

،RM ĎMnR رابطۀ ی R P L رابطە ایِ نمادِ هر برای .۳

.cM PM مشخص عنصر ی c P L ثابتِ نماد هر برای و .۴

در است قرار f نماد که است تابع ی واقعاً fM کردە اید، مشاهده که طور همان م نامیم. M Lساختارِ در f تابع نمادِ تعبیرِ را fM عبارتِ

مواضع تعداد توان به البته که است M مجموعۀ یعن ،M ساختارِ زمینۀ مجموعۀ تابع، این دامنۀ که کنید دقت کند. اشاره تابع این به M ساختار

ما است قرار R رابطە ای نماد که ها) nRتائ از ل متش مجموعه ی (یعن است رابطه ی RM مشابهاً است. رسیده f برای شده گرفته نظر در

نوشت: زیر خلاصە ترِ صورت به م توان را بالا تعریف پس م اندازد. آن یاد به را ما c ثابتِ که است مشخص عنصر ی cM و بیندازد؛ آن یاد به را

است: زیر صورت به Lساختار ی باشد، اول مرتبۀ زبانِ ی L اگر

M “ pM, zMzPLq

بالاست. تعریف در شده بیان صورتهای از ی به (M در z نمادِ تعبیر م شود: خوانده (که zM باشد، نمادی نوع چه z P L که این به بسته که

c, d ، موضع تک تابع نماد ی g ، دوموضع تابع نماد ی ˚ آن در که باشد اول مرتبۀ زبان ی L “ t˚, g, c, d, Ru کنید فرض .۱۸ مثال

در که است M “ pM, ˚M, gM, cM, dM, RMq صورت به M Lساختارِ هر پس است. موضع دو رابطە ای نماد ی R و ثابت نماد دو

M زمینۀ  جهانِ در مشخص عنصر دو cM, dM هستند، موضع تک و دوموضع تابع دو ترتیب به gM : M Ñ M و ˚M : M2 Ñ M آن

است. شده معرف L زبانِ این برای Lساختار، نمونه چندین زیر در است. M2 از مشخص زیرمجموعۀ  ی RM و هستند،

این در ˚ موضع دو تابع نماد تعبیر است. حقیق اعداد مجموعۀ Lساختار، این جهانِ که کنید دقت .M1 “ pR,`, exp, 0, 1,ăq .۱

: یعن است. جمع تابع همان ساختار،

˚M1 : R2 Ñ R

˚M1px, yq “ x` y.

است: نمائ تابع ما، ساختار در g موضع تک تابع نمادِ تعبیر همچنین .˚M1 “ ` خلاصە تر: طور به

gM1 : RÑ R

gpxq “ exppxq.

است: شده حقیق اعداد ترتیب به تعبیر R موضع دو رابطە ای نماد همچنین .cM1
2 “ 1 و cM1

1 “ 0 داریم: ترتیب همین به

RM1 “ tpx, yq P R2 : x ă yu

.RM “ă ر دی بیان به باز و ,px؛ yq P RM1 ô x ă y. ر دی بیان به

تعبیر طبیع اعداد ضرب به زبان، در ˚ نمادِ است. طبیع اعداد مجموعۀ Lساختار، این جهانِ که کنید دقت .M2 “ pN, ¨, s, |, 2, 3q .۲

است: شده

˚M2 : N2 Ñ N

˚M2px, yq “ x ¨ y.

کوتاە تر: بیان به یا

˚M2 “ ¨.

است: شده تال تابع به تعبیر s موضع تک تابع نماد همچنین

gM2pxq “ x` 1

۱۱



شدە اند: تعبیر زیر صورت به ترتیب به ثوابت و

cM2
1 “ 2,

cM2
2 “ 3.

است: طبیع اعداد کردن عاد رابطۀ ،R رابطە ای نماد تعبیر سرانجام و

px, yq P RM2 ô x|y.

ثوابت و توابع آن روی که باشند داشته زمینه جهان ی باید آنها از کدام هر کرد: معرف نیز ری دی متعدد Lساختارهای م توان راحت همین به

با تابع نه (و دوموضع تابع ی به ، موضع دو تابع نماد ی مثلا که بود مواظب باید تنها دارد. وجود زبان علائم تعابیر عنوان به مطلوبی

شود. تعبیر بیشتر) مواضع

گروە ها، نظریۀ در مثلا م بیند. اولیه ترمهای همان در ریاض دانشجویان را باشد داشته متفاوت تعابیر مختلف ساختارهای در نماد، ی که این ایدۀ 

دقیق تر زیر مثال در را این باشد. سان ی آنها همۀ در ضرب برای شده استفاده نماد ول باشد متفاوت مختلف گروە های در ضرب عمل است ن مم

کردە ایم. بیان

ی pZ,`, 0q جمع گروه است. ثابت نماد ی e و موضع دو تابع نماد ی
Â

آن در که یرید ب نظر در را L “ t
Â

, eu زبانِ .۱۹ مثال

در که است Lساختار ی نیز pZ3, ¯̀ , 0̄q گروه حال عین در شدە اند. تعبیر صفر عدد و اعداد جمع به ترتیب به e و
Â

آن در که است Lساختار

تعبیر و ماتریس جمع با دو، در دو ماتریسهای از ل متش گروه این، علاوه شدە اند. تعبیر (۳ پیمانۀ (به ۰ و ۳ پیمانۀ در جمع به ترتیب، به e و
Â

آن

است. Lساختار ی نیز صفر، درایە های با ماتریس عنوان به e ثابتِ

را گراف این م خواهیم باشد. گراف ی G کنید فرض باشد. موضع دو رابطە ای نماد ی تنها دارای زبانِ ی L “ tRu کنید فرض .۲۰ مثال

کنید: تعریف کنیم. معرف G در R رابطە ای نماد برای تعبیری که است کاف کار این برای یریم. ب نظر در G “ pG,RGq ساختارِ L ی عنوان به

px, yq P RG ô باشد. داشته وجود یال ی G گرافِ در x, y رئوس بین

ساختارِ L ی به مجموعه این تبدیل برای یرید. ب نظر در را گویا) اعداد مجموعۀ (یعن Q مجموعۀ ساختار L از ر دی مثال ی عنوان به

کنید تعریف کنید. تعبیر آن روی را R رابطۀ باید هم باز Q “ pQ, RQq

px, yq P RQ ô x ă y

کردە ایم تعریف ر دی بیان به

RQ “ă

است. ساختار L ی از مثال ی نیز برادری، رابطۀ همراه به انسانها از مجموعه ی

است. M مجموعۀ  ساختار این جهانِ که کنیم فرض طورضمن به م گیریم، Lساختار ی عنوان به را M وقت معمولا .۲۱ قرارداد

دو است. سە موضع رابطە ای نماد ی R و سە موضع تابع نماد ی h آن در که باشد اول مرتبۀ زبان ی L “ th,Ru کنید فرض .۱۹ تمرین

بزنید. مثال Lساختار

ی عنوان به م تواند pQ,Zq زوج که دهید نشان است. ی موضع تابع نماد ی p آن در که باشد زبان ی L “ tpu کنید فرض .۲۰ تمرین

شود. گرفته نظر در Lساختار

ی به تبدیل را N مجموعۀ است. ی موضع رابطە ای نمادِ ی pn هر آن در که باشد شمارا زبانِ ی L “ tpnunPN کنید فرض .۲۱ تمرین

.pNn ‰ pNm باشیم: داشته m,n متفاوتِ طبیع عددِ دو هر برای که طوری به کنید، N نام به Lساختار

کنید. تعبیر n بر بخش پذیری را pn م توانید مثال برای راهنمایی.

داده قرار آن در fr ی موضع تابع نماد ی r حقیق عدد هر برای آن در که باشد ناشمارا زبان ی L “ tfrurPR کنید فرض .۲۲ *تمرین

کنید. ساختار L ی به تبدیل را R مجموعۀ است. شده

۱۲



م کند. ضرب r در را عدد هر که یرید ب نظر در تابع م توانید را fr تابع مثال، برای راهنمایی.

نظر در xÑ πx ضابطۀ با را f : NÑ R تابع است. تک موضع تابع نماد ی f آن در که باشد زبان ی L “ tfu کنید فرض .۲۳ *تمرین

م دهد؟ یل تش Lساختار ی تابع، این با ، طبیع اعداد مجموعۀ  آیا یرید. ب

باشد؟ Lساختار ی م تواند است، تفریق علامت ´ آن در که pN,´q آیا .۲۴ تمرین

فرمولها معنای ۲ .۲

تابع نماد ی f کنید فرض کنیم. مشاهده هم با را ساختارها در فرمول کردن معنا از مصداق ی است بهتر فرمولها، معنای بحث به ورود از پیش

باشند. Lساختارِ دو M2 و M1 کنید فرض همچنین یرید. ب نظر در را fpcq .“ d فرمولِ باشند. L زبانِ ی در ثابت نماد دو c, d و موضع تک

است: زیر صورت به M1 ساختارِ در fpc1q
.
“ c2 جملۀ معن دارند. را خود به مخصوص تعبیرِ c, d ثوابتِ و f تابع اینها، از کدام هر در

fM1pcM1q “ dM1 .

است: زیر معن به M2 ساختارِ در جمله همین مشابهاً

fM2pcM2q “ dM2 .

م نویسیم و است، درست ساختار این در fpcq .“ d فرمولِ م گوییم آنگاه باشد، (L زبانِ همین (برای Lساختار ی M اگر کل طور به

M |ù fpcq
.
“ d

هرگاه

fMpcMq “ dM.

تعریف برای کل تر، طور به و سوال، بدین پاسخ برای است؟ برقرار M2 یا M1 ساختارِ در فرمول این آیا یرید. ب نظر در را fpxq .“ y فرمولِ حال

داریم. ترمها محاسبۀ و مقدارده نگاشتهای و پای بند و آزاد متغیرهای دربارۀ مختصری توضیح به نیاز ساختارها، در فرمولها صدق

پای بند و آزاد متغیرهای ۱ .۲ .۲

زیر: فرمول در مثال برای م شود. گفته آزاد متغیر باشد، نداشته اثر آن روی سوری هیچ که متغیری به اول، مرتبۀ فرمولِ ی در

`

Dxppxq ^ qpxq
˘

زیر فرمول در اما است. آزاد متغیر همین دوم حضور ول م کند اثر آن روی وجودی سور زیرا است، پای بند x متغیرِ چپ) سمتِ (از اولِ حضورِ 

Dx
`

ppxq ^ qpxq
˘

فرمولِ در ر، دی مثال عنوان به است. پای بند x متغیر حضور دو هر

@yDx
´

fpxq
.
“ y ^Rpx, y, z, tq

¯

است. زیر صورت به فرمولها،  تعریف استقرائ ماهیت به بنا آزاد، متغیرِ ی دقیق تعریف هستند. آزاد z, t متغیرِ دو و پای بند x, y متغیرِ دو

دهد: رخ زیر حالات از ی هرگاه است، آزاد φ فرمولِ در x متغیرِ م گوییم .۲۲ تعریف

باشد. رفته کار به t2 یا t1 ترمهای از ی در x متغیر و باشد t1
.
“ t2 صورت به φ فرمولِ .۱

باشد. رفته کار به tn تا t1 ترمهای از ی در x متغیر و باشد Rpt1, . . . , tnqصورت به φ فرمولِ .۲

باشد. ψ فرمولِ برای آزاد متغیر ی x و باشد ␣ψ صورتِ به φ فرمولِ .۳
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باشد. ψ2 فرمولِ آزادِ متغیرهای از ی یا ψ1 فرمولِ آزادِ متغیرهای از ی x و باشد pψ1 ^ ψ2qصورت به φ فرمولِ .۴

است. ψ فرمولِ برای آزاد متغیر ی x و ،x از غیر متغیری y آن در که باشد Dyψ صورت به φ فرمولِ .۵

است، اول مرتبۀ فرمولِ ی φpx1, . . . , xnq م گوییم وقت اما م دهیم. نشان φ,ψ, . . . حروفِ با را اول مرتبۀ فرمولهای عموماً .۲۳ قرارداد

است. زیر نکتۀ سه به اشاره منظورمان م نویسیم، فرمول جلوی را متغیر سری ی نام وقت یعن

هستند. tx1, . . . , xnu مجموعه به متعلق φ فرمولِ آزادِ متغیرهای ●

نشدە اند. استفاده φ فرمولِ در x1, . . . , xn متغیرهای همۀ لزوماً ●

نم آوریم. میان به آن پای بند متغیرهای از نام فرمول، ی نمایش در یعن نیستند؛  پای بند متغیرها، این از هیچ کدام ●

ترمها محاسبۀ و ساختارها در متغیرها به مقدارده ۲ .۲ .۲

آن تعبیر است، شده استفاده x1, . . . , xn متغیرهای از آن در که است، L زبانِ در ترم ی t وقت که اندیشید چنین م شود روزمره، ریاض دانش با

م دهد: توضیح را گفته این زیر مثال م کند. مشخص را tM :Mn ÑM تابع ی M ساختارِ ی در

است. ثابت نماد ی e و ، موضع تک تابع نماد ی g ، دوموضع تابع نماد ی f آن در که یرید ب نظر در را L “ tf, g, eu زبانِ .۲۴ مثال

یرید: ب نظر در را زیر ساختارهای باشند. Lترم دو t2 “ fpgpxq, gpeqq و t1 “ gpfpx, yqq کنید فرض

.M2 “ pN, ¨, spxq “ x` 1, 0q و M1 “ pR,`, ex, 1q .۱

هستند: زیر صورت به ساختار دو این در t1, t2 ترمهای تعابیر

tM1
1 px, yq “ ex`y, tM2

2 px, yq “ ex ` e1

tM2
1 px, yq “ x ¨ y ` 1, tM2

2 px, yq “ px` 1qp0` 1q.

ساختارِ ی M کنید فرض م شود. استفاده آن از نویس فرمول  و کلمه در که متغیرهاست از شمارا مجموعۀ ی var که گفتیم ۳ قراردادِ در

باشد. اول مرتبۀ

تابع هر به .۲۵ تعریف

β : var ÑM

م شود. گفته «M ساختارِ در متغیرها «مقدارده نگاشت ی

ی در متغیرها به مقدارده یریم. ب نظر در M جهانِ در مقداری چه ،x مثلا هرمتغیری، برای که م کند مشخص تابع، این که است واضح

به خاص، طور به که باشد، متغیرها به مقدارده نگاشت ی β : var Ñ M کنید فرض م شود: ترمها مقدار شدنِ مشخص به منجر Lساختار

استفاده x1, . . . , xn متغیرهای از آن در که باشد Lترم ی t کنید فرض همچنین م دهد. a1, . . . , an مقادیرِ ترتیب به x1, . . . , xn متغیرهای

ساختارِ در t ترم مقدارِ بخوانید ،tMrβs از منظورمان است. تابع ی tM : Mn Ñ M صورت: این در دیدە ایم، قبلا که طور همان است. شده

است. tMpa1, . . . , anq همان حقیقت در ،β مقدارده نگاشت از استفاده با M

تعیین برای روش باید ، منطق دقیق صورتگرایی در نیست. دقیق چندان م دهد، دست به خوبی شهودِ چند هر tMrβs برای بالا در که تعریف

کردە ایم. تعریف استقرائ و دقیق صورت به را tMrβs عبارتِ زیر، در باشیم. داشته متغیرها» «همۀ مقدارِ حسب بر ترم، ی مقدار

روی استقرایی صورت به tMrβs عبارتِ باشند. متغیرها به مقدارده نگاشت ی β : var ÑM و Lساختار ی M کنید فرض .۲۶ تعریف

م شود: تعریف زیر صورت به ترمها

tMrβs “ βpxq م کنیم: تعریف آنگاه باشد، متغیر ی t “ x اگر .۱

tMrβs “ βpxq “ cM م کنیم تعریف آنگاه باشد، زبان در ثابت ی t “ c اگر .۲
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م کنیم: تعریف آنگاه است، موضع n تابع نماد ی f آن در که t “ fpt1, . . . , tnq و باشند دانسته tM1 rβs, . . . , tMn rβs تعابیرِ هرگاه .۳

tMrβs “ fMptM1 rβs, . . . , t
M
n rβsq

م گوییم وقت م کند: روزمره ریاضیات به شبیه بیشتر و سادە تر را کارها گاه آن، مقابل در ترم در رفته کار به متغیرهای نوشتن .۲۷ قرارداد

در موجود متغیرهای میان از است، شده استفاده آن در که متغیرهایی و است Lترم ی t که است این منظور است، Lترم ی tpx1, . . . , xnq

به باشد مقدارده نگاشت ی β : var Ñ M اگر حال باشند. نشده استفاده متغیرها این همۀ شاید هرچند است؛ tx1, . . . , xnu مجموعۀ

نمادِ چند هر که کنید دقت .tMpa1, . . . , anq بنویسیم م توانیم tMrβs جای به صورت این در ،βpx1q “ a1, . . . , βpxnq “ an که طوری

t ترم مقدار آن در زیرا م آید، کار به tMrβs دقیق تعریفِ ، منطق فن استفادە های در اما م رسد، نظر به طبیع  و سادە  بسیار tMpa1, . . . , anq

است. شده لحاظ متغیرها همۀ به مقدارده اساس بر

ساختارها در فرمولها صدق ۳ .۲ .۲

مثلا دارد؛ بستگ x مقدار به فرمول این ارزش که است واضح است؟! درست طبیع اعداد در است» اول عدد ی x» م گوید: که φpxq فرمولِ آیا

مقدارده فرمول، آن آزاد متغیرهای که است نیاز ساختار، ی در فرمول ی درست تشخیص برای نیست. درست φp4q اما است، درست φp3q

شوند.

نظر، مورد تعریف اما م شود. تعریف فرمولها استقرائ ماهیت با مطابق ، مقدارده نگاشت ی با و Lساختار ی در فرمول ی صدق

M ساختارِ در β مقدارده با φ فرمولِ زمان است. نمادها از دنبالە ای فرمول، ی که م دانیم دارد. سادە ای محتوای پیچیدە اش، ظاهر عل رغم

م دهیم، قرار را β توسط شده تعیین مقادیر فرمول، آزاد متغیرهای به و را، تعابیرشان فرمول، در رفته کار به نمادهای جای به وقت که است، برقرار

پیش از کنیم تعریف م خواهیم که را آنچه شود، ثابت خواننده به که این برای دهد. رخ M ساختارِ در است، شده توصیف فرمول توسط که آنچه

آوردە ایم. ساختارها در فرمولها صدق از مثالهایی دقیق، تعریف ارائۀ از پیش م داند،

β : var ÑM کنید فرض یرید. ب نظر در دارد f تک متغیرۀ تابع نماد ی فقط که L “ tfu زبانِ برای را M “ pR, exq ساختارِ .۲۸ مثال

آنها مقادیر ول م دهد مقدار هم متغیرها سایر همۀ به تابع این (البته بدهد e و ۱ مقادیر ترتیب به y و x متغیرهای به که باشد ده مقدار تابع ی

در شوند، مقدارده R در β نگاشتِ از استفاده با x, y وقت fpxq .“ y فرمولِ م گوییم پس .e1 “ e که م دانیم نیست). مهم ما برای فعلا

م دهیم. نمایش زیر صورت به را واقعیت این و است؛ درست M ساختارِ

M |ù fpxq
.
“ yrβs.

موضع تک تابع نماد ی g ، موضع دو تابع نماد ی f ، موضع دو رابطە ای نماد ی R آن در که L “ tR, f, g, cu کنید فرض .۲۹ مثال

یرید: ب نظر در را زیر فرمولهای است. ثابت ی c و

φ1 “ fpc, gpcqq
.
“ c.

φ2 “ Rpgpcq, gpgpcqq

φ3 “ Dxgpfpx, xqq
.
“ c

φ4 “ Dyfpgpxq, yqq
.
“ c

که است برقرار M1 ساختارِ در φ1 فرمولِ زمان یرید. ب نظر در را M2 “ pZ, |, ¨, s, 0q و M1 “ pR,ă,`, ex, 1q Lساختارهای حال

fM1pcM1 , gM1 pc
M1qq “ cM1

M1 |ù ␣φ1 یا M1 |ù φ1 م نویسیم: پس نم افتد. اتفاق این که م گوید ما به ، حقیق اعداد دربارۀ ما دانش اما .1` e1 “ 1 : یعن این و

است: زیر معن به M2 ساختارِ در φ1 فرمولِ همین برقراری نیست). φ1 فرمولِ برای مدل M1 ساختارِ (بخوانید:

fM2pcM2 , gM2 pc
M2qq “ cM2
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M2 |ù φ1 م نویسیم: پس است؛ برقرار آنجا در بالا عبارت که م گوید ما به صحیح اعداد دربارۀ ما دانش دوباره .¨p0 ` 1q “ 0 یعن که

بنویسیم: هم زیر صورت به را بالا اتفاقهای م توانیم است). φ1 فرمولِ برای مدل M2 ساختارِ (بخوانید:

pR,ă,`, ex, 1q |ù fpc, gpcqq “ c

و

pZ, |, ¨, s, 0q |ù fpc, gpcqq “ c

در .M1 |ù φ2 e؛ ă ee که است معن این به φ2 بودنِ برقرار M1 ساختارِ در م کنیم. بررس خلاصە تر بیان به البته را، φ2 فرمولِ صدق حال

به بنا Dxe2x؛ “ 1 است: معن این به M1 ساختارِ در φ3 فرمولِ .M2 |ù φ2 پس 2|1؛ که است معن این به φ2 فرمول برقراریِ M2 ساختارِ

.Dxx2` 1 “ 0 است: زیر معن به M2 ساختارِ در فرمول همین .M1 |ù φ3 پس م شود، پیدا x چنین ، حقیق اعداد در نمائ تابع بودن پوشا

.M2 |ù ␣φ3 پس ندارد؛ وجود Z در x چنین که م دانیم

م شود: معن چنین M1 در و است x آزادِ متغیر دارای فرمول، این دارد. بیشتری دقت به نیاز φ4 فرمولِ بررس

Dy ey ` x “ 1

است: زیر معن به یادشده، فرمولِ M2 ساختارِ در نیز

Dy py ` 1q.x “ 0

ساختارها این ی هر در مقدارده نگاشت ی به نیاز واقع در است. x مقدار دانستن به منوط ساختار، دو این در φ4 فرمول درست تشخیص

داد. قرار باید مقداری چه x جای به وید ب ما به که هست

یرید: ب نظر در را زیر مقدارده نگاشتهای

β1 : var Ñ R

β2 : var Ñ Z

خواهد روشن که دلیل به ول بدانیم را متغیرها سایر روی را β1, β2 مقدار که است مطلوب .β1pxq “
?
2, β2pxq “ 3 که باشند گونە ای به

زیر صورت به معنایش م گیریم، نظر در M1 ساختارِ در β1 مقدارده نگاشت با را φ4 فرمولِ وقت ندارد. اهمیت برایمان فعلا مقادیر این شد،

است:

Dy ey `
?
2 “ 1

م نویسیم: پس نم شود؛ پیدا حقیق اعداد در y چنین

M1 |ù φ3rβ1s

است: زیر معن به M2 ساختارِ در β2 ارزیابی نگاشت با φ4 فرمولِ که کنید تحقیق ساده تمرین ی عنوان به

Dy 4 ¨ y “ 0

.M2 |ù φ4rβ2s رو این از و

اما، م گیرد. صورت طبیع بسیار صورت به ساختارها در فرمولها کردن معنا فرایند که کنیم توجیه را خواننده که بود این بر تلاشمان اینجا تا

شود. بیان زیر استقرائ و دقیق صورت به ساختار در فرمولها صدق تعریف که است نیاز منطق مصالح برای دوباره

عبارتِ Mباشند. جهان در متغیرها مقدارده نگاشت ی β و Lفرمول، ی φ Lساختار، ی M اول، مرتبۀ زبانِ ی L کنید فرض .۳۰ تعریف

مدل M Lساختارِ یا است، برقرار م شوند مقدارده β تابع توسط متغیرها وقت M Lساختارِ در φ فرمولِ م شود خوانده که M |ù φrβs

م شود: تعریف زیر استقرائ صورت به است، β مقدارده تحت φ فرمولِ برای

م گوییم ●

M |ù t1
.
“ t2rβs

هرگاه

tM1 rβs “ tM2 rβs.
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م گوییم آنگاه هستند ترم ها ti و است زبان در موضع n رابطە ای نماد ی R آن در که باشد Rpt1, . . . , tnqصورت به φ فرمولِ اگر ●

M |ù Rpt1, . . . , tnqrβs

هرگاه

ptM1 rβs, . . . , t
M
n rβsq P R

M.

M |ù φrβs م کنیم تعریف آنگاه بدانیم β مقدارده تابع هر برای را M |ù ψrβs که این معنای و باشد ␣ψ صورت به φ فرمولِ اگر ●

.M |ù ψrβs هرگاه

در بدانیم. β مقدارده تابع هر برای را M |ù ψ2rβs و M |ù ψ1rβs معنای و باشد pψ1 ^ ψ2q صورت به φ فرمولِ که کنید فرض ●

M |ù ψ2rβs. و M |ù ψ1rβs همزمان هرگاه M |ù φrβs م کنیم تعریف صورت این

م کنیم تعریف صورت این در بدانیم. β مقدارده نگاشت هر برای را M |ù ψrβs معنایِ و باشد Dxψ صورت به φ فرمولِ کنید فرض ●

که طوری به باشد موجود a PM عنصرِ ی M |ù φrβs

M |ù ψrβ
a

x
s.

عمل β مقدارده نگاشت مانند x متغیر از غیر متغیرها همۀ روی که است جدید مقدارده نگاشت ی β a
x : var Ñ M آن در که

.β a
x pxq “ a ول م کند

م دانیم. ضروری را زیر نکات ذکر بالا تعریف مورد در

نشان φpx1, . . . , xnq صورتِ به را فرمول این آنگاه، باشد x1, . . . , xn بین در φ فرمولِ آزاد متغیرهای که وقت که بودیم گفتە  قبلا .۱

صورت این در است. داده را ai مقدارِ xi متغیرِ هر به که باشد M ساختارِ در مقدارده نگاشت ی β که کنید فرض حال م دهیم.

بنویسیم: M |ù φrβs جای به که است راحت تر

M |ù φpa1, . . . , anq.

نکته ی بالا نمایش در باشیم. داشته بیشتری دقت به نیاز که زمانهایی ر م کرد، خواهیم استفاده زیاد هم نمادگذاری این از کتاب ادامۀ  در

،φ فرمولِ در شده استفاده متغیرهای از غیر متغیرهای به β که مقداری به M |ù φrβsعبارت که است این آن و است نهفته ضمن طور به

کردە ایم. دقیق ۳۱ قضیۀ در را گفته این نیست. وابسته م دهد

M |ù یا M |ù φrβs یا آنگاه باشد، M در متغیرها به مقدارده نگاشت ی β و Lساختار، ی M اول، مرتبۀ Lفرمولِ ی φ اگر .۲

واقع در است). ری دی دادن رخ عدم معن به ی دادن رخ تعریف، به بنا واقع (در نم دهند رخ ر همدی با اتفاق دو این هرگز و ␣φrβs

باشد. تناقض دادن رخ محل که نیست قرار تعریف، به بنا اول، مرتبۀ ساختار

مثالِ در اول فرمول سه مانند ما، فرمول وقت اما دارد. بستگ متغیرهایش مقدارده به ساختار ی در فرمول ی درست ۳۱ تمرین به بنا .۳

بخواهد گرفتنش مقدار که ندارد وجود متغیری واقع در ندارد. بستگ مقدارده نگاشتهای به آن، درست باشد، نداشته آزادی متغیر هیچ ۲۹

است. پرداخته موضوع این به بعدی تعریف باشد. داشته فرمول صدق در تأثیری

فرمولِ در x آزادِ متغیر هر برای که طوری به باشند M ساختارِ در متغیرها به مقدارده نگاشتِ دو β1, β2 و Lفرمول ی φ کنید فرض .۳۱ قضیه

صورت این در که دهید نشان باشند). مقدار هم φ در شده استفاده آزادِ متغیرهای روی نگاشت دو هر (یعن .β1pxq “ β2pxq باشیم داشته φ

.M |ù φrβ2s اگر تنها و اگر M |ù φrβ1s

به دلخواه مقدارده نگاشت ی β و باشد ترم ی t اگر که کنید دقت نخست م کنیم. اثبات φ فرمول پیچیدگ روی استقراء  به را م ح اثبات.

واضح باشد. t1 “ t2 صورت به فرمول φ فرمولِ اگر بنابراین دارد. بستگ t ترم در رفته کار به متغیرهای به فقط tMrβs مقدارِ آنگاه متغیرها،

.M |ù t1 “ t2rβ2s اگروتنهااگر M |ù t1 “ t2rβ1sپس .tM2 rβ1s “ tM2 rβ2s و tM1 rβ1s “ tM1 rβ2s که است

کنیم: اثبات را زیر موارد که است نیاز حال
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است. برقرار هم ϕ فرمول برای م ح آنگاه باشد، برقرار ψ فرمول برای م ح و باشد ␣ψ صورت به ϕ فرمولِ اگر ●

است. برقرار هم φ فرمولِ برای م ح آنگاه باشد، برقرار ψ2 و ψ1 فرمولهای برای م ح و باشد pψ1 ^ ψ2q صورتِ به φ فرمول اگر ●

است. برقرار نیز φ برای م ح آنگاه باشد، برقرار ψ فرمول برای م ح و باشد Dxψ صورت به φ فرمولِ اگر ●

م کنیم. بسنده سوم مورد اثبات به تنها رها تمرین عنوان به را اول مورد دو اثبات

M |ù ψrβ2
a
x s استقراء، فرض به بنا .a P M ی برای M |ù ψrβ1

a
x s تعریف، به بنا صورت، این در .M |ù Dxψrβ1s کنید فرض

عبارتِ اما هستند. همقدار باشد، آنها از ی م تواند هم x البته، که ،ψ فرمولِ آزادِ متغیرهای تمام روی β2r ax s و β1r ax s ارزیابی نگاشتِ دو زیرا

.M |ù Dxψrβ2s یعن M |ù ψrβ2
a
x s

م شود. گفته جمله باشد، نداشته آزادی متغیر هیچ که فرمول به .۳۲ تعریف

ارزش ده نگاشتِ دو هر برای ندارد، آزادی متغیر هیچ β که آنجا از ،۳۱ قضیۀ به بنا صورت این در باشد. Lجمله ی φ کنید فرض .۳۳ ملاحظه

وقت صورت این در ندارد. بستگ ارزیابی نگاشتهای به جمله،  ی برقراری یعن .M |ù φrβ2s اگروتنهااگر M |ù φrβ1s داریم β1, β2
.(β مقدارده هرنگاشتِ برای معادلا (و β مقدارده نگاشت ی برای M |ù φrβs که است این منظورمان M |ù φ م نویسیم

آینده درسهای در م کند. ار آش منطق پدیدە های بررس در را آنها اهمیت ندارد، بستگ مقدارده نگاشتهای به ارزششان که جملە ها ویژگ این

شد. خواهد مشخص خواننده برای خودکار طور به گفته این معنای

.M |ù ␣φ یا و M |ù φ یا صورت این در باشد. Lساختار ی M و Lجمله ی φ کنید فرض .۳۴ نتیجه

که بنویسید گونە ای به را φ فرمولِ باشد. Lساختار ی M “ pM, fM, 0Mq کنید فرض و یرید ب نظر در را L “ tf, 0u زبان .۲۵ تمرین

باشد. پوشا و ی بە ی تابع ی fM تابع اگروتنهااگر M |ù φ باشیم: داشته

.M |ù ψrβs شود نتیجه M |ù φrβs از اگروتنهااگر M |ù pφÑ ψqrβs که دهید نشان .۲۶ تمرین

یرید. ب نظر در Lساختار ی عنوان به را M “ pM, fM,ăM, 0Mq و باشد اول مرتبۀ زبانِ ی L “ tf,ă, 0u کنید فرض .۲۷ تمرین

تابع اگروتنهااگر M |ù φpaq باشیم: داشته که بنویسید گونە ای به را φpxq فرمولِ باشد. M مجموعۀ روی خط ترتیب ی ăM که کنید فرض

باشد. پیوسته a نقطۀ در fM

ساختارِ دو در ترتیب به Dyfpy, yq .
“ x فرمولِ است. موضع دو تابع نماد ی f آن در که یرید ب نظر در را L “ tfu زبانِ .۲۸ تمرین

دارد؟ معنایی چه pN, ¨q و pN,`q

یرید. ب نظر در را L “ t`, ¨, 0u زبانِ .۲۹ تمرین

.a ă b اگروتنهااگر pR,`, ¨, 0q |ù φpa, bq که بنویسید گونە ای به را φpx, yq فرمولِ .۱

pZ,`, ¨, 0q |ù φpa, bq است: درست رو پیش عبارت آیا که کنید بررس نوشتە اید، اول قسمت پاسخ در که φpx, yq فرمولِ برای .۲

.a ă b اگروتنهااگر

.۳۰ تمرین

.b “ a`1 Nاگروتنهااگر |ù φpa, bq باشیم Nداشته “ pN,ăq ساختارِ در که بنویسید گونە ای Lبه “ tău زبانِ در ,φpxرا yq فرمولِ .۱

اگروتنهااگر Q |ù φpa, bq است: درست رو پیش عبارت φpx, yq فرمولِ همان برای آیا یرید. ب نظر در را Q “ pQ,ăq ساختارِ حال

.b “ a` 1

.Q |ù @x, y ␣φpx, yq که دهید نشان .۲

Lباشند. زبانِ در و اول مرتبۀ منطق در فرمولهایی ψ1, . . . , ψn و باشد گزارە ها منطق در تاتولوژی ی fpp1, . . . , pnq کنید فرض .۳۱ *تمرین

.M |ù fpψ1, . . . , ψnqrβs داریم β : var ÑM مقدارده نگاشت هر برای که دهید نشان باشد. Lساختار ی M که کنید فرض نیز
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خواننده ذهن احتمالا که دغدغە هایی نوع با م پرسند، عموماً دانشجویانش که سوالات به بنا هم و خود دانشجویی تجربیات به بنا هم نگارنده،

دغدغە هایی چنین نوع دو به زیر در است. کرده موکول مناسبی ان م به را آنها از نوع هر به دادن پاسخ و اشاره اما است مطلع کرده، درگیر خود به را

است. شده اشاره

در فرمول یا جمله ی φ عبارت این در یرید. ب نظر در را M |ù φ عبارت باشد. Lساختار ی L و اول مرتبۀ زبانِ ی L که کنید فرض

وقت واقع در نیست. L زبانِ در |ù نمادِ زیرا است واضح این و نیست؛ L زبانِ در فرمول یا جمله ی M |ù φ عبارتِ خودِ اما است. L زبانِ

این انگار است. درست M ساختارِ در است L زبانِ در که φ جملۀ که گفتە ایم چنین اما نکردە ایم استفاده L اولِ مرتبۀ زبان از M |ù φ م نویسیم

درس این در که ریاض ای عبارات همۀ و چیست فرازبان این اما است. شده بیان است شده نوشته آن در φ جملۀ  که زبان فرای زبان، ی در جمله

زیر جملۀ م کنیم. اشاره مشابه وضعیت ی به مثال عنوان به اما داد، نخواهیم را سوال این پاسخ لحظه این در هستند؟ زبان چه در م شوند نوشتە 

یرید: ب نظر در را

است. شده یل تش کلمه پنج از A horse is an animal عبارت

م کند! صحبت انگلیس زبان در جملە ای دربارۀ  حال عین در اما م شود محسوب فارس زبان در جملە ای بالا جملۀ

آمده Lساختار ی و اول مرتبۀ زبانِ ی تعریف در که است این باشد، بوده خواننده سوال مورد نوشته، این اینجای تا احتمالا که ری دی مورد

مجموعە ها نظریۀ باید اول آیا پس باشیم. داشته منطق به نیاز نیز چیست، مجموعه که این دانستن برای احتمالا اما هستند. مجموعه اینها که است

را؟ منطق سپس م کردیم تدریس را

به انگیزە های جزو سوالات این به دادن پاسخ بسا چه و ماند، نخواهند بی پاسخ نوشتار این در قبیل این از پرسشهای که م دهیم قول خواننده به

باشد. کتاب این درآمدن نگارش

که این برای قاعدە هایی و باشیم داشته علائم از مجموعە ای که است نیاز اول مرتبۀ منطق در گفتن سخن برای که گفتیم قبل فصل در

و کلمات کردن معنا برای است. کلمه خودِ  از مستقل چیزی کلمه، معنای ندارند. معنایی کلمە ها این اما بسازیم؛ جمله و کلمه علائم آن با

مثال،  برای باشند. داشته مابازاء ما نظر مورد مفاهیم و کلمات آنها در که داریم ( ذهن یا (واقع جهانهایی به نیاز ، ریاض منطق در جملات

معنای تا باشد داشته هست چیزی روی چیزی که این و میز، گربه، از تصوری باید شخص این است،  میز روی گربه م گوییم، کس به وقت

ول باشند؛ داشته مختلف درکهای جمله، ی از خودشان واقع یا ذهن جهان به بنا مختلف، افراد است ن مم ضمن در بفهمد. را ما جملۀ 

روی گربه جملۀ از معنایی هم باز است، س گربه، م کند فکر که کس مثلا شوند. متصور ما جملۀ برای معنایی م توانند هم حال این در

است! میز روی س م کند فکر دارد: ذهنش در است میز

م نویسیم: باشد، درست آن در φ جملۀ و باشد واقع یا ذهن جهان ی M اگر

M |ù φ.
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۳ فصل

ایزومرفیسم* و تعریف پذیری

معرف مفاهیم ، وانگه کند، حذر فصل این خواندن از م تواند برسد، گودل ناتمامیت و تمامیت قضایای به زودتر که است علاقە مند که خوانندە ای

ریاضیدانان اکثر م شود. ریاض عموم بینش افزایش به منجر آنها خواندن و هستند ریاضیات دنیای در طبیع بسیار مفاهیم جزو فصل، این در شده

کمتر همچنین ندارند. اختیار در را است آمده بخش این در که صورت به آن، دقیق تعریف  اه هیچ اما م کنند استفاده مدام تعریف پذیری مفهوم از

ایزومرف ایزومرف،گرافهای حلقە های ایزومرف، میدانهای ایزومرف، گروههای نشود: صحبت ایزومرفیسم دربارۀ آن در که هست ریاضیات از بخش

خوبی به را ایزومرفیسم جبریستها آشناست. ایزومرفیسمهای این همۀ تعریفِ تعمیم آموخت خواهیم ایزومرفیسم دربارۀ فصل این در آنچه غیره. و

هرسۀ  بخش این در است. مقدمات هم ارزی نام به بیشتر اهمیت با گاه و ضعیف تر تعریف با مفهوم دارد، اضافە تر منطق آنچه اما م کنند، درک

شد. خواهند معرف یادشده مفاهیم

تعریف پذیری ۱ .۳

و روابط توابع، است، شده داده نشان . . . با ساختار این نمایش در آنچه که م داند (خواننده باشد. ساختار L ی M “ pM, . . .q کنید فرض

دارند). قرار L زبانِ ثوابتِ و رابطە ای ، تابع نمادهای با تناظر در که هستند ثوابت

ی φpx1, . . . , xn, y1, . . . , ymq که کنید فرض همچنین .a1, . . . , am P M و باشد Mn از زیرمجموعه ی X کنید فرض .۳۵ تعریف

هرگاه م شود تعریف a1, . . . , am پارامترهای ِ کم با و φpx1, . . . , xn, y1, . . . , ymq فرمولِ توسط X م گوییم باشد. Lفرمول

X “ tpb1, . . . , bnq PM
n|M |ù φpb1, . . . , bn, a1, . . . , amqu.

به X مجموعۀ آنها کم با که موجودند a1, . . . , an عنصرِ تعدادی و φ فرمولِ ی یعن است تعریف قابل پارامتر با X مجموعۀ گوییم م  وقت

م شود. تعریف بالا صورت

مجموعۀ از زیرمجموعه ی عنوان به زوج، اعداد مجموعۀ یرید. ب نظر در دارد) جمع برای علامت که زبان (در را pN,`q ساختارِ .۳۶ مثال

است: زیر مجموعۀ با برابر زوج اعداد مجموعۀ واقع در است. تعریف قابل ساختار، این در طبیع اعداد

tx P N|pN,`q |ù Dy x “ y ` yu.

نیست. پارامتری هیچ از استفاده به نیاز تعریف این در البته و م شود تعریف φpxq “ Dy`py, yq .“ x فرمولِ توسط زوج اعداد مجموعۀ واقع در

باشد. جملە ای چند ی fpxq “ anx
n ` an´1x

n´1 ` . . . ` a1x` a0 کنید فرض یرید. ب نظر در را pC,`, ¨, 0, 1q ساختارِ .۳۷ مثال

است: تعریف پذیر زیرمجموعۀ ی C در چندجملە ای این ریشە های مجموعۀ

A “ tx|pC,`, ¨, 0, 1q |ù anx
n ` an´1x

n´1 ` . . .` a1x` a0
.
“ 0u
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فرمولِ دقیق تر طور به

φpx, y0, . . . , ynq “ φ “ ynx
n ` . . .` y1x` y0

.
“ 0

داریم یرید. ب نظر در را

A “ tx|pC,`, ¨, 0, 1q |ù φpx, a1, . . . , anq.

صورت به ۲ درجۀ چندجملە ای ی f که زمان مثلا که کند توجه دارد بیشتری وسواس که خوانندە ای کردە ایم. تسامح بالا فرمولِ نوشتن در البته

است: زیر صورت به دقیقاً φpx, y0, y1, y2q فرمولِ است، a2x2 ` a1x` a0

`p`p¨py2, ¨px, xqq, ¨py1, xqq, y0q
.
“ 0

فرمول ی با نیز هستند Q در ضرایب با چندجملە ای ی ریشۀ که C در عناصری مجموعۀ  آیا کنیم. فکر بالا مثال از تعمیم به نباشد بد شاید

از ی x و است Q در آن ضرایب که است موجود طبیع درجۀ  ی با چندجملە ای ی وید: ب که نوشت فرمول م توان آیا یعن م شود؟ تعریف

آورد: حساب به اول مرتبۀ فرمول ی نم توان را زیر) صورت (به چیزی چنین که است واضح است؟ آن ریشە های

Dn P NDa0, . . . , an P Q anx
n ` . . .` a0 “ 0.

مجموعۀ  ی متغیرهای روی نم شود و باشند درساختار است قرار که م شوند زده متغیرهایی روی فقط سورها اول، مرتبۀ فرمولِ ی در زیرا

مجموعۀ تعریف برای خلاقانه روش شاید نیست. یادشده مجموعۀ تعریف پذیری عدم معن به لزوماً این اما زد. سور نظر مورد ساختار با متفاوت

م کنیم. مشاهده را خلاقانه تعریف پذیری از نمونە ای ادامه، در است. شده پیدا کار این برای مناسبی اول مرتبۀ فرمول آن در که پیداشود یادشده

است. نشده گرفته نظر در ما نظر مورد زبانِ در طبیع اعداد میان ترتیب رابطۀ که کنید دقت یرید. ب نظر در را pR,`, ¨, 0, 1q ساختارِ .۳۸ مثال

مجموعۀ حال این با

A “ tpx, yq P R2 : x ă yu

است: تعریف قابل زیر صورت به و داریم، زبان در که نمادهائ همین با

A “ tpx, yq P R2 : pR,`, ¨, 0, 1q |ù Dz y
.
“ x` z2u

حال است. حقیق عنصر ی دوم توان لزوماً مثبت طبیع عدد هر که است شده استفاده ویژگ این از طبیع اعداد ترتیب برای بالا تعریف در

مجموعۀ و pR,`, ¨, 0, 1q ساختارِ

A1 “ tpx, yq P Z2 : x ă yu

آیا یرید. ب نظر در را

A1 “ tpx, yq P Z2 : pZ,`, ¨, 0, 1q |ù Dz y
.
“ x` z2u

این پاسخ شود؟ استفاده صحیح اعداد تعریف برای م تواند م کند تعریف را حقیق اعداد ترتیب که فرمول همان آیا که است این سوال واقع در

لاگرانژ از قضیە ای حال عین در نیست. دو توان به (صحیح) عددی هیچ با برابر ول است مثبت عدد ی دو عدد مثال برای زیرا است؛ منف سوال

پس نوشت. کامل مربع چهار حاصل جمع صورت به را آن بتوان که است مثبت زمان صحیح عدد ی که م گوید اعداد درنظریۀ

A1 “ tpx, yq P Z2|pZ,`, ¨, 0, 1q |ù Dz1Dz2Dz3Dz4 x
.
“ z21 ` . . .` z

2
4u.

اعداد ترتیب تعریف برای که آن از غیر فرمول شد مشاهده که گونه همان هرچند است؛ تعریف پذیر نیز صحیح اعداد ترتیب که م گوییم اصطلاحاً

م رود. کار به تعریف این برای شد، استفاده حقیق

مسئلۀ کل طور به کردیم. پیدا اعداد نظریۀ در قوی قضیۀ ی به نیاز صحیح، اعداد در ترتیب تعریف پذیری اثبات برای که کردید مشاهده

جبری، ، منطق قوی دانش به نیاز گاه تعریف پذیری طبیع مسائل حل برای و دارد پیچیده بسیار ماهیت سادە اش، صورت خلاف بر تعریف پذیری

ساختارِ مثال، برای کنیم، ضعیف تر کم را زبان اگر صحیح، اعداد در ترتیب تعریف پذیری مثال همان در است. جبری هندسۀ  حت و اعدادی نظریۀ

خواهیم ثابت فصل همین در را (این نیست تعریف قابل ترتیب، آنگاه برداریم)، زبان از را ضرب علامت (یعن یریم ب نظر در را pZ,`, 0, 1q
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جذاب سوالهای نیست. تعریف قابل pZ,`, 0, 1q ساختارِ در Z از زیرمجموعە ای عنوان به N طبیع اعداد مجموعۀ که م شود نتیجه این از کرد).

میان این از چندی و کردە ایم فهرست زیر در را آنها از برخ مسئله با خواننده ذهن کردن درگیر برای که پرسید، م توان تعریف پذیری دربارۀ زیادی

گفت. خواهیم خواهیم پاسخ کتاب این از بخشهایی در را

تعریفند؟ قابل pR,`, ¨, 0, 1q ساختارِ در Z,Q مجموعە های آیا .۱

است؟ تعریف قابل pQ,`, ¨q ساختارِ در Z مجموعۀ آیا .۲

است؟ تعریف قابل pC,`, ¨q ساختارِ در R مجموعۀ آیا .۳

داریم: باشیم داشته پارامتر از استفاده حق اگر است. تعریف قابل pC,`, ¨, 0, 1q ساختارِ در ti,´iu مجموعۀ .۳۹ مثال

ti,´iu “ tx : pC,`, ¨, 0, 1q |ù px .
“ i_ x

.
“ ´iqu

نیز پارامتری هیچ از استفاده بدون م توان را مجموعه همین اما کردە ایم؛ استفاده تعریف برای پارامتر عنوان به i,´i عددِ دو از بالا در واقع در

کرد: تعریف

ti,´iu “ tx : pC,`, ¨, 0, 1q |ù x2 ` 1 “ 0u

عضویِ تک مجموعۀ آیا که کنید فکر این به جذاب سوال ی عنوان به است. x2 ` 1 “ 0 دوی درجۀ معادلۀ ریشە های مجموعۀ ti,´iu واقع در

است؟ تعریف قابل ساختار این در هم tiu

کنید.). تعریف پارامتر از استفاده بدون را شده خواسته (مجموعە های ۳۲ تمرین

یرید: ب نظر در را pN,`q ساختارِ .۱

است. تعریف قابل t0u مجموعۀ که دهید نشان (آ)

است. تعریف قابل زوج اعداد مجموعۀ  که دهید نشان (ب)

۱ است؟ تعریف قابل t0, 1u مجموعۀ آیا (ج)

است؟ تعریف قابل t1u آیا (د)

است. تعریف قابل ساختار این در اعداد ترتیب که دهید نشان (ه)

است؟ تعریف قابل tpx, yq P N2 : y “ x` 1u مجموعۀ  آیا (و)

هستند. سان ی pN,`q ساختارِ و ساختار این در تعریف قابل مجموعە های که دهید نشان یرید. ب نظر در را pN,`,ăq ساختارِ .۲

هستند: تعریف قابل زیر مجموعە های دهید نشان و یرید ب نظر در را pN,`, ¨, 0, 1q ساختارِ .۳

اول اعداد مجموعۀ (آ)

.k پیمانۀ به m با همنهشت اعداد مجموعۀ (ب)

.0, 1 ثوابتِ از استفاده بدون t0, 1u مجموعۀ (ج)

چندجملە ایِ متناه تعدادی مشترکِ ریشە های از که است Cn از زیرمجموعه ی چندگونا) (ی ورایته ی از منظور جبری، درهندسۀ ˚۳

است. تعریف قابل پارامتر) از استفاده (با pC,`, ¨, 0, 1q ساختارِ در ورایته هر که دهید نشان است. شده یل تش f P Crx1, . . . , xns

منطق و جبری مطالعۀ در مهم دغدغۀ باشد، م تواند ونه چ اول مرتبۀ ساختار ی در تعریف پذیر مجموعە های کل صورت که این بررس

از فراتر دانش به نیازمند است آمده مثال دو این در آنچه اثبات آوردە ام. زیر در را م پردازند تعریف پذیری به که قضایایی از مثال دو ساختارهاست.

است. شده پرداخته آن به درس پیشرفتە تر بخشهای در و است درس بخش این

۲ بر ن مم باق ماندە های ۱راهنمایی:
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.۴۰ مثال

صورتِ به یا است متناه خودش یا باشد، پارامتر) بدون یا پارامتر (با تعریف قابل pC,`, ¨, 0, 1q ساختارِ در که X Ď C زیرمجموعۀ هر .۱

کارگیری به با تنها و پارامتر از استفاده با م توان را ساختار این در تعریف پذیر زیرمجموعۀ  هر واقع در است. متناه Y که است C ´ Y

هر C´ R هم و R هم زیرا نیست؛ تعریف قابل C از زیرمجموعه ی عنوان به R حقیق اعداد مجموعۀ نتیجه، در کرد. تعریف .“ نمادِ

هستند. نامتناه دو

اعداد یعن نقطە هاست؛ و باز بازە های از متناه اجتماع باشد، تعریف قابل pR,`, ¨, 0, 1,ăq ساختارِ در که X Ď R زیرمجموعۀ هر .۲

که موجودند a1, . . . , an, b1, . . . , bn, c1, . . . , cm

X “ pa1, b1q Y . . . , pan, bnq Y tc1, . . . , cmu

نتیجۀ ی عنوان به کرد. تعریف tă, .“u نمادهای کارگیری به با تنها و پارامتر از استفاده با م توان را مجموعە ای چنین هر ر، دی بیان به

حقیق بازە های از اجتماع صورت به نم توان را گویا اعداد مجموعۀ زیرا نیست؛ تعریف قابل ساختار این در Q Ď R مجموعۀ جالب،

نیست. تعریف قابل ساختار این در هم Z مجموعۀ مشابه، دلیل به نوشت.

تعریف قابل ساختار این در نیز Q مجموعۀ آنگاه م بود، تعریف قابل pR,`, ¨, 0, 1,ăq ساختارِ در Z مجموعۀ اگر که دهید نشان .۳۳ تمرین

م بود.

باشد. تعریف قابل N Ď Z اگروتنهااگر است تعریف قابل pZ,`, 0q در صحیح اعداد ترتیب که دهید نشان .۳۴ تمرین

ایزومرفیسم ۲ .۳

اگر زیرا است همریخت ta, b, cu مجموعۀ با t1, 2, 3u مجموعۀ م شوند. آشنا « ریخت «ی مفهوم با کار ابتدای همان از ریاض دانشجویان

است. شده عوض عناصر نام فقط است؛ اول مجموعۀ همان دوم مجموعۀ که م بینیم کنیم، متناظر c به را 3 عدد و b به را 2 عدد ،a به را 1

زمان مثلا شود. حفظ نام تغییر حین در نیز آنها نقشهای باید نیست: عناصر نام تغییر فقط ، ریاض مختلف بافتارهای در ایرومرفیسم اما

به نام تغییر ترتیب به را a, b, c P G1 عناصرِ که این بر علاوه که است گروه ایزومرفیسم ی f : pG1,`G1
q Ñ pG2,`G2

q نگاشتِ

.fpaq `G2
fpbq “ fpcq آنگاه a`G b “ c اگر یعن کند؛ حفظ نیز را جمع روابط م دهد، G2 در fpaq, fpbq, fpcq

تابع نماد ی فقط که است اول مرتبۀ زبان ی L “ tfu کنید فرض است. تعریف همین مشابه نیز Lساختار دو میان ایزومرفیسم تعریف

ی به ی نگاشت ی H :M1 ÑM2 کنید فرض باشند. Lساختار دو M2 “ pM2, f
M2q و M1 “ pM1, f

M1q و دارد f تک موضع
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دهد: رخ کردە ایم تصویر زیر در آنچه که است ایزومرفیسم ی H زمان باشد. ساختار دو این جهان بین پوشا و

a
fM1

//

H

��

b

H
��

c
fM2

// d

عناصر ندارد، L زبانِ به ارتباط هیچ که H نگاشتِ ، طرف از است. برده b به را a عنصر fM1 نگاشتِ و هستند M1 در a, b بالا تصویر در

تابع تحت c تصویر هم d یعن است؛ برقرار قبل رابطۀ همان f تابع تحت تصاویر، این میان است. برده c, d P M2 عناصرِ به را a, b P M1

است. fM2

از که کنید (دقت H : M1 Ñ M2 پوشای و ی به ی تابع باشند. Lساختار دو M1,M2 و اول مرتبۀ زبان ی L کنید فرض .۴۱ تعریف

هرگاه م نامیم ایزومرفیسم ی را است) دوم ساختار جهان به اول ساختارِ جهان

ببرد. cM2 به را cM1 عنصرِ H تابع c P L ثابتِ هر برای .۱

باشیم: داشته a1, . . . , an PM1 هر و R P L موضع n رابطە ای نماد هر برای .۲

RM1pa1, . . . , anq ô RM2pHpa1q, . . . , Hpanqq.

باشیم داشته M1 در a1, . . . , an, a0 هر و f P L موضع n تابع هر برای .۳

fM1pa1, . . . , anq “ a0 ô fM2pHpa1q, . . . , Hpanqq “ Hpa0q.

صورت این در است؛ ایزومرفیسم ی H : M1 Ñ M2 م نویسیم باشد، Lساختار دو بین ایزومرفیسم ی H : M1 Ñ M2 نگاشتِ وقت

است. مجموعە  حافظ فقط ونه ساختار، حافظ ما تابع که داریم تأکید

را گفته این ادامه در هستند. ر دی ی از رونوشت نحوی به و دارند سان ی کاملا ویژگ های ایزومرف ساختارِ دو کنیم گمان که است طبیع

کرد. خواهیم توجیه

مقدار که است M1 به Mn
1 از تابع ی tM1 دیدە ایم، قبل بخشهای در آنچه بر بنا صورت این در باشد. ترم ی tpx1, . . . , xnq کنید فرض

به ترتیب به را a1, . . . , an که باشد ایزومرفیسم ی H : M1 Ñ M2 کنید فرض .tM1pa1, . . . , anq با است برابر a1, . . . , an در را آن

م برد. tM2pHpa1q, . . . , Hpanqq به را tM1pa1, . . . , anq عنصرِ H این آنگاه م برد. Hpa1q, . . . , Hpanq

و باشد Lترم ی tpx1, . . . , xnq کنید فرض همچنین باشد. ایزومرفیسم ی H : M1 ÑM2 و Lساختار دو M1,M2 کنید فرض .۴۲ لم

م برد. tM2pHpa1q, . . . , Hpanqq به را tM1pa1, . . . , anq عنصر H تابع آنگاه باشند. M1 جهانِ در عناصری a1, . . . , an

صورت این در باشد. xi متغیرِ t ترم مثلا باشد؛ متغیر ی t ترم کنید فرض م کنیم. اثبات ترمها ساخت روی استقراء  با را قضیه م ح اثبات.

طرف از .tM1pa1, . . . , anq “ ai

HptM1pa1, . . . , anqq “ Hpaiq “ tM2pHpa1q, . . . , panqq.

tM1pa1, . . . , anq صورت“ این در باشد. c ثابتِ مثلا ثابت، ی t ترم که کنید فرض حال است. برقرار ترمها از ساده نوع این برای م ح پس

پس .cM1

HptM1pa1, . . . , anqq “ HpcM1q “ cM2

است. آمده ایزومرفیسم تعریف از HpcM1q “ cM2 که این که کنید دقت است. برقرار هم ترم نوع این برای م ح و

باشد موضع n تابع نماد ی f و درست t1, . . . , tn ترمهای برای قضیه م ح اگر کنیم: ثابت را زیر عبارت که داریم نیاز استقرا ادامۀ برای

فرمولها نوشتن ساده برای فقط گرفتە ایم ی را متغیرها و ترمها تعداد که (این است برقرار هم t “ fpt1, . . . , tnq ترم برای نظر مورد م ح آنگاه
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هر برای و باشند x1, . . . , xn میانِ از همه ترمها این متغیرهای که این یعن باشد برقرار t1, . . . , tn ترمهای برای قضیه م ح که این اما است).

باشیم داشته 1 ď i ď n

HptM1
i pa1, . . . , anqq “ tM2

i pHpa1q, . . . , Hpanqq.

صورت این در و

HptM1pa1, . . . , anqq “

H
´

fM1
`

tM1
1 pa1, . . . , anq, . . . , t

M1
n pa1, . . . , anq

˘

¯

“

fM2

´

HptM1
1 pa1, . . . , anqq, . . . , Hpt

M1
n pa1, . . . , anqq

¯

“

fM2

´

tM2
1 pHpa1q, . . . , Hpanqq, . . . , t

M2
n pHpa1q, . . . , Hpanqq

¯

“

tM2pHpa1q, . . . , Hpanqq.

موجب سادە انگاری که دادە ایم تشخیص هرگاه کتاب، ادامۀ در بود. صورت گرایی در سادە انگاریِ کم با نوشتیم قضیه برای بالا در که اثبات

نوع این و است ضروری فرمولها و ترمها تای ی خوانش به توجه استقرائ اثباتهای در واقع در کردە ایم. حذر آن از م شود، قضیه اثبات در ابهام

شود) تنظیم آن مطابق باید اثبات البته (که بالا قضیه صورت دقیق ترین تفاصیل، این با م دارد. باز حدودی تا تا ی خوانش به توجه از ما سادە نویس

است: زیر صورت به ترمها تعبیر تعریف به توجه با

داریم: متغیرها به β مقدارده نگاشت هر و t ترم هر برای

HptM1rβsq “ tM2rβ1s

شود: م تعریف زیر صورت به که است M2 ساختارِ در متغیرها به مقدارده نگاشت ی β1 آن در که

β1pxq “ Hpβpxqq. (۱ .۳)

در a1, . . . , an عنصرِ n هر و φpx1, . . . , xnq فرمولِ هر برای صورت این در باشد. ایزومرفیسم ی H : M1 ÑM2 کنید فرض .۴۳ قضیه

داریم M1

M1 |ù φpa1, . . . , anq

اگروتنهااگر

M2 |ù φpHpa1q, . . . , Hpanqq.

از β ارزیابی نگاشت و φ فرمول هر برای نوشت: م توان نیز زیر دقیق تر صورت به را قضیه م ح که م کنیم یادآوری بالا، قضیۀ اثبات از پیش

داریم M1 درساختارِ متغیرها

M1 |ù φrβs ôM2 |ù φrβ1s

کردە ایم. اثبات را دقیق تر م ح همین زیر اثبات در کردیم. تعریف ۱ .۳ رابطۀ در که است M2 در متغیرها به مقدارده نگاشت همان β1 بالا در که

است. اول مرتبۀ زبان ی در فرمولها روی استقراء کارگیری به نحوۀ برای خوبی تمرین اثبات این

داشته و باشد t1
.
“ t2 صورت به φ فرمولِ کنید فرض م کنیم. اثبات اول مرتبۀ فرمولهای ساخت روش روی استقراء به را قضیه این م ح اثبات.

داریم ساختارها در فرمولها صدق تعریف به بنا .M1 |ù t1
.
“ t2rβs باشیم

tM1
1 rβs “ tM1

2 rβs.

این تحت دو این تصاویر است، ی به ی H نگاشت که آنجا از برابرند. هم با که هستند M1 در عنصر دو tM1
2 rβs و tM1

1 rβs که کنید دقت

یعن برابرند؛ هم با M2 در نگاشت

HptM1
1 rβsq “ HptM1

2 rβsq
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است. برقرار اینچنین فرمولهای برای م ح پس HptM1؛
2 rβsq “ tM2

2 rβ1s و HptM1
1 rβsq “ tM2

1 rβ1s قبل قضیۀ به بنا اما

م کنیم. رها تمرین عنوان به را آن و است سادگ همین به نیز Rpt1, . . . , tnqصورت به فرمولهای برای م ح اثبات

مقدار نگاشت هر برای یعن باشد؛ برقرار ψ2 و ψ1 فرمولهای برای نظر، مورد م ح و باشد pψ1^ψ2qصورت به φ فرمولِ که کنید فرض حال

باشیم داشته β ده

M1 |ù ψirβs ôM2 |ù ψirβ
1s (۲ .۳)

بالا در که

به دلخواه مقدارده نگاشت ی β کنید فرض حال است. شده تعریف ۱ .۳ رابطۀ مانند که است مقدارده نگاشت ی β1 و i P t1, 2u

داریم ساختارها در فرمولها صدق استقرائ تعریف به بنا باشد. M1 ساختارِ در متغیرها

M1 |ù φrβs ôM1 |ù ψ1rβs و M1 |ù ψ2rβs

م یابد: ادامه زیر صورت به بالایی عبارت ۲ .۳ عبارتِ به بنا یعن استقراء، فرض به بنا

ôM2 |ù ψ1rβ
1s و M2 |ù ψ2rβ

1s

م یابد: ادامه زیر صورت به بالایی عبارت فرمولها، صدق تعریف به بنا دوباره و

ô M2 |ù φrβ1s.

م کنیم. رها تمرین عنوان به را آن و است ساده نیز است، برقرار ψ برای م ح و است ␣ψ صورت به φ فرمولِ که حالت در قضیه اثبات

نیز φ برای قضیه م ح که دهیم نشان م خواهیم باشد. برقرار ψ فرمولِ برای قضیه م ح و باشد Dxψ صورتِ به φ فرمولِ کنید فرض حال

فرمولِ برای قضیه، م ح که است این استقرا فرض .a PM1 عنصرِ ی برای M1 |ù ψrβ a
x s صورت، این در M1 |ù φrβs اگر است. برقرار

.M2 |ù Dxψ پس .M2 |ù ψrβ1Hpaqx s یعن M2؛ |ù ψrpβ a
x q
1sپس است؛ درست مقدارده نگاشت هر و ψ

a0 PM1 عنصرِ صورت این در .M1 |ù Dxψpx, a1, . . . , anq کنید فرض دهیم. توضیح شهودی  تر کم را استقراء آخر قدم نباشد بد شاید

یعن این و M2 |ù ψpHpa0q, . . . , Hpanqq داریم ψ فرمولِ روی استقراء فرض به بنا .M1 |ù ψpa0, a1, . . . , anq که است موجود چنان

.M2 |ù Dxψpx, a1, . . . , anq

عبارتِ م شمارم. مغتنم فرامنطق جملات دربارۀ دادن توضیح برای را فرصت هم باز اینجا در .۴۴ ملاحظه

M1 |ù φrβs ôM1 |ù ψ1rβs و M1 |ù ψ2rβs

ی عبارت، این حال عین در نیست. هستند، آن با متناسب M1,M2 ساختارهای که L زبانِ در اول مرتبۀ فرمولِ ی نوشتە ایم، بالا اثبات در که

زبان آن با کاری فعلا (که است شده نوشته منطق زبان در حتماً و است منطق جملۀ

ôو Øاز جای به نشوند، اشتباه م شوند استفاده L زبانِ با همراه که منطق ای علامتهای با زبان، آن منطق علامتهای که این برای نداریم).

کردە ایم. استفاده «و» ربط حرف از ^ جای به

.۴۵ مثال

M1 “ pR,`, 0q Lساختارِ دو همچنین است. ثابت نماد ی e متغیره دو تابع نماد ی f آن در که یرید ب نظر در را L “ tf, eu زبانِ .۱

تابع زیرا ایزومرفند؛ هم با Lساختار دو این است. مثبت حقیق اعداد مجموعۀ R` از منظور که کنید ملاحظه را M2 “ pR`, ¨, 1q و

H : RÑ R`

x ÞÑ ex

داریم: آن بر علاوه و است پوشا و ی به ی تابع ی

HpeM1q “ Hp0q “ e0 “ 1 “ eM2

و

HpfM1 px, yqq “ Hpx` yq “ ex`y “ ex ¨ ey “ fM2pHpxq,Hpyqq.
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تابع یرید. ب نظر در را Z “ pZ,`, 0q ساختارِ است، ثابت ی c و موضع دو تابع نماد ی f آن در که L “ tf, cu زبانِ در .۲

H : ZÑ Z

x ÞÑ ´x

داریم: و م برد صفر به را صفر تابع، این است. خودش و Z میان ایزومرفیسم ی

HpfZpx, yqq “ Hpx` yq “ ´px` yq “ p´xq ` p´yq “ Hpxq `Hpyq “ fZpHpxq,Hpyqq.

عنوان به است. خودش و صحیح اعداد جمع ساختارِ میان ایزومرفیسم ی x ÞÑ ´x تابع پس هست. نیز جمع حافظ نظر مورد تابع یعن

علامت هم ضرب تابع برای نظر مورد زبانِ در اگر آیا یعن م کند؛ حفظ نیز را ضربی ساختارِ H تابع آیا که کنید فکر این به تمرین، ی

م بود؟ ایزومرفیسم ی H تابع هم باز داشتیم،

باشد. دو در دو ماتریسهای برخ از ل متش زیر صورت به مجموعە ای M کنید فرض یرید. ب نظر در را L “ t`, ¨, 0, 1u زبانِ .۳

M “ t

»

–

a ´b

b a

fi

fl : a, b P Ru

ترتیب به را زبان در 0, 1 ثوابتِ همچنین کنید. تعبیر ماتریسها ضرب و جمع صورت به ترتیب به M در را L زبانِ در ضرب و جمع علامت

از پیش است. Lساختار ی M “ pM,`, ¨,

»

–

0 0

0 0

fi

fl ,

»

–

1 0

0 1

fi

flq صورت این در کنید. تعبیر

»

–

0 0

0 0

fi

fl ,

»

–

1 0

0 1

fi

fl ماتریسهای به

@xφ صورتِ به فرمول دربارۀ وقت م کنیم. یادآوری را نکته ی نیم، ب صحبت ر دی ساختارِ ی با ساختار این بودن ایزومرف دربارۀ آنکه

«برای که: است صورت بدین ساختار این در ما فرمول معنای یعن م شود؛ زده ماتریسها روی عموم سور م کنیم، صحبت ساختار این در

دو...». در دو ماتریس هر

به مختلط اعداد ضرب و جمع و است مختلط اعداد زمینه، جهانِ ساختار، این در است. ساختار L ی نیز C “ pC,`, ¨, 0, 1q ساختارِ

تابع هستند. زبان علائم تعبیر ، ی و صفر اعداد همراه

H : CÑM

px` iyq ÞÑ

¨

˝

x ´y

y x

˛

‚

یرید. ب نظر در را

است. C,M ساختارِ دو میان ایزومرفیسم ی است، شده معرف بالا در که H نگاشت که دهید نشان .۳۵ تمرین

ساختارِ ثابت، دو برای نمادهایی c1, c2 و هستند دوموضع تابع نمادهای f, g آن در که L “ tf, g, c1, c1u زبانِ در .۴

تعابیر ی و صفر و مختلط اعداد ضرب و جمع و است مختلط اعداد مجموعۀ C آن در که یرید ب نظر در را C “ pC,`, ¨, 0, 1q

تابع هستند. زبان علائم

H : CÑ C

م برد. آن مزدوج به را مختلط عدد هر که یرید ب نظر در را x` iy ÞÑ x´ iy

است. خودش و C ساختار میان ایزومرفیسم ی H تابع که دهید نشان .۳۶ تمرین

که: دهید نشان ابتدا یرید. ب درنظر را pC,`, ¨, 0, 1q ساختارِ پیشرفتە تر، مثال ی عنوان به .۵

.Hprq “ r داریم r P Q هر برای یعن م کند؛ حفظ را گویا عدد هر H : CÑ C ایزومرفیسم نگاشت هر .۳۷ تمرین

علاقۀ مورد اعداد برخ که کرد تنظیم را ایزومرفیسمها این م توان شرایط تحت حت دارند. وجود خودش به C از فراوان ایزومرفیسمهای

ببرد. e عدد به را π عدد و کند حفظ را گویا اعداد تک تک که کرد پیدا C به C از ایزومرفیسم ی م شود مثلا کنند؛ تصویر هم به را ما

گفت. خواهیم سخن مفصل آینده بخشهای در ایزومرفیسمها این و مختلط اعداد حلقە ای ساختار دربارۀ

۲۷



Lساختار ی اعداد ترتیب رابطۀ با t1, 2, 3u مجموعۀ است. موضع تک رابطە ای نماد ی R آن در که یرید ب نظر در را L “ tRu زبانِ .۶

دارد، وجود یال c سمت به b از و b, c سمت به a از فقط آن در و است شده یل تش a, b, c راس سه از که جهتداری گراف همچنین است.

است. ایزومرف یادشده ساختار با که است ساختار L ی نیز

ایزومرفیسمها و تعریف پذیری میان رابطۀ ۳ .۳

با چندجملە ای ی ppxq “ a0 ` a1x` . . .` anx
n کنید فرض م کنم. شروع جبر از بحث، به مرتبط و لطیف نکتۀ ی ذکر با را بخش این

نقطه را گویا اعداد ۳۷ تمرین به بنا (که باشد ایزومرفیسم ی H : pC,`, ¨q Ñ pC,`, ¨q که کنید فرض همچنین باشد. گویا اعداد در ضرایب

است. چندجملە ای این از ریشە ای نیز Hptq مختلط عدد باشد، چندجملە ای این از ریشە ای t مختلط عدد اگر صورت این در م کند). حفظ نقطه

که م دانیم زیرا است، واضح امر این علت

pptq “ a0 ` a1t` . . .` ant
n “ 0

داریم H ایزومرفیسم اعمال با پس

Hppptqq “ Hpa0q `Hpa1qHptq ` . . .`HpanqHptq
n “ 0

داریم است ثابت چندجملە ای، این گویای ضرایبِ روی H که آنجا از و

a0 ` a1Hptq ` . . .` anpHptqq
n “ 0

که است بالا واقعیت و م نامیم اتومرفیسم ی را C به C از ایزومرفیسم ی است. ppxq چندجملە ای ریشۀ Hptq گفتیم، که طور همان یعن

چندجملە ای ریشە های Xمجموعۀ  اگر م شود؛ حفظ مجموعە  ای صورت به اتومرفیسمها تحت Q در ضرایبِ با چندجملە ای ی ریشە های مجموعۀ

م نویسیم: باشد، بالا در p

@H P autpC{Qq HpXq “ X.

تعریف پذیر مجموعە های برای گفته، این شبیه م کنند. حفظ نقطە وار را گویا اعداد که است اتومرفیسمهایی از ل متش گروه autpC{Qq بالا در

پارامترهای از استفاده با تعریف پذیر مجموعۀ ی X Ď Mn و اول مرتبۀ ساختار ی M کنید فرض است: برقرار نیز اول مرتبۀ ساختارِ ی در

م کند. حفظ نقطە وار را A که است خودش به M از ایزومرفیسم ی autpM{Aq در اتومرفیسم ی از منظور باشند. A ĎM مجموعۀ ی در

از استفاده با تعریف پذیر مجموعۀ ی X Ď Mn اگر ر دی بیان به HpXq؛ “ X داریم H P autpM{Aq برای بالا، فرضیات با .۴۶ قضیه

است. X حافظ مجموعە وار باشد، A حافظ نقطە وار که اتومرفیسم هر آنگاه باشد، A مجموعۀ ی در موجود پارامترهای

یعن باشد؛ شده تعریف a1, . . . , am P A پارامترهای از استفاده با و φ فرمولِ توسط X مجموعۀ که کنید فرض اثبات.

X “ tpb1, . . . , bnq PM : M |ù φpb1, . . . , bn, a1, . . . , amq.

داریم H نگاشت بودن ایزومرفیسم به بنا .M |ù φpb1, . . . , bn, a1, . . . , amq آنگاه pb1, . . . , bn P X اگر بنابراین

M |ù φpHpb1q, . . . , Hpbnq,Hpa1q, . . . , Hpamqq

داریم است ثابت دارند قرار A در که ها ai روی H که آنجا از و

M |ù φpHpb1q, . . . , Hpbnq, a1, . . . , amq

عنوان به X Ď HpXq که را این اثبات .HpXq Ď X ر دی بیان به ,pHpb1q؛ . . . , Hpbnqq P X که است معن بدین دقیقاً بالا عبارت اما

م کنیم. رها تمرین

برای جالبی مح بیفتند، بیرون مجموعه آن از نباید اتومرفیسمها تحت دارند قرار تعریف پذیر مجموعۀ ی در که عناصری تصویر که این

پرداختە ایم. بدان زیر مثالهای در که است تعریف پذیری
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م کنیم ادعا مثال این در است. تعریف پذیر لاگرانژ) قضیۀ   به تمس (با pZ,`, ¨q ساختارِ در صحیح، اعداد ترتیب که دادیم نشان قبلا .۴۷ مثال

تابع نیست. تعریف قابل ترتیب pZ,`, 0q ساختارِ در یعن نیست؛ تعریف قابل صحیح اعداد ترتیب ر دی برداریم، را ضرب علامت اگر که

H : ZÑ Z

x ÞÑ ´x

که کنید فرض است. اتومرفیسم ی

X “ tpa, bq P Z2 : a ă bu

برای که است واضح .Hpaq ă Hpbq باشیم داشته باید a ă b هرگاه یعن شود؛ حفظ اتومرفیسم این تحت باید صورت این در باشد. تعریف پذیر

.pHp1q,Hp2qq R X اما p1, 2q P X ر دی بیان به .´1 ą ´2 اما 1 ă 2 مثلا نیست؛ برقرار امر این گرفتە ایم نظر در ما که صورت Hبه نگاشتِ

یرید ب نتیجه باشد. تعریف قابل ترتیب اگروتنهااگر است تعریف قابل N ، طبیع اعداد مجموعۀ pZ,`, 0q ساختارِ در که دهید نشان .۳۸ تمرین

نیست. تعریف قابل N ، طبیع اعداد مجموعۀ pZ,`, 0q ساختارِ در که

نیست. تعریف قابل N طبیع اعداد مجموعۀ pR,`, 0q ساختارِ در که دهید نشان .۳۹ تمرین

کرد؟ تعریف pN,`, 0, 1q به pN,`, 0, 1q از م توان متفاوت ایزومرفیسم نگاشتِ چند .۴۰ تمرین

است؟ تعریف قابل اعداد ترتیب pN,`, 0q ساختارِ در آیا .۴۱ *تمرین

فلان مثالِ در که گونه همان نیست. تعریف قابل pC,`, ¨, 0, 1q ساختارِ در tiu عضویِ تک مجموعۀ که م دهیم نشان قبل، مثال مشابه .۴۸ مثال

تابع دیدیم،

x` iy ÞÑ x´ iy

م افتد. بیرون tiu تک عضویِ مجموعۀ از اتومرفیسم، این تحت i تصویر که است واضح است. ساختار این روی اتومرفیسم ی

که کنید دقت نیست. تعریف قابل pC,`, ¨, 0, 1q ساختارِ در ،R ، حقیق اعداد مجموعۀ که دهیم م نشان سخت تر مثال ی عنوان به .۴۹ مثال

r کنید فرض م  کند. حفظ را حقیق اعداد زیرا نم آید کار به حقیق اعداد تعریف پذیری عدم رد برای شد، اشاره بدان بالا مثال در که اتومرفیسم

در .s “ π` i و r “ π مثال برای نیستند. Q در ضرایب با چندجملە ای هیچ ریشۀ  دام هیچ که باشند غیرحقیق عدد ی s و ، حقیق عدد ی

وجود خودش به pC,`, ¨, 0, 1q از اتومرفیسم پرداخت) خواهیم بدانها آینده فصل های در (که مقدمات جبر در هایی تکنی کم با صورت، این

تعریف پذیر حقیق اعداد مجموعۀ پس است. غیرحقیق عدد ی اتومرفیسم این تحت حقیق عدد ی تصویر یعن م برد؛ s به را r که دارد

نیست.

ریشە های مختلط، اعداد میدان روی اتومرفیسمهای که گفتیم بخش این ابتدای در م بریم. پایان به را بخش این اوانه کنج نکتە ای ذکر با .۵۰ ملاحظه

ی ppxq P QrXs اگر واقع در کرد. ثابت م توان را این از قوی چیزی جبری، مقدمات تکینکهای همان با م کنند. جابە جا را چندجملە ای ی

Q طبیعتاً (و م برد r2 به را r1 که است موجود مختلط اعداد از اتومرفیسم ی آنگاه باشند، (Q از (خارج آن ریشۀ دو r1, r2 و باشد چندجملە ای

مطالعه را معادلات ریشە های اتومرفیسمها، از استفاده با ونه چ که م پردازد این به گالوا» «نظریۀ نام به جبر، از بخش م کند). حفظ نقطە وار را

کنیم.
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۴ فصل

اول مرتبۀ تئوری های

پرداخته فضاهایی بررس به گروهها نظریۀ در شنیدە اید. را گرافها» «نظریۀ یا و میدانها» «نظریۀ گروە ها»، «نظریۀ مانند عبارتهایی حال به تا احتمالا

ویژگ ها این به باشد؛ داشته مطلوبی های ویژگ که جمع علامت ی بودن دارا یعن بودن گروه است. برقرار بودن» گروه «ويژگ  آنها در که م شوند

دارا را بودن گراف یا میدان مطلوب ویژگ های که م پردازند فضاهایی به نیز گرافها و میدانها نظریۀ  مشابهاً م شود. گفتە  گروە ها» نظریۀ «اصول

پرداخت. خواهیم منطق در «نظریه» مفهوم کل تعمیم به فصل این در هستند.

تابع نماد ی f آن در که یرید ب نظر در را L “ tf, eu زبانِ م کنیم. جلب نکتە ای به را خواننده توجه شویم جدی تر بحث وارد آنکه از پیش

نیست معن بدین گفته این اما هستند. Lساختار مشخصاً M2 “ pN,`, 0q هم و M1 “ pZ,`, 0q هم است. ثابت نماد ی e و موضع دو

نیست: درست M2 در ول است درست M1 در زیر جملۀ مثال برای هستند. هم شبیه کاملا دو هر که

@x Dy fpx, yq “ e

نیست. برقرار ویژگ این M2 در که است واضح است؛ جمع وارون دارای عنصر هر که است این M2 ،M1 ساختارِ دو هر در بالا جملۀ ترجمان

ساختارهایی برای مشترک» «ویژگ ی واقع در ، ویژگ این داراست. نیز را بودن» «گروه ویژگ های است Lساختار که این بر علاوه M1 واقع در

اول مرتبۀ «تئوری» ی یا «نظریه» ی مفهوم در Lساختار، ی مطلوب ویژگ های که دید خواهیم فصل این در م نامیم. گروه را آنها که است

م شود. گنجانده

اول مرتبۀ تئوری تعریف ۱ .۴

هر به است. Lجملە ها از ( متناه یا (متناه مجموعه ی T اولِ مرتبۀ Lتئوریِ ی از منظور باشد. اول مرتبۀ زبانِ ی L کنید فرض .۵۱ تعریف

م شود. گفته تئوری آن در «اصل» ی دارد، قرار Lتئوری ی در که Lجملە ای

شرط آزاد متغیر نداشتن یعن فرمول؛ نه و جملە ، که کنید (دقت است جمله L ی اصل، هر و است «اصول» از مجموعه ی تئوری L ی پس

داشت. متنوع بسیار Lتئوریهای م توان L سانِ ی زبانِ ی در است).

است: زیر جملات از ل متش مجموعۀ م دهیم، نشان Tgroup با را آن که «گروە ها» تئوری Lgroup “ t`, 0u زبانِ در گروهها). (تئوری  ۵۲ مثال

@x, y, z x` py ` zq
.
“ px` yq ` z

@xDy x` y
.
“ 0.

دهیم. نشان Tab´group با را آن م توانیم که م رسیم، آبل گروە های تئوریِ به گروە ها، تئوری به زیر جملۀ کردن اضافه با

@x, y x` y
.
“ y ` x

۳۰



Lتئوری ی که را جملات مجموعۀ  آن بالا، مثال در خودمان باشد. داشته «اسم» ی تئوری L هر بالا، مثال مانند که نیست نیازی که کنید دقت

خاص اسم نیست نیازی که م آید دست به ری دی تئوری های تئوری، این به جملات کردن کم یا کردن اضافه با نامیدیم. گروە ها تئوری است،

باشند. داشته

روزمرۀ زبان و دادە ایم خرج به تسامح دوباره بالا تئوری  نوشتن در که است این کردە است دقت بدان بالا در احتمالا خواننده که ری دی نکتۀ

م نوشتیم: زیر صورت به باید را اول جملۀ مثلا وگرنه دادە ایم؛ ارجحیت را ریاض

@x@y@z ` px,`py, zqq
.
“ `p`px, yq, zq.

م دهیم: نشان Tring با را آن و م نامیم حلقە ها تئوریِ را زیر جملات از ل متش تئوری Lring “ t`, ¨, 0, 1u زبانِ در حلقە ها). (تئوری ۵۳ مثال

@x, y, z x` py ` zq
.
“ px` yq ` z

@xDy x` y
.
“ 0

@x, y x` y
.
“ y ` x

@x, y, z x ¨ py ¨ zq
.
“ px ¨ yq ¨ z

@x, y, z x ¨ py ` zq “ px ¨ yq ` px ¨ zq.

دهیم: نشان Tcom´ring با را آن م توانیم که م رسیم جابە جایی حلقە های تئوری به بالا، تئوری به زیر جملۀ کردن اضافه با

@x, y x ¨ y
.
“ y ¨ x

م دهیم: نشان Tfield با عموماً را آن که م رسیم میدانها تئوری به جابجایی، حلقە های تئوری به زیر جملۀ کردن اضافه با نیز

@xDy x ¨ y
.
“ 1

در را زیر جملات از ل متش تئوری است، شده یل تش R موضع تک رابطۀ ی از تنها که Lgraph “ tRu زبانِ در گرافها). (تئوری ۵۴ مثال

یرید: ب نظر

@x, y Rpx, yq Ø Rpy, xq

@x ␣Rpx, xq

م دهیم. نشان Tgraph با و م نامیم ناجهتدار) و طوق بدون (های گراف تئوری را بالا تئوری

تئوری ی زیر جملۀ تک از ل متش مجموعۀ L “ H زبانِ در است. تئوری ی دلخواه، زبان ی در جملە ها از مجموعه هر که گفتیم .۵۵ مثال

است:

Dx x 
.
“ x

است. Lتئوری ی tφ,␣φu مجموعۀ آنگاه دلخواه، جملۀ L ی φ و باشد دلخواه اول مرتبۀ زبانِ ی L اگر .۵۶ مثال

دو رابطە ای نماد ی شامل تنها که م شود نوشته L “ tPu زبانِ در که مجموعە هاست، تئوری اول، مرتبۀ تئوری های از مهم مثال ی .۵۷ مثال

در است. نامتناه مجموعۀ وجود و انتظام انتخاب،  مانند مهم اصول حاوی م دهیم، نشان ZFC با را آن مجموعە ها، که تئوری است. موضع

کرد. خواهیم صحبت مجموعە ها تئوری دربارۀ کتاب این پیشرفتە تر بخش های

است. L اولِ مرتبۀ زبانِ ی برای تئوری L ی T که است این منظورمان است، تئوری ی T م گوییم وقت بعد به این از .۵۸ ملاحظه

زبان: این در باشد. E دوموضع رابطە ای نماد ی دارای زبانِ ی L “ tEu کنید فرض .۴۲ تمرین

بنویسید. را هم ارزی روابط تئوری .۱

بنویسید. را خط ترتیبهای تئوری .۲

۳۱



اول مرتبۀ تئوری ی مدلهای ۲ .۴

صدق گروە ها نظریۀ اصول در که باشد داشته وجود جمع عمل ی آن روی که م نامیم گروه ی زمان را ریاض ساختار ی م دانید که طور همان

زیر در باشد. گروە ها تئوری برای مدل هرگاه است گروه ساختار، ی م گوییم منطق بیان به کردیم. معرف را گروە ها تئوری  قبل، بخش در کند.

کردە ایم. دقیق تر را گفته این

و است T تئوریِ برای مدل ی M م گوییم باشند. ساختار L ی M و تئوری L ی T اول، مرتبۀ زبانِ ی L که کنید فرض .۵۹ تعریف

.M |ù φ باشیم داشته φ P T جملۀ هر برای هرگاه M |ù T م نویسیم

م نویسیم نباشند، برقرار M Lساختارِ ی در که باشند موجود T تئوریِ L در جملات با جمله اگر طبیعتاً

M |ù T.

.M |ù ␣ϕ که طوری به باشد موجود φ P T جملۀ  ی حداقل اگروتنهااگر M |ù T بهتر، بیان به

pZ3, 9̀ , 0̄q |ù همچنین .pZ,`, 0q |ù Tgroup خاص طور به شد. معرف ۵۲ مثالِ در که است Tgroup برای مدل گروه، هر .۶۰ مثال

زیرا pN,`, ¨, 0, 1q |ù Tgroup اما Tab´group

pN,`, ¨, 0, 1q |ù @x Dy x` y
.
“ 0

مثال در که حلقە هاست تئوری برای مدل حلقه، هر همچنین نیست. برقرار pN,`, ¨, 0, 1q ساختارِ در داریم Tgroup در که جملات از ی یعن

در دو ماتریسهای همۀ از ل متش مجموعۀ M کنید فرض .pR,`, ¨, 0, 1q |ù Tring و pZ,`, ¨, 0, 1q |ù Tring. خاص طور به شد؛ معرف ۵۳

در باشند. ماتریسها ضرب و جمع اعمال ترتیب به b و ‘ که کنید فرض همچنین .detA ‰ 0 که طوری به باشد A “

»

–

a b

c d

fi

fl ل ش به دوی

صورت این

pM,‘,b,

»

–

0 0

0 0

fi

fl ,

»

–

1 0

0 1

fi

flq |ù Tring Y t@xDy x ¨ y
.
“ 1u

.۶۱ مثال

باشد. عضوی سه آبل گروه ی M آنگاه M |ù T اگر که طوری به بنویسید T تئوری ی Lgroup زبانِ در .۱

است: زیر جملۀ φ آن در که T “ Tab´group Y tφu دهید قرار پاسخ.

Dx, y, z
´

px ‰ y ^ x ‰ z ^ y ‰ zq ^ @t pt
.
“ x_ t

.
“ y _ t

.
“ zq

¯

هرگاه که طوری به بنویسید T تئوریِ L ی دارد. دوموضع رابطە ای نماد ی تنها که یرید ب نظر در را L “ tRu زبانِ .۲

باشد. زوج M اعضای تعداد آنگاه باشد، متناه M و M “ pM,RMq |ù T

یرید: ب نظر در را زیر جملە های از ل متش T تئوریِ پاسخ.

@x Rpx, xq

@x, y
`

Rpx, yq Ø Rpy, xq
˘

@x, y, z
´

`

Rpx, yq ^Rpy, zq
˘

Ñ Rpx, zq
¯

@xDy1, y2

´

`

y1 ‰ y2 ^Rpx, y1q ^Rpx, y2q
˘

^ @z pRpx, zq Ñ pz
.
“ y1 _ z

.
“ y2qq

¯

.

کلاس چهارم، جملۀ به بنا است. هم ارزی رابطۀ RMی اول، سە جملۀ  به بنا باشد. بالا جملات برای مدل M “ pM,RMq کنید فرض

م کند. عاد را آن ۲ عدد باشد، متناه M جهان اعضای تعداد اگر پس است. عنصر دو فقط دارای رابطه این در عنصر هر هم ارزی

۳۲



باشد. R میدانِ روی برداری فضای ی M اگروتنهااگر M |ù T که طوری به بنویسید L مناسبِ زبان ی در T تئوری ی .۳

x PM عنصرِ هر و λ حقیق عدد هر برای یعن م شوند؛ ضرب نیز حقیق اعداد در آن اعضای که است pM,`, 0qصورت به گروه ی

ضرب برای ول داد قرار زبان در جمع تابع ی م توان دارد وجود برداری فضای در که جمع برای دارد. وجود M در λx نام به عنصری

زیر صورت به را زبان ل، مش این رفع برای داد. قرار زبان در ضرب نماد ی نم توان دارند، قرار حقیق اعداد میدان در که الرهایی اس در

م گیریم: نظر در

L “ t`, 0u Y tfλuλPR

λ حقیق عدد هر برای همچنین شدە اند. گرفتە  نظر در برداری فضای صفر و جمع برای ترتیب به صفر ثابت نماد و جمع تابع بالا زبانِ در

ضربِ نقش fλpxq که است قرار واقع در ناشماراست). بالا زبانِ که است واضح (پس است شده داده قرار زبان در fλ تک موضع تابع ی

زیر جملات با آبل گروە های تئوری اجتماع از حقیق اعداد میدانِ روی برداری فضاهای تئوری زبان، این در کند. بازی ما برای را x در λ

است: شده یل تش

fλpa` bq “ fλpaq ` fλpbq

fλpfλ1paqq “ fλλ1paq

داد. نشان λx با م توان را fMλ pxq کند، صدق بالا اصول در که باشد ساختار L ی M “ pM,`, 0, fMλ q اگر پس

متناه مدلهای ٔ اندازە   و باشند، نامتناه آن مدلهای برخ که بنویسید تئوری ی ، دوموضع رابطە ای نماد ی با L “ tEu زبانِ در .۴۳ تمرین

باشد. بخش پذیر ۳ بر آن مدلها) آن از کدام هر جهان اعضای تعداد (یعن

باشد. نامتناه M آنگاه M |ù T اگر که طوری به بنویسید T تئوری ی L “ H زبانِ در .۶۲ مثال

مجموعۀ به طبیع اعداد مجموعۀ  از ی به ی تابع یعن باشد؛ موجود آن در عنصر ℵ0 حداقل که است نامتناه زمان مجموعه، ی اثبات.

عناصر روی آن سورهای است قرار که نوشت اول مرتبۀ  زبانِ ی در نم توان را ساختار ی جهان به N از تابع وجود اما باشد. موجود ما نظر مورد

tφnunPN جملاتِ از لیست یعن م کنیم. برآورده جمله شمارا» «حداقل از استفاده با را مثال این خواستۀ بنابراین کنند. عمل مشخص جهان ی

صورت به م کند، تضمین را عنصر سه حداقل وجود که φ3 مثال برای است. جهان در متفاوت عنصر n وجود متضمن φn هر که م گیریم نظر در

است: زیر

φ3 “ Dx1, x2, x3 px1 ‰ x2q ^ px2 ‰ x3q ^ px1 ‰ x3q.

باشد. داشته عنصر متناه نم تواند M آنگاه M |ù T اگر که است واضح .T “ tφnunPN م دهیم: قرار

هم ارزی رابطۀ  ی M “ pM,EMq |ù T در EM که طوری به بنویسید تئوری ی شد، معرف قبل مثال در که L “ tEu زبانِ در .۶۳ مثال

است. نامتناه کلاس دو این از ی و است، کلاس دو تنها دارای که باشد

این از اما است. برقرار آنها دوی هر در T تئوری در موجود جملات صورت این در باشند. T تئوری ی مدل دو، هر M1,M2 کنید فرض

پرداختە ایم. نکته این به زیر تمرینهای و مثالها در باشند. برقرار نیز ری دی در باشد، برقرار ی در که دلخواه جملۀ  هر که نم شود نتیجه

یرید: ب نظر در زیر جملات از ل متش را Torder تئوری L “ tău زبانِ در .۶۴ مثال

@x ␣px ă xq

@x, y x ă y Ñ ␣y ă x

@x, y ppx ă yq ^ py ă zq Ñ px ă zqq

زیر جملۀ حال عین در اما هستند. درست pQ,ăq در هم و pZ,ăq در هم جملات این که است واضح

@x, y ppx ă yq Ñ Dz x ă z ă yq

۳۳



تئوری نیست. درست pZ,ăq در اما است درست pQ,ăq در

Torder Y t@x, y ppx ă yq Ñ Dz x ă z ă yqu Y t@xDy, z y ă x ă zu

از .pZ,ăq |ù TDLO و pQ,ăq |ù TDLO پس م دهیم. نشان TDLO با را آن و م نامیم ۱ انتها و ابتدا بدون الِ چ خط ترتیبهای تئوری را

تئوریِ طرف

Torder Y t@xDy, z y ă x ă z ^ @tpt ‰ xÑ t ď y _ t ě zqu

pQ,ăq |ù اما pZ,ăq |ù TDILO پس م دهیم. نشان TDILO با را تئوری این و م شود نامیده انتها و ابتدا بدون گسسته خط ترتیبهای تئوری

.TDILO

یرید: ب نظر در زیر صورت به را φ جملۀ حال هستند. Tgroup تئوری مدلهای دو هر pZ,`, 0q و pQ,`, 0q ساختارِ دو .۶۵ مثال

@x Dy y ` y
.
“ x

.pZ,`, 0q |ù φ و pQ,`, 0q |ù φ که است واضح

برقرار آنها از  ی در که بنویسید φ جملۀ ی هستند. گروە ها نظریۀ برای مدلهایی pZ‘ Z,`Z‘Zq هم و pZ,`, 0q هم که م دانیم .۴۴ تمرین

نباشد. برقرار ری دی در و باشد

نباشد. برقرار pZ,`, 0q در ول باشد برقرار pZ3, ¯̀ , 0̄q در که بنویسید گروە ها زبان در جمله ی .۴۵ تمرین

آن مدلهای از کدام هیچ در همزمان یا است، برقرار آن مدلهای همۀ در همزمان یا جملە ای هر که باشد خاص ویژگ این دارای T تئوری اگر

پرداختە ایم. کامل تئوری های به ۶ فصل در م شود. گفته کامل تئوری ی آن به نیست، برقرار

کنید: تعریف زیر صورت به را T تئوری باشد. ساختار L ی M که کنید فرض .۴۶ تمرین

T “ tφ : M |ù φu

است. کامل تئوری ی T که دهید نشان

محدودیتها* ۳ .۴

مرتبۀ تئوریِ ی مدل را آنها م توان یعن کرد؛ «اصل بندی» م توان را ریاض آشنای ساختارهای از بسیاری دیدیم، بالا بخش در که طور همان

نیست؛ ن مم ریاض پدیدە های همۀ برای شد، داده توضیح قبل فصل در که صورت به اول، مرتبۀ  تئوریِ نوشتن که است آن حقیقت دانست. اول

چالشهای برخ به فقط بخش این در باشد. خوانده را رو پیش فصل چندین خواننده که است توضیح قابل زمان تنها امر این ان ام عدم علت اما

کنیم. باز خواننده ذهن در را سوال صورت تا م کنیم اشاره اصل بندی

معرف نامتناه آبل گروە های برای بندی اصل ی م توانید آیا کر دیم. معرف تئوری ی عضوی سه آبل گروە های برای ۶۱ مثالِ در .۶۶ مثال

طور؟ چه متناه آبل گروە های برای کنید؟

که وییم ب نحوی به مثلا دارد؛ عنصر شمارا حداقل که وییم ب نحوی به باید است، نامتناه ، آبل گروه ی که کنیم بیان که این برای پاسخ.

@n P N صورت به سوری از استفاده ان ام دریافتە اید اینجا تا که طور همان اما دارد. عنصر n ندازۀ حداقل ما گروه n P N طبیع عدد هر برای

ایدۀ از ل، مش این از رهایی برای م شود). معن آن در جمله که است ساختاری همان جمله، کردن معن پس سورها دامنۀ  که گفتیم (قبل نداریم را

است: شده یل تش زیر جملۀ  نامتناه با Tab´group اجتماع از که یرید ب تئوری ی را T تئوری م کنیم. استفاده ری دی

Dx1, x2

Dx1, x2, x3 px1 ‰ x2q ^ px1 ‰ x3q ^ px2 ‰ x3q

Dx1, x2, x3, x4 px1 ‰ x2q ^ px1 ‰ x3q ^ px1 ‰ x4q ^ px2 ‰ x3q ^ px2 ‰ x4q ^ px3 ‰ x4q

...
1dense linear order

۳۴



اگر ( دهیم). نشان ψn با را جمله این (بیایید شود متضمن را متمایز عنصر n وجود که داریم جمله ی n طبیع هر ازای به بالا تئوری در واقع در

پس دارد؛ عنصر n حداقل n طبیع هر ازای به ر دی طرف از و است آبل گروه طرف، ی از باشد، T تئوری برای مدل M “ pM,`, 0q

است. نامتناه و آبل گروه

متناه باشد. متناه که بخواهیم ساختارمان از اول مرتبۀ تئوری ی قالب در ونه چ است. چالش برانگیز کم مثال این دوم بخش پاسخ ما

نیاز پس باشد. داشته وجود عنصر n دقیقاً ما ساختارِ در که طوری به باشد داشته وجود n طبیع عدد ی که است معن بدین ساختار ی بودن

اما آخر. ال است، عضوی سه است، یا عضوی دو است، یا عضوی ی یا ما ساختار وید ب که داریم جملات به نیاز داریم؛ نامتناه ی «یا» ی به

نوشت. اول مرتبۀ صورت به را نامتناه یای چنین نم توان و است متناه اول مرتبۀ فرمول هر دیدید، اول مرتبۀ فرمولهای ساخت در که طور همان

به نم توان است، متناه گروه ی که را این اساساً یا دارد، وجود گروه ی بودن متناه بیان برای ری دی خلاقانۀ راه آیا که است این سوال اما

داد. خواهیم بعدی فصلهای در را سوال این پاسخ نوشت. اول مرتبۀ تئوری ی صورت

موجود y P G عنصرِ ی n P N طبیع عدد هر و x P G هر برای که طوری به G مانند است گروه بخش پذیر، گروه ی از منظور .۴۷ تمرین

بنویسید. بخش پذیر گروە های برای اول مرتبۀ تئوری ی .ny “ x که طوری به است

است: زیر صورت به شد) معرف فلان مثال در (که Lring زبانِ در میدانها تئوری جبری). بستۀ میدانهای (تئوری ۶۷ مثال

Tcom´ring Y t@x Dy x ¨ y “ 1u.

هر برای باید جبری، بستۀ میدانهای تئوری نوشتن برای م شود. گفته جبری بستۀ میدانِ باشد، ی ریشه دارای چندجملە ای هر آن در که میدان به

پایین در φn جملاتِ همۀ  پس دارد. ریشه ما نظر مورد میدان در n درجۀ  چندجملە ای هر که باشد این بیانگر که بنویسیم جمله ی n ، طبیع عدد

کنیم: اضافه میدانها تئوری به باید را

φn : @a0, . . . , an Dx anx
n ` . . .` a1x` a0 “ 0

آن در که است میدان صفر، مشخصۀ  با میدانِ ی از منظور صفر). مشخصۀ با (میدانهای ۶۸ مثال

@n P N @x P K x` . . .` x
looooomooooon

مرتبه n

‰ 0

زیر جملاتِ همۀ  با را میدانها تئوریِ که است این صفر مشخصۀ  با میدان ی برای تئوری ی نوشتن راه تنها سورها، محدویت علت به دوباره

یریم: ب اجتماع

ψn : @x x` . . .` x
looooomooooon

مرتبه n

‰ 0

نیست؟ صفر آنها مشخصۀ که نوشت میدانهایی برای تئوری ی م توان آیا که است این پرداخت خواهیم بدان درس ر دی بخشهای در سوال ی اما

.۴۸ تمرین

بنویسید. کامل گرافهای برای تئوری ی .۱

نوشت؟ همبند گرافهای برای تئوری ی م توان آیا که کنید فکر این به .۲

که Lساختارهایی م شود. گفته نظریه ی L زبانِ در جملات از مجموعه هر به باشد. اول مرتبۀ زبان ی L کنید فرض فصل. خلاصۀ 

از دستە ای کردن جدا برای اول مرتبۀ نظریۀ ی واقع در م شوند. نامیده نظریه آن مدلهای برقرارند، نظریه آن در موجود جملات همۀ  آن در

است. مشترک ویژگ های دارای Lساختارهای

۳۵



۵ فصل

استلزام

تاست. ی عنصر ی وارون ، آبل گروه هر در که دهید نشان کنیم: آغاز گروە ها نظریۀ در ساده تمرین ی با را بحث ذارید ب

ی a P G و باشد دلخواه گروه ی pG,ˆ, 1Gq م کنیم فرض م دهد: پاسخ رو پیش صورت به را بالا تمرین ریاض دانشجوی هر احتمالا

م دهد: رخ زیر اتفاق G گروه این در پس باشند. G در a عنصر وارون دو b1, b2 که کنید فرض باشد. دلخواه عنصر

aˆ b1 “ aˆ b2p“ 1Gq.

پس کرد؛ ضرب عدد ی در را تساوی طرف دو م شود آن در که م دانیم است گروه G چون

b1 ˆ paˆ b1q “ b1 ˆ paˆ b2q

داریم: G گروه همین در باز پس است، انجمن آن در ضرب که م دانیم است گروه G که آنجا از و

pb1 ˆ aq ˆ b1 “ pb1 ˆ aq ˆ b2

بنابراین

b1 “ b2.

که بود گونه بدین هم اثبات روش و است»؛ عنصر هر وارون بودن تا ی مستلزم بودن آبل «گروه کرد: بیان نیز صورت بدین م شد را بالا تمرین

است. گرفته بهره ایده همین از زیر تعریف تاست. ی عنصر هر وارون ساختار آن در باشد گروه ساختاری اگر که دادیم نشان

باشد T در موجود جملات از φ است ن مم (که باشد Lجمله ی φ و Lتئوری ی T اول، مرتبۀ زبان ی L کنید فرض (استلزام). ۶۹ تعریف

م نویسیم: و است φ جملۀ مستلزم T تئوری م گوییم آنها). از غیر جملە ای یا

T |ù φ

برای برای ر، دی بیان به باز .M |ù φ آنگاه M |ù T اگر M ساختارِ L هر ر، برای دی بیان به باشد؛ درست φ جملۀ T تئوری مدلِ هر در هرگاه

.T |ù φ م نویسیم نباشد، φ مستلزم T تئوری اگر .M |ù φ آنگاه M |ù ψ باشیم داشته ψ P T هر برای اگر M ساختارِ L هر

نوشت: زیر صورت به م توان را بخش این ابتدای تمرین م ح پس

Tab´group |ù @x@y1@y2

´

px ¨ y1
.
“ x ¨ y2

.
“ 1q Ñ y1

.
“ y2

¯

بزنید. مثال آبل گروە های نظریۀ در ر دی استلزام چند .۴۹ تمرین

برای .M |ù φ اما M |ù T که طوری به دارد وجود M Lساختارِ ی که است معن بدین T |ù φ عبارتِ ،۶۹ تعریفِ به بنا .۷۰ ملاحظه

نیست: زیر جملۀ مستلزم آبل گروە های تئوریِ همان مثال،

ψ : Dx1Dx2

´

`

x1 ‰ x2 ^ @y py
.
“ x1 _ y

.
“ x2q

˘

¯

۳۶



است؛ نادرست آن مورد در بالا جملۀ  که است آبل گروه ی pZ3, 9̀ , 90q مثلا که م دانیم دارد. وجود عنصر دو فقط که است این بیانگر بالا جملۀ

دارد. عنصر سه گروه این زیرا

که گفتیم یرید. ب نظر در بالا ملاحظۀ در را ψ جملۀ همان مثال، برای نیست. T |ù ␣φ که این با معادل T |ù φ که این .۷۱ ملاحظه

آبل گروە های زیرا Tab´group |ù ␣ψ که نیست گونه این طرف از اما دارند. وجود غیردوعضوی آبل گروە های زیرا Tab´group |ù ψ

باشند: درست زیر عبارت دو همزمان که است ن مم φ جملۀ ی و T تئوريِ ی برای پس دارند. وجود هم دوعضوی

T |ù φ T |ù ␣φ.

گفته، این ر دی بیان است؛ برقرار ␣φ آنها در که دارد مدلهایی یا مدل T که است معن بدین T |ù φ که این که شد گفته بالا ملاحظۀ  در

است. زیر تمرین

باشد. مدل ی دارای T Y t␣φu اگروتنهااگر T |ù φ .۵۰ تمرین

باشیم داشته φ جملۀ ی و T تئوری ی برای که نیست گونه این است: سودمند نیز بالا ملاحظۀ از ری دی بیان .۷۲ ملاحظه

T |ù φ یا T |ù ␣φ

ن مم باشد. درست جمله این نقیض نظر، مورد تئوری مدلهای همۀ در یا باشد، φدرست جملۀ تئوری ی مدلهای همۀ در یا که نیست گونه این یعن

تئوری های مورد در امر این باشد. درست ␣φ جملۀ T تئوریِ مدلهای از ر دی برخ در و باشد درست φ جملۀ T تئوریِ مدلهای برخ در است

درست بودن کامل جملە  گراف، تئوری مدلهای برخ در یعن نیستند. منتظم گرافها برخ و هستند منتظم گرافها برخ مثلا است؛ طبیع کاملا

بودن آبل جملۀ مستلزم نه گروە ها تئوری یعن نیستند. آبل گروە ها برخ و هستند آبل گروە ها برخ ر، دی مثال عنوان به نیست. برخ در و است

میدان مستلزم نه حلقە ها تئوری یعن نیستند؛ برخ ها و هستند میدان حلقە ها برخ ر، دی مثال ی عنوان به باز بودن. ناآبل جملۀ مستلزم نه و است

بودن. میدان نقیض مستلزم نه و است بودن

گروه، هر در مثال برای .T |ù φ آنگاه باشد) نظر مورد تئوری جملاتِ از ی φ جملۀ که زمان (یعن φ P T اگر که است واضح .۷۳ ملاحظه

را T “ tφ,␣φu دهید قرار و باشد اول مرتبۀ جملۀ ی φ کنید فرض حال گروە هاست. نظریۀ  اصول جزو گفته این زیرا دارد، وارون عنصری هر

داریم: تئوری این برای یرید. ب نظر در

T |ù φ T |ù ␣φ.

که طوری به باشد داشته وجود φ جملۀ ی هرگاه است) تناقض آمیز تئوری ی (یا است تناقض مستلزم T تئوریِ م گوییم .۷۴ تعریف

T |ù φ و T |ù ␣φ.

داشت: را زیر عبارت دو همزمان نم توان فرمولها) صدق تعریفِ به (بنا باشد اول مرتبۀ ساختارِ ی M اگر که گفتیم قبلا

M |ù φ و M |ù ␣φ

م رسیم: زیر نتیجۀ  به آسان به پس

ندارد. مدل هیچ تئوری این آنگاه باشد تناقض مستلزم T تئوریِ اگر .۷۵ نتیجه

داشت خواهیم ψ جملۀ هر برای ر دی بیان به است؛ جملە ای هر مستلزم آنگاه باشد، تناقض مستلزم T تئوریِ اگر .۷۶ قضیه

T |ù ψ.

T تئوریِ دربارۀ  مقدم انتفاء به زیر جملۀ  پس ندارد. مدل هیچ T تئوریِ  ، قبل نتیجۀ  به بنا باشد. تناقض مستلزم تئوریِ ی T کنید فرض اثبات.

است: درست

است. ψ جملۀ  برای مدل M آنگاه باشد T تئوری برای مدل M اگر

۳۷



برای تناقضات به ده ارجاع شدن راحت برای است. تناقضات همۀ  جمله از چیز، همه مستلزم باشد، تناقض ی مستلزم تئوری، ی وقت پس

م کنیم: معرف نماد م توانیم خاص تناقض

K:
´

@xx
.
“ x^ Dxx ‰ x

¯

نوشت: خواهیم است، تناقض مستلزم T تئوری که این بیان برای بعد به این از پس

T |ùK .

است. برقرار شده، بیان زیر در که صورت به به نیز گفته این عکس ندارد. مدل هیچ باشد، تناقض مستلزم که تئوری ی که گفتیم اینجا تا

است. مدل دارای نباشد، تناقض مستلزم T تئوری ی اگر

است. مدل دارای T خاص طور به نم دهد، رخ تناقض آن در که دارد مدل T یعن T |ùK که این واقع در

معادلند: هم با زیر موارد .۷۷ قضیه

.T |ù pφÑ ψq .۱

.T Y tφu |ù ψ .۲

هم φ جملۀ مدلِ که T مدل ی در که معناست بدین دوم است. صادق φ Ñ ψ جملۀ T از M مدلِ هر هر که معناست بدین اول اثبات.

است. مشخص دو این بودن معادل است. برقرار ψ جملۀ هست،

نیستند: معادل هم با لزوماً زیر عبارت دو .۷۸ ملاحظه

T |ù pφÑ ψq .۱

.T |ù ψ آنگاه T |ù φ اگر .۲

که م گوید دوم جملۀ اما است؛ درست φ Ñ ψ جملۀ T تئوری مدلِ هر در که است معن بدین اول عبارت که کنید دقت اثبات. برای راهنمایی

تئوری T کنید فرض است. صادق T مدلهای همۀ در همزمان طور به نیز ψ جملۀ آنگاه باشد، صادق T مدلهای همۀ  در همزمان طور به φ جملۀ اگر

است: درست زیر عبارت آنگاه باشد. گروە ها

هستند. آبل گروە ها همۀ باشند، عضوی شش گروە ها همۀ اگر

نیست: درست زیر عبارت حال عین در باشند. عضوی شش گروە ها همۀ که نیست گونه این چون است؛ مقدم انتفاء  بالا، عبارت درست علت

است. آبل باشد عضوی شش گروه اگر

مثلث). ی تقارنهای (گروه دارد وجود هم غیرآبل عضوی شش گروه زیرا

.T |ù ␣φ اگروتنهااگر T Y tφu |ùK که دهید نشان .۵۱ تمرین

است؟ درست زیر عبارت آيا .۵۲ تمرین

T |ù pφ_ ψq ô
´

T |ù φ یا T |ù ψ
¯

.

این برای مدل Lساختاری هر که است واضح .T “ H تئوریِ یعن ندارد؛ جملە ای هیچ که است تئوری ای L زبانِ ی در تئوری از مثال ی

است. درست M در باشد تئوری این در جملە ای اگر مقدم انتقاء  به زیرا است؛ تئوری

هرگاه است درست همواره جملۀ ی φ جملۀ گوییم م .۷۹ تعریف

H |ù φ.

۳۸



بیشتر درست همواره جملە های دربارۀ درس ر دی بخشهای در باشد. درست Lساختاری هر در که است درست همواره زمان جمله، ی پس

نم بینیم. لطف از خال را اینجا در زیر مثال ذکر ول کرد خواهیم صحبت

عبارتِ M Lساختارِ ی در است. تک موضع محمولِ نماد ی تنها دارای که باشد اول مرتبۀ زبانِ  ی L “ tHu کنید فرض .۸۰ مثال

باشد این HMpxqم تواند تعبیر ی باشد، انسانها از ل Mمتش جهانِ اگر مثال، عنوان به داراست. Hرا ویژگ x که است معن HMpxqبدین

است: درست همواره زیر، جملۀ که م کنیم ادعا دارد! کلاه x انسان که

Dx
´

Hpxq Ñ @yHpyq
¯

.

عجیب تصور، قابل جامعۀ هر در جمله این بودن درست ظاهر به دارند». کلاه همه باشد، داشته کلاه او اگر که هست نفر «ی که م گوید بالا جملۀ 

است. درست جامعە ای هر در جمله این که م گوید ما به دید، خواهیم ادامه در که طور همان ، ریاض درست تعریف ول م رسد؛ نظر به

نیست: خارج حال دو از باشد. جامعه ی M کنید فرض

ندارد. کلاه او که دارد وجود a نام به نفر ی .۱

دارند. کلاه همه .۲

است: درست مقدم انتفاء  به ما جامعۀ  در زیر جملۀ اول، حالت در

Hpaq Ñ @xHpxq

است: درست زیر جملۀ پس

Dx pHpxq Ñ @yHpyq.

م کنیم. رها تمرین عنوان به را است درست ما جملۀ هم دوم حالت در که این بررس است. a خانم یا آقا همان دارد وجو که ای x آن

درست همواره جمله، ی م گوییم دارد. خود به منحصر معنایی حقیق یا ذهن دنیای هر در واحد جملۀ ی که گفتیم قبل بخش در

یرید: ب نظر در را زیر جملۀ مثال برای باشد. درست دنیا آن در شود، ترجمه که ذهن دنیای در هرگاه است،

باهوشند. همه باشند باهوش او اگر که هست نفر ی

است! درست باشیم داشته بودن» «باهوش عبارت به نسبت که تصوری هر با و واقع یا ذهن جامعۀ  هر در بالا جملۀ که م کنیم ادعا

یرید. ب نظر در را بودن باهوش از تصور ی و دلخواه جامعۀ  ی

مفهوم به نسبت که تصوری هر (با نیست باهوش که باشد داشته وجود الف نام به نفر ی جامعه این که کنید فرض اول، حالت عنوان به

جملۀ صورت این در داریم). جامعه آن در بودن باهوش

باهوشند. همه باشد، باهوش الف اگر

نظر در درست جملە ای را ندهد رخ آن فرض که جملە ای جملە ها، درست تعریف در که کنید (دقت است درست مقدم انتفاء  به جامعه، این در

است: درست هم زیر جملۀ پس است، درست بالا جملۀ که آنجا از گرفتە ایم).

باهوشند. همه باشد، باهوش او اگر که الف) خانم یا آقا همان (مثلا هست نفر ی

تعریف (با زیر جملۀ هم باز باشند. باهوش همه داریم، جهان آن در بودن باهوش مفهوم به نسبت که تصوری با که کنید فرض دوم عنوان به

است: درست ( درست ریاض

باهوشند. همه باشد باهوش او اگر که نم کند) فرق یریم ب که را کس (هر هست نفر ی
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درستند. دو هر آن م ح و فرض که است این بالا جملۀ درست علت

باشد. درست آنها همۀ در م تواند ما جملۀ ول است، متفاوت مختلف جهانهای در ما جملۀ معنای که این با که گفتیم اینجا تا پس

درستند، آنها در نظریه ی در موجود جملات تمام که جهانهایی به م شود. گفته نظریه ی جمله، تعداد ی از ل متش مجموعۀ هر به

درست هم ما نظر مورد جملۀ نظریه، آن مدلهای همۀ در هرگاه است جمله ی مستلزم نظریه، ی م گوییم م شود. گفته نظریه آن مدلهای

باشد.

م نویسیم: است φ جملۀ مستلزم که باشد نظریه ی T اگر

T |ù φ.
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۶ فصل

تئوری های کامل

زیر موارد تمام واقع در .T |ù ␣φ یا و T |ù φ یا لزوماً که نیست چنین φ جملۀ ی و T تئوریِ ی برای که گفتیم قبل فصل در ۷۲ ملاحظه در

بدهند: رخ است ن مم

ندارد. مدل هیچ تئوری ای چنین  ی است. تناقض مستلزم ما، نظر مورد تئوری صورت این در که T |ù ␣φ و T |ù φ .۱

دارای T ضمناً (و دهد رخ اتفاق این نقیض T مدلهای برخ در و بیفتد اتفاق φ جملۀ T مدلهای از برخ در یعن T؛ |ù ␣φ و T |ù φ .۲

است!) مدل

این در واقع در م دهد. رخ φ آن در که باشد داشته وجود T برای مدل قطعا و دهد رخ مدلها همۀ در φ جملۀ یعن T؛ |ù ␣φ و T |ù φ .۳

است. درست φ جملۀ آن مدلهای همۀ در که م دانیم نیز و نیست) آمیز تناقض (یعن است مدل ی دارای T تئوری که مطمئنیم حالت

است. قبل حالت مشابه حالت این توضیح .T |ù φ و T |ù ␣φ .۴

دقیق تر: بیان به کند. مشخص موضعگیری φ اول مرتبۀ جملۀ  هر مقابل در هرگاه م نامیم کامل تئوریِ ی را T تئوریِ

ی T م گوییم دارد). مدل ی حداقل (یعن نیست تناقض مستلزم که باشد تئوری L ی T و اول مرتبۀ زبانِ ی L کنید فرض .۸۱ تعریف

بدهد. رخ زیر حالات از ی دقیقاً φ Lجملۀ هر برای هرگاه است کامل تئوری

T |ù φ .۱

.T |ù ␣φ .۲

که هستند آنچه هر مستلزم که است این کامل تئوری های مشخصە های از ی .T |ù ␣φ آنگاه T |ù φ و باشد کامل تئوری ی T اگر پس

است. سازگار آنها با

.T |ù ␣φ هرگاه ر دی بیان به باشد؛ مدل دارای T Y tφu تئوریِ هرگاه است سازگار φ جملۀ با T تئوری م گوییم .۸۲ تعریف

.T |ù φ آنگاه باشد سازگار φ جملۀ با T کامل تئوری اگر .۸۳ قضیه

کامل به بنا آنگاه T |ù φ اگر حال .M |ù φ که طوری به دارد وجود M |ù T مدلِ ی پس باشد. φ با سازگار و کامل T کنید فرض اثبات.

␣φ مدل هم و φ مدل هم همزمان نم تواند M فرمولها، صدق تعریف به بنا زیرا است، تناقض این اما .M |ù ␣φ پس .T |ù ␣φ بودن،

باشد.

اینها دو هر (و است φ␣سازگار با T یا است سازگار φ با T یا φ جملۀ هر برای صورت این در باشد. کامل تئوری ی T کنید فرض .۵۳ تمرین

نم دهد). رخ هم با
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بودن کامل پرسش و موهبت ۱ .۶

از باشد. جمله L ی φ که کنید فرض همچنین .M |ù T که طوری به باشد کامل تئوریِ ی T و اول مرتبۀ Lساختارِ ی M که کنید فرض

T مدلهای همۀ در همزمان که این یا است برقرار φ جملۀ (M مدلِ جمله (از T مدلهای همۀ  در همزمان یا است، کامل تئوری ی T که آنجا

جملات مستلزم دقیقاً T تئوریِ واقع در .T |ù φ اگروتنهااگر M |ù φ داریم φ جملۀ هر برای پس است. φ␣برقرار جملۀ (M جمله از (دوباره

ساختار این ویژگ های همۀ مستلزم که است M ساختارِ برای کامل اصل بندی ی T تئوریِ بهتر، بیان به هستند. برقرار M ساختارِ در که است

است.

مدلهای T 1 و T تئوری دو که دهید نشان .T 1 “ tφ : M |ù φu دهید قرار .M |ù T و باشد کامل تئوری ی T کنید فرض .۵۴ تمرین

هست). نیز ری دی مدل باشد، ی مدل که ساختاری هر (یعن دارند سان ی

M ساختارِ در φ جملۀ آیا که است این بررس از آسان تر است، φ جملۀ مستلزم T تئوریِ که این بررس گاه دید، خواهیم بعداً که دلایل به

کرد. خواهیم صحبت دوباره گودل، تمامیت قضیۀ  اثبات از پس باره این در است. همین بودن، کامل موهبت و نه؛ یا است برقرار

جملۀ تعداد هر واقع، در است. شده یل تش کم جملات تعداد از است، آن مدل M که کامل تئوریِ که است حیات تر زمان یادشده موهبت

تئوری ی یل تش جملات این از تعداد ی وقت ول است. آن برای مدل M که م دهند تئوری ی یل تش باشند، برقرار M ساختار در که φ

هستند. جملات تعداد همین از «نتیجە ای» نحوی به M ویژگ های ر دی همۀ یعن بدهند، کامل

که است φ مانند جملات بررس علم اعداد» «نظریۀ که N “ pN,`, ¨, 0, 1q است: طبیع اعداد ساختار ، ریاض جذاب ساختارهای از ی

حساب تئوریِ به موسوم زیر، جملات از ل متش تئوری ،N |ù T که طوری به T تئوریِ ی از مثال ی عنوان به هستند. درست ساختار این در

یرید: ب نظر در را پئانو

@x, y, zx` py ` zq “ px` yq ` z .۱

@x, yx` y “ y ` x .۲

x` 0 “ x .۳

.x` y “ x` z Ñ y “ z .۴

@x, y, z x ¨ py ` zq “ x ¨ y ` x ¨ z .۵

@x, y x ¨ y “ y ¨ x .۶

اصل ی φpx, z1, . . . , znq فرمولِ هر برای .۷

Indφ : @z1, . . . , zn

˜

´

φp0, z1, . . . , znq^
`

@yφpy, z1, . . . , znq Ñ φpy` 1, z1, . . . , znq
˘

¯

Ñ @xφpx, z1, . . . , znq

¸

معرف منابع در طبیع اعداد برای پئانو موضوعۀ اصول عنوان به عموماً آنچه که م شوم یادآوری بدهم توضیح بالا موضوعۀ اصول دربارۀ آنکه از پیش

م کنند. بیان را واقعیات همین اساساً ول باشد ر) دی زبان در (و بالا موضوعۀ اصول با متفاوت اندک شاید م شود

اصل ی فقط ۷ شمارۀ  اما است. طبیع اعداد ضرب و جمع از انتظار مورد معمول ویژگیهای شدە اند مشخص ۶ تا ۱ شمارە های با که اصول

مورد در و نادقیق تر کم را آن ۷ مورد بهترِ درک برای کند. بیان طبیع اعداد در را استقراء مفهوم که است قرار که است اصل» «شمای ی نیست؛

یرید: ب نظر در زیر صورت به را Indφ جملۀ م دهیم. توضیح φpxq فرمولِ
´

φp0q ^ @xpφpxq Ñ φpx` 1qq
¯

Ñ @xφpxq.

ویژگ هم آن بعدی عنصر که شود نتیجه دارد را φ ویژگ عنصر ی که این از همواره و باشد، داشته را φ ویژگ 0 عنصر اگر که م گوید بالا جملۀ

Indφ صورتِ به اصل بی نهایت رو این از و شود نوشته بار ی φ ویژگ هر برای باید جمله این اما دارند. را φ ویژگ عناصر همۀ آنگاه دارد، را φ

شامل که زیرمجموعە ای هر وییم ب اول، مرتبۀ صورت به که نبود ان پذیر ام برایمان واقع در است. شده داده قرار بالا در فرمول) ی هر ازای به (ی
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مجموعە ای هر برای را خواسته این اول، مرتبۀ صورت به رو این از است؛ اعداد همۀ شامل هست، هم n ` 1 شامل باشد، n شامل اگر و است 1

کردیم. بیان شود تعریف فرمول ی توسط که

pN,`, ¨, 0, 1q |ù که م دانیم دهیم. نشان Peano با را است شده شمارە گذاری ۷ تا ۱ شمارە های با بالا در که اصول مجموعۀ بیایید

سوال این پرسیدن کتاب، از بخش این موضوع اما کنند. وصف را طبیع اعداد ویژگ های که نوشتە ایم گونە ای به را اصول این واقع در Peano؛

اگر تنها و اگر pN,`, ¨, 0, 1q |ù φ که است گونه این φ جملۀ هر برای آیا ر، دی بیان به است»؟ کامل تئوری ی Peano «آیا که است معقول

م آیند؟ دست به  ( استلزام صورت (به اصول تعداد همین از طبیع اعداد ویژگ های همۀ آیا ر، دی بیان به باز باشد؟ φ مستلزم Peano

ن مم کتاب از بخش این در آن پاسخ کردن فراهم و است ریاض منطق در مهم قضیۀ  ی موضوع و عمیق اتفاقاً پرسیدە ایم، بالا در که سوال

شد). خواهد گفته پاسخ قانع کنندە ای نحو به سوال این آینده بخشهای در (البته نیست

نیست. کامل تئوریِ ی Peano خاص). حالت ی برای بیان ــ گودل اول ناتمامیت (قضیۀ ۱ قضیه

سوال بدین قضیه این کل صورت است. شده گودل اول ناتمامیت قضیۀ نام به ، ریاض منطق در مهم قضیە ای از نتیجه ی به اشاره بالا در

خیر. یا است ان پذیر ام N ساختارِ برای کامل تئوری ی نوشتن اصولا آیا که م پردازد

اصل محدودی تعداد اقلیدس هندسۀ  در بپردازیم. آشنا کامل تئوری ی از مصداق ی به است خوب بخش این رساندن پایان به از پیش

است. کامل تئوری از مصداق ی ، اقلیدس هندسۀ واقع در آنهاست. از «نتیجە ای» قضیە ای هر که داریم موضوعە 

* برگشت و رفت سامانە های بودن: کامل تشخیص برای مح ۲ .۶

داشته وجود آنها میان نگاشت که هستند ایزومرف زمان Lساختار، دو گفتیم و شدیم آشنا ساختارها L میان ایزومرفیسم مفهوم با ۲ .۳ بخش در

کردیم ثابت قضیە ای در م کند. حفظ آندو میان را زبان علائم تعابیر ه بل م کند، تصویر ری دی به ی به ی نحو به را ی عناصر تنها نه که باشد

که طور همان کنند. صدق سان ی فرمولهای در ایزومرفیسم ی تحت آنها تصاویر و عناصر ساختار،  دو میان ایزومرفیسم ی وجود صورت در که

دارند. آشنایی جبر با که است کسان برای آشنا و کاملا مفهوم ی ساختار، دو میان ایزومرفیسم گفتیم، نیز بخش آن در

تعریف زیر در را آن چیز هر از پیش که است مقدمات هم ارزی ساختارهاست، منطق مطالعۀ  به منحصر که ر دی اهمیت حائز مفهوم ی اما

م کنیم:

باشیم داشته φ Lجملۀ هر برای هرگاه م نامیم مقدمات هم ارزِ را M1,M2 Lساختارِ دو .۸۴ تعریف

M1 |ù φôM2 |ù φ.

نکته دو ذکر همینجا پس باشند. درست آنها در  ــ سان ی فرمولهای نه و ــ سان ی «جملات» که هستند مقدمات هم ارز زمان ساختار،  دو پس

است: ضروری

هستند. مقدمات هم ارز هم با آنگاه باشند، ایزومرف Lساختار، دو اگر .۱

کنید. اثبات را بالا عبارت .۵۵ تمرین

با نظر مورد ساختار دو جهان اندازۀ خاص، طور به دارد؛ وجود آنها جهانهای بین ی به ی تابع هستند، ایزومرف هم با ساختار، دو وقت .۲

باشند. هم اندازه هم با جهانها که نیست نیازی باشند، مقدمات هم ارز ساختار دو که این برای اما است. برابر هم

ایزومرف ساختار، دو این که دهید نشان است. متناه آنها جهانهای که طوری به باشند مقدمات هم ارز Lساختار دو M,N کنید فرض .۵۶ تمرین

هستند.

مفهوم با مفهوم این تنگاتنگ رابطۀ باید نخست ول گفت. خواهیم سخن زیاد مقدمات هم ارزی دربارۀ  کتاب ادامۀ  در نیز و بخش،  این ادامۀ در

همه در همزمان یا باشد درست آن مدلهای همۀ در همزمان یا جمله، ی که است کامل زمان T تئوری که گفتیم کنیم: بیان را تئوری ها بودن کامل

معادلند: هم با زیر موارد پس غلط. آن مدلهای

است. کامل T تئوریِ .۱
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هستند. مقدمات هم ارز هم با T تئوریِ از M1,M2 مدلِ دو هر .۲

ببینید). را ۱ .۶ بخش ابتدای (توضیحات M |ù φ اگروتنهااگر T |ù φ داریم φ جملۀ هر برای آنگاه M |ù T اگر .۳

نم شود. برآورده ساختار دو میان راحت به شرط این اما آنهاست. بودن ایزومرف است، ساختار L دو مقدمات هم ارزی موجب که دلایل از ی

داریم. ساده تعریف چند به نیاز شرط این بیان برای کرد. خواهیم ارائه ساختار دو مقدمات هم ارزی برای ضعیف تری شرط بخش این در

N جهانِ زیرمجموعۀ M جهان هرگاه است، N از زیرساختاری M م گوییم باشد. Lساختار دو M,N کنید فرض (زیرساختار). ۸۵ تعریف

هرگاه است N از زیرساختاری M دقیق تر بیان به باشد. M به N از آنها تعابیر تحدیدِ M در زبان علائم تعابیر باشد

M Ď N .۱

باشیم داشته a1, . . . , an PM هر و f P L موضع n تابع هرنماد برای .۲

fN pa1, . . . , anq “ fMpa1, . . . , anq PM.

ر دی بیان به

fM “ fN æM

م شود. استفاده تر کوچ دامنۀ به توابع تحدید دادن نشان برای æعلامت از

باشیم داشته a1, . . . , an PM هر و R PM موضع n رابطە ای نماد هر برای .۳

pa1, . . . , anq P R
M ô pa1, . . . , anq P R

N

RM “ RN XMn. ر دی بیان به باز

باشیم داشته c P L ثابت نماد هر برای .۴

cM “ cN .

طبیع اعداد ی و صفر زیرا است. Z “ pZ,`, ¨, 0, 1q ساختارِ از زیرساختاری N “ pN,`, ¨, 0, 1q ساختارِ ساده، مثال ی عنوان به

شدە اند. محدود طبیع اعداد به که هستند صحیح اعداد در همانها ، طبیع اعداد ضرب و جمع اعمال و است صحیح اعداد ی و صفر همان

باشد، غلط انداز نباید اینجا در زیرمجموعه نماد از استفاده م دهیم. نشان M Ď N نماد با است N از زیرساختاری M که را این .۸۶ ملاحظه

است. شده استفاده صرف) مجموعۀ دو نه (و ساختار دو بین زیرا

باشند. ساختار L دو M Ď N کنید فرض .۵۷ تمرین

.M |ù φpaq اگروتنهااگر N |ù φpaq داریم a PM هر برای آنگاه باشد، سور بدون فرمول ی φpxq اگر که دهید نشان .۱

آنگاه M |ù φpaq اگر a P M هر برای که دهید نشان است. سور بدون ψ آن در که باشد فرمول ی φpxq “ Dyψpxq کنید فرض .۲

.N |ù φpaq

آنگاه N |ù φpaq اگر a P M هر برای که دهید نشان است. سور بدون ψ آن در که باشد فرمول ی φpxq “ @yψpxq کنید فرض .۳

.M |ù φpaq

N ساختارِ زیرساختارهای از برخ با M ساختار زیرساختارهای از برخ که م آید پیش باشند. Lساختار دو M,N کنید فرض حال

از ل متش باشد ناته مجموعۀ ی A کنید فرض حال باشند). داشته مشترک زیرساختار ی M و M که است ن مم (حت باشند ایزومرف

ترتیب به N 1 و M1 آن در که باشد f : M1 Ñ N 1 صورت به ایزومرفیسم ی A مجموعۀ عضو هر یعن این چنین. ایزومرفیسمهای برخ

زیرمجموعۀ مرتب، زوجهای از مجموعه ی عنوان به f هرگاه f Ď g م گوییم f, g P A ایزومرفیسم دو برای باشند. N و M از زیرساختارهایی

.fpxq “ gpxq باشیم: داشته x P dompfq هر برای و باشد g دامنۀ زیرمجموعۀ f ایزومرفیسم دامنۀ  ر، دی بیان به باشد. g
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ایزومرفیسم هر برای هرگاه است N و M زیرساختارهای میان ایزومرفیسمهای از رفت و برگشت سامانۀ ی A مجموعۀ م گوییم .۸۷ تعریف

:f P A

.a P dompgq و f Ď g که طوری به باشد موجود g P A ایزومرفیسم ی a PM هر برای .۱

.b P rangephq و f Ď h که طوری به باشد موجود h P A ایزومرفیسم ی b P N هر برای .۲

ی م خواهد دارد، اختیار در ایزومرفیسم ی اول نفر نفره. دو بازی ی انجام ان ام یعن ساختار، دو بین برگشت و رفت سامانۀ ی وجود

تصویر با بتوان که طوری به باشد داشته a به شبیه ویژگ هایی c که طوری به کند پیدا c عنصر ی باید دوم نفر کند. اضافه آن دامنۀ به a عنصر

نفر صورت این در و کند اضافه خود ایزومرفیسم برد به عنصری بخواهد است ن مم اول نفر مشابهاً داد. گسترش را اولیه ایزومرفیسم c به a کردن

کند. پیدا دامنه به افزودن برای مناسبی عنصر باید دوم

A رفت و برگشت سامانۀ  ی که طوری به باشند Lساختار دو M,N کنید فرض .( مقدمات هم ارزی و برگشت و رفت سامانۀ بین (رابطۀ ۸۸ قضیه

هستند. مقدمات هم ارز M,N صورت این در باشد. داشته وجود آنها زیرساختارهای میان ایزومرفیسمهای از

برای آنگاه M |ù φpa1, . . . , anq اگر M در a1, . . . , an هر برای که م دهیم نشان باشد. فرمول L ی φpx1, . . . , xnq کنید فرض اثبات.

از قوی تر م ح حت گفته، این که است واضح .N |ù φpfpa1q, . . . , fpanqq داریم باشند آن دامنۀ  در a1, . . . , an که f P A ایزومرفیسم هر

است. قضیه م ح

فرمولها صدق تعریف به بنا صورت این در .M |ù t1 “ t2pa1, . . . , anq باشیم داشته و باشد t1
.
“ t2 صورت به φ فرمول کنید فرض

زیرساختاری بین f : M1 Ñ N 1 ایزومرفیسم هر برای ، برگشت و رفت سامانە های تعریف به بنا .tM1 pa1, . . . , anq “ tM2 pa1, . . . , anq داریم:

N 1 که این به توجه با اما .tN 1

1 pfpa1q, . . . , fpanqq “ tN
1

2 pfpa1q, . . . , fpanqqپس .fpt1q “ fpt2q داریم ،N از زیرساختاری و M از

. م رسد. اثبات به حالت این در ما نظر مورد م ح و tN1 pfpa1q, . . . , fpanqq “ tN2 pfpa1q, . . . , fpanqq داریم است N از زیرساختار ی

صورت به φ فرمول کنید فرض م کنیم. بررس را وجودی سور شدن اضافه مرحلۀ اینجا در است؛ ساده استقراء پلە های سایر برای م ح اثبات

به است موجود a P M عنصر صورت این در ،M |ù Dxψpx, a1, . . . , xnq اگر حال باشد. برقرار ψ برای م ح و باشد Dxψpx1, . . . , xnq

به بنا .a, a1, . . . , an P dompfq که طوری به است موجود f P A مانند ایزومرفیسم که است واضح .M |ù ψpa, a1, . . . , xnq که طوری

داریم استقراء، فرض

بودیم. دنبالش به که است همان این و N؛ |ù φpfpa1q, . . . , fpanqq یعن N |ù Dx ψpx, fpa1q, . . . , fpanqq

است. کامل تئوری ی ۶۴ مثال در شده معرف ال، چ خط ترتیبهای تئوری که دهید نشان .۸۹ مثال

از ل متش مجموعۀ A کنید فرض هستند. مقدمات هم ارز مدل، دو این م دهیم نشان باشند. TDLO برای مدل دو M,N کنید فرض اثبات.

است. رفت وبرگشت سامانۀ  ی A که م دهیم نشان باشد. M,N متناه زیرساختارهای میان ایزومرفیسمهای

کرد: تصور زیر صورت به م توان را A در موجود ایزمرفیسم هر

a0 ă a1 ă a2 ă . . . ă an Ñ
f b0 ă b1 . . . ă bn

ساختارِ در موجود ترتیب همان آنها ترتیب و هستند N در ها bi مشابهاً و است M ساختارِ در موجود ترتیبِ آنها ترتیب و Mهستند در ai آن در که

ai تمام به نسبت ترتیبی لحاظ از را M جهان در a موقعیت ابتدا f دامنۀ به a افزودنِ برای باشد. دلخواه عنصر a P M کنید فرض است. N

باشد: گرفته قرار ها ai میان در زیر صورت به a کنید فرض مثلا م کنیم؛ معلوم ها

a1 ă a ă a2 ă . . . ă an

انتخاب گونە ای به را b خاص مثال این در باشد؛ داشته ها bi به نسبت را وضعیت همان دقیقاً که م کنیم انتخاب گونە ای به N در را b عنصر حال

که م کنیم

b1 ă b ă b2 ă . . . ă bn.

را f زیر، ایزومرفیسم حال هستند. N در عناصری ها bi و است ال چ ترتیب ی N ترتیب زیرا است؛ ان پذیر ام شده، یاد ویژگ با b کردن پیدا

است: A در و م دهد گسترش

a1 ă a ă a2 ă . . . ă an Ñ
g b1 ă b ă b2 ă . . . ă bn
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اگروتنهااگر TDLO |ù φ داریم شود، نوشته L “ tău زبانِ در که φ مانند جملە ای هر برای که م شود نتیجه خاص طور به بالا، مثال از

.pQ,ăq |ù φ

دهید نشان بنویسید. را کلاس نامتناه دارای نامتناه هم ارزی روابط تئوری دارد، موضع دو رابطە ای نماد ی فقط که tEu زبانِ در .۵۸ تمرین

است. کامل تئوری، این که

ایزومرفند. هم با کردید معرف ۵۸ تمرین در که تئوری ای از شمارا) جهان دارای (یعن شمارا مدلِ دو هر که دهید نشان .۵۹ تمرین

نیستند. ایزومرف هم با لزوماً کردە اید، معرف ۵۸ تمرین در که تئوری ای از ناشمارا مدل دو که دهید نشان .۶۰ تمرین

است. کامل تئوری ی ۶۴ مثالِ در که گسسته، خط ترتیبهای تئوری که دهید نشان .۹۰ مثال

تئوری اجتماع از یادشده تئوری م دهیم. نشان TRG با را آن که است « تصادف «گرافهای تئوری کامل، تئوری های از ر دی سادۀ مثال ی .۹۱ مثال

م کند: بیان را زیر عبارت φn جملۀ هر که م آید دست به φn جملە های با گرافها

نیست. وصل هیچ کدام به که است موجود y عنصر ی و است وصل آنها همۀ  به که است موجود x عنصر ی عنصر، n هر برای

فرض باشد. آنها متناه زیرگرافهای میان ایزومرفیسمهای از ل متش مجموعۀ A و باشند تصادف گراف دو pH,RHq و pG,RGq کنید فرض

در H از tb1, . . . , bnu رئوس از ل متش زیرگراف با را G از ta1, . . . , anu رئوس با زیرگراف که باشد چنین این ایزمرفیسمهای از ی f کنید

با b P H عنصر ی باشد، داشته ها ai به اتصال عدم یا اتصال لحاظ از a که وضعیت هر با متناسب a P G عنصرِ هر برای است. داده قرار تناظر

م شود. پیدا ها bi به نسبت وضعیت همین دقیقاً

نامتناه بعد با برداری فضاهای تئوری  که دهید نشان است. کامل n مشخص بعد با Q روی برداری فضاهای تئوری که دهید نشان .۶۱ *تمرین

است. کامل تئوری ی Q روی

اما ایزومرفند. هم با تئوری این ناشمارای مدل دو هر که دهید نشان یرید. ب نظر در را Q روی نامتناه بعدِ با برداری فضاهای تئوری .۶۲ *تمرین

نیستند. ایزومرف هم با لزوماً آن، شمارای مدل دو

باشد. کامل که بنویسید ساختار این برای تئوری ی است. تال تابع همان spxq “ x` 1 آن در که یرید ب نظر در را pN, sq ساختارِ .۶۳ *تمرین

دهید. پاسخ pN, s,ăq ساختارِ برای را قبل مثال .۶۴ *تمرین

تئوری (مثلا تئوری ها برخ در برگشت و رفت فرایند انجام برای نمود. اثبات برگشت و رفت شیوۀ با م توان را مختلف تئوری های بودن کامل

قصد که آنجا از هستیم. گالوا) نظریۀ  خاص، مثال این (در تئوری آن حوزۀ  به مربوط ریاضیات با مقدمات آشنایی نیازمند جبری) بستۀ میدانهای

این آیندۀ  فصول به را جبری تئوری های برخ بودن کامل بررس شیم، ب پیش به را پیچیدە تری ریاضیات پای ، مقدمات نسبتاً فصل این در نداریم

کردە ایم. موکول کتاب

متناه رفت وبرگشت  بازی های ۳ .۶

در ، برگشت و رفت سامانۀ وجود م شود. ساختار دو آن مقدمات بودن معادل موجب ساختار،  دو میان رفت وبرگشت سامانۀ ی وجود که گفتیم

باید دوم ن بازی و م کند، انتخاب ایزومرفیسم ی برد یا دامنه در عنصری بازی، این در اول ن بازی است. نفره دو بازی ی ان ام معن به واقع

مرحله. ω اندازۀ به بازی این بردن پیش ان ام یعن ، برگشت و رفت سامانۀ وجود دهد. گسترش را ایزومرفیسم بتواند تا کند پیدا آن معادل عنصر ی

دادە ایم. متناه بازی های دربارۀ کوتاه توضیح بخش این در دارند. را خود سودمندی نیز متناه بازی های اما

ی اول ن بازی مرحله هر در م شود: انجام رو پیش صورت به مرحلە ای n رفت وبرگشت بازی ی یرید. ب نظر در را N و M ساختارِ دو

بازی، مرحله n از بعد م کند. انتخاب عنصری ر دی ساختار از او جواب در دوم ن بازی و م کند انتخاب N و M ساختار دو از ی از عنصر

ن بازی xa1, . . . , anyM – xb1, . . . , bny
N اگر شدە اند. بازی وارد ن، بازی دو توسط N از b1, . . . , bn عناصر و M از a1, . . . , an عناصر
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زیرساختار این است. M در a1, . . . , an عناصر توسط شده تولید زیرساختار xa1, . . . , anyM از منظور اول. ن بازی گرنه و است برنده دوم

n بازی ی در برد» «استراتژی دوم ن بازی م گوییم م کند. تغییر زبان ترم های روی t آن در که است شده یل تش tMpa1, . . . , anq عناصرِ از

باشد. بازی برندۀ او مرحله n از پس همیشه کند، بازی خوب کاف اندازۀ  به که صورت در هرگاه دارد، مرحلە ای

معادل هم با سور، n با جملات حد در N و M ساختارهای باشد، داشته مرحلە ای n بازی ی در برد» «استراتژی ی دوم، ن بازی اگر .۹۲ قضیه

.N |ù φ آن گاه M |ù φ اگر Q1x1 . . . Qnxnψ صورت به φ جملۀ هر برای یعن هستند.
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۷ فصل

استنتاج

شدیم آشنا T |ù φ عبارتِ با گذشته بخشهای در همچنین .H |ù φ هرگاه م نامیم درست همواره را φ جملۀ ی بیاورید: خاطر به را ۷۹ تعریفِ

م شوند: خوانده زیر صورت به ترتیب به که شد، خواهیم آشنا T $ φ و $ φ عبارتِ دو با بخش این در است. φ مستلزم T م شود: خوانده که

دارد. وجود اثبات φ گزارۀ برای

دارد. وجود T تئوری اصول از استفاده با اثبات φ گزارۀ برای

آسان به $ دربارۀ صحبت که م دهیم را هشدار این آن از پیش هستیم. |ù φ عبارتِ دربارۀ بیشتر کاوش نیازمند $ φ عبارت معرف برای

نیست. معنا دربارۀ صحبت شیرین احتمالا و راحت به دستوری، قواعد دربارۀ صحبت که همان گونه دقیقاً نیست، |ù دربارۀ صحبت

این در اما هستند. φ برای مدل Lساختارها همۀ که است این منظورمان |ù φ م  نویسیم و است، L زبانِ در جملە ای φ وقت که کنید دقت

|ù φ که است این است، نشده لحاظ L زبانِ |ù φ نمادِ در که این علت پس هستند. φ برای مدل نیز L1 Ě L برای ساختارها، L1 همۀ صورت

است. درست φ آن در باشد، داشته φ جملۀ تعبیر برای کاف رهای عمل که ساختاری هر یعن

دارد. L در موجود نمادهای تمام بر افزون ثابت نماد ی که باشد زبان ی L1 “ L Y tcu و باشد اول مرتبۀ زبانِ ی L کنید فرض .۹۳ لم

هستند: معادل هم با زیر موارد صورت این در باشد. اول مرتبۀ فرمول ی φpxq کنید فرض همچنین

|ù φpcq .۱

|ù @x φpxq .۲

.M |ù φrβs داریم متغیرها به β مقدارده نگاشت هر و M Lساختار هر برای .۳

داد: تعمیم زیر صورت به م توان راحت به را بالا لم

هستند: معادل هم با زیر موارد صورت این در .L1 “ LY tc1, . . . , cnu و باشد فرمول L ی φpx1, . . . , xnq کنید فرض .۹۴ لم

|ù φpc1, . . . , cnq .۱

|ù @x1, . . . , xn φpx1, . . . , xnq .۲

.M |ù φrβs داریم متغیرها به β مقدارده نگاشت هر و M Lساختار هر برای .۳

|ù هرگاه |ù φpx1, . . . , xnq م کنیم تعریف صورت این در باشد. اول مرتبۀ فرمول ی φpx1, . . . , xnq کنید فرض .۹۵ تعریف

هستند. L زبانِ از خارج ثوابت c1, . . . , cn آن در که φpc1, . . . , cnq

نگاشت هر با و M Lساختار هر برای هرگاه |ù φ م نویسیم باشد، اول مرتبۀ فرمول ی φ اگر گفتیم، تعریف از پیش آنچه و بالا، تعریف به بنا

.M |ù φrβs باشیم داشته M در β مقدارده
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قواعد و موضوعه اصول ۱ .۷

صورت به عبارتهای و موضوعه، اصل را |ù φ صورت به عبارتهای بخش، ادامه در

|ù ψ آنگاه |ù φ اگر

کردە ایم. معرف زیر در را خاص قاعده و موضوعه اصل چند بعدی، استفاده منظور به نامیدە ایم. قاعده را

موضوعه اصول ۲ .۷

اول مرتبۀ منطق تاتولوژی های ۱ .۲ .۷

کردە ایم. معرف را آنها ادامه در که هستند ها «تاتولوژی » درست همواره فرمولهای از مهم مثال ی

ریاض مبان درس در ریاض دانشجویان عموماً نیازمندیم. گزارە ها» «منطق یعن اول، مرتبۀ منطق از سادە تر منطق به تاتولوژی ها، تعریف برای

کردە ایم، ارائه گزارە ها منطق دربارۀ اینجا در ما که توضیح رو این از آشناست. اهیان دانش برای کاف اندازۀ به منطق این و م شوند آشنا منطق این با

کند. مطالعه گزارە ها منطق با آشنایی برای را ... و ... منابع م تواند علاقە مند خوانندۀ است. یادآوری نوع از تنها و مختصر

به منطق این در فرمول هر و م شود گرفته نظر در الفبا عنوان به tp, q, . . .uصورت به اتم گزارە های از مجموعه ی گزارە ها، منطق ی در

از استفاده با علائم این از کدام هر م شود، Ñ,J,K,_,^,␣استفاده علائم از fpp1, . . . , pnqساخت در است. fpp1, . . . , pnq ی صورت

کشید. آن در رفته کار به اتم گزارە های ارزش اساس بر ارزش جدول ی fpp1, . . . , pnq برای م توان نهایتاً و م شوند تعریف ارزش جدول ی

برای دارند؛ درست ارزش باشند، داشته p1, . . . , pn اتمهای درست)که یا (غلط ارزش هر ازای به fpp1, . . . , pnqصورت به گزارە های از برخ

م شود. گفته گزارە ها منطق تاتولوژی های گزارە هایی، چنین به است. چنین pp_␣pq گزارۀ مثال

فرمولهای تکلیف زیر، مهم قضیۀ و م دهند بول جبر ی یل تش ^,_,␣,J,K اعمال همراه به گزارە ها منطق ی فرمولهای مجموعۀ

م کند: معلوم را تاتولوژی

آید. دست به جبربول قوانین اعمال بار متناه با اگروتنهااگر است تاتولوژی گزارە ها، منطق در fpp1, . . . , pnq گزارۀ ی .۹۶ قضیه

هستند: تاتولوژی گزارە ها منطق در زیر فرمولهای .۹۷ مثال

pp_␣pq .۱

ppp^ ppÑ qqq Ñ qq .۲
´

ppp^ qq Ñ rq Ñ ppÑ pq Ñ rqq
¯

.۳

هستند. تاتولوژی بالا، مثال فرمولهای که کنید تحقیق ارزش، جدول کشیدن با .۶۵ تمرین

هستیم. اول مرتبۀ منطق های «تاتولوژی » تعریف آمادۀ حال

φ1, . . . , φn اولِ مرتبۀ فرمولهای با ترتیب به را p1, . . . , pn اتمهای باشد. گزارە ها منطق در تاتولوژی ی fpp1, . . . , pnq کنید فرض .۹۸ تعریف

م شود. گفته اول مرتبۀ منطق در تاتولوژی ی حاصل فرمولِ به کنید. زین جای

که گفتە ایم زیر قضیۀ در هستند. اول مرتبۀ منطق در تاتولوژی هایی ppφ ^ pφ Ñ ψqq Ñ ψq و pφ _ ␣φq فرمولهای مثال، عنوان به پس

شود.) مشخص باید دراینجا فرمول و جمله (تکلیف هستند. درست همواره فرمولهای از مصداق اول، مرتبۀ منطق تاتولوژی های

.|ù φ داریم صورت این در باشد. اول مرتبۀ منطق در تاتولوژی ی φ جملۀ کنید فرض .۹۹ قضیه

ی M که کنید فرض نیز گزارە هاست. منطق در تاتولوژی ی fpp1, . . . , pnq آن در که باشد fpψ1, . . . , ψnqصورت به φ کنید فرض اثبات.

خواهیم صورت هر در ول م دهد. رخ M |ù ␣ψi یا M |ù ψi موارد از ی ها ψi از کدام هر برای صورت این در باشد. دلخواه Lساختار

است. شده تعریف گزارە ها منطق قوانین مشابه قوانین با Lساختارها در فرمولها صدق زیرا M |ù fpψ1, . . . , ψnqداشت

۴۹



ارزش ده ی حال دارد. ۱ ارزش همواره باشند، داشته pi که ارزش هر از نظر صرف fpp1, . . . , pnq که کنید دقت بیشتر، توضیح عنوان به

M |ù داریم حال .M |ù ␣ψi اگر یرید ب صفر و M |ù ψi اگر یرید ب ی را pi ارزش یرید: ب نظر در رو پیش صورت به ها pi به

باشد. ی ارزش دارای شده معرف ارزش ده با fpp1, . . . , pnq اگروتنهااگر fpψ1, . . . , ψnq

عموم سور اصل ۲ .۲ .۷

t ترم ی در وقت کرد. زین جای s ترم با را x آزادِ متغیر فرمولها، و ترمها در م توان صورت این در باشد. ترم ی s و متغیر ی x کنید فرض

م دهیم. نشان t sx با را حاصل ترم م کنیم، زین جای s ترم با را x متغیرِ

t “ و s “ fpgpxq, gpyqq ترمهای هستند، موضع تک و دو ترتیب به تابع نمادهای f, g آن در که L “ tf, gu زبانِ در .۱۰۰ مثال

Dyfpx, yq “ z فرمول همچنین .t sy “ gpfpx, fpgpxq, gpyqqqq و t sx “ gpfpfpgpxq, gpyqq, yqq داریم یرید. ب نظر در را gpfpx, yqq

.φ s
y “ Dyfpx, yq “ z و φ s

x “ Dyfpfpgpxq, gpyqq, yq “ z داریم یرید. ب نظر در

دارد: وجود روش دو fpgpaqq محاسبۀ برای صورت این در باشند. M مجموعۀ ی روی تابع دو gpxq, fpxq کنید فرض

دهیم. قرار را a مقدار x جای به سپس و بیاوریم دست به را f ˝ gpxq ترکیبی تابع ابتدا اول: روش

دهیم. قرار f در را gpaq مقدار سپس و کنیم حساب را gpaq ابتدا دوم: روش

و βpxq “ a که طوری به باشد M ساختارِ در متغیرها به مقدارده نگاشت ی β و باشند Lترم دو spx, yq و tpxq کنید فرض مشابهاً

کرد: حساب م توان طریق دو به را t sx rβs مقدارِ .βpyq “ b

ر دی بیان به دهیم؛ قرار را β توسط شده مشخص مقادیر متغیرهایش جای به سپس و کنیم تعبیر M ساختارِ در را t sx ترکببی ترم اول: روش .۱

کنیم. محاسبه را t sx
M
rβs

کنیم. محاسبه را tMpsMrβsq مقدار دوم: روش .۲

کردە ایم: بیان صورت دقیق ترین به زیر، در را گفته همین هستند. t ˝ spa, bq “ tpspa, bqq برابری برای بیان واقع، در بالا روش دو

صورت این در باشند. M ساختارِ در مقدارده نگاشت ی β و ترم ی s و متغیر ی x کنید فرض .۱۰۱ قضیه

t
s

x

M
rβs “ tMrβ

sMrβs

x
s

اثبات.

φ s
x استقرایی تعریف در م دهیم. نشان φ s

x با را حاصل فرمول م کنیم، زین جای s ترم با را x آزادِ متغیر ی φ فرمولِ ی در وقت همچنین

Dyψ صورت به φ فرمول وقت اما است. φ همان φ s
x صورت این در م دانیم، را ψ s

x معنای و است Dxψ صورت به φ فرمولِ وقت که کنید دقت

.φ s
x “ Dyψ

s
x داریم است، x از غیر متغیری y و است

s “ fpgpxq, gpyqq ترم هستند، موضع تک و دو ترتیب به تابع نمادهای f, g آن در که L “ tf, gu زبانِ در .۱۰۲ مثال

.φ s
y “ Dyfpx, yq “ z φو s

x “ Dyfpfpgpxq, gpyqq, yq “ z داریم یرید. ب نظر در Dyfpx, yq “ z فرمول همچنین یرید. ب نظر در را

φpxq “ فرمولِ مثال برای م شود. فرمول سورهای با تداخل ی ایجاد موجب فرمول، ی در متغیرها جای به ترمها زین جای گاه

داریم م کنیم، زین جای s “ x2 ` y ترم با را x متغیر فرمول، این در وقت یرید. ب نظر در L “ t`, ¨u زبان در را Dy y2
.
“ x

φ
s

x
“ Dy y2 “ x2 ` y.

دارد. قرار اولیه فرمول سورهای تأثیر تحت متغیرهایش که است شده زین جای ترم ی با دارد، آزاد حضور فرمول، در که x متغیر یعن

نظر در را s2 “ x2 ` y2 و s1 “ x2 ` y2 ` z2 ترمهای همراه به را φpx, yq “ Dzx ` y “ z فرمولِ L “ t`, ¨u زبانِ در .۶۶ تمرین

بنویسید. را x` 2y s2
y ترم همچنین بنویسید. را φ s2

x و φ s1
x فرمولهای یرید. ب

۵۰



متغیر جای به وقت هرگاه است، آزاد φ فرمول در s ترم برای x متغیر م گوییم باشند. متغیر ی s و فرمول ی φ و ترم ی s کنید فرض

که نباشد، آزاد φ فرمول در x متغیر یا که م افتد اتفاق زمان حالت این نشود. ایجاد سورها با تداخل م دهیم، قرار را s ترم ،φ فرمول در x

x جای به را s وقت که باشد نداشته سوری هیچ φ فرمول ول باشد آزاد x متغیر که این یا ندارد؛  معنایی s با آن کردن زین جای صورت این در

از غیر متغیرهایی روی φ سورهای که است آزاد φ در s ترم برای زمان x آزادِ متغیرِ ر، دی بیان به شود. سور آن درگیر s در متغیری م دهیم، قرار

کردە ایم: دقیق را تعریف زیر، در باشند. s در شده استفاده متغیرهای

یا باشد، پای بند φ فرمول در x متغیر هرگاه است آزاد φ فرمول برای s ترم در x متغیر م گوییم .۱۰۳ تعریف

باشد t1
.
“ t2 صورت به φ فرمول .۱

باشد. Rpt1, . . . , tnqصورت به φ فرمول .۲

باشد. آزاد ψ در s برای x متغیر و باشد ␣ψ صورت به φ فرمولِ .۳

باشد. آزاد ψ2 در هم و ψ1 در هم s برای x متغیر و باشد pψ1 ^ ψ2qصورت به φ فرمول .۴

نباشد. s در رفته کار به متغیرهای جزو y و باشد، آزاد s برای ψ در x باشد، Dyψ صورت به φ فرمول .۵

ذاری جای صورت در زیرا نیست؛ آزاد φpxq فرمول در s ترم برای x متغیر باشد، x2`y2 ترم s و Dy x`y “ 0 فرمول φpxq اگر بنابراین

را s در موجود متغیرهای از متغیری Dy سور و م رسیم φ s
x px, yq “ φpspx, yqq “ Dy px2 ` y2q ` y “ 0 فرمول به x2 ` y2 توسط x

م کند. درگیر

معن به x “ 1, y “ 2 در φpspx, yqq فرمولِ برقراری آیا که بدانیم م خواهیم بدهیم. ۲ مقدارِ y متغیر به و ۱ مقدارِ x متغیر به بیایید اما

و Dy 2 ` y “ 0 یعن دوم اما Dy1 ` y2 ` y “ 0 یعن ، اول که م دهد نشان دقت کم است؟ x “ sp1, 2q در φpxq فرمول برقراری

هستند. متفاوت فرمول دو اینها

فرض همچنین باشند. M ساختار در متغیرها به مقدارده نگاشت ی β و Lترم ی s Lساختار، ی M کنید فرض ذاری). (جای ۱۰۴ قضیه

M |ù φrβ sMrβs
x s اگروتنهااگر M |ù φ s

x rβsصورت این در باشد. آزاد φ فرمول در s ترم برای x متغیر که کنید

tM1
s
x rβs “ با معادل M |ù φ s

x rβsپس است. t1
.
“ t2

s
x فرمولِ ،φ s

x صورت این در باشد. t1
.
“ t2 صورت به φ فرمولِ کنید فرض اثبات.

است. M |ù φrβ sMrβs
x s معن به آخر عبارت اما .tM1 rβ

sMrβs
x s “ tM2 rβ

sMrβs
x s با: است معادل قبل لم به بنا این و است ،tM2 s

x rβs

صورت به φ که م کنیم بررس را حالت تنها ادامه در و م کنیم رها تمرین عنوان به را φ فرمول مختلف حالات برای قضیه استقرایی اثبات

داریم است. آزاد ψ فرمول در s برای x متغیر آن در و است Dyψ

M |ù Dyψ
s

x
rβs ô ψ

s

x
rβ
a

y
s a عنصر ی برای

ôM |ù ψrβ
a

y

sMrβ a
y s

x
s استقراء فرض طبق

ôM |ù Dyψrβ
sMrβ a

y s

x
s تعریف طبق

ôM |ù Dyψrβ
sMrβs

x
s.

sMrβs “ sMrβ
a

y
s داریم است نرفته کار به s در y متغیر که جا آن از زیرا

صورت این در باشد. آزاد φ فرمولِ در t ترم برای x متغیرِ کنید فرض وجودی). سور (اصل ۱۰۵ قضیه

|ù pφ
t

x
Ñ Dxφq

باشد، φ t
x rβs برای مدل ی M اگر است. درست فوق فرمول β مقدارده هر با و M Lساختارِ هر در که دهیم نشان باید ۹۴ لم به بنا اثبات.

.M |ù Dxφ بنابراین M |ù φrβ tMrβs

x s ۱۰۴ قضیۀ به بنا صورت این در

۵۱



y توسط را x م شود فرمول این در یرید. ب نظر در را φ “ @yx ` y “ 2y فرمولِ هستند: مهم بالا قضیۀ شرایط که است دقت به لازم

نتیجه را Dx @yx` y “ 2y فرمولِ بودن درست نم شود فرمول این بودن درست از اما رسید. @y y ` y “ 2y فرمولِ به و کرد زین جای

@y y
.
“ y فرمولِ به م کنیم زین جای y توسط را x وقت که است واضح یرید. ب نظر در را @yx .

“ y فرمول سادە تر مثال عنوان به گرفت.

.Dx @y x
.
“ y که گرفت نتیجه نم توان فرمول این از ول م رسیم؛

$ pRpx, yq Ñ DxRpx, yqq که دهید نشان .۶۷ تمرین

$ pφ t
x Ñ Dxφq آنگاه باشد، سور بدون فرمول ی φ اگر که دهید نشان .۶۸ تمرین

نباشد. برقرار Dxφrβs و باشد برقرار β ارزش ده ی با و ساختار ی در φ t
x آنها در که بزنید ر دی مثال چند .۶۹ تمرین

تساوی موضوعۀ اصول ۳ .۲ .۷

م گوییم: تساوی موضوعۀ اصول موارد، این به هستند. درست هموارە  همه زیر، موارد .۱۰۶ لم

@x x
.
“ x

@x, y x
.
“ y Ñ y

.
“ x

@x, y, z x
.
“ y ^ y

.
“ z Ñ x

.
“ z

@x1, . . . , xn, y1, . . . , yn x1
.
“ y1 ^ . . .^ xn “ yn Ñ fpx1, . . . , xnq

.
“ fpy1, . . . , ynq

@x1, . . . , xn, y1, . . . , yn x1
.
“ y1 ^ . . . xn

.
“ yn Ñ pRpx1, . . . , xnq Ø Rpy1, . . . , ynqq.

م شوند. گرفته نظر در L زبانِ در R رابطە ای نماد هر و f تابع نماد هر برای آخر، مورد دو

قواعد ۳ .۷

«قاعده» دو بخش، این در است. |ù φصورت به عبارت که نامیدیم «اصل علت این به را وجودی» سور معرف «اصل گفتیم، پیش نیز که طور همان

دارد: زیر مشابه صورت قاعده هر م کنیم. معرف

.|ù ψ آنگاه |ù φ اگر

۱ .|ù ψ آنگاه |ù φ و |ù pφÑ ψq اگر استثنایی). (قیاس ۱۰۷ قضیه

واضح. اثبات.

.|ù pDxφÑ ψq آنگاه |ù pφÑ ψq اگر صورت این در نباشد. آزاد ψ فرمولِ در x متغیر کنید فرض وجودی). سور معرف (قاعدۀ ۱۰۸ قضیه

داریم β دلخواه مقدارده نگاشت هر برای که م دهیم نشان |ù pφ Ñ ψq که این فرض با باشد. Lساختار ی M کنید فرض اثبات.

نتیجه |ù pφÑ ψq از .M |ù φrβ a
x s که طوری به است موجود a PM مانند عنصری آنگاه M |ù Dxφrβs اگر .M |ù pDxφÑ ψqrβs

.M |ù ψrβs داریم ۳۱ قضیه به بنا و نیست، ψ آزادِ متغیرهای جزو x که آنجا از .M |ù ψrβ a
x s که م شود

است. ضروری ψ در x نبودنِ آزاد شرط ۱۰۸ قضیه قضیۀ در که دهید نشان .۷۰ تمرین

استنتاج تعریف ۴ .۷

دقیق تر: بیان به م گوییم. اثبات پذیر فرمول ی شود، حاصل فصل این در شده معرف قواعد و موضوعه اصول از استفاده با که فرمول هر به

:φ هرگاه $ φ م نویسیم و است، اثبات پذیر هیلبرت) دستگاه (در φ م گوییم باشد. Lفرمول ی φ کنید فرض .۱۰۹ تعریف

م نامیم. modus ponens مخخف ⅯP قاعدۀ را،  قاعده این ۱
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یا باشد، وجودی سور اصل ی یا اول، مرتبۀ تاتولوژی ی تساوی، اصولِ از ی .۱

باشد. آمده دست به ر دی اثبات پذیر فرمولهای از وجودی سور معرف یا استثنایی، قیاس قواعد از ی بردن کار به .۲

ی از استفاده با یا و است اصل ی یا φi هر و φn “ φ که طوری به دارد وجود فرمولها از φ1 . . . , φn دنبالۀ ی آنگاه $ φ وقت پس،

مختلف استنتاج های است ن مم که است طبیع م نامیم. φ فرمول برای استنتاج ی را دنبالە ای چنین است. آمده درست به قبل جملات از قاعده

باشد. داشته وجود است، اثبات قابل که φ فرمولِ ی برای

م کند: پیروی زیر قوانین از استنتاج پس

.$ φ آنگاه باشد، اول مرتبۀ تاتولوژی ی φ اگر .۱

.$ φ آنگاه باشد تساوی اصول از ی φ اگر .۲

$ φ t
x Ñ Dxφ آنگاه باشد آزاد φ در t ترم به نسبت x اگر .۳

.$ ψ آن گاه $ pφÑ ψq و $ φ اگر .۴

.$ DxφÑ ψ آنگاه $ φÑ ψ اگر آنگاه نباشد آزاد ψ در x اگر .۵

.$ ψ صورت این در که دهید نشان .$ pφ1 ^ φ2q Ñ ψ و $ φ2 ،$ φ1 که کنید فرض .۱۱۰ مثال

اثبات.

$ pppφ1 ^ φ2q Ñ ψq Ñ pφ1 Ñ pφ2 Ñ ψqqq تاتولوژی (۱ .۷)

$ pφ1 ^ φ2q Ñ ψ فرض به بنا (۲ .۷)

$ pφ1 Ñ pφ2 Ñ ψqq ⅯP و ۲ .۷ و ۱ .۷ به بنا (۳ .۷)

$ φ1 فرض به بنا (۴ .۷)

$ pφ2 Ñ ψq ⅯP و ۴ .۷ ،۳ .۷ به بنا (۵ .۷)

$ φ2 فرض به بنا (۶ .۷)

$ ψ ⅯP و ۶ .۷ ،۵ .۷ بنابه (۷ .۷)

.$ @xφÑ φ t
x که دهید نشان صورت این در باشد. آزاد t به نسبت φ در x کنید فرض .( عموم سور (اصل ۱۱۱ مثال

$ ␣φ t
x Ñ Dx␣φ داریم: وجودی سور اصل به بنا اثبات.

.$ pφÑ @xψq آن گاه $ pφÑ ψq اگر که دهید نشان نباشد. آزاد ϕ فرمولِ در x متغیر کنید فرض .( عموم سور معرف (قاعده ۱۱۲ مثال

$ pDx␣ψ Ñ ϕq داریم عموم سور معرف قاعدۀ  به بنا بنابراین نیست، آزاد ϕ در x و $ p␣ψ Ñ ␣ϕq داریم اثبات.

است. درست همواره فرمولِ ی φ آن گاه باشد داشته وجود φ فرمولِ برای استنتاج اگر ر دی بیان به .|ù φ بوضوح $آنگاه φ اگر کنید توجه

دست به مدلها تمام در درست همواره فرمولهای از م شوند، استفاده هیلبرت دستگاه در φ اثباتِ در که اصول و قواعد تمام که است این علت

متغیرها به مقدارده گونه هر با و Lساختارها همۀ در φ فرمول اگر آیا یعن $؟ φ که م شود نتیجه |ù φ از آیا است این سخت تر سوال اما آمدند.

فصل در البته و دارد، نام گودل تمامیت قضیۀ البته و است، مثبت سوال این پاسخ دارد؟ وجود φ برای اثبات لزوماً صورت این در آیا باشد، درست

که کنید دقت دارد. وجود اثبات درست، همواره جملۀ  هر برای که گفت خواهد ما به گودل، تمامیت قضیۀ  پس بپردازیم. بدان است قرار بعدی

شروع م تواند رایانه این داد. رایانه ی به دستورالعمل عنوان به آنها م توان و هستند ساده بسیار کردە ایم معرف استنتاج برای که قواعدی و اصول

است. درست همواره فرمولهای همۀ از ل متش خروج این و بدهد خروج دستورالعمل ها، این از استفاده با و کند کار به
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$L آنگاه $LYtc1,...,cnu φpc1, . . . , cnq اگر .c1, . . . , cn R L و باشد L زبانِ در فرمول ی φpx1, . . . , xnq کنید فرض .۱۱۳ لم

.φpx1, . . . , xnq

xi از ها ci جای به اثبات، این تمام این در اگر باشد. φpc1, . . . , cnq برای اثبات φ1pc1, . . . , cnq, . . . φmpc1, . . . , cnq کنید فرض اثبات.

م رسیم. φpx1, . . . , xnq برای اثبات به کنیم، استفاده

با که جملە ای که م شود اثبات زمان فرمول، ی گرفت. نظر در جملات برای فقط فرمولها، جای به را استنتاج مفهوم م توان بالا، لم به بنا

باشد. اثبات پذیر م شود، ایجاد ثوابت توسط آزاد متغیرهای کردن زین جای

تمرین ۵ .۷

.$ p@xRpx, yq Ñ Rpx, yqq که دهید نشان .۷۱ تمرین

$ p@xHpxq Ñ Hpxqq که دهید نشان .۷۲ تمرین

.$ Rpyq آنگاه $ Rpxq اگر که دهید نشان .۷۳ *تمرین

کنید. زین جای y با را x است، شده نوشته Rpxq برای که استنتاج در راهنمایی.

.$ @xRpxq آنگاه $ Rpxq اگر که دهید نشان .۷۴ *تمرین

.$ pRpyq Ñ @xRpxqq آنگاه $ pRpyq Ñ Rpxqq اگر ،$ pRpxq Ñ pRpyq Ñ Rpxqqq ،۷۳ *تمرین کنید: استفاده زیر موارد از

$ p@xφÑ φ t
x q که دهید نشان باشد، سور بدون فرمول ی φ کنید فرض .۷۵ تمرین

.$ p@xHpxq Ñ @xRpxqq آنگاه $ p@xHpxq Ñ Rpxqq اگر که دهید نشان .۷۶ تمرین

.$ pDx@yRpx, yq Ñ @yDxRpx, yqq که دهید نشان .۷۷ تمرین

یرید. ب کم ۶۷ تمرین و ۷۱ تمرین از راهنمایی.

.$ DxpHpxq Ñ @yHpyqq که دهید نشان .۷۸ تمرین

.$ pφ1 ^ φ2q آنگاه $ φ2 و $ φ1 اگر که دهید نشان .۷۹ تمرین

کنید. استفاده ppÑ pq Ñ p^ qqq تاتولوژی از راهنمایی.
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۸ فصل

تمامیت

تمامیت قضیۀ معرف ۱ .۸

در که است φ جملۀ مستلزم T تئوری زمان گفتیم است. φ جملۀ مستلزم T تئوری م شود: خوانده که شدیم آشنا T |ù φ عبارتِ با ۶۹ فصل در

$ φ م نویسیم وقت که گفتیم و شدیم آشنا φ جملۀ ی اثبات پذیری مفهوم با قبل فصل در باشد. برقرار هم  φ جملۀ T تئوری مدلهای تمام

T $ φ عبارتِ نخست بخش، این در م شود. حاصل هیلبرت دستگاه اصول و قواعد از استفاده بار چندین با φ جملۀ که است این منظورمان

اثبات T تئوری اصول از استفاده با φ «جملۀ یا دارد»، وجود T تئوری اصول از استفاده با φ برای «اثبات م شود: خواندە  که کردە ایم معرف را

م شود.».

به باشند موجود T تئوری در φ1, . . . , φn مانند جملات هرگاه T $ φ م نویسیم باشد. فرمول ی φ و تئوری ی T کنید فرض .۱۱۴ تعریف

$ ppφ1 ^ . . . φnq Ñ φq که طوری

موجود جملات از متناه تعدادی کارگیری به با بتوانیم که م شود، اثبات T تئوری اصول از استفاده با φ جملۀ که م گوییم زمان بنابراین،

را ( x .
“ x^␣x

.
“ x فرمولِ (مثلا غلط مشخصاً فرمول ی قبل، بخش در برسیم. φ برای استنتاج به هیلبرت، دستگاه از استفاده با و T در

دارای نباشد» تناقض «مستلزم که تئوری ی یعن است؛ مدل دارای T آنگاه T |ùK اگر گفتیم همچنین نامیدیم. تناقض را آن و دادیم نشان K با

کرد: خواهیم ثابت را زیر قضیۀ فصل، این در است. مدل

است. مدل دارای T آنگاه T &K اگر (تمامیت). ۱۱۵ قضیه

که گفتە ایم بالا قضیۀ صورت در کرد. غور کم قضیه صورت در آن، از پیش است خوب اما کنیم، اثبات فصل این در را قضیه این داریم قصد

از متناه تعدادِ هیچ از اگر که گفتە ایم ۱۱۴ تعریف به بنا بنابراین است. مدل دارای T تئوری آنگاه نشود، استنتاج تناقض T تئوری اصول از اگر

برای استنتاج به T تئوری از متناه بخش هیچ از که این است. مدل دارای T آن گاه نرسیم، تناقض برای استنتاج به T تئوری در موجود جملات

زیبایی است. مدل» «نظریۀ مبحث به مربوط است، مدل دارای T تئوری که این اما است. اثبات» «نظریۀ مبحث به مربوط عبارت ی نرسیم، K

است. منطق علم از بخش دو این میان ارتباط ایجاد در آن قدرت بالا، قضیۀ 

.$ pφ1^ . . . φn ÑKq که طوری به دارند وجود T تئوری در φ1, . . . , φn مانند جملات تعریف، به بنا صورت، این در .T $K کنید فرض

معن به T تئوری ی از تناقض شدن استنتاج بنابراین، .$ ␣pφ1 ^ . . .^φnq داریم pppÑKq Ø ␣pq گزاره بودن تاتولوژی به بنا نتیجه، در

.$ ␣pφ1 ^ . . .^ φnq باشیم: داشته طوری به است T در φ1, . . . , φn مانند جملات وجود

داریم: باشد. φ جملۀ ی فقط حاوی تئوری، ی T “ tφu کنید فرض حال

بنابراین: است، مدل دارای T آن گاه T &K اگر ●

بنابراین M؛ |ù φ که طوری به دارد وجود M ساختارِ ی آنگاه & pφÑKq اگر ●

.M |ù φ که طوری به دارد وجود M ساختارِ ی آنگاه آنگاه & ␣φ اگر ●
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داریم: φ جای به φ نقیض از استفاده با بنابراین است، برقرار جملە ای هر برای بالا عبارت

.M |ù ␣φ که طوری به دارد وجود M ساختارِ ی آنگاه & φ اگر ●

است: زیر صورت به بالا جملۀ نقیض عکس اما

ر: دی بیان به $؛ φ آنگاه M |ù φ باشیم داشته M ساختارهای همۀ در اگر ●

.$ φ آن گاه |ù φ اگر ●

که: م شود نتیجه ۱۱۵ قضیه از بنابراین

دارد. وجود اثبات برایش باشد، درست همواره که جملە ای هر .۱۱۶ نتیجه

.$ φ اگر تنها و اگر |ù φ .۱۱۷ نتیجه

۱۱۵ قضیه اثبات ۲ .۸

اضافه زبان به c R L ثابتِ ی یرید. ب نظر در L زبان در را φpxq جملۀ .T &K که طوری به باشد L زبانِ در دلخواه تئوری ی T کنید فرض

یرید: ب نظر در را زیر جملۀ و کنید

pDxφpxqq Ñ φpcq.

شدن برآورده این بر «شاهدی» ثابت، ی آن گاه باشد، عنصر ی حداقل توسط شدن برآورده قابل φ فرمولِ اگر خواند: گونه این م توان را بالا جملۀ

تناقض اثباتِ عدم به منجر T توسط تناقض اثبات عدم که م کنیم ادعا یرید. ب نظر در را T 1 “ T Y tpDxφpxqq Ñ φpcqu تئوریِ حال است.

م شود. T 1 تئوریِ توسط

.T 1 &K .۱۱۸ لم

بنابراین .$ φ1 ^ . . .^ φn ^ pDxφpxq Ñ φpcqq ÑK که طوری به دارند وجود φ1, . . . , φn P T جملاتِ آن گاه T 1 &K اگر اثبات.

$ φ1 ^ . . .^ φn Ñ ␣pDxφpxq Ñ φpcqq (۱ .۸)

$ φ1 ^ . . .^ φn Ñ ␣p␣Dxφpxq _ φpcqq (۲ .۸)

$ φ1 ^ . . .^ φn Ñ pDxφpxqq ^ ␣φpcq (۳ .۸)

$ φ1 ^ . . .^ φn Ñ pDxφpxqq (۴ .۸)

$ φ1 ^ . . .^ φn Ñ p␣φpcqq (۵ .۸)

$ φ1 ^ . . .^ φn Ñ p␣φpyqq .۹۴ لم به بنا و است نشده ظاهر چپ سمت در که باشد متغیری y که این فرض با (۶ .۸)

$ φ1 ^ . . .^ φn Ñ @yp␣φpyqq ۶ .۸ و عموم سور معرف قاعدۀ  (۷ .۸)

$ pφ1 ^ φnq ÑK . ۷ .۸ و ۴ .۸ به بنا (۸ .۸)

ثابت های از فهرست ی صورت این در است. x آنها آزاد متغیر تنها که Lباشد، زبانِ در فرمولهای همۀ از لیست tφnpxqunPN کنید فرض حال

استقراء، با و ی ی را فهرست این فرمولهای تک تکِ یرید. ب نظر در pDxφnpxqq Ñ φnpcnqصورت به فرمولهای از فهرست ی و tcnunPN
نم شود. استنتاج آن از تناقض که است تئوری ی نیز T1 “ T Y tpDxφnpxqq Ñ φnpcnqunPN تئوریِ صورت این در بیفزایید. T تئوریِ به

است. شده نوشته L1 “ LY tcnunPN زبانِ در تئوری این

با و نیست فرض این به نیازی که است این حقیقت گرفتیم. شمارا را آنها تعداد فرمولها، کردن فهرست در که است کرده دقت خواننده احتمالا

این با کتاب همین آیندۀ فصلهای در داد. انجام فرمول تعداد هر با را کار همین م شود زرن) لم (يا فرامتناه استقراء  از استفاده در مهارت اندک

نشویم. منحرف اثبات اصل مسیر از تا نم کنیم ورود آنها به فعلا ول شد خواهیم آشنا بهتر تکنی ها
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شاهدی L زبانِ وجودی فرمولهای همۀ  برای که است شده ذکر آن در که است L1 زبانِ در تئوری ی T1 تئوریِ م دهیم. ادامه را اثبات

در را T2 تئوری و برسید L2 زبانِ به و کنید اضافه زبان به ثابت آنها، اندازۀ  به و کنید تهیه L1 زبانِ فرمولهای همۀ از فهرست حال دارد. وجود

تئوری های به کار همین تکرار با دارد. وجود شاهدی L1 زبانِ در وجودی فرمولهای همۀ برای که شود ذکر آن در که بنویسید بە گونە ای L2 زبانِ

بیانگر است، فرمول هایی حاوی Ti`1 تئوری هر و است شده نوشته Li زبانِ در Ti تئوری هر که طوری به م رسیم T1 Ď T2 Ď . . . Tn Ď . . .

دارد. وجود شاهد Li زبانِ یعن ، قبل زبانِ وجودی فرمولهای برای که این

L1 “ L1 YL2 Y . . . زبانِ در و است آمده دست به یادشده تئوری های این تمام اجتماع از که یرید ب نظر در را T 1 “
Ť

iPN Ti تئوری حال

ی به متعلق حتماً آنگاه باشد، L زبانِ در فرمول ی φ اگر زیرا دارد. شاهد شود، نوشته L زبانِ در که فرمول هر برای T 1 تئوریِ است. شده نوشته

نم شود، استنتاج تناقض نیز T 1 تئوریِ از که دید م توان راحت به همچنین است. شده تضمین Ti`1 تئوریِ در آن برای شاهد وجود و است Li

کنیم: خلاصه کردیم، اثبات اینجا تا که را آنچه بیایید شود. استنتاج ها Ti از ی از باید تناقض صورت، این در زیرا

وجود T تئوری شامل T 1 تئوریِ ی آنگاه نشود، استنتاج آن از تناقض که باشد تئوری ی T اگر تمامیت. قضیۀ  اثبات اول قدم

pDxφpxqq Ñ φpcqصورت به جملە ای حاوی φpxq P L1 فرمولِ هر برای و است شده نوشته L1 “ LYC زبانِ ی در که دارد

م شود. گفته T تئوریِ سازی هنکین اثبات، قدم این به نم شود. استنتاج تناقض هم T 1 تئوری از همچنین .c P C آن در که است

م شود. اضافه آن به جدید ثابت L زبانِ اندازۀ به سازی، هنکین فرایند ضمن که کنید دقت

گونە ای به باشند دلخواه فرمول ی φ و T &K که گونە ای به باشد تئوری ی T کنید فرض م کنیم. توجه ر دی پدیدۀ  ی به اثبات، ادامۀ  از پیش

T تئوری از آن نقیض که است جمله ی φ جملۀ  و نم شود استنتاج آن از تناقض که است تئوری ی T تئوری ر، دی بیان به .T & ␣φ که

صورت: این در نم شود. استنتاج

.T Y tφu &K .۱۱۹ لم

که طوری به دارند وجود φ1, . . . , φn P T جملاتِ صورت این در .T Y tφu $K کنید فرض اثبات.

$ pφ1 ^ . . .^ φnq ^ φÑK . (۹ .۸)

$ pφ1 ^ . . .^ φnq Ñ ␣φ (۱۰ .۸)

T 1 $ ␣φ (۱۱ .۸)

م کند. نقض را لم فرض های بالا، در ۱۱ .۸ اما

تئوری و کنید اضافه تئوری به را آن نداد، تناقض T تئوریِ همراه به φ0 جملۀ اگر باشد. L زبانِ در جملە ها همۀ فهرست tφnu کنید فرض حال

از T1 Ď T2 Ď . . . زنجیرِ ی به ترتیب این به و بیفزایید Tn به را آن نداد تناقض Tn با φn جملۀ اگر ترتیب همین به بنامید. T1 را حاصل

را تناقض
Ť

Tn با که باشد جمله ی φ اگر همچنین نم  شود. استنتاج آن از تناقض که است «بزرگ» تئوری ی
Ť

Tn تئوریِ برسید. تئوری ها

هاست). φi از ی (چون است شده گنجانده
Ť

Tn در قبلا φ آنگاه نم کند ثابت

و نم کند، اثبات را تناقض هم آن که رسیدیم T 2 تئوریِ ی به نم کند اثبات را تناقض که تئوریِ ی به T تئوری ی از شروع با بنابراین

نم کنند. اثبات را تناقض T 2 همراه به که است جملات همۀ شامل

«سازگار تئوری ی به رسیدن مرحلۀ آشناست، زرن لم با که خوانندە ای برای حال این با شد. خواهیم آشنا زرن لم با کتاب، بعدی فصلهای در

همۀ از ل متش را A مجموعۀ .T &K که طوری به باشد شده داده T تئوری کنید فرض م دهیم. توضیح رو پیش دقیق تر صورت به را ماکزیمال»

است. بسته زنجیرها اجتماع تحت A که کنید بررس کنید. جزئ مرتب شمول، ترتیب با را مجموعه این .K &K که یرید ب نظر Kدر تئوری های

که طوری به باشد دلخواه جملۀ  ی φ اگر حال است. ماکزیمال شمول، ترتیب با T 2 و T 2 &K که است T 2 تئوریِ ی شامل A رن زُ لم به بنا

م کند. نقض را A در T 2 بودن ماکزیمال این و T؛ 2 Y tφu &K داریم ۱۱۹ لم به بنا صورت این غیر در زیرا φ P T 2 آنگاه T 2 Y tφu &K

کنیم: بیان نیز را اثبات مرحلۀ این از خلاصە ای که رسیده آن وقت حال

شامل T 2 تئوریِ ی صورت این در .T &K که طوری به باشد تئوری ی T که کنید فرض تمامیت. قضیۀ اثبات دوم قدم

اثبات از مرحله این به .φ P T 2 آنگاه T 2 Y φ &K اگر ،φ جملۀ هر برای ثانیاً و T 2 &K اولا که طوری به دارد وجود T تئوری

هر که م شود تئوری ی به تبدیل اولیه، تئوری اما نم کند تغییر زبان مرحله، این ط م شود. گفته سازی ماکزیمال تمامیت، قضیۀ

دارد. خود در را نم دهد تناقض آن با که جملە ای
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گسترش کامل ماکزیمال تئوری ی به نخست را آن نم شود، اثبات آن از تناقض که داریم T تئوری ی م کنیم. ترکیب هم با را اثبات قدم دو حال

است: زیر ویژگ دو هر دارای T˚ تئوری پس م نامیم. T˚ را آن و م کنیم سازی هنکین را حاصل تئوری سپس و م دهیم

یعن دارد. شاهد تک متغیره فرمولِ هر برای شدە اند، اضافه L زبان به سازی هنکین مراحل ط که است ثوابت حاوی که L Y C زبان در .۱

از ی pDxφpxqq Ñ φpcq که طوری به دارد وجود c P C ثابت ی است)، x آن آزاد متغیر تنها (که φpxq فرمول L Y C هر برای

است. T˚ تئوری در موجود جملاتِ

.φ P T˚ آنگاه tφu Y T˚ &K اگر باشد، شده نوشته LY C زبانِ در که φ جملۀ هر برای .۲

T˚ تئوریِ برای که مدل هر زیرا م شود. اثبات نیز ۱۱۵ قضیۀ م ح صورت، این در که کنید توجه است. مدل دارای T˚ تئوری که م کنیم ادعا

است. T تئوریِ برای مدل خاص، طور به بسازیم) (یا کنیم پیدا

هنکین سازی ضمن که است ثوابت از مجموعە ای C و است T تئوریِ زبان همان L که است شده نوشته LYC زبانِ در T˚ تئوری که گفتیم

ساختارِ جهان فعلا پس است. T˚ تئوریِ برای مدل که م کنیم ساختار LYC ی به تبدیل را C مجموعۀ اثبات، ادامۀ  در شدە اند. اضافه زبان به

است. C مجموعۀ همان ما نظر مورد

سادگ به کار این کنند. پیدا تعبیری L Y C در ثوابت و رابطە ای ، تابع نمادهای همۀ  که است نیاز ساختار، L Y C ی به C تبدیل برای

م کنیم. مشورت T˚ تئوریِ با ، زبان علامت ی کردن تعبیر برای مورد، هر در م گیرد. صورت

باید باشد، T˚ تئوری در c1
.
“ c2 جملۀ اگر داریم: لازم کوچ ملاحظۀ  ی اما است. خودش c هر تعبیر است؛ آسان ثابت، علائم تعبیر

م کنیم: تعریف زیر صورت به C روی تساوی هم ارزیِ رابطۀ ی نخست بنابراین باشد. سان ی دو هر c1, c2 تعبیرِ

c1 “ c2 ô c1
.
“ c2 P T

˚.

نظر در فوق هم ارزی رابطۀ هم ارزی کلاسهای واقع، در را C جهانِ است. هیلبرت دستگاه در تساوی قوانین نتایج از فوق، رابطۀ  بودن هم ارزی

م گیریم.

fpc1, . . . , cnq حاصل c1, . . . , cn هر برای که بدانیم باید C جهان در f تعبیر برای باشد. موضع n تابع نماد ی f که کنید فرض حال

است: برقرار T˚ تئوریِ در زیر عبارت که گونە ای به دارد وجود cn`1 ثابتِ ی که م دانیم بودن، هنکین به بنا اما چیست.

pDyfpc1, . . . , cnq “ yq Ñ pfpc1, . . . , cnq “ cn`1q.

است: برقرار هم زیر جملۀ طرف از

Dy fpc1, . . . , cnq “ y

زیرا

fpc1, . . . , cnq “ fpc1, . . . , cnq P T
˚.

م کنیم: تعریف ، راحت به بنابراین

fpc1, . . . , cnq “ cn`1.

T˚ تئوری که م دانیم باشد. برقرار Rpc1, . . . , cnq زمان چه که کنیم تعیین م خواهیم باشد. موضع n تابع نماد ی R کنید فرض حال

م کنیم: تعریف نظر، مورد ساختار برای پس، نقیضش؛ یا است، تئوری این در خودش یا Rpc1, . . . , cnq جملۀ است. ماکزیمال تئوری ی

pc1, . . . , cnq P Rô Rpc1, . . . , cnq P T
˚

باشد، T˚ تئوری در c1
.
“ cn جملۀ اگر که کنید دقت باشد. خودشان تعبیرشان، C مجموعۀ در موجود ثوابت است: ساده نیز زبان ثوابت تعبیر

م افتد. C در c1 “ c2 اتفاق آنگاه

ساختار این بیایید دارند. C در تعبیری زبان، این ثوابت و روابط توابع، همۀ یعن است؛ شده ساختار LYC ی جهانِ به تبدیل C بدین سان،

.C |ù T˚ که دهیم نشان که است این باق مانده، اثبات از که قدم آخرین دهیم. نشان C با را
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نتیجه این از خاص طور به .φ P T˚ اگروتنهااگر C |ù φ که م دهیم نشان φ پیچیدگ روی استقراء با باشد. جمله ی φ که کنید فرض

متغیرهای جای به که است L زبانِ در فرمول ی φ آن در که است φpc1, . . . , cnq صورت به φ جملۀ که کنید دقت .C |ù T˚ که شد خواهد

بود. خواهد فرمول L ی عنوان به φpx1, . . . , xnq پیچیدگ روی واقع در ما استقرای پس است. گرفته قرار C مجموعۀ از ثابت هایی آن،

tpx1, . . . , xnq که طوری به باشد ترم ی tpc1, . . . , cnq کنید فرض باشیم. داشته ترمها دربارۀ مشاهدە ای است نیاز استقراء، شروع از پیش

به بنا است. آن در tpc1, . . . , cnq
.
“ tpc1, . . . , cnq جملۀ زیرا است؛ T˚ تئوری در Dx tpc1, . . . , cnq

.
“ x جملۀ است. L زبانِ در ترم ی

که طوری به دارد وجود cn`1 ثابت ، هنکین ویژگ

tpc1, . . . , cnq
.
“ cn`1

داریم: C ساختارِ در که داد نشان م توان ترم ها پیچیدگ روی استقراء با و راحت به است. T˚ تئوریِ در جملە ای

tCpc1, . . . , cnq “ cn`1 ô ptpc1, . . . , cnq
.
“ cn`1q P T

˚.

طوری به دارند وجود cn`1, c
1
n`1 P C ثابت های شد، گفته آنچه بر بنا باشد. t1pc1, . . . , cnq

.
“ t2pc1, . . . , cnqصورت به φ جملۀ کنید فرض

T˚ تئوریِ در t1pc1, . . . , cnq
.
“ t2pc1, . . . , cnq جملۀ اگر حال .C |ù t2pc1, . . . , cnq “ c1n`1 و C |ù t1pc1, . . . , cnq “ cn`1 که

C |ù t2pc1, . . . , cnq “ c1n`1 نقیض اگر مشابه، طور به است. برقرار C در φ جملۀ بنابراین است، تئوری این در نیز cn`1 “ c1n`1 جملۀ است،

نیستند. مساوی هم با مربوطه ثابت های باشد، تئوری در

وجود با معادل دقیقاً C در رابطه این برقراری که است Rواضح رابطۀ تعبیر روش به بنا صورت این در ,Rpc1باشد، . . . , cnqصورت به φ اگر

است. T˚ تئوریِ در Rpc1, . . . , cnq جملۀ

برقرار C در زمان دقیقا ψ2pc1, . . . , cnq و ψ1pc1, . . . , cnq که بدانیم که کنید فرض نیز باشد. ψ1 ^ ψ2 صورت به φ فرمولِ کنید فرض

و ۸۲ (تمرین T˚ بودنِ ماکزیمال به بنا که م آید دست به رو پیش مشاهدۀ از حالت، این در φ فرمول برای م ح اثبات باشند. T˚ در که هستند

داریم: (۸۳ تمرین

ψ1pc1, . . . , cnq ^ ψ2pc1, . . . , cnq P T
˚ ô ψ1pc1, . . . , cnq P T

˚ و ψ2pc1, . . . , cnq P T
˚

.C |ù ψ اگر تنها و اگر T˚ $ ψ استقراء فرض به بنا زیرا م شود،  اثبات راحت به نظر مورد م ح باشد، ␣ψ صورت به φ فرمولِ اگر

c ثابت اگروتنهااگر T˚ $ Dxψpx, c1, . . . , cnq داریم باشد. برقرار ψ فرمول برای م ح و باشد Dxψ صورت به φ فرمولِ کنید فرض حال

T˚ $ ψpc, c1, . . . , cnq استقراء، فرض به بنا ، طرف از است. هنکین T˚ تئوری زیرا ˚T؛ $ ψpc, c1, . . . , cnq که طوری به باشد داشته وجود

.C |ù Dxψpx, c1, . . . , cnq آن گاه T $ Dxψpx, c1, . . . , cnq اگر بنابراین .C |ù ψpc, c1, . . . , cnq اگر تنها و اگر

برای استقراء، فرض به بنا .C |ù ψpc, c1, . . . , cnq که طوری به است موجود c P C آنگاه C |ù Dxψpx, c1, . . . , cnq اگر ر دی طرف از

.T $ Dxψpx, c1, . . . , cnq وجودی، سور اصل به بنا بنابراین، .T $ ψpc, c1, . . . , cnq داریم ψ فرمولِ

تمرین ۳ .۸

.φ P T آنگاه T Y tφu &K اگر φ جملۀ هر برای و T &K هرگاه م نامیم سازگار ماکزیمال تئوری ی را T تئوری .۱۲۰ تعریف

.␣φ P T یا φ P T داریم φ جملۀ هر برای واقع در که دهید نشان است. کامل سازگار، ماکزیمال تئوری هر که دهید نشان .۸۰ تمرین

.φ P T اگر تنها و اگر T $ φ که دهید نشان باشد. ماکزیمال سازگار تئوری ی T کنید فرض .۸۱ تمرین

.pφ1 ^ φ2q P T آنگاه که دهید نشان φ2 P T و φ1 P T اگر باشد. سازگار ماکزیمال T کنید فرض .۸۲ تمرین

.φ2 P T و φ1 P T آن گاه که دهید نشان pφ1 ^ φ2q P T اگر باشد. سازگار ماکزیمال تئوری ی T کنید فرض .۸۳ تمرین

.φ2 P T یا φ1 P T یا آن گاه که دهید نشان pφ1 _ φ2q P T اگر .T &K که طوری به باشد ماکزیمال تئوری ی T کنید فرض .۸۴ تمرین

نتیجه قضیه، این از بودیم، گفته که طور همان است. مدل دارای نشود استنتاج آن از تناقض که تئوری ی که کردیم ثابت گذشته، فصل در

فلسف و ریاض سطوج در کاف اندازۀ به قضیه، صورت خودِ ، توضیح هیچ بدون دارد. وجود اثبات درست، همواره فرمولهای برای که م شود
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فت هایی ش برخ به فصل این در حال این با دارد». وجود «اثبات درست، همواره جملات برای که م شود» «اثبات ، ریاض منطق در فت زاست: ش

مدلها» «نظریۀ نام به ریاض منطق از شاخە ای اصل موضوع فت ها، ش نوع این مطالعۀ هستند. قضیه این ریاض کاربرد زاییدۀ که پرداخت خواهیم

است.

اجمال نگاه تصمیم پذیری، ۴ .۸

کنیم: شروع ساده لم ی با را بحث

.T $ φ اگروتنهااگر T |ù φ صورت این در باشند. جمله ی φ و تئوری ی T کنید فرض .۱۲۱ لم

اگر تنها و اگر T Y t␣φu $K اگر تنها و اگر باشد، نداشته مدل T Y t␣φu اگر تنها و اگر T Y t␣φu |ùK اگر تنها و اگر T |ù φ اثبات.

.T $ φ

نتیجه ی زیر تمرین رفت. خواهند کار به ر دی ی جای به گاه ($ ) استنتاج و (|ù) استلزام مفهوم دو کتاب، این در پس این از بالا، لم به بنا

است: سان بین ی این از جالب

.T $ pφ Ñ ψq که گرفت نم توان نتیجه صورت این در که دهید نشان .T $ ψ که شود نتیجه T $ φ که این از که کنید فرض .۸۵ تمرین

باشد. داشته وجود pφÑ ψq برای اثبات که ندارد لزوم آن گاه شود، نتیجه ψ بودنِ اثبات پذیر φ بودنِ اثبات پذیر از اگر ر، دی بیان به

قوانین است: رو پیش  صورت به آنها از که دارد سودمندی چند استنتاج مفهوم هستند، معادل هم با استلزام و استنتاج مفهوم دو که حال عین در

ی تنایج و استنتاج ما جای به م تواند وریتم ال ی واقع در سپرد. وریتم ال ی به را آنها م توان و هستند محدود هیلبرت) دستگاه (در استنتاج

گفته این زیر در است. « «ماشین فرایند ی استنتاج و هستیم قواعد از استفاده به نیازمند تنها φ جملۀ ی کردن استنتاج برای کند. چاپ را تئوری

بودن وریتمی ال دربارۀ توضیح زیر در کردە ایم، موکول کتاب بعدی بخش های را وریتم» «ال دقیق تعریف ارائۀ چند هر کردە ایم، دقیق تر کم را

باشد. وریتم ال معن دقیق درک از مستقل آن فهم داریم انتظار که دادە ایم تئوری ها

مجموعۀ  ی یا محاسبە پذیر، مجموعۀ ی (یا بازگشت مجموعۀ  ی A م گوییم باشد. طبیع اعداد از دلخواه زیرمجموعۀ ی A کنید فرض

در .n R A یا n P A که کند مشخص دقیقاً م دهیم، آن به را n طبیع عدد ی وقت که باشد، داشته وجود وریتم ال ی هرگاه است، تصمیم پذیر)

م کند. روشن ما برای را A به n تعلق تکلیف و م شود متوقف وریتم ال مطمئناً م شود، داده ما نظر مورد وریتم ال به n عدد ی وقت حالت، این

باشد داشته وجود وریتم ال هرگاه م نامیم شمارش پذیر» محاسبە پذیر طور «به یا شمارش پذیر» بازگشت طور «به را N زیرمجموعۀ A مجموعۀ اما

ی وریتم ال به وقت حالت، این در واقع در .n P A که کند اعلام ما به و شود متوقف ،n P A که صورت در م دهیم، آن به را n P N وقت که

م دهیم، خود وریتم ال به را n وقت که جاست این ل مش م شود. متوقف وریتم ال باشد، A به متعلق n که صورت در تنها م دهیم، را n عدد

n است ن مم کنیم! صبر باید چقدر که نم دانیم اما گفت، خواهد ما به را این وریتم ال باشد A در n و باشیم خوش شانس اگر که م دانیم فقط

داشته وجود وریتم ال هرگاه است شمارش پذیر بازگشت طور به A مجموعۀ ی معادل، تعریف ی به بنا شیم! ب بیهوده انتظار ما و نباشد A در

کند. چاپ را A اعضای که باشد

چاپ را A اعضای همۀ که باشد داشته وجود وریتم ال اگر تنها و اگر است شمارش پذیر بازگشت طور به A مجموعۀ که دهید نشان .۸۶ تمرین

کند.

باشند. شمارش پذیر بازگشت طور به دو هر Ac و A اگر تنها و اگر است بازگشت A که دهید نشان .۸۷ تمرین

ی tφ : T $ φu مجموعۀ هرگاه م نامیم تصمیم پذیر را T تئوریِ ی داد. تعمیم نیز اول مرتبۀ تئوری های به م توان را تصمیم پذیری مفهوم

ورودی عنوان به را φ جملۀ ی که باشد موجود وریتم ال ی که است تصمیم پذیر T تئوری ی زمان ر، دی بیان به باشد. تصمیم پذیر مجموعۀ 

مشخص و م گیرد را φ جملۀ ی یادشده، وریتم ال ر دی بیان به نه؛ یا هست φ مستلزم نظر، مورد تئوری آیا که کند مشخص دقیقاً و کند دریافت

تصمیم پذیر، تئوری ی که نکردە ایم ادعا بنابراین نیست. T $ ␣φ معن به T & φ که است یادآوری به (لازم T & φ یا T $ φ آیا که م کند

به کند. چاپ را T جملات که باشد داشته وجود وریتم ال هرگاه م نامیم شمارش پذیر بازگشت طور به را T تئوری ی مشابهاً است). کامل

بازگشت طور به تئوری، ی که زمان بنابراین کند. چاپ را tφ : T $ φu مجموعۀ اعضای که باشد داشته وجود وریتم ال هرگاه معادل طور

۶۰



مناسب مح ی زیر قضیۀ شد. خواهد چاپ جمله آن مطمئناً م شود، نتیجه نظر مورد تئوری از φ جملۀ ی که بدانیم اگر است، شمارش پذیر

تئوری هاست: تصمیم پذیری بررس برای

است. تصمیم پذیر T آن گاه باشد، کامل T اگر صورت این در باشد. شمارش پذیر بازگشت طور به تئوریِ ی T کنید فرض .۱۲۲ قضیه

را استنتاج قوانین که وریتم ال با وریتم، ال این ترکیب با صورت این در م کند. چاپ را T تئوری که باشد وریتم ال M کنید فرض اثبات.

پس است. T نتایج جزو نقیض یا و خودش یا φ جملۀ  هر اما م کند. چاپ را T نتایج تمام که م رسیم N نام به مثلا  ، وریتم ال به م داند،

وریتم ال خروج در φ اگر یرد، ب را φ جملۀ که داشت وریتم ال م توان پس شد. خواهد چاپ آن نقیض یا φ خودِ یا بالاخره φ جملۀ برای مطمئناً

بدهد. no خروج شود، چاپ ␣φ جملۀ N خروج در اگر و yes خروج شود، چاپ جمله این N

ساختارِ برای را ،Peano پئانو، موضوعۀ  اصول ۱ .۶ بخش در م رساند. جالبی نتایج به را ما ۱ .۶ بخش مطالب با بخش این مطالب ترکیب

داشته اول مرتبۀ فرمولهای کردن کد برای روش اگر واقع در هستند؛ وریتم ال ی توسط چاپ قابل پئانو موضوعۀ اصول کردیم. معرف pN,`, ¨q

قضیۀ به بنا باشد، کامل Peano اگر بنابراین هستند. وریتم ال توسط چاپ قابل که داریم استقرایی اصل شمای ی و جمله متناه تعداد باشیم،

است. تصمیم پذیر ۱۲۲

tφ : N |ù φu مجموعۀ با برابر tφ : Peano $ φu مجموعۀ آنگاه باشد،  کامل Peano اگر گفتیم، ۱ .۶ بخش در آن چه بر بنا طرف از

pN,`, ¨q ساختار در جمله آن آیا که وید ب ما به و کند، دریافت را φ جملۀ ی که دارد وجود وریتم ال باشد، کامل Peano اگر پس است.

کتاب این در عقب تر به را آن اثبات هم هنوز البته و م کنیم بیان را گودل ناتمامیت قضیۀ صورت دوباره توضیحات، این با خیر. یا است برقرار

کردە ایم: موکول

نیست. کامل نتیجه در نیست،  تصمیم پذیر پئانو گودل). اول (ناتمامیت ۱۲۳ قضیه

به اثبات روش است. مدل دارای T آن گاه T &K که طوری به باشد تئوری ی T اگر که کردیم اثبات فصل این در فصل. خلاصۀ

همۀ سپس دارد. شاهد وجودی فرمول هر برای که م کنیم تئوری ی به تبدیل مناسب، جملات افزودن با را T ابتدا که است صورت این

به تبدیل را ها «شاهد» مجموعۀ سپس م افزاییم. آن به نم دهند) تناقض آن با (یعن دارند سازگاری آمده دست به تئوری با که را جملات

کامل شدۀ تئوری که م دهد رخ اتفاقات تنها آن، در که است بە گونە ای مدل، این ماست. نظر مد تئوری برای مدل که م کنیم ساختار L ی

باشد. تئوری در Rpc1, . . . , cnq جملە ی که هستند R رابطۀ در هم با زمان c1, . . . , cn عناصر مثلا م دهد. اجازه ما شاهددار

وجود آن برای اثبات باشد، درست همواره جملۀ ی φ اگر که م شود نتیجه است، مدل دارای نم دهد تناقض که T تئوری هر که این از

م شود: نتیجه زیر صورت به تمامیت و درست قضیۀ بنابراین یریم. ب نظر در را T “ tφu تئوری که است کاف این، اثبات برای دارد.

|ù φ اگر تنها و اگر $ φ

دارد. وجود آنها برای اثبات که هستند درست همواره جملات فقط
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۹ فصل

صفات روی از ذات شناخت : فشردگ

، فشردگ قضیۀ  به بنا باشد؟ داشته هم با را صفات این تمام که دارد وجود شخص آیا باشد. صفات از ( (نامتناه مجموعه ی
ř

کنید فرض

گفته این زیر در دارد. هم با را صفات این همۀ که دارد وجود شخص آنگاه باشد، شخص در یافتن تبلور قابل صفات، این از متناه تعداد هر اگر

کردە ایم. دقیق را

را تناقض T تئوری اگر بنابراین .tφ1, . . . , φnu $K که طوری به دارند وجود φ1, . . . , φn P T جملات گاه آن T $K اگر که گفتیم

است: کرده اثبات را تناقض آن از متناه بخش کند، اثبات

.T &K داریم گاه آن ∆ &K باشیم داشته ∆ Ď T متناه زیرمجموعۀ  هر برای اگر

نوشت: زیر صورت به م توان را بالا جملۀ پس داشتن؛ مدل با است معادل ندادن، تناقض که گفتیم ۱۱۵ قضیۀ در اما

M ساختارِ ی گاه آن ،M∆ |ù ∆ که طوری به باشد داشته وجود M∆ مانند ساختاری ∆ Ď T متناه مجموعۀ  هر برای اگر

.M |ù T که طوری به دارد وجود

بازنوشتە ایم: قضیه صورت به را آن زیر در که دارد نام فشردگ قضیۀ  بالا، جملۀ

است. مدل دارای T صورت این در است. مدل دارای آن متناه بخش هر که باشد تئوری ی T کنید فرض .( (فشردگ ۱۲۴ قضیه

قرار فصل این در و نباشیم عجول است بهتر اما کنیم. صحبت قضیه این زیبایی و اهمیت دربارۀ تا داریم فرصت کتاب این بقیۀ همۀ اندازۀ به

بنمایم»! لیل ات روی ز لمعه «ی تنها است

.∆ $ φ که طوری به است موجود ∆ Ď T مانند متناه بخش آنگاه T $ φ اگر .۱۲۵ نتیجه

.∆ |ù φ که طوری به است موجود ∆ Ď T مانند متناه بخش آنگاه T |ù φ اگر .۱۲۶ نتیجه

برخ با برخورد برای روش زیر، مثال نوشت. اول مرتبۀ تئوری م توان پدیدە هایی چه برای اصولا که کردیم صحبت باره این در ۳ .۴ بخش در

م دهد. ارائه را مسائل این از

اندازۀ  با متناه مدل ی n طبیع عدد هر برای یعن دارد؛ بزرگ دلخواه اندازۀ به متناه مدلهای که است تئوری ی T که کنید فرض .۱۲۷ مثال

است. نامتناه مدل ی دارای T صورت این در که دهید نشان دارد. n از بیشتر

بخش هر زیرا است، مدل دارای T 1 “ T Y tφnunPN تئوریِ دارد. وجود متمایز عنصر n حداقل م گوید: که یرید ب نظر در φn جملۀ  اثبات.

است tφnunPN از متناه بخش ی و ∆ نام به مثلا T از متناه بخش شامل T 1 تئوری از متناه بخش هر واقع، در است. مدل دارای آن متناه

آن اندازۀ  که T از مدل هر دارد؛ مدل ∆YA که است واضح م کنیم. فرض A “ tφ1, . . . , φNuصورت به کلیت از شدن کاسته بی را آن که

است. ∆YA برای مدل است،  بیشتر N از

نوشت. متناه مجموعە  های مخصوص T تئوری ی نم شود .۱۲۸ نتیجه
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مجموعە های تئوری نم تواند رو این از دارد. نامتناه مدل پس است؛ بزرگ کاف اندازۀ  به متناه مدلهای دارای کار، این برای T تئوری هر اثبات.

باشد. متناه

هر که است این ساختار این مهم ویژگ های از ی یرید. ب نظر در را N “ pN,`, ¨, 0, 1,ăq ساختارِ نااستاندارد). طبیع (اعداد ۱۲۹ مثال

م آید: دست به 1 عدد کردن جمع بار متناه از آن، در عنصر

n “ 1` . . .` 1
looooomooooon

nبار

بزرگتر طبیع اعداد تمام از که است عنصری دارای ول داراست، را طبیع اعداد ویژگ های تمام که دارد وجود N1 ساختارِ ی که دهید نشان

گرفتە اند. قرار نیز نااستاندارد» طبیع «اعداد آن در که است طبیع اعداد از مجموعه ی N1 واقع در است.

یرید: ب نظر در زیر صورت به L1 زبانِ در را T 1 تئوریِ بنامید. L1 را حاصل زبان و کنید اضافه c ثابتِ ی L “ t`, ¨, 0, 1,ău زبانِ به پاسخ.

T 1 “ ThpN,`, ¨, 0, 1q Y tc ą 1, c ą 1` 1, c ą 1` 1` 1, c ă 1` 1` 1` 1, . . .u.

∆Ytc ą 1, . . . , c ą Nuصورت به Tرا 1 از متناه بخش کلیت، از کاستن بدون است. مدل Tدارای 1 تئوری از متناه بخش هر که م کنیم ادعا

آن در البته که است، متناه بخش این برای مدل M “ pN,`, ¨, 0, 1,ă, N ` 1q ساختارِ .∆ Ď ThpN,`, ¨, 0, 1q آن در که یرید ب نظر در

.cM “ N ` 1

مدل M “ pM,`, ¨, 0, 1,ă, cMq کنید فرض است. مدل دارای T 1 که م گیریم نتیجه دارد، مدل T 1 تئوری از متناه بخش هر که این از

دقت است. بزرگتر طبیع اعداد تمام از که است cM نام به عنصری دارای اما داراست، را N ويژگ های همۀ M صورت این در باشد. T 1 برای

هستند. M در نیز 1` 1` . . .` 1 صورت به متناه جمع های همۀ و 1 PM زیرا ماست، استاندارد طبیع اعداد همۀ شامل M که کنید

در موجود رنگهای میان از رنگ ی آن راس هر به بتوان هرگاه م نامیم رنگ پذیر ــ چهار را G گراف ی رادو). − اردوش (قضیۀ ۱۳۰ مثال

که دهید نشان باشد. نامتناه گراف ی pG,Rq کنید فرض نباشند. هم رنگ مجاور، رأس دو هیچ که گونە ای به داد، نسبت tb, r, y, gu مجموعۀ

است. رنگ پذیر ــ چهار نیز G باشد، رنگ پذیر  ــ چهار G از متناه زیرگرافِ هر اگر

اضافه زبان به را bpxq, rpxq, ypxq, gpxq تک موضع رابطە ای نمادهای هم چنین بیفزایید. گراف ها زبان به g ثابتِ ی g P G هر برای اثبات.

زیر صورت به LG زبانِ در را T 1 تئوریِ کند. معلوم را x رأس ی رنگ است قرار این چنین،  رابطە ای نماد هر بنامید. LG را حاصل زبان و و کنید

یرید: ب نظر در

T 1 “ Tgraph Y tRpg1, g2q : G |ù Rpg1, g2qu Y t@xpbpxq _ rpxq _ ypxq _ gpxqquY

t␣Dx, y pRpx, yq ^ ppbpxq ^ bpyqq _ prpxq ^ rpyqq _ pypxq ^ rpyqq _ pgpxq ^ gpyqqqqu

چهاررنگ پذیر و G گراف رئوس برخ بین یال وجود بودن، گراف T 1 تئوری از متناه بخش هر که پنداشت چنین م توان کلیت، از کاستن بدون

G از tg1, . . . , gnu زیرگراف توسط باشد، شده استفاده tg1, . . . , gnu ثابت های از آن در که چنین، این متناه بخش هر م کند. بیان را بودن

است. مدل دارای T 1 تئوری پس م شود. برآورده

G روی م توان را گراف این رنگ آمیزی است. رنگ پذیر ــ چهار که است G شامل گراف ی G1 باشد، T 1 تئوری برای مدل pG1, R1q اگر

داد. قرار نیز

فصل های در کنید) مشاهده را ۵۷ (مثال م دهیم نشان ZFC با را مجموعە ها تئوری که گفتیم انتظام). اصل دربارۀ پارادوکس (ی ۱۳۱ *مثال

اصول که است L “ tPu زبانِ در تئوری ی ZFC که م کنیم بسنده نکته این ذکر به فعلا ول شد، خواهیم آشنا دقیق طور به تئوری این با رو پیش

a0 Q a1 Q a2 . . . نزول دنبالە های که است این بیانگر انتظام اصل شدە اند. نوشته آن در غیره و اصل انتظام، انتخاب، اصل مانند مجموعە ها نظریۀ

اندازۀ به متناه دنبالە های آنها در که شود م یافت مجموعە ها نظریۀ برای مختلف مدلهای طرف از اما نم شود. یافت مجموعە ها جهان ی در

ی آن در که دارد وجود مجموعە ها نظریۀ برای مدل که م شود نتیجه این از که کنید ثابت فشردگ قضیۀ  از استفاده با دارد. وجود بزرگ کاف

دارید؟ پدیدە  این برای توجیه آیا دارد. وجود مجموعە ها از نزول نامتناه دنبالۀ
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تمرین  ۱ .۰ .۹

مانند عنصری گروه، آن در و Gn گروه ی n طبیع عدد هر برای که طوری به باشد گروە ها نظریۀ در فرمول ی φpxq کنید فرض .۸۸ تمرین

وجود نامتناه مرتبۀ با g مانند عنصری آن در و G گروه ی که دهید نشان .Gn |ù φpgnq که طوری به دارند وجود n از بیش متناه مرتبۀ  با gn
.G |ù φpgq که طوری به دارند

که طوری به باشد داشته وجود T تئوری ی هرگاه است، اصل بندی قابل K م گوییم باشد. ساختارها L از کلاس ی K کنید فرض .۸۹ تمرین

K آن گاه باشند، بندی اصل قابل دو هر نیستند) K در که ساختارهایی همۀ کلاس (یعن Kc و K اگر که دهید نشان .K “ tM : M |ù T u

است. جمله) متناه تعدادی با تئوری ی (یعن متناه تئوری ی توسط اصل بندی قابل

گروە ها همۀ  در را متناه مرتبۀ با عناصر که نوشت φpxq فرمولِ ی نم توان کنید) مشاهده را ۵۲ (مثال گروە ها زبان در که دهید نشان .۹۰ تمرین

مرتبۀ  با عناصر از ل متش دقیقاً tx P G : φpxqu آنگاه باشد، گروه Gی اگر که باشد گونە ای به φ فرمولِ یعن کند. تعریف نواخت ی صورت به

باشد. متناه

باشیم: داشته N 1 “ pN1,`, ¨q |ù ThpN,`, ¨, 0, 1q مدلِ هر برای که ندارد وجود φpxq فرمولِ هیچ که دهید نشان .۹۱ تمرین

N “ tx P N1 : φpxqu.

یرید. ب کم ۱۲۹ مثال از راهنمایی.

باشد: برقرار زیر عبارت و باشد t`, ¨, 0, 1,ău زبانِ در فرمول ی φpxq کنید فرض .۹۲ *تمرین

دارد. را φ ویژگ است) بزرگتر طبیع اعداد تمام از که عنصری هر (یعن بزرگ بی نهایت عنصر هر

دارد. را φ ویژگ n از بزرگتر عنصر هر که طوری به است موجود n P N طبیع عدد که دهید نشان

بودن کامل برای مح کوچ تر، و بزرگتر مدل  های ۱ .۹

م کند تضمین ولم اس  ــ لونهایم قضیۀ پرداختە  ایم. تئوری ها» کامل بودن برای وات «آزمون و ولم» اس  ــ «لونهایم جذاب قضایای به بخش این در

دقیق را گفته این زیر در دارند. کوچ دلخواه اندازۀ هر به و بزرگ دلخواه اندازۀ هر به مدلهای دارند، نامتناه مدل ی حداقل که تئوری هایی که

کردە ایم. بیان

دارد. n از بیشتر اندازۀ با مدل n طبیع عدد هر برای که شمارا) زبان ی (در است تئوری ی T که کنید فرض ولم). اس  ــ (لونهایم ۱۳۲ قضیه

است. κ اندازۀ با مدل دارای T تئوری κ نامتناه کاردینالِ هر برای صورت، این در

یرید: ب نظر در را زیر تئوری LC زبانِ در دهید. نشان LC با را حاصل زبان و کنید اضافه tciuiăκ ثابتِ κ تعداد به T تئوری زبانِ به اثبات.

T Y tci ‰ cj : i, j P κ, i ‰ ju.

که کرد فرض م توان کلیت از کاستن بدون است. ci ‰ cj جملۀ متناه تعدادی و T تئوری از بخش شامل بالا، تئوری از ∆ متناه بخش ی

مدل ی M کنید فرض است؛ مدل دارای متناه بخش چنین ی هستند. t1, 2, . . . , Nu متناه مجموعۀ در جمله متناه تعداد این اندیسهای

تبدیل م توان را M ساختارِ متفاوتند. هم با هم که هستند M در a1, . . . , aN مانند عناصری پس است. بیشتر N از آن اندازۀ که باشد T برای

کنیم. تعبیر سان ی طور به را زبان ثابتهای باق و cMi “ ai دهیم قرار است کاف است. ∆ مدل که کرد ساختار LC ی به

اثبات را تناقض T 1 پس نم کند. اثبات را تناقض T 1 از متناه بخش هر که م گیریم نتیجه است،  مدل دارای T 1 از متناه بخش هر که این از

تئوری حالت، این در پس است. زبان فرمول های تعداد با برابر اندازۀ که است مدل ی دارای T 1 تئوری ،۱۱۵ قضیه تمامیت، قضیۀ به بنا نم کند.

است. κ اندازۀ با مدل دارای ما

۶۴



میدانهای که جا آن از نیز دارد. وجود ما دلخواه اندازۀ هر به گروە هایی داریم، بزرگ کاف اندازۀ به متناه گرو ە های که آ نجا از مثال، عنوان به پس

ی برای گروە ها مورد در مثلا نباشد: عجیب امر این شاید میدان ها یا گروە ها مورد در م شود. پیدا دلخواه سایز هر با میدان داریم، بزرگ متناه

هر «برای قضیه این زیرا است، این از بیش بالا قضیۀ قدرت اما ساخت. کاردینال آن اندازۀ به گروه Z2 کردن جمع با م توان شده داده کاردینال

ویژگ های که کرد پیدا دلخواه سایز با میدان م توان مثلا نیست. آسان کار دلخواه، تئوری ی برای مدل ساختن م کند. کار دلخواه» تئوری

باشد. داشته را ما نظر مد پیچیدۀ

باشند، داشته نامتناه مدل که صورت در م شوند، نوشته شمارا زبان ی در که سازگاری تئوری های که است این فوق قضیۀ از ر دی نتیجۀ ی

در که مدل که است این علت دوباره، دارند. نیز κ از کمتر نامتناه اندازۀ هر از مدل هایی باشند، داشته κ سایز از مدل اگر نیز دارند. شمارا مدل

تنها ندارد. اهمیت فوق قضیۀ  در زبان بودن شمارا شرط دارد. زبان اندازۀ به هنکین ثوابت از ل متش جهان م آید، دست به تمامیت قضیۀ اثبات

است. κ اندازۀ با م دهد دست به که مدل ترین کوچ هنکین روش باشد، داشته κ سایز زبان اگر که کنیم دقت باید

درون و بیرون از «نگاه درک نیز و فشردگ قضیۀ  عجیب طبیعت درک در مجموعە ها، نظریۀ  در ولم اس پارادوکس ولم). اس (پارادوکس ۱۳۳ مثال

مدل ولم، اس قضیۀ  به بنا صورت این در ZFC صورت این در باشد. مدل دارای ZFC کنید فرض م کند. شایان کم مجموعە ها» جهان  های به

که م شود ثابت طرف از دارد. وجود ZFC برای شمارا

ZFC |ù دارد وجود ناشمارا مجموعۀ ی

ما شمارای مدل در ناشمارا مجموعۀ ی پس است. درست دارد» وجود ناشمارا مجموعۀ «ی جملۀ نیز، ما نظر مورد شمارای مدل در بنابراین

دارید؟ پارادوکس این برای توضیح چه هستند! ما شمارای مدل در پس هستند مجموعه نیز ناشمارا مجموعۀ آن اعضای اما دارد. وجود

تئوری ها بودن کامل برای وات مح ۲ .۹

نااستاندارد آنالیز ۳ .۹

کوچ بی نهایت عناصر وجود به نیوتون، و لایب نیز آن، مبدعان زیرا م خوانند، کوچ ها» بی نهایت «حساب را انتگرال و دیفرانسیل حساب معمولا

بودند. معتقد حقیق اعداد در

0 ă باشیم داشته n طبیع عدد هر برای هرگاه م نامیم کوچ بی نهایت را ( حقیق اعداد مجموعۀ ی (در r حقیق عدد ی .۱۳۴ تعریف

.r ă 1
n

باشد. طبیع عدد هر از بزرگ تر یعن بزرگ، بی نهایت 1
r اگر تنها و اگر است، کوچ بی نهایت r که دید م توان راحت به

نزدی fpaq به بی نهایت fpxq شود، نزدی a به بی نهایت x وقت هرگاه است پیوسته a نقطۀ در fpxq تابع که بودند معتقد آن ها واقع در
fpa`hq´fpaq

h حاصل h ِ کوچ بی نهایت مقدار هر برای که طوری به باشد داشته وجود f 1paq عدد ی هرگاه است مشتق پذیر a در و شود؛

ندارد: وجود ( کوچ بی نهایت عدد هیچ نتیجه در (و بزرگ بی نهایت عدد هیچ ،R ، حقیق اعداد مجموعۀ  در اما باشد. f 1paq به نزدی بی نهایت

ندارند. وجود بزرگ بی نهایت حقیق اعداد ، حقیق اعداد مجموعۀ در .۱۳۵ قضیه

ناته زیرمجموعۀ هر کمال، اصل به بنا است. کمال اصل م شود، نتیجه آن ها ساخت نحوۀ از که حقیق اعداد بنیادین ویژگ های از ی اثبات.

است: زیر مجموعۀ R در بزرگ بی نهایت عناصر مجموعۀ  بالاست. کران کوچ ترین ی دارای حقیق اعداد از کران دار بالا از و

tx P R : @n P N x ą nu

این در باشد. آن بالای کران کوچ ترین t کنید فرض است. کرا ندا ر بالا از R از زیرمجموعە ای عنوان به N واقع در باشد، ناته بالا مجموعه اگر

بالا کران این و t ă n1 ` 1 صورت این در اما .t´ 1 ă n1 که طوری به است موجود n1 طبیع عدد ی یعن نیست، بالا کرانِ t´ 1 صورت

م کند. نقض را t بودن

که است پیوسته a نقطۀ در f تابع م گوییم زمان است: کرده جبران ϵ ´ δ تعاریف با را کوچ ها بی نهایت وجود عدم فقدان حساب علم

است مشتق پذیر a نقطۀ در f تابع نیز باشد. شده نزدی a به δ کاف اندازۀ  به x که شرط به شود، نزدی fpaq به ϵ دلخواه اندازۀ هر به fpxq

۶۵



قرار f 1paq از ما دلخواه اندازۀ به فاصلۀ در است، کوچ کاف اندازۀ به x´a وقت fpxq´fpaq
x´a مقدار که طوری به باشد موجود f 1paq عدد هرگاه

کرد. زنده را کوچ ها بی نهایت مفهوم دوباره منطق ابزارهای از استفاده با نااستاندارد» «آنالیز کتاب در و بیستم، قرن در رابینسون آبراهام گیرد.

بپردازیم. رد روی این به است قرار بخش این در

ساختارِ اول مرتبۀ ویژگ های همۀ که دارد وجود pR1,`, ¨, 0, 1,ăq ساختارِ ی یرید. ب نظر در را pR,`, ¨, 0, 1,ăq ساختار .۱۳۶ قضیه

دارند. وجود ( کوچ بی نهایت (و بزرگ بی نهایت عناصر آن در اما داراست، را pR,`, ¨, 0, 1,ăq

یرید: ب نظر در را زیر تئوری و کنید اضافه زبان به c ثابتِ ی قبل مشابه اثبات.

T 1 “ ThppR,`, ¨, 0, 1,ăqq Y tc ą 1, c ą 1` 1, . . .u.

ویژگ های همۀ T 1 مدلِ هر اما است. مدل دارای T 1 تئوری پس است، مدل دارای فوق تئوری از متناه بخش هر که دید م توان ؟؟ مشابه

است. بزرگ تر طبیع اعداد تمام از که هست (c ثابت (تعبیر عنصری آن در حال عین در و دارد، را pR,`, ¨, 0, 1,ăq

است:  توجه جالب بالا قضیۀ مورد در نکته چند م نامیم. حقیق اعداد تئوری برای نااستاندارد» «مدل ی را بالا در را T 1 تئوریِ از مدل هر

وجود نااستاندارد عنصری آن در و داراست را حقیق اعداد ویژگ های همیشۀ که ، مدل چنین م توان ولم، اس لون هایم قضیۀ به بنا که این اول

کار این برای باشد. عادی حقیق اعداد مجموعۀ  شامل که ساخت گونە ای به را مدل چنین م توان که این دوم کرد! پیدا شمارا اندازۀ از را دارد،

همین با شود. گنجانده T 1 تئوری در ثوابت این با متناظر حقیق اعداد ویژگ های همۀ و اضافه زبان به حقیق اعداد تعداد به ثوابت است کاف

آنگاه R |ù φpr1, . . . , rnq اگر R در ،φpx1, . . . , xq فرمولِ هر و r1, . . . , rn هر برای و R Ď R˚ که ساخت گونە ای به را R˚ م توان روش،

نااستاندارد مدل صورت این و باشد داشته نیز بیشتری علائم م تواند حقیق اعداد برای شده انتخاب زبان که این سوم .R˚ |ù φpr1, . . . , rnq

آمد. خواهد دست به علائم همان با زبان در نیز

برای و R Ď R˚ کرد خواهیم فرض و داد خواهیم نشان R˚ با را حقیق اعداد از تئوری ی برای نااستاندارد مدل هر بعد به این از .۱۳۷ قرارداد

.R˚ |ù φpr1, . . . , rnq آنگاه R |ù φpr1, . . . , rnq اگر R در ،φpx1, . . . , xnq فرمولِ هر و r1, . . . , rn هر

نیست. اول مرتبۀ ویژگ ی کمال» «اصل .۱۳۸ نتیجه

صدق کمال اصل در R˚ اما م بود. دارا را آن هم R˚ باید و م گرفت قرار ThpRq در ویژگ این بود، اول مرتبۀ ویژگ ی کمال اصل اگر اثبات.

دارند. وجود بزرگ بی نهایت عناصر آن در زیرا نم کند

داریم: یرید. ب نظر در را pR˚,`, ¨, 0, 1,ă, fq نااستانداردِ مدل کنید. اضافه f موضع تک تابع نماد ی زبان، به حال

معادلند: هم با زیر موارد .fp0q “ 0 کنید فرض و یرید ب نظر در را f : R˚ Ñ R˚ تابع .۱۳۹ قضیه

است. پیوسته 0 در f تابع .۱

است. کوچ نهایت بی نیز |fpxq| باشد، کوچ بی نهایت |x| اگر .۲

فرمول نباشد، پیوسته f : RÑ R اگر زیرا، باشد. پیوسته f : RÑ R اگر اگروتنها است پیوسته f : R˚ Ñ R˚ که کنید توجه نخست اثبات.

است: برقرار R در زیر

Dϵ ą 0@δ ą 0Dx p|x| ă δ ^ |fpxq| ą ϵq

است. ناپیوسته نیز آنجا f یعن است، درست هم R˚ در فرمول همین داراست، را R ویژگ های همۀ R˚ که آنجا از

پیوسته f : R Ñ R که آنجا از باشد. دلخواه طبیع عدد ی n P N و کوچ بی نهایت |x| کنید فرض باشد. برقرار ۱ کنید فرض حال

اگر پس است، استاندارد حقیق عدد ی δ نظر مورد عدد .|fpxq| ă 1
n آنگاه |x| ă δ اگر x هر برای که طوری به است موجود δ ą 0 است،

n P N طبیع اعداد همۀ  برای همزمان استدلال این که جا آن از .|fpxq| ă 1
n رو این از و |x| ă δ خاص طور به باشد، کوچ بی نهایت |x|

است. کوچ بی نهایت |fpxq| م کند، کار

۶۶



در ϵ ą 0 کنید فرض است. پیوسته نیز f : R˚ Ñ R˚ نتیجه در و است، پیوسته f : RÑ R م دهیم نشان ،۲ بودن درست فرض با .۱ به ۲

.|fpxq| ă ϵ که است واضح گاه آن |x| ă δ اگر است. کوچ نهایت بی که یرید ب نظر در را δ ą 0 ی R˚ در باشد. شده داده حقیق اعداد

است: درست R˚ در زیر فرمولِ بنابراین

Dδ@xp|x| ă δ Ñ |fpxq| ă ϵq

r1, . . . , rn P R با φpr1, . . . , rnqصورت به سان ی فرمولهای که آنجا از بنابراین .ϵ P R آن در که است φpϵqصورت به واقع در فرمول این

است. پیوسته f : RÑ R یعن است؛ برقرار هم R در بالا فرمول که م گیریم نتیجه هستند، برقرار R˚ و R در

معادلند: هم با زیر موارد .۱۴۰ نتیجه

است. پیوسته a در f : R˚ Ñ R˚ تابع .۱

است. کوچ بی نهایت |fpxq ´ fpaq| آن گاه باشد کوچ بی نهایت |x´ a| اگر .۲

برای که طوری به باشد داشته وجود f 1paq استانداردِ حقیق عدد ی اگروتنهااگر است مشتق پذیر a نقطۀ در f : R˚ Ñ R˚ تابع .۱۴۱ نتیجه
fpa`hq´fpaq

h “ f 1paq باشیم: داشته h کوچ بی نهایت مقدار هر

است. پیوسته نقطه این در ،a نقطۀ در مشتق پذیر تابع هر که کنید ثابت نااستاندارد، آنالیز از استفاده با .۹۳ تمرین

پرداختن فرصت بخش این در است. بازنوشته نااستاندار آنالیز رد روی با را آنالیزی مفاهیم بسیاری رابیسون آبراهام نااستاندارد» «آنالیز کتاب در

م بریم. کار به معین انتگرال تعریف با را بحث رو این از و نداریم را کتاب این جذاب مطالب همۀ به

م کند. بیان را طبیع اعداد مجموعۀ به عنصر ی تعلق که دادە ایم قرار محمول ی زبان، در یعن یرید. ب نظر در را pR,N, ¨q ساختارِ بار این

انتگرال پذیر ra, bs بازۀ  در f تابع ی که کرد ثابت م توان هست. نیز N˚ نااستانداردِ مجموعۀ ی شامل R˚ نااستانداردِ ساختار حالت، این در

استاندارد عدد ی مستطیل این مساحت جمع حاصل م کنیم، تقسیم کوچ بی نهایت عرض با مستطیل هایی به را زیرتابع ناحیۀ وقت هرگاه، است

انتخابِ هر با و است، کوچ بی نهایت xi`1´xi آن در که a “ x0, x1, . . . , xn˚ “ b افرازِ هر و n˚ P N˚ هر برای هرگاه ر دی بیان به شود.

باشد.
şb

a
fpxqdx حقیق عدد به نزدی بی نهایت

řn˚

i“1 fpξiqpxi`1 ´ xiq حاصل xi ă ξi ă xi`1

تعریف باید بالا تعریف در را عدد n˚ جمع حاصل ونه چ که دهید (توضیح کنید دقیق  را غیراستاندارد صورت به انتگرال تعریف .۹۴ *تمرین

کنیم).

کنید. تعریف را حد وجود مفهوم pxnqnPN˚ دنبالۀ ی برای راهنمایی.

آن گاه F pxq “
şx

a
fptqdt اگر که دهید نشان (یعن کنید. ثابت نااستاندارد آنالیز از استفاده با را حساب اول اساس قضیۀ .۹۵ *تمرین

( .F 1pxq “ fpxq

نقطۀ آنگاه fpaqfpbq ă 0 و باشد پیوسته ra, bs در f اگر که کنید (ثابت کنید ثابت نااستاندارد آنالیز از استفاده با را بولتزانو قضیۀ .۹۶ *تمرین

(.fpcq “ 0 که طوری به است موجود c P pa, bq

گرافها برای ی و صفر قانون ۴ .۹

رأس N گرافهای در جمله این بودن درست احتمال ببینید. را (۵۴ (مثال باشد Lgraph “ tRu یعن گراف ها، زبانِ در جمله ی φ کنید فرض

تعداد بر تقسیم است، درست φ جملۀ آن در که t1, . . . , Nuرئوس با گراف های تعداد با است برابر pN pφq واقع در م دهیم. نشان pN pφq با را

با یا φ جملۀ م شود زیاد متناه گراف ی رئوس تعداد وقت که است این بیان گر زیر، جذاب قضیۀ   اما .t1, . . . , Nu رئوس با گراف های کل

دارد وجود N P N طبیع عدد ی باشد، گراف ها زبان در جمله ی φ اگر بهتر، بیان به است. غلط زیاد احتمال با یا و است، درست زیاد احتمال

است: درست ␣φ آن ها همۀ  در یا است،  درست φ جملۀ رأس، N از بیش با گراف های همۀ  در یا که طوری به

.limnÑ8 pN pφq “ 0 یا limnÑ8 pN pφq “ 1 یا گراف ها، زبان در φ دلخواه جملۀ  ی برای گراف ها). برای ی و صفر (قانون ۱۴۲ قضیه
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که م کنیم یادآوری است. کامل تئوری ی « تصادف گراف های «تئوری که دادیم نشان برگشت و رفت سامانە های از استفاده با ۹۱ مثال در اثبات.

است: زیر صورت به φn جملۀ  هر که م شود حاصل φn جملە های با گراف ها تئوری اجتماع از تصادف گرافهای تئوری

وصل هیچ کدام به که است موجود y عنصر ی و است وصل آنها همۀ  به که است موجود x عنصر ی عنصر، n هر برای :φn

نیست.

رخ اول حالت کنیم فرض .TRG |ù ␣φ یا و TRG |ù φ یا است، کامل TRG که آن جا از باشد. گراف ها زبان در جمله ی φ کنید فرض حال

باشد. داده

دارند وجود بالا مانند tφ1, . . . , φnu جملاتِ بنابراین هستند. φ مستلزم TRG در جمله متناه تعدادی ،۱۲۶ نتیجه ، فشردگ قضیۀ به بنا

که طوری به م دارند) بیان راس n برای را بودن تصادف ویژگ کدام هر (که

Tgraph Y tφ1, . . . , φnu |ù φ.

صورت: این در که است واضح

Tgraph Y tφnu |ù φ

φn که گراف هر در زیرا است، φ برقراری احتمال از بیشتر گراف، ی در φn جملۀ برقراری احتمال بنابراین م دهد. نتیجه را ها φi بقیۀ φn زیرا

است. برقرار هم φ باشد، برقرار

.limNÑ8 pN pφq “ 1 که شد خواهد نتیجه این از دادیم توضیح آنچه بر بنا .limNÑ8 pN pφnq “ 1 که م کنیم ادعا

مجموعه دو X,Y کنید فرض م کند. میل صفر به N شدن زیاد با pN p␣φnq که داد خواهیم نشان .pN pφnq “ 1 ´ pN p␣φnq اما

از کدام هیچ به و باشد وصل X اعضای همۀ  به a که این احتمال باشند. X Y Y خارج راس ی a و راس N گراف ی در راس n از ل متش

.q “ 1´ 1
22n با است برابر باشد نداشته را خوب ویژگ این a که این احتمال پس .p 12 q

n ˆ p12 q
n “ 1

22n با است برابر نباشد وصل Y اعضای

احتمال .qN´2n با است برابر پیشامدها، استقلال به توجه با باشند، نداشته را خوب ویژگ XYYاین از خارج عناصر از دام هیچ که این احتمال

با است برابر ندهد، رخ φn که این احتمال یعن باشد، نداشته وجود خوبی عنصر هیچ X,Y انتخاب هر برای که این
ˆ

N

2n

˙

qN´2n ď N2nqN´2n.

.0 ă q ă 1 زیرا م کند، میل صفر به N Ñ8 وقت راست سمت عبارت

.limNÑ8 pN p␣φnq “ 1 م داشتیم Tgraph Y tφnu |ù ␣φ اگر مشابهاً

.TRG |ù φ اگر تنها و اگر limNÑ8 pN pφnq “ 1 داریم φ جملۀ هر برای یعن گراف هاست، مطمئن تقریباً تئوری TRG تئوری .۱۴۳ نتیجه

را ویژگ آن nφ طبیع عدد ی از بیشتر اندازۀ با متناه گراف های همۀ که داراست را φ مانند ویژگ هایی دقیقاً تصادف گراف ی پس،

زمان تصادف گراف  ر، دی بیان به دارد. را متناه گراف های مطمئن» «تقریباً ویژگ های تئوری، گراف که م شود گفته علت همین به باشند. داشته

ندارند. را ویژگ آن که باشند داشته وجود متناه گرافِ متناه تعداد فقط که دارد را ویژگ ی

فرمول ی برای سور حذف ۵ .۹

دارد، سور بدون معادل ی T تئوری به نسبت φpx1, . . . , xnq فرمول یا م کند، حذف φpx1, . . . , xnq فرمولِ از را سورها T تئوری م گوییم

که طوری به باشد داشته وجود ψpx1, . . . , xnq فرمولِ ی φpx1, . . . , xnq هرگاه

باشد. نداشته سوری هیچ ψpx1, . . . , xnq فرمول .۱

T |ù pφpx1, . . . , xnq Ø ψpx1, . . . , xnqq .۲

نوشت: زیر صورت به م توان ۹۵ تعریف به توجه با را دوم شرط که کنید دقت

T |ù @x1, . . . , xnpφpx1, . . . , xnq Ø ψpx1, . . . , xnqq
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نوشت: T تئوریِ زبانِ از خارج c1, . . . , cn ثابت های کردن اضافه با یا

T |ù pφpc1, . . . , cnq Ø ψpc1, . . . , cnqq.

زیرا: م کند حذف را φpa, b, cq “ Dx ax2 ` bx` c
.
“ 0 فرمولِ سورهای  ، حقیق اعداد کامل تئوری مثال، برای

ThpR,`, ¨, 0, 1,ăq |ù Dax2 ` bx` c “ 0Ø b ¨ b´ p1` 1` 1` 1q ¨ a ¨ c ą 0

است نیاز جبری ، مح این به پرداختن از پیش کرد. ارائه زیر صورت به سور حذف برای جبری» «مح ی م توان فشردگ قضیۀ از استفاده با

و است N از زیرساختار ی M م گوییم باشند. Lساختار دو N و M کنید فرض کنیم. یادآوری ر دی بار را ۸۵ تعریف «زیرساختار» مفهوم

و M Ď N هرگاه M Ď N م نویسیم

،c P L ثابتِ نماد هر برای cM “ cN .۱

.a1, . . . , an PM هر و f P L موضع n تابع نماد هر برای fMpa1, . . . , anq “ fN pa1, . . . , anq .۲

.a1, . . . , an PM هر و R P L موضع n رابطە ای نماد هر برای pa1, . . . , anq P RN اگر تنها و اگر pa1, . . . , anq P RM .۳

دارد: اهمیت زیرساختارها تعریف ضمن زیر،  نکتۀ  چند به توجه

N جهانِ از زیرمجموعە ای M جهانِ تنها نه که م گوییم واقع در نمادگذاری این با .M Ď N م نویسیم است N زیرساختارِ M وقت .۱

م آید. دست به M به N در آنها تعبیر کردن محدود به M در نمادها از ی هر تعبیر ه بل است،

ساختارهاست. L به مربوط تنها تعریف این و ندارد تئوری ها به ربط باشد، N از زیرساختاری M که این .۲

باشد، سور بدون فرمول ی φpx1, . . . , xnq اگر مثلا ببرد. ارث به آن از م تواند را ویژگ ها برخ است N از زیرساختاری M وقت .۳

داریم a1, . . . , an PM هر برای آ ن گاه

M |ù φpa1, . . . , anq ðñ N |ù φpa1, . . . , anq.

هر برای آن گاه باشد، ψ سور بدون فرمول ی برای Dy1, . . . , ymψpx1, . . . , xn, y1, . . . , ymq صورت به φpx1, . . . , xnq اگر

داریم: a1, . . . , an PM

M |ù φpa1, . . . , anq ñ N |ù φpa1, . . . , anq.

هر برای آن گاه باشد، ψ سور بدون فرمول ی برای @y1, . . . , ymψpx1, . . . , xn, y1, . . . , ymq صورت به φpx1, . . . , xnq اگر

داریم: a1, . . . , an PM

N |ù φpa1, . . . , anq ñM |ù φpa1, . . . , anq.

،pZ,`, ¨q Ď pQ,`, ¨q مثال برای .M |ù T که باشیم داشته انتظار که ندارد دلیل آن گاه N |ù T و باشد، N از زیرساختاری M اگر .۴

نیست. میدان Z و است میدان Q اما

هستند: معادل هم با زیر موارد .۱۴۴ قضیه

است. سور بدون معادل دارای T تئوری به نسبت φpx1, . . . , xnq فرمول .۱

داریم a1, . . . , an P A هر برای آن گاه باشند، آنها دوی هر از مشترک زیرساختار ی A ĎM,N و T تئوری برای مدل دو N و M اگر .۲

M |ù φpa1, . . . , anq ðñ N |ù φpa1, . . . , anq.

M N

A
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یرید: ب نظر در را T تئوری به نسبت φ فرمول سورِ بدونِ نتایج از ل متش زیر، مجموعۀ ،۲ بودن درست فرض با .۱ به ۲ اثبات.

Γ “ tψ | T |ù pφÑ ψq و است سور بدون فرمول ی ψ u

ψ1, . . . , ψn P Γ سور بدون فرمول متناه تعدادی فشردگ قضیۀ به بنا شود، ثابت ادعا این که صورت در .T Y Γ |ù φ که م کنیم ادعا

بنابراین T |ù φ Ñ pψ1 ^ . . . ^ ψnq که م دانیم Γ تعریف به بنا طرف از .T |ù pψ1 ^ . . . ^ ψn Ñ φq که طوری به م شوند پیدا

شد. خواهد اثبات ۱ به ۲ و T |ù φØ pψ1 ^ . . .^ ψnq

این در باشد. آن برای مدل pM, a1, . . . , anq کنید فرض است. مدل دارای T Y Γ Y t␣φu صورت این در .T Y Γ |ù φ کنید فرض

عناصرِ توسط شده تولید زیرساختار A کنید فرض .M |ù ␣φpa1, . . . , anq و ψ P Γ هر برای M |ù ψpa1, . . . , anq و M |ù T صورت

:N |ù φpa1, . . . , anq ول است آن زیرساختار A که دارد وجود T تئوری برای N مدل ی که م کنیم ادعا باشد. a1, . . . , an

M |ù ␣φpa1, . . . , anq N |ù φpa1, . . . , anq

A Q a1, . . . , an

jjVVVVVVVVVVVVVVVVVV
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رسید. خواهیم تناقض به ۲ فرض با صورت، این در که است واضح

است: مدل دارای زیر تئوری که دهیم نشان است کاف N کردن پیدا برای

T 1 “ tξpa1, . . . , anq | A |ù ξpa1, . . . , anq و است سور بدون فرمول ی ξ u Y T Y tφpa1, . . . , anqu.

خواهند وجود بالا، مانند ξ1, . . . , ξn فرمول های بنابراین م دهند؛ تناقض آن در موجود فرمول های از متناه بخش نباشد، مدل دارای T 1 اگر

که داشت

T |ù pξ1 ^ . . .^ ξnq Ñ ␣φ

یعن

T |ù φÑ ␣pξ1 ^ . . .^ ξnq

تناقض این که M |ù ␣pξ1 ^ . . . ^ ξnqpa1, . . . , anq پس .␣pξ1 ^ . . . ^ ξnq P Γ داشت: خواهیم صورت این در Γ تعریفِ به بنا اما

است. مدل دارای T 1 پس م شود، تناقض به منجر T 1 نداشتن مدل یعن است. M از زیرساختاری A زیرا است

صورت این در باشد. ψ سورِ بدون معادل دارای T تئوری به نسبت φ فرمول کنید فرض .۲ به ۱ اثبات

M |ù φpa1, . . . , anq ðñ M |ù ψpa1, . . . , anq T |ù pφØ ψq و M |ù T زیرا

ðñ A |ù ψpa1, . . . , anq زیرساختار مفهوم توضیح در سوم مورد به بنا و A ĎM زیرا

ðñ N |ù ψpa1, . . . , anq زیرساختار مفهوم توضیح در سوم مورد به بنا و A Ď N زیرا

ðñ N |ù φpa1, . . . , anq. T |ù pφØ ψq و N |ù T زیرا

است: تعریف قابل زیر فرمول از استفاده با اعداد ترتیب pN,`, 0q ساختارِ در که م دانیم بیشتر). توضیح (نیازمند ۹۷ *تمرین

x ă y ðñ Dz y “ x` z.

نیست. تعریف قابل سور بدون فرمول ی شده، یاد ساختار در اعداد ترتیب که دهید نشان

توپولوژی فضاهای فشردگ و فشردگ قضیۀ میان ارتباط ۶ .۹

دهید: قرار باشد. اول مرتبۀ زبان ی L کنید فرض
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S “ tT : است کامل تئوری ی T u

فشردگ قضیۀ  است. φ جملۀ ی برای Tφ “ tT P S : φ P T uصورت به آن پایە ای باز هر که م کنیم تعریف توپولوژی ی S مجموعۀ روی

ثابت را گفته این زیر در است. فشرده توپولوژی فضای ی کامل، تئوری های از ل متش فضای یعن ،S که است این بیانگر اول، مرتبۀ منطق در

کردە ایم.

اگر Σ $K واقع در .Σ $K اگر تنها و اگر S “
Ť

φPΣ T␣φ صورت این در که م کنیم ادعا باشد. جملات از مجموعه ی Σ کنید فرض

ی حداقل نقیض شامل کامل تئوری هر اگر تنها و اگر باشد، نداشته وجود همزمان صورت به Σ جملات تمام شامل کامل تئوری هیچ اگر تنها و

باشد. Σ در موجود جملات از

ی اگر تنها و اگر Σ $K اگر تنها و اگر م پوشاند، را S گردایه این باشد. S باز مجموعە های از گردایه ی tT␣φuφPΣ کنید فرض حال

باشد. S برای باز پوشش ی tT␣φuφP∆ اگر تنها و اگر ،∆ $K که طوری به باشد موجود ∆ نام به مثلا Σ از متناه بخش

م دهند. یل تش S روی توپولوژی ی برای پایه ی ها Tφ که کنید بررس .۹۸ تمرین

گزارە ها منطق برای فشردگ قضیۀ  ۷ .۹

گزارۀ ی باشد. tp1, p2, . . .u اتم های شامل ما گزارە های منطق کنید فرض است. برقرار فشردگ قضیۀ از نسخه ی هم گزارە ها منطق در

۱ ارزش بار ی حداقل آن، ارزش جدول آخر ردیف در هرگاه م گوییم، « شدن «برآوردە  اتم هاست) از بول ترکیب ی (که را fpp1, . . . , pnq

fpp1, . . . , pnq گزارۀ ارزش ارزش ده آن با که باشد، داشته وجود اتم گزارە های به ی و صفر ارزش ده ی هرگاه ر، دی بیان به شود. ایجاد

Σ اگر مشابهاً است. β : tp1, p2, . . .u Ñ t0, 1u تابع ی ، اتم گزارە های به ی و صفر ده ارزش ی از منظور کنید دقت شود. ی با برابر

با که باشد داشته وجود اتم گزارە های به ارزش ده ی هرگاه است، شدن برآورده Σ م گوییم باشد، گزارە ها منطق در گزارە ها از مجموعه ی

کنند. پیدا ۱ ارزش همزمان طور به Σ در موجود گزارە های همۀ ارزش ده آن

زیرمجموعۀ هر که طوری به باشد، گزارە ها منطق در گزارە ها از مجموعه ی Σ که کنید فرض گزار ە ها). منطق در فشردگ (قضیۀ ۱۴۵ قضیه

است. شدن برآورده Σ صورت این در است. برآوردە شدن Σ از ∆ متناه

داده قرار آن در موضع تک رابطە ای نماد ی ، اتم گزارۀ  هر با متناظر که یرید ب نظر در L “ tp1pxq, p2pxq, . . .u اول مرتبۀ زبانِ ی اثبات.

که کنید ثابت نخست است. M “ pM,p1pMq, p2pMq, . . .qصورت به زبان این برای ساختار هر است. شده

باشد داشته وجود a PM مانند عنصری آن در که باشد موجود M ساختارِ ی هرگاه است شدن برآورده fpp1, . . . , pnq گزارۀ ی .۹۹ تمرین

.M |ù p1paq ^ . . .^ pnpaq که طوری به

به را Σ در موجود گزارۀ هر و کنید اضافه زبان به c ثابت ی باشد. گزارە ها منطق در گزارە ها از ما نظر مورد مجموعۀ Σ کنید فرض حال

بنویسید. اول مرتبۀ فرمول ی صورت

داریم: دهید. نشان Σ1 با را اول مرتبۀ فرمو ل های از جدید مجموعۀ این .fpp1pcq, . . . , pnpcqq بنویسید fpp1, . . . , pnq گزارۀ جای به مثلا

باشد، مدل دارای Σ1 اگر تنها و اگر باشد، مدل دارای Σ1 از متناه زیرمجموعۀ هر اگر تنها و اگر است، شدن برآورده Σ از متناه زیرمجموعۀ  هر

باشد. شدن برآورده Σ اگر تنها و اگر

مجموعۀ روی وقت کرد. اثبات نیز توپولوژی در تیخونوف قضیۀ از ساده نتیجە ای عنوان به م توان را گزارە ها منطق برای فشردگ قضیۀ

اما است. فشرده تیخونوف، قضیۀ به بنا حاصل ضربی، توپولوژی با t0, 1uN مجموعۀ بنابراین است. فشرده گسسته توپولوژی با t0, 1u دوعضویِ

است. t0, 1u به tp1, . . .u از ارزش ده توابع همۀ  مجموعۀ واقع در t0, 1uN

φ کنید فرض

Fφ “ tf P t0, 1uN | مجموعۀ که دهید نشان باشد. گزارە ها منطق در گزاره ی .۱۰۰ تمرین

هم باز مورد (مجموعه است. بسته مجموعۀ  ی t0, 1uN از زیرمجموعە ای عنوان به است. ی ارزش دارای f ده ارزش با φ گزارۀ u

هست!)

۷۱



است شدن برآورده گزارە ها از tφ1, . . . , φnu متناه مجموعۀ  ی هم چنین .Fφ ‰ H اگر تنها و اگر است شدن برآورده φ گزارۀ ی پس

.
Ş

φPΣ Fφ ‰ H اگر تنها و اگر است شدن برآورده گزارە ها از Σ مجموعۀ ی مشابهاً .Fφ1 X . . .X Fφn ‰ H اگر تنها و اگر

آن گاه باشد. شدن برآورده متناهیاً Σ در موجود گزارە های از متناه زیرمجموعۀ هر کنید فرض و یرید ب نظر در را گزارە ها از Σ مجموعۀ حال

بسته مجموعە های این تمام ، فشردگ به بنا دارند. اشتراک هم با آنها از متناه تعداد هر که است بسته مجموعە های از گردایه ی tFφuφPΣ

است. شدن برآورده Σ بنابراین دارند، اشتراک هم با

اشتراک هم با آنها از متناه تعداد هر از بسته مجموعە های از گردایه ی به توپولوژی فضای ی در که کنید دقت بیشتر، توضیح عنوان به اما

ی که کرد ثابت م توان بستە ها، به بازە ها از فشردگ تعریف تبدیل با ، راحت به هم چنین م شود. گفته متناه اشتراک ويژگ با گردایۀ ی دارند،

.
Ş

A ‰ H باشیم داشته ، متناه اشتراک ویژگ با بسته مجموعە های از A گردایۀ هر برای اگر تنها و اگر است فشرده ، توپولوژی فضای

بازنشناختن دنبالە های وجود ۸ .۹

۹ .۹
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۱۰ فصل

طبیع اعداد مجموعۀ روی ساختار چندین بررس

مشاهده را حساب از خوش رفتار بخش هایی است خوب بپردازیم، ناتمامیت» «پدیدۀ خاستگاه عنوان به ،pN,`, ¨q ساختارِ بررس به که آن از پیش

آشنایی تمرین در م دهند، نشان را حساب خوش رفتارتر و کوچ تر بخش های که این از جدا شدە اند، معرف بخش این در که ساختار هایی کنیم.

م اندازیم. سور حذف به نگاه دوباره فصل، این رسم شروع از پیش پس م آیند. کتاب این یاری به نیز سور حذف مفهوم با بهتر

سور حذف به دوباره نگاه ۱ .۱۰

سور بدون فرمول ی هرگاه است سور بدون معادل دارای T تئوری ی به نسبت φpx1, . . . , xnq فرمولِ ی که گفتیم بخش... در

کردیم: معرف سور حذف رویداد برای جبری مح ... در همچنین .T $ pφ Ø ψq که طوری به باشد داشته وجود ψpx1, . . . , xnq

اگر M |ù φpa1, . . . , anq باشیم داشته مدل، دو این از مشترک بخش در a1, . . . , an عناصر و T تئوری از M,N مدل دو هر برای اگر گفتیم

است. سور بدون معادل دارای T تئوری به نسبت φ فرمول آن گاه ،N |ù φpa1, . . . , anq اگر تنها و

قصد ادامه در باشد. سور بدون معادل دارای T تئوری به نسبت ϕ فرمولِ هر هرگاه دارد، سور حذف ویژگ T تئوری م گوییم کل طور به

داریم. اول مرتبۀ فرمول های بودن معادل مورد در مقدمات قضیۀ دو به نیاز آن از پیش اما کنیم؛ تقویت کم را شده گفته سور حذف مح داریم

.۱۴۶ قضیه

صورت به فرمول ی با است معادل φ صورت این در باشد. L زبان ی در اول مرتبۀ فرمول ی φ کنید فرض پیشوندی) نرمال (فرم .۱

ندارد. سوری هیچ که است فرمول ی ψ و وجودی، یا عموم سور ی Qi P tD,@u آن در که ،Q1x1Q2x2 . . . Qnxnψ

صورت به معادل دارای ψ صورت این در باشد. L زبان ی در سور بدون فرمول ی ψ کنید فرض ( عطف و فصل نرمال (فرم های .۲

pα11 ^ . . .^ α1nq _ . . ._ pαn1 ^ . . .^ αnnq

صورت به ری دی معادل نیز و

pβ11 _ . . ._ β1nq ^ . . .^ pβn1 _ . . ._ βnnq

دوم، صورت به و فصل نرمال فرم اول، صورت به هستند. اتم نقیض یا ، اتم فرمول هایی ها αij و βij آن ها از کدام هر در که است

م شود. گفته ψ برای عطف فرمال

این در باشد. درست φ فرمولِ ی برای م ح کنید فرض نم ماند. باق اثبات برای چیزی باشد، سور بدون فرمول ی خود φ اگر .۱ اثبات.

φ2 و φ1 یعن باشد، برقرار φ2 و φ1 فرمول های برای م ح که کنید فرض است. برقرار نیز ␣φ و Dxφ فرمول های برای م ح بوضوح صورت

ساخت. نیز pφ1 ^ φ2q برای پیشوندی نرمال صورت ی م توان که م دهیم نشان باشند. پیشوندی نرمال صورت در معادل دارای

داریم: باشد، دلخواه فرمول ی P و نیست آزاد آن در x متغیر که باشد فرمول ی Q اگر که کنید مشاهده نخست

|ù p@xP q ^QØ @xpP ^Qq.
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و

|ù pDxP q ^QØ DxpP ^Qq.

را سورها توسط شده پای بند متغیرهای نام نخست .φ2 “ Q11x1Q
1
2x2 . . . Q

1
nxnψ2 و φ1 “ Q1x1Q2x2 . . . Qnxnψ1 کنید: فرض حال

@yppyq با @ppxq فرمول زیرا نم کند، ایجاد فرمول در ایرادی هیچ کار این نباشند. هم نام ψ1, ψ2 در آزادی متغیر هیچ با که دهید تغییر گونە ای به

است: زیر صورت به کار اول مرحلۀ  مثال، برای شید. ب بیرون به پرانتزها از را سورها ی ی بالا، رابطۀ دو از استفاده با حال است. معادل

pQ1t1Q2t2 . . . Qntnψ1q ^ pQ
1
1x1Q2x2 . . . Q

1
nxnψ2q “ Q1t1

´

pQ12t2 . . . Q
1
ntnψ1q ^ pQ1x1Q2x2 . . . Qnxnψ2q

¯

.

م شود: منجر دوم مورد اثبات به سور، بدون فرمول های پیچیدگ روی استقراء  همراه به زیر، گزارە ای) (منطق تاتولوژی چهار از بموقع استفاده .۲

|ù p^ pq _ rq Ø pp^ qq _ pp^ rq

|ù p_ pq ^ rq Ø pp_ qq ^ pp_ rq

|ù ␣pp_ qq Ø p␣p^␣qq

|ù ␣pp^ qq Ø p␣p_␣qq.

اول تاتولوژی از استفاده با باشند، عطف نرمال حالت در دو هر ψ و φ اگر هستند. فصل نرمال حالت در اتم فرمول های که است واضح واقع، در

در سوم تاتولوژی از استفاده با نخست ␣φ آنگاه باشد، عطف نرمال حالت در φ اگر درآورد. عطف نرمال حالت به نیز را φ ^ ψ م توان بالا در

درم  آید. عطف نرمال حالت به چهارم تاتولوژی از استفاده با سپس و بالا

صورت به فرمول های فقط اگر .۱۴۷ قضیه

Dx pψ1 ^ . . .^ ψnq

بدون معادل T تئوری به نسبت فرمول ها همۀ  آن گاه باشند، داشته سور بدون معادل T تئوری به نسبت است، اتم نقیض یا اتم ψi هر آن ها در که

دارند. سور

دلخواه فرمول هر آن گاه باشد، سور بدون معادل دارای است،  سور بدون ψ آن در که Dxψ صورت به فرمول هر اگر که م دهیم نشان نخست اثبات.

بدون معادل نیز @xψ فرمول هر آنگاه باشد، داشته سور بدون معادل Dxψ صورت به فرمول هر اگر که کنید دقت است. سور بدون معادل دارای

ابتدا باشد. دلخواه فرمول ی φ کنید فرض حال دارد. سور بدون معادل Dx␣ψ و نوشت ␣Dx␣ψ صورت به را آن م توان زیرا دارد؛ سور

کنید: تبدیل شوند ظاهر فرمول ابتدای در سورها همۀ که صورت به یعن پیشوندی، نرمال صورت به را آن ۱۴۶ قضیه اول قسمت از استفاده با

رسید. Q1 سور به م توان ترتیب به و دارد سور بدون معادل Qnxnψ حال .φ “ Q1x1 . . . Qnxnψ

بهره با بنویسید. عطف نرمال صورت به را ψ فرمول ،۱۴۶ قضیه دوم قسمت از استفاده با دوباره یرید. ب نظر در Dxψ صورت به فرمول حال

درستِ همواره فرمول از گیری

|ù DxpP _Qq Ø pDxP _ DxQq.

همان اگر که است واضح است. اتم نقیض یا ، اتم ψ هر آن در که بنویسید Dxpψ1 ^ . . . ψnq فرمول های از عطف صورت به را Dxψ فرمولِ

از عطف معادل نیز فرمول خود باشند، سور بدون معادل دارای عطف این در رفته کار به فرمول های تک تک است، گفته قضیه صورت که طور

دارد. سور بدون معادل یعن است؛  سور بدون فرمول های

م کند: هدایت زیر جالب نتیجۀ  به را ما ۱۳ ملاحظه و ۱۱ تعریف البته و ۱۴۴ قضیه و ۱۴۷ قضیه ترکیب

م کند: حذف را سورها T تئوری بیفتد، T تئوری برای زیر اتفاق اگر .۱۴۸ نتیجه

«معادله» متناه تعداد از ل متش دستگاه هر باشد. دو آن از مشترک زیرساختار ی A و T تئوری برای مدل دو N و M کنید فرض

دارد. N در نیز جوابی باشد، داشته جواب M اگر A در ضرایب با و متغیر ی تنها با معادله» «نقیض یا
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که جملە  هایی سور، حذف از استفاده با که است این اول صورت کند. کم صورت دو به تئوری ها بودن کامل اثبات به م تواند سور حذف

سادە ای جملە های عموماً تئوری، ی در سور بدون جملە های واقع در هستند. سادە تر بسیار شود، بررس آ ن  ها مورد در تئوری موضع گیری است نیاز

است. شده بیان زیر لم در دوم، صورت هستند.

این در است. T مدل های همۀ  از مشترک زیرساختاری که باشد داشته M مانند مدل ی و کند حذف را سورها T تئوری کنید فرض .۱۴۹ لم

است. کامل T صورت

کنیم. مطالعه اول مرتبۀ صورت به را ساختار ی ونه چ ۲ .۱۰

ویژگ هایی م توان کاف دقت بردن کار به با باشد، «خوش رفتار» M ساختار که صورت در است. شده داده M اول مرتبۀ ساختار که کنید فرض

کرد: جستجو آن در را زیر ویژگ های مانند

موارد احتمالا که M کلیدی ویژگ های برخ کردن لیست ر دی بیان به M؛ برای اول) مرتبۀ تئوری ی (یعن T اصل بندیِ ی ارائۀ ان ام .۱

باشد. درست آن مورد آن در فهرست این در بعدی

.۸۸ قضیه ایزومرفیسم ها، از برگشت و رفت سامانۀ  ی ارائه با مثلا نظر، مورد بندی اصل بودن کامل بررس .۲

حذف به رسیدن و معقول حدی تا زبان تقویت ول باشد؛ زبان تقویت به نیاز مورد این در شاید نظر. مورد تئوری در سور حذف پدیدۀ   بررس .۳

صورت راحت تر نیز تئوری بودن کامل بررس یعن دوم، مورد کند، حذف را سورها تئوری که صورت در دارد! را ارزشش همیشه سور،

دریابیم. را نامعادلات و معادلات دستگاە های کل صورت است لازم سور، حذف پدیدۀ  بررس برای م گیرد.

تئوری که صورت در باشد. T ر دی مدل های تمام زیرساختار که مدل منظور دارد؛ وجود T تئوری برای مدل ترین کوچ آیا که این بررس .۴

.۱۴۹ لم است، کامل باشد، داشته اول» «مدل و کند حذف را سورها

است کاف تنها م کند: راحت تر زیادی حد تا را تعریف پذیر مجموعە های بررس کار سور، حذف .M در تعریف پذیر مجموعە های بررس .۵

گیرند. قرار بررس مورد سور بدون تعریف پذیرِ مجموعە های

سور حذف .(۱۲۲ (قضیه است تصمیم  پذیر باشد، کامل و شمارش پذیر بازگشت طور به T تئوری که صورت در .M تصمیم پذیری بررس .۶

کند. آسان  ملاحظە ای قابل میزان به را تئوری بودن تصمیم پذیر بررس م تواند نیز

pN, sq ساختارِ ۳ .۱۰

در اما است، مورچه» «کلە پاچه کامل مصداق ، منطق صورت به pN, sq ساختارِ بررس است. spxq “ x` 1 تابع یعن ، تال تابع s از منظورمان

خواهیم را کاف بهرۀ  زیر در آن خصلت این از ما و است، بعدی ساختارهای در ما نیاز مورد ایدە های توضیح برای خوبی محمل ساختار این عوض

جست.

را s تابع بودن ی به ی که دهیم قرار T تئوری در اصل ی L “ tsu زبانِ در فعلا بیایید است. آن بودن ی به ی s تابع کلیدی ویژگ ی

s :M ÑM تابع که است ما تئوری مدل صورت در pM, sq ساختارِ L هر پس دارد. را اصل ی همین فعلا ،T ما، نظر مورد تئوری کند. بیان

صورت به معادلات کل صورت باشد. آن ها از مشترک زیرساختار ی A و باشند T برای مدل دو M,N کنید فرض باشد. ی به ی تابع ی

است: زیر

snpxq “ smpxq, snpxq “ b,
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یرید: ب نظر در را نامعادلات ــ معادلات از زیر دستگاه است. A یعن ، پایین ساختار در عنصر ی b آن در که
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sn1pxq “ sm1pxq

...

snkpxq “ smkpxq

sm1pxq “ b1
...

smkpxq “ bk

sn
1
1pxq ‰ sm

1
1pxq

...

sn
1
kpxq ‰ sm

1
kpxq

sm
1
1pxq ‰ b11

...

sm
1
kpxq ‰ b1k.

در معادلات دستگاه این صورت چه در که کنیم بررس اما هستند. A در عناصر ها bi, b1i و طبیع اعداد ni, n1i,mi,mi بالا، کل دستگاه در

که باشد داشته sn1pxq “ sm1pxq صورت به معادله ی ما دستگاه اگر s تابع بودن ی به ی به توجه با باشد. داشته جوابی م تواند M

نباشد. دستگاه در معادلە ای چنین که م کنیم فرض پس ندارد. جواب N و M مدلِ دو از کدام هیچ در دستگاه این آن گاه n1 ‰ m1 آن در

معادلات با م توان را برخورد همین مشابه کرد. حذف دستگاه از را آن ها م شود و برقرارند همیشه نیز snpxq “ snpxq صورت به معادلە های

کرد. حذف را مربوطه نامعادله m “ n اگر و کرد snpxq ‰ smpxq

جواب این s بودن ی به ی به بنا باشد، داشته جواب M در معادله این اگر باشد. دستگاه در spxq “ b صورت به معادلە ای که کنید فرض

اصل بیایید باشد. قوی تر کم ما اصل بندی باید که م دهد نشان ل مش این دارد؟ جواب هم N در معادله این که معلوم کجا از اما، تاست. ی

معادلە ای که داریم زیادی شانس صورت این در م دهد». پوشش را نقطه ی از غیر نقاط همۀ  s «تابع وید: ب که کنیم اضافه T تئوری به ری دی

پوشش s تابع که باشد عنصری همان N در b P A شاید دارد. وجود ل مش ی هنوز اما باشد، داشته جواب طرف دو در spxq “ b صورت به

ی منظور این برای باشد. ی ساختار دو در نحوی به نم شود پوشیده s توسط که عنصری که است لازم پس نباشد. طور این M در ول نم دهد

نم دهد. پوشش را 0 عنصر s تابع که م کنیم ذکر تئوری در و م کنیم اضافه زبان به 0 ثابتِ

این م کند. حذف را سورها م کند، وصف را 0 نقطۀ  ر م نقاط تمام شدن پوشیده و s بودن ی به ی که جملات حاوی T 1 تئوری .۱۵۰ قضیه

م کند. وصف را pN, s, 0q ساختارِ ویژگ های برخ تئوری

که دارد مدل اما نم کند، حذف را سورها م کند، بیان را s بودن ی به ی تنها که T 1 تئوری که دهید نشان بالا، ایدۀ از استفاده با .۱۰۱ تمرین

نیست. کامل تئوری این که دهید نشان م نشیند. مدل ها تمام در

که T 1 تئوری ر، دی بیان به نم شود. حاصل سور حذف نکنیم اضافه زبان به را c ثابت اگر که دهید نشان بالا ایدە های از استفاده با .۱۰۲ تمرین

است. اول مدل دارای تئوری این که دهید نشان نم کند. حذف را سورها نم دهد، پوشش را نقطه ی تنها و است ی به ی s م گوید

pM, sM , 0M q کنید فرض م نشیند. مدل ها تمام در pN, s, 0q خود است. بله پاسخ بنشیند؟  آن مدلهای تمام در که دارد مدل T تئوری آیا

به بنا کند. تصویر psM qnp0M q به را snp0q هر و 0M به را 0 که یرید ب نظر در صورت این به را h : N Ñ M تابع باشد. دلخواه مدل ی

داریم: ۱۴۹ لم

است. کامل تئوری ی T تئوری .۱۵۱ نتیجه
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کنیم: بررس را T تئوری از pM, s, 0q مدل ی کل صورت بیایید

0, sp0q, s2p0q, . . .

...

. . . , s´2ptq, s´1ptq,t, sptq, s2ptq . . .

...

. . . , s´2puq, s´1puq,u, spuq, s2puq . . .

...

است. s تابع دورهای از ترتیب) ملاحظۀ (بدون طبقات حاوی M مدل واقع در

نم شود. حاصل 0 از گرفتن تال بار متناه با a که طوری به دارد وجود a مانند عنصری آن در که دارد مدل T که دهید نشان .۱۰۳ تمرین

نیستند. ایزومرف هم با لزوماً T تئوری شمارای مدل دو که دهید نشان .۱۰۴ تمرین

هستند. ایزومرف هم با 2ℵ0 اندازۀ با T تئوری مدل دو هر که دهید نشان .۱۰۵ تمرین

بدون معادل م کند، تعریف را A که فرمول باشد. pM, s, 0q |ù T ساختارِ در پارامتر با تعریف پذیر مجموعۀ  ی A Ď M کنید فرض

به مثلا ، اتم نقیض و اتم فرمول های از عطف φi هر آن در که م شود تعریف φ1 _ φ2 . . ._ φn صورت به فرمول توسط A پس دارد. سور

است: زیر صورت

psn1pxq “ sm1pxqq ^ psk1pxq “ bq ^ psn2pxq ‰ sm2pxqq ^ psk2pxq ‰ bq

است. متناه آن متمم یا است، متناه یا pM, s, 0q ساختارِ در A ĎM تعریف پذیر مجموعۀ هر .۱۵۲ نتیجه

نیست. تعریف قابل pN, s, 0q ساختارِ در طبیع اعداد ترتیب .۱۵۳ نتیجه

م کند. تعریف ترتیب مدلها همۀ در فرمول این تئوری، بودن کامل به بنا کند، تعریف ترتیب ، طبیع اعداد در φpx, yq مانند فرمول اگر اثبات.

در نشود. حاصل ری دی از گرفتن تال بار متناه با هیچ کدام که باشند گونە ای به x, y PM و باشد T برای نااستاندارد مدل ی M کنید فرض

است. نامتناه آن متمم هم و خود هم م شود، تولید φ توسط که ترتیبی با tx PM : a ă x ă bu مجموعۀ صورت این

تعریف قابل tpx, y, zq : z “ x` yu مجموعۀ یعن نیست؛ تعریف قابل pN, s, 0q ساختارِ در طبیع اعداد جمع که دهید نشان .۱۰۶ تمرین

نیست.

است. نامتناه متمم و نامتناه مجموعه این ول است، تعریف قابل زوج اعداد مجموعۀ صورت، این غیر در که دهید نشان راهنمایی.

ساختار این در طبیع اعداد جمع که دهید نشان و کنید ثابت سور حذف ساختار این برای کنید. اصل بندی را pN, s, 0,ăq ساختار .۱۰۷ تمرین

نیست. تعریف قابل نیز

pN,`, 0q ۴ .۱۰

است: زیر صورت به ساختار این زبان در معادلات کل صورت

nx` a “ b

mx` a “ nx` b
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زیرساختار و M2 و M1 مدلِ دو کند. توصیف را صفر بودن خنث و جمع طبیع ویژگ های که م گیریم نظر در گونە ای به را T تئوری فعلا

خود از م توانیم که سوال اولین باشد. ما معادلات دستگاه در a P A با nx “ a معادلۀ کنید فرض یرید. ب نظر در را دو این از A مشترک

حل راه که زیر، تمرین باشد. داشته جواب هم M2 در باشد، داشته جواب M1 در اگر معادله این که دارد وجود تضمین چه که است این بپرسیم

تضمین چنین حقیقت در که م دهد نشان نیست، مسیر دادن ادامه برای آن حل به نیازی البته و است، فشردگ قضیۀ از هوشمندانه استفادە ای آن

ندارد. وجود

نتیجه باشد. فرد M2 در و زوج M1 در a P A عنصر ی که بسازید گونە ای به را T تئوری از M1,M2 مدل های و A ساختار .۱۰۸ *تمرین

نیست. سور بدون فرمول ی توسط تعریف قابل بودن» «زوج که یرید ب

معن به را pnpxq ، طبیع اعداد ساختار در و م دهیم قرار pn محمول شمارا زبان، به نجانیم. ب زبان در را بودن» «بخش پذیر بیایید پس

ل مش و pnpaqداشت خواهیم هم A شامل مدل هر برای آنگاه A |ù pnpaq و a P A اگر صورت این در م کنیم. تعبیر n به x بودن بخش پذیر

اضافه تئوری به نیز را ها pn ویژگ های به مربوط اصول موضوعۀ  که م شود باعث زبان، به pn محمول های کردن اضافه نم دهد. رخ بالا تمرین

شوند: اضافه باید زیر طبیع بسیار اصول اول، نگاه در کنیم.

@x pnpxq Ø Dy y ` y ` . . .` y
loooooooomoooooooon

بار n

“ x n P N

@x
´

pnpxq _ pn`1pxq _ . . ._ pn`pn´1qpxq
¯

n P N

@xppnpxq Ñ pmpxqq n,m P N, n | m

@x, y
´

ppnpxq ^ pnpyq Ñ pnpx` yq
¯

n P N

شدن اضافه که کنید دقت م کنیم. اضافه زبان به نیز را 1 ثابتِ یرد، ب قرار مدل ها همۀ در یعن بشود، ما اول مدل ، طبیع اعداد ساختار که این برای

نوع، هر (از زیر نوع از معادلات باید جدید زبان در م کنند. پیچیدە تر کنیم، مطالعه باید که را معادلات دستگا ە های جدید، ثابت  و محمول ها این

شوند. حل ( متناه تعدادی

pnpmx` aq

mx` c “ d

mx “ nx` e

فرض فعلا م کنند. تعیین را nمختلف پیمانە های به x هم نهشت کلاس عملا اول، نوع از معادلات که م شویم متوجه بالا دستگاه در دقت کم با

کرد: تبدیل زیر دستگاه به شبیه دستگاه به م توان را دستگاه چنین باشد. داشته بالا در اول نوع از فقط معادله، متناه تعدادی ما دستگاه کنید

x ”n1 a1

...

x ”nk ak

کنید دقت هستیم. N در آن مشابه یافتن دنبال به M در x وجود فرض با ما و هستند مشترک، زیرساختار یعن ،A به متعلق ها ai بالا دستگاه در

م شود: زیر دستگاه به تبدیل ما دستگاه پس کرد. زین جای mi مثلا ،ai با همنهشت طبیع عدد ی با را بالا معادلۀ  در ai هر م توان که

x ”n1 m1

...

x ”nk mk

نیست: دشواری چندان کار کند، صدق همنهشت معادلۀ چند در همزمان طور به که x عنصر ی کردن پیدا اما
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عدد ی صورت این در .pm,nq “ 1 که گونە ای به باشند طبیع عدد دو n2 و n1 کنید فرض .( طبیع اعداد در چین باق ماندۀ  (قضیۀ ۱۵۴ لم

بیان به .y ”n1n2 x اگر تنها و اگر است، ویژگ این با ری دی عنصر y همچنین .x ”n2 m2 و x ”n1 m1 که طوری به دارد وجود x طبیع

هستند. ایزومرف هم با Zn1
‘ Zn2

و Zn1n2
گروه دو جبری ،

که م شود نتیجه بالا لم از اما م گذاریم. خواننده عهدۀ  به را آن ما و است جذاب ریاض سرگرم ی ، طبیع اعداد مورد در بالا لم اثبات

در حت و A در شوند، اول هم به نسبت پیمانە ها تا کنیم ساده ان ام حد تا را همه که این از پس ما، دستگاه در شده ظاهر هم نهشت معادلات

هستند. جواب دارای N Ď A

که کنید فرض آسان برای دارد. دقت به نیاز کم کار نیز باشد، داشته mx “ nx ` e یا mx ` c “ d نوع از معادلات ما دستگاه اگر اما

b با برابر a با آن جمع حاصل که باشد داشته وجود عنصری M در اگر .c, d P A آن در که باشد ما دستگاه در x ` c “ d صورت به معادلە ای

که م شود موجب b از a بودن کمتر ، طبیع اعداد در باشد. داشته وجود عنصری چنین N در نیز و A خودِ در که ندارد وجود تضمین هیچ باشد،

باشد. موجود x چنین

جمع حاصل که باشد داشته وجود عنصری M در a, b P A مشخص عنصر دو برای که بسازید چنان را N و M ،A ساختارهای .۱۰۹ تمرین

باشد. نداشته وجود عنصری چنین N در ول شود b با برابر a با آن

کنیم. اضافه تئوری به را جمع با آن سازگاری همراه به آن، ویژگ های و زبان به را ،ă علامتِ یعن ترتیب، دوموضع رابطۀ که است نیاز پس

است: زیر گونۀ  به معادلات کل صورت ساختار، این زبان در است. pN,`, 0, 1,ă, pnq ساختارِ هم اکنون ما، نظر مورد ساختار

pnpmx` aq

mx` a “ b

mx` a ă nx` b

pmpb ´ aq با معادل معادله، این باشد. تا ی و داشته وجود هم دوم مدل در اول، مدل در وجود صورت در x که م شود باعث دوم معادلۀ وجود

فقط اگر اما کنیم. ببان مختلف اعداد بر a, b باق ماندە  به توجه با باید را pmpb ´ aq نداریم زبان در تفریق علامت این به توجه با البته و است.

برآییم: زیر صورت به دستگاە هایی پس از بتوانیم است نیاز عملا باشیم، داشته سوم و اول نوع از معادلات

x ”n1 m1

...

x ”nk mk

c ă x ă d

به c از تال گیری با عناصر، این از کدام هر و م گیرند قرار بازه این در M,N در سان ی عناصر آن گاه باشد، متناه هم از c, d P A فاصلۀ اگر

نامتناه بازۀ ی pc, dq بازۀ اگر دارد. قرار Nهم در باشد، ما معادلات دستگاه جواب و گیرد قرار بازه این Mدر در آنچه هر بنابراین م آید. دست

ما معادلات تمام در که قراراست که را نظر مورد x عدد شد، گفته هم نهشت معادلات بارۀ  در بالا در چه آن به توجه با آنگاه باشد، (نااستاندارد)

کرد. خواهیم پیدا n مناسب طبیع عدد ی برای a` n صورت به کند، صدق

کار روش بر چندان mxتاثیری ‰ nx` e و x ın1 m1 مانند نامعادلات وجود که کنید دقت سور، حذف اثبات برای آخر نکتۀ  عنوان به اما

راحت به نباشد، برابر عنصری با mx که این نیز است. ری دی اعداد با آن بودن هم نهشت از فصل نباشد، هم نهشت m1 با x که این زیرا ندارد. ما

دارند. جواب نامتناه داشتن، جواب صورت در هم نهشت معادلات زیرا است، تنظیم قابل

است. تصمیم پذیر و کامل و م کند، حذف را سورها نوشتیم، pN,`, 0, s, pnq ساختار برای بخش این در که T تئوری .۱۵۵ نتیجه

راحت به که م شود ناش جا آن از بودن تصمیم پذیر دارد. اول مدل و م کند حذف را سورها که م شود نتیجه این از تئوری، بودن کامل اثبات.

است. وریتم ال ی توسط کردن فهرست قابل گرفتیم، نظر در تئوری این برای که اصول مجموعۀ  که کرد تحقیق م توان

نیست. تعریف قابل pN,`, 0, 1q ساختارِ در طبیع اعداد ضرب .۱۵۶ نتیجه
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کلاس یا و هستند، متناه متمم دارای یا هستند متناه یا هستند، تعریف قابل متغیره تک فرمول های با که مجموعە  هایی سور، حذف به بنا اثبات.

که طوری به دارد وجود a مانند عنصری یعن است، حسابی نظر مورد مجموعۀ  آخر، حالت این در دارند. بر در را پیمانه ی تحت x هم نهشت

تعریف قابل ضرب اگر است. شامل را k طبیع عدد هر و n ثابت طبیع عدد ی برای a ` nk صورت به عناصر تمام ما، نظر مورد مجموعۀ 

ندارد. را ویژگ سه این از هیچ کدام مجموعه، این ول بود. خواهد تعریف قابل نیز tx2 : x P Nu مجموعۀ باشد،

رابطۀ به ، طبیع اعداد در که است دوموضع رابطۀ ی ”n آن در که کنید اصل بندی را pN,`, 0, 1, t”nunPN,ăq ساختار .۱۱۰ تمرین

نیست. تعریف قابل ساختار این در طبیع اعداد ضرب که دهید نشان و کنید ثابت سور حذف ساختار این برای م شود. تعبیر هم نهشت

کنید. بررس را pN, ¨q ساختارِ تصمیم پذیری دانشجویی، پروژه ی عنوان به .۱۱۱ *تمرین

زارع ــ خان سور حذف ۵ .۱۰

شود. اضافه بعداً
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۱۱ فصل

گودل دوم و اول ناتمامیت

، طبیع اعداد جمع ساختار که دادیم نشان خاص طور به کردیم. ثابت را طبیع اعداد روی مختلف ساختار های تصمیم پذیری قبل بخش در

بودیم. کردە  معرف ۱ .۶ بخش در را پئانو موضوعه اصول پیش تر نیز، طبیع اعداد ضربی و جمع ساختار برای است. تصمیم پذیر pN,`q

کرد: بیان زیر گونە های به م توان را اول ناتمامیت قضیۀ بپردازیم. ناتمامیت قضیۀ  دو به م خواهیم بخش این در

نیست. تصمیم پذیر باشد، نوشتن قابل وریتم ال ی توسط و باشد داشته طبیع اعداد اصل بندی برای اطلاعات کاف اندازۀ به تئوری ای هر .۱

است. تئوری چنین ی بودن کامل عدم تصمیم پذیری، عدم این نتایج از

جملە ای که ندارد وجود وریتم ال هیچ یعن نیست. تصمیم پذیر است، ضرب و جمع علائم دارای که زبان در ، طبیع اعداد کامل تئوری .۲

است. نادرست یا درست طبیع اعداد مورد در جمله این آیا که کند تعیین و یرید ب را φ مانند

این سازگاری باشد، سازگار مجموعە ها نظریۀ که صورت در که م کند بیان قضیه این مجموعە هاست. نظریۀ سازگاری مورد در دوم ناتمامیت قضیۀ

هر اثبات پشت شهود نخست زیر در شود، آسان تر قضیه دو این اثبات فهم این برای کرد. اثبات نم توان آن موضوعۀ اصول از استفاده با را نظریه

بودم: دادە  توضیح زیر لینک در فیلم در پیش تر را اثبات ها این کردە ایم. دقیق تر را مطالب فصل، ادامۀ در سپس و آوردە ایم را قضیه دو

https://www.aparat.com/v/s9iUm

بودیم: گفته سخن دوم ناتمامیت دربارۀ  نیز « مزداهی «گروه در همچنین

https://www.aparat.com/v/9xdA8

اثبات شهود ناتمامیت، قضایای ۱ .۱۱

شهود اول، ناتمامیت ۲ .۱۱

در دهیم. توضیح را اول ناتمامیت اثبات روش اصل روح دقائق، و ریزە کاری ها از بسیاری حذف لطف به که کوشیدە ایم کوتاه بخش این در

کرد. خواهیم دقیق تر کلیدی، مفاهیم توضیح با را اثبات تدریج به پیش رو بخش های

جستیم. استفاده باشیم، بوده کرده تعریف دقیق را آن که آن بی وریتم»، «ال واژه از و کردیم تصمیم پذیری درباره کوتاه صحبت ۴ .۸ بخش در

دستورالعمل هایی وریتم ال از منظورمان فعلا کردە ایم. موکول بعدی بخش های به را کار این و کنیم تعریف دقیق را وریتم ال که نداریم قصد هم هنوز

وریتم ال هر که کنیم تصور م توانیم هستند، خروج و ورودی دارای وریتم ها ال که این به توجه با برم آید. آن ها اجرای پس از رایانه ی که است

روی که این یا دهد) تحویل خروج ی (یعن شود متوقف مدت از پس nدریافت با که دارد ان ام م گیرد، ورودی عنوان به را n طبیع عدد ی

بر را وریتم  ها ال این م توان باشد. وریتم ها ال همۀ فهرستِ tfnunPN کنید فرض باشد. نداشته خروج ای هیچ و نشود متوقف یعن بیفتد؛ دور

۱ عدد و توقف دهنده نشان ۰ عدد جدول این در داد. نمایش  زیر فرض جدول صورت به شده، داده ورودی ی در آنها توقف عدم یا توقف اساس

است: ورودی ی در وریتم ال توقف عدم دهندۀ نشان 

۸۱
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1 2 3 4 5 ....

f1 0 1 0 1 0 ...

f2 1 1 0 0 1 ...

f3 1 0 0 0 0 ...

f4 0 0 1 1 1 ...

...

دریافت با ام n وریتم ال آیا که کند تعیین و یرد ب ورودی عنوان به را n طبیع عدد ی که ندارد وجود وریتم ال هیچ توقف). (مسئلۀ ۱۵۷ قضیه

م افتد. دور روی یا م ایستد n ورودی

است: وریتم ال ی نیز زیر در g1 صورت این در باشد. موجود وریتم ال چنین g که کنید فرض اثبات.

g1pnq “

$

’

&

’

%

LOOP شود متوقف n ورودی در ام n وریتم ال اگر

STOP صورت این غیر در

است. متفاوت شده فهرست وریتهای ال تمام با g1 زیرا است، ن مم غیر این اما

کرد: بیان هم زیر صورت به م توان را بالا قضیۀ

نیست. بازگشت که دارد وجود شمارش پذیر بازگشت طور به مجموعۀ ی .۱۵۸ نتیجه

مجموعۀ اثبات.

tn P N : م شود متوقف ورودی عنوان به n دریافت با fn وریتم ال u

دارد. ویژگ ای چنین

م کند: روشن را موضوع زیر قضیۀ اما باشد. داشته pN,`, ¨q ساختار به ربط گفتە ایم که چه آن که نم رسد نظر به کار، جای این تا

که طوری به دارد وجود L “ t`, ¨u زبانِ در φ جملۀ ی .۱۵۹ قضیه
´

pN,`, ¨q |ù φ
¯

ðñ بایستد. n ورودی با n شمارۀ وریتم ال

نیست. تصمیم پذیر ، طبیع اعداد کامل تئوری .۱۶۰ نتیجه

آن گاه بردارد، در را ضرب و جمع حقایق « کاف اندازۀ   «به که باشد طبیع اعداد برای تئوری ی T اگر .۱۶۱ قضیه
´

T $ φ
¯

ðñ بایستد. n ورودی با n شمارۀ وریتم ال

نیست. تصمیم پذیر pN,`, ¨q دربارۀ کاف حقایق حاوی تئوری هیچ اول). (ناتمامیت ۱۶۲ نتیجه

تصمیم ناپذیر نتیجۀ  در به نیستند. تصمیم پذیر هیچ کدام ساختار، این برای پئانو تئوری نیز و pN,`, ¨q ساختارِ کامل تئوری مثال عنوان به پس

است برقرار جمله این pN,`, ¨q ساختارِ در آیا که کند تعیین و یرید ب را φ جملۀ ی که ندارد وجود وریتم ال هیچ  ،pN,`, ¨q کامل تئوری بودنِ

خیر. یا

بیان دقیق صورت به را قضیه این که کوشید خواهیم رو پیش بخش های در است. ۱۶۱ قضیه اول، ناتمامیت قضیۀ اساس شد، گفته آنچه بر بنا

کنیم. اثبات و
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نادقیق صورت به دوم، ناتمامیت ۳ .۱۱

صورت این در باشد. ( طبیع اعداد ضرب و جمع بیان برای لازم انات ام حاوی ر دی تئوری هر (یا مجموعە ها نظریۀ تئوری ZFC کنید فرض

ندارد.» وجود x ‰ x فرمول برای «اثبات م گوید: که دارد وجود زبان در جمله ی .۱۶۳ لم

شمارش tφiu کنید فرض حال کرد. خواهیم اثبات ۳ .۴ .۱۱ بخش در را بالا لم و م دهیم نشان conpZFCq با را بالا لم در شده اشاره جملۀ

م گوید: که است فرمول فرمول ها این از ی باشد. x متغیرِ تک دارای فرمول های همۀ از

نم شود». اثبات آمده دست به فرمول دهیم، قرار را x عدد است، x آن شمارۀ که فرمول در «اگر

م گوید: چه φepeq فرمول اما باشد. e شمارە اش کنیم فرض دارد؛ شماره ی پس است، متغیره تک فرمول ی بالا فرمول خودِ اما

نم شود. اثبات دهیم، قرار را e عدد e شمارۀ فرمول در اگر

م گوید: φepeq ر، دی بیان به

نم شود. اثبات φepeq

نم شوم». ثابت من=«من دوباره و نم شوم»، ثابت «من من= فرمول، این در و نم شوم» ثابت «من م گوید: که است فرمول φepeq فرمول واقع در

است. آن اثبات پذیری عدم معن به جمله، این معن به توجه با φepeq اثبات زیرا است، آمیز تناقض ZFC $ φepeq که این که کنید دقت

نوشت: زیر فرمال صورت به م توان را گفته این اما .ZFC & φepeq آن گاه باشد، سازگار ZFC اگر پس

ZFC $ conpZFCq Ñ ␣provepφepeqq.

است. ZFC $ φepeq معن به ZFC $ ␣provepφepeqq اما ZFC $ ␣provepφepeqq آن گاه ZFC $ conpZFCq اگر بنابراین

دقیق سازی ۴ .۱۱

دقیق صورت به بالاخره وریتم، ال ۱ .۴ .۱۱

دارای فرض ماشین M ثبتِ ماشین ی کنیم. معرف وریتم ال ماهیت از نمایندە ای عنوان به را ثبت» «ماشین ی مفهوم داریم قصد بخش، این در

الفبا این حروف با که کلمە هایی که داریم A “ ta1, . . . , aLuصورت به الفبا، مجموعۀ  ی است. R0, . . . ,RR نام های به حافظە ای خانە های

آخر حرف بخواند، را کلمه ی آخر حرف که است این ماشین انی م توانایی یرند. ب جای ماشین حافظۀ  خانە های در م توانند م شوند ساختە 

برنامه ی از منظور م کند. کار «برنامه» ی از استفاده با M ثبت ماشین ی کند. اضافه کلمه ی آخر به حرف ی یا و کند پاک را کلمه ی

است: زیر صورت های از ی به دستور، ی bi هر آن در که است pb0, . . . , bN qصورت به دنبالە ای M ثبتِ ماشین ی برای

• pushpr, lq

• gotopr, c0, . . . , cLq

• stop.

معن به a0 حرف کردن اضافه l “ 0 (وقت کن اضافه خانه آن در موجود کلمه آخر به را al حرف برو، Rr خانۀ به یعن pushpr, lq دستور

برو. برنامه بعدی خط به سپس است). حافظه خانه آن در موجود حرف آخرین کردن پاک

در حرف هیچ (اگر برو cl شمارۀ دستور به بود، al خانه، در موجود حرف آخرین اگر بخوان. را Rr خانۀ یعن gotopr, c0, . . . , cLq دستور

برو). c0 شمارۀ دستور به نبود خانه آن

شو. متوقف یعن است، مشخص که طور همان نیز، stop دستور

باشد. باید stop دستور همیشه bN دستور یعن برنامه، ی دستور آخرین
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استفاده با نظر مورد ثبت ماشین باشند. شده واقع R1, . . . ,Rn خانە های روی ترتیب به w1, . . . , wn کلمە های کار، ابتدای در کنید فرض

ماشین خروج باشد، گرفته جای R0 خانۀ  در آنچه هر م شود. متوقف توقف، دستور به رسیدن از پس و م کند کار شده داده آن به که برنامە ای از

صورت: به جزئ تابع ی ،M ثبت ماشین هر دهیم، نشان A˚ با را کلمات همۀ مجموعۀ  وقت پس، است.

Fn
M : A˚ ˆ . . .ˆA˚

looooooomooooooon

n

Ñ A˚

است.

نامیده «محاسبە پذیر» جزئ تابع ی شود، ایجاد ثبت ماشین ی از استفاده با که جزئ تابع هر یعن ،Fn
M صورت به جزئ تابع هر .۱۶۴ تعریف

م شود.

با را ثبت ماشین نمونه چند زیر در م گیریم. نظر در ثابت را A “ t|u مجموعه یعن ، حرف ی الفبای مجموعۀ  ی کتاب، این ادامۀ  در

م کنند. کار الفبا همین با البته که کردیم، معرف آنها «فلوچارت» از استفاده

م کند: پاک کلا را Rr حافظۀ خانۀ  که است ماشین deleteprqثبت ماشین .(deleteprq (ماشین ۱۶۵ مثال

pR0, . . . ,RR´1q ÝÑLr
pR0, . . . ,H, . . . ,RR´1q

هستند: زیر صورت به deleteprq ماشین دستورات

gotopr, 3, 1q

pushpr, 0q

gotop0, 0, 0q

stop

این فلوچارت م گیرد. کم ام h خانۀ  از کار این برای و م ریزد ام s خانۀ  در را ام r خانۀ محتویات ماشین [copypr, s, hq ماشین ] .۱۶۶ مثال

است: زیر صورت به ماشین
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بنویسید. را copypr, s, hq ماشین دستورات .۱۱۲ تمرین

کند. محاسبه را طبیع عدد دو جمع حاصل که کنید طراح ماشین .۱۱۳ تمرین

کند. حساب را طبیع عدد دو ضرب حاصل که کنید طراح ماشین .۱۱۴ تمرین

مهم محاسبە پذیر تابع چند

است. محاسبە پذیر تابع ی spxq “ x` 1 ضابطۀ با s : NÑ N تابع .۱۶۷ لم

به سپس و (۱۶۶ مثال در کپی ماشین از استفاده (با کند کپی صفرم خانۀ  در را اول خانۀ  تا شود داده ثبت ماشین به دستورات است کاف اثبات.

کند. اضافه علامت| ی صفرم خانۀ 

است. محاسبە پذیر تابع ی Ini px1, . . . , xnq “ xi ضابطۀ با Ini : Nn Ñ N تابع .۱۶۸ لم

شود. ریخته صفرم خانۀ در ام i خانۀ محتویات کپی،  ماشین از استفاده با است کاف اثبات.

است. محاسبە پذیر تابع ی صفر، ثابتِ تابع .۱۶۹ لم

م کند. محاسبه را تابع این stop دستور اثبات.

است. محاسبە پذیر تابع ی محاسبە پذیر، تابع چند ترکیب .۱۷۰ لم

تابع ی م شود، تعریف زیر بازگشت صورت به که fpx1, . . . , xn, yq تابع صورت این در باشند. محاسبە پذیر تابع دو g, h کنید فرض .۱۷۱ لم

است: محاسبە پذیر

fpx1, . . . , xn, 0q “ gpx1, . . . , xnq

fpx1, . . . , xn, y ` 1q “ hpx1, . . . , xn, y, fpx1, . . . , xn, yqq

برابر fpx1, 3q مثلا که کنید دقت م کنیم. اثبات رو پیش صورت به را f تابع پذیری محاسبە  هستند، متغیره تک g, h توابع که این فرض با اثبات.

فرض .fpx1, 0q “ gpx1q نهایتاً و fpx1, 1q “ hpx1, 0, fpx1, 0qq و fpx1, 2q “ hpx1, 1, fpx1, 1qq و hpx1, 2, fpx1, 2q با است

م کنند: محاسبه را h و g که باشند ماشین هایی ترتیب به H˚ و G˚ کنید
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باشیم: داشته و باشد محاسبە پذیر تابع ی g کنید فرض .۱۷۲ لم

@x1, . . . , xnDygpx1, . . . , xn, yq “ 0.

تابع صورت این در

fpx1, . . . , xnq “ µypgpx1, . . . , xn, yq “ 0q

م دهد. رخ Apyq آن برای که است y ترین کوچ µyApyq از منظور است. محاسبە پذیر تابع ی

اثبات.

محاسبە پذیر مجموعە های

کنیم. ارائه نیز را محاسبە پذیر شمارا طور به و محاسبە پذیر مجموعە های تعاریف م توانیم شدیم، آشنا محاسبە  پذیر توابع با که اکنون

.۱۷۳ تعریف

باشد: محاسبە پذیر تابع ی زیر، تابع هرگاه م نامیم محاسبە پذیر را A مجموعۀ .۱

χApxq “

$

’

&

’

%

1 x P A

0 x R A

.A “ tfpnq : n P Nu که طوری به باشد داشته وجود f محاسبە پذیر تابع هرگاه م نامیم محاسبە پذیر صورت به شمارش قابل Aرا مجموعۀ .۲

باشند. محاسبە پذیر صورت به شمارش قابل دو هر Ac و A اگروتنهااگر است محاسبە پذیر A که دهید نشان .۱۱۵ تمرین

باشد. محاسبە پذیر شبە تابع ی دامنۀ  A اگر اگروتنها است محاسبە پذیر صورت به شمارش قابل A که دهید نشان .۱۱۶ تمرین

چرچ تز و ماشین ها گذاری کد ، بازگشت توابع ۲ .۴ .۱۱

مفهوم بخش، این در کردیم. صحبت جست، بهره ماشین ها از آنها محاسبۀ برای م توان که توابع عنوان به محاسبە پذیر، توابع با ، قبل بخش در

داد. خواهیم توضیح را محاسبە پذیر توابع با آنها ارتباط و « «بازگشت توابع
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به و زیر، در و۳ ۲و ۱و موارد در شده ذکر پایه توابع از استفاده با هرگاه م نامیم بازگشت را f : Nk Ñ N تابع ی .( بازگشت (تابع ۱۷۴ تعریف

شود. حاصل آن ها از پس شده ذکر قوانین کارگیری

،spxq “ x` 1 : تال تابع .۱

،Ini px1, . . . , xnq “ xi تصویر: توابع .۲

.C0
0 ثابت: تابع .۳

تابع آن گاه باشند، بازگشت h تابع و gi توابع اگر ذاری جای ،۱ قانون

fpx1, . . . , xnq “ hpg1px1, . . . , xnq, . . . , gkpx1, . . . , xnqq

است. بازگشت نیز

است: بازگشت نیز م شود، تعریف زیر طریق به که fpx1, . . . , xn, yq تابع آن گاه باشند، بازگشت توابع g, h اگر اولیه بازگشت دوم: قانون

fpx1, . . . , xn, 0q “ gpx1, . . . , xnq

fpx1, . . . , xn, y ` 1q “ hpx1, . . . , xn, y, fpx1, . . . , xn, yqq.

و باشد بازگشت تابع ی g کنید فرض µ از استفاده با بازگشت

@x1, . . . , xnDy gpx1, . . . , xn, yq “ 0.

است: بازگشت نیز زیر ضابطۀ با f تابع صورت این در

fpx1, . . . , xnq “ µygpx1, . . . , xn, yq “ 0

است. Apyq ویژگ با y نخستین µyApyq از منظور بالا در که

م شود. گفته اولیه بازگشت توابع م شوند، ساخته دوم و اول قوانین و پایه، توابع از استفاده با که توابع به .۱۷۵ تعریف

معرف مناسبی ماشین بخش، آن در ، بازگشت نوع هر محاسبۀ برای هستند. محاسبە پذیر ، بازگشت توابع که کردیم اثبات عملا ۱ .۴ .۱۱ بخش در

است. معادل محاسبە پذیر تابع مفهوم با بازگشت تابع مفهوم یعن هستند. بازگشت نیز، محاسبە پذیر که کرد خواهیم اثبات بخش، این در کردیم.

به امیدوار را ما کرد، خواهیم ارائه که اثبات کرد، خواهیم اثبات هستند، محاسبه قابل ثبت» «ماشین های با که توابع برای را قضیه این ما چند هر

کرد: خواهد چرچ» «تز یعن گفته، این کل صورت باور

است. بازگشت باشد، محاسبە پذیر» نحوی «به که تابع هر چرچ). (تزِ ۱۷۶ قضیه

بود. خواهد رو پیش زیربخش ی موضوع کار این شوند. کدگذاری «اعداد» از استفاده با ها «ماشین » تا است نیاز فوق قضیۀ  اثبات از پیش

شوند: معرف مهم بازگشت توابع برخ است نیاز آن از پیش

کاربردی بازگشت توابع برخ

صفر آن جای به شود منف تفریق حاصل اگر اما است، تفریق مشابه ´ تابع هستند. اولیه بازگشت x´ y و x! ،xy ،x ¨ y ،x` y توابع .۱۷۷ لم

م شود. داده قرار

م شود: تعریف زیر بازگشت صورت به که است، اولیه بازگشت علت، این به جمع تابع مثال، برای م گیرد. صورت سادگ به اثبات، اثبات.

x` 0 “ x, x` py ` 1q “ spx` yq.
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اولیه) (بازگشت بازگشت تابع ی زیر، در χR تابع یعن آن، مشخصۀ تابع هرگاه م نامیم اولیه) (بازگشت بازگشت را R رابطۀ ی .۱۷۸ تعریف

باشد.

χRpx1, . . . , xnq “

$

’

&

’

%

1 Rpx1, . . . , xnq

0 صورت این غیر .در

P pf1px1, . . . , xnq, . . . , fkpx1, . . . , xnqq و ␣P ،P _ Q ،P ^ Q آنگاه باشند، اولیه) (بازگشت بازگشت روابط Q و P اگر .۱۷۹ لم

هستند. اولیه) (بازگشت بازگشت روابط ،fi اولیه) (بازگشت بازگشت توابع برای

زیرا است، آسان اثبات.

χP_Q “ χP ¨ χQ

χ␣P “ 1 ˜ χP

P ^Q “ ␣p␣P _␣Qq

م آید. دست به P رابطۀ مشخصۀ تابع با fi توابع ترکیب از P pf1px1, . . . , xnq, . . . , fkpx1, . . . , xnqq رابطۀ مشخصۀ تابع همچنین

تابع آن گاه اولیه)باشند، (بازگشت بازگشت توابع f1, f2 و اولیه) (بازگشت بازگشت روابط P1, P2 اگر .۱۸۰ لم

fpx̄q “

$

’

&

’

%

f1px̄q p1px̄q

f2px̄q ␣p1px̄q ^ p2px̄q

است. اولیه) (بازگشت بازگشت تابع ی نیز

داریم اثبات.

fpx̄q “ 1 ´ χp1px̄qf1px̄q ` p1 ´ χp␣p1 ^ p2qf2px̄qq

هستند: اولیه) (بازگشت بازگشت نیز زیر رابطە های آن گاه باشد، اولیه) (بازگشت بازگشت رابطۀ ی P اگر .۱۸۱ لم

Rpx̄, zq ô @y ă zP px̄, yq

Spx̄, zq ô Dy ă zP px̄, yq

م شود: تعریف زیر اولیه بازگشت از استفاده با R رابطۀ اثبات.

Rpx̄, 0q ô true

Rpx̄, z ` 1q ô Rpx̄, zq ^ P px̄, zq.

است. R رابطۀ نقیض نیز S رابطۀ

اگر آن گاه باشند، اولیه بازگشت تابع ی bpx̄q و اولیه بازگشت رابطۀ ی Rpx̄, yq اگر .۱۸۲ لم

@x̄Dy ă bpx̄qRpx̄, yq

است: اولیه بازگشت زیر تابع آن گاه

fpx̄q “ µyRpx̄, yq.
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به زیرا است، اولیه بازگشت h اما .fpx̄q “ hpx̄, bpx̄qq که کنید دقت و یرید ب نظر در را hpx̄, yq “ µzpRpx̄, zq _ z “ yq تابع اثبات.

است: تعریف قابل زیر صورت

hpx̄, 0q “ 0

hpx̄, y ` 1q “

$

’

&

’

%

hpx̄, yq if Rpx̄, hpx̄, yqq

y ` صورت1 این غیر در

است. بازگشت رابطۀ ی x | y رابطۀ .۱ .۱۸۳ نتیجه

است. بازگشت رابطۀ ی است، اول عدد ی x رابطۀ .۲

تابع .۳

ppxq “ اول عدد امین x` 1

است. اولیه بازگشت تابع ی

زیرا م شود نتیجه ۱۸۲ لم از سوم مورد م شوند. نتیجه ۱۸۱ لم از آسان به دوم و اول موارد اثبات.

ppx` 1q “ µypy P PRIME ^ y ą ppxqq

است. ppxq!` 1 کران دارای بالا در y همچنین و

تابع .۱۸۴ قضیه

xx0, . . . , xn´1y “ px0
0 . . . p

xn´1

n´1

همچنین است. N به N˚ از دوسویی تابع  ی

است: اولیه بازگشت تابع ی م شود، تعریف زیر ضابطۀ با که pxqi موضع دو تابع .۱

pxx0, . . . , xn´1yqi “

$

’

&

’

%

xi i ă n

0 صورت این غیر .در

است: اولیه بازگشت م شود، تعریف زیر صورت به که «طول» تابع .۲

lgpxx0, . . . , xn´1yq “ n.

است. اولیه بازگشت x¨y : Nn Ñ N تابع n P N هر برای .۳

.lgpxq ď x داریم x عدد هر برای .۴

.pxqi ă x داریم x ą 0 هر برای .۵

که کنید دقت اول: مورد اثبات.

pxqi “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

µyppiqy`1 ∤ px` 1q pi ă lgpxq ´ 1q

µyppiqy`2 ∤ px` 1q pi “ lgpxq ´ 1q

0 pi ą lgpxq ´ 1q

است. x´ 1 کرانِ دارای بالا در y و

که کنید دقت دوم، مورد برای

lgpxq “ µy @z ď xpy ď z Ñ ppyq ∤ px` 1qq.

کنید. استفاده ۱۸۲ و ۱۸۱ لم های از حال دارد. x کران بالا در y
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هستند. واضح پنجم و چهارم مورد و م آید دست به ۱۷۷ لم از سوم مورد

ثبت ماشین های کردن گودلیزه

شمارۀ و باشد، شده واقع Ri کلمۀ Ri خانۀ در هرگاه دارد، قرار K “ pc,R0, . . . , RR´1q وضعیتِ در M ثبتِ ماشین م گوییم .۱۸۵ تعریف

باشد. c ماشین، بعدی دستور

کرد: گودلیزه م توان را ثبت ماشین ی زیر، جدول از استفاده با

ش کد

b “ stop xby “ 0

b “ pushpr, lq xby “ xr, ly

b “ gotopr, c0, . . . , cLq xby “ xr, c0, . . . , cLy

M “ pb0, . . . , bN q xMy “ xxb0y, . . . , xbN yy

w “ pai1 , . . . , ainq xwy “ xi1, . . . , iny

K “ pc,R0, . . . , RR´1q xKy “ xc, xR0y, . . . , xRR´1yy.

داریم ماشین، آن برای K وضعیتِ هر و M ماشین هر برای که دارد وجود Npx, yq اولیه بازگشت تابع ی .۱۸۶ قضیه

NpxMy, xKyq “ xMpKqy

است. K وضعیت از پس M ماشین بعدی وضعیت MpKq از منظور

هستند: اولیه بازگشت زیر تابع سه که م کنیم ادعا نخست اثبات.

Erspxx0, . . . , xi, . . . , xn´1y, i, yq “ xx0, . . . , y, . . . xn´1y

Anhpxx0, . . . , xn´1y, yq “ xx0, . . . , xn´1, yy

Strpxx0, . . . , xn´1yq “ xx0, . . . , xn´2y

داریم: اول تابع مورد در

Erspx, i, yq “ µzplgpzq “ lgpxq ^ pzqi “ y ^ @j ă lgpxqpj ‰ iÑ pzqj “ pxqiq.

کردە ایم. استفاده نیز ۱۸۲ لم از Erspx, i, yq ă px` 1qppiqy`2 که آن جا از

داریم: دوم تابع مورد در

Anhpx, yq “ µzplgpzq “ lgpxq ` 1^ pzqlgpxq “ y ^ @j ă lgpxqpzqj “ pxqjq

داریم: را زیر اولیه بازگشت کران که باشیم داشته دقت باید نیز تابع این مورد در

Ahnpx, yq ă px` 1qpplgpxqqy`2.

داریم: سوم تابع مورد در

Strpxq “ µzlgpzq “ lgpxq´ 1^ @j ă lgpzqpzqj “ pxqj

کرد: خواهیم استفاده زیر کوتاە نوشت های از Npm, kq تابع تعریف برای .Strpxq ă px` 1qpplgpxq´ 1q و

c “ pkq0, b “ pmqc, r “ pbq0, w “ pkqr`1, l “ lgpwq´ 1, a “ pwql.
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داریم: پس

Npm, kq “

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

k lgpbq ă 2

ErspErspk, 0, c` 1q, r ` 1, strpwqq lgpbq “ 2^ pbq1 “ 0

ErspErspk, 0, c` 1q, r ` 1, Ahnpw, pbq1qq lgpbq “ 2^ pbq1 ą 0

Erspk, 0, pbqa`1q lgpbq ą 2.

کنیم: اثبات را چرچ تز بتوانیم که رسیدیم نقطە ای به نهایتاً و

هستند. بازگشت محاسبە پذیر، توابع .۱۸۷ قضیه

اولیه وضعیت که زیر، تابع اولا است. بازگشت تابع، این که داد خواهیم نشان باشد، محاسبە پذیر تابع ی fpx1, . . . , xnq که کنید فرض اثبات.

است: اولیه بازگشت م کند، معلوم x1, . . . , xn ورودی با را خانه R دارای ثبت ماشین ی

EingabepR, x1, . . . , xnq “ xp0,H, |x1 , . . . , |x
n

looooomooooon

n

,H, . . . ,H
loooomoooon

R´n´1

qy “ 0

است: بازگشت رابطۀ ی دارد، قرار توقف نهایی وضعیت در m کد با ماشین که م کند تعیین که زیر، رابطۀ ثانیاً

stoppm, kq ðñ mpkq0 “ 0.

است: اولیه بازگشت م دهد، تحویل عدد ی عنوان به را R0 خانۀ محتوای که زیر تابع همچنین

Ausgabepkq “ lgppkq1q.

است: اولیه بازگشت م برد، بعد وضعیت s به و م گیرد وضعیت ی در را ماشین ی که s که زیر، تابع همچنین

Nspm, kq

داریم: که کنید دقت فوق تابع بودن بازگشت اثبات برای

N0pm, kq “ k

Ns`1pm, kq “ Npm,Nspm, kqq.

م گوید: که است اولیه بازگشت محمول ی دارد، نام « «کلین محمول که زیر، محمول

و م رسد pgq2 وضعیت به مرحله pgq1 از پس م کند، دریافت را x1, . . . , xn ورودی است، حافظه خانۀ m دارای که m ماشین

م شود: متوقف pgq0 خروج با سرانجام

Tnpm,x1, . . . , xn, gq ðñ N pgq1pm,Eingablepm,x1, . . . , xnqq “ pgq2 ^ stoppm, pgq2q ^Ausgabeppgq2q “ pgq0.

است: زیر بازگشت تابع با برابر شود، محاسبه M ماشین توسط f تابع اگر حال

fpx1, . . . , xnq “ pµgTnpm,x1, . . . , xn, gqq0.

م رساند. پایان به نیز را ۱۵۹ قضیه اثبات بالا قضیۀ
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ورودی عنوان به را n عدد وقت n کد با ثبتِ ماشین اگر اگروتنها pN,`, ¨q |ù φpn, nq که طوری به دارد وجود φ فرمول ی .۱۸۸ نتیجه

م شود. متوقف م کند، دریافت

بازگشت را A Ď N مجموعۀ ی مثلا پس هستند. معادل ما برای «محاسبە پذیر» و « «بازگشت مفاهیم بعد، به لحظه این از چرچ تز پذیرفتن با

به را A همچنین کند. معلوم ما برای را A در عضویت وریتم ال هرگاه م نامیم محاسبە پذیر را آن معادلا باشد. بازگشت χA رابطۀ هرگاه م نامیم

که طوری به باشد داشته وجود R بازگشت رابطۀ ی هرگاه هرگاه م نامیم شمارش پذیر بازگشت طور

x P A ðñ DyRpx, yq.

شود. متوقف A در ورودی ی عضویت صورت در که باشد داشته وجود وریتم ال هرگاه م نامیم محاسبە پذیر گونۀ به شمارش پذیر را آن معادلا

اثبات ها و فرمول ها کردن گودلیزه ۳ .۴ .۱۱

که باشد داشته وجود وریتم «ال که است تصمیم پذیر زمان تئوری ی گفتیم کردیم. تعریف را تصمیم پذیر تئوری ی مفهوم قبل بخش های در

اثبات تئوری ی در جمله ی که دهد تشخیص م تواند وریتم ال ی ونه چ اما نه». یا م شود اثبات آن از استفاده با φ جملۀ ی آیا که کند تعیین

کرد. خواهیم صحبت باره این در بخش، این در خیر. یا م شود

کنید فرض کنیم. کدگذاری را «فرمول ها»  م خواهیم بخش این در کردیم. معرف ثبت ماشین های کدگذاری برای روش ۲ .۴ .۱۱ بخش در

کنید: کدگذاری زیر صورت به ، منطق ادوات همراه به را زبان این علائم باشد. متناه زبان ی L “ tλ1, . . . , λlu
.
“ ^ ␣ p q D λ1 . . . λl v0 v1 . . .

x0, 0y x0, 1y x0, 2y x0, 3y x0, 4y x0, 5y x0, 6y . . . x0, l ` 5y x1, 0y x1, 1y . . .

کنید: کدگذاری زیر صورت به را φ “ ξ1 . . . ξn فرمولِ است. بالا علائم از دنبالە ای فرمول، هر که م دانیم

xφy “ xxξ1y, xξ2y, . . . , xξnyy.

م کنیم: تعریف دیدیم، قبل بخش در آنچە  به بنا حال

را: T تئوری ی .۱۸۹ تعریف

باشد، شمارش پذیر بازگشت طور به مجموعۀ  ی txφy | φ P T u مجموعۀ هرگاه م نامیم شمارش پذیر بازگشت طور به .۱

باشد. بازگشت مجموعۀ  ی txφy | T $ φu مجموعۀ هرگاه م نامیم تصمیم پذیر .۲

صورت به دنباله ی φ فرمولِ برای «اثبات» ی از منظور دیدیم، ۷ فصل در که همان  گونه

φ0 . . . φn “ φ

قبل فرمول  های از وجودی سور معرف یا MP قاعدۀ از استفاده با یا و باشد، هیلبرت دستگاه در قاعده یا اصل ی م تواند آن، جملۀ هر که است

بدهیم: نسبت را زیر کد م توانیم اثبات چنین به باشد. شده ایجاد

xxφ0yxφ1y . . . xφnyy

است: بازگشت طور به شمارش پذیر زیر، مجموعۀ .۱۹۰ نتیجه

tφ |$ φu.

باشد. φ برای اثبات ی کد که باشد داشته وجود عددی اگر تنها و اگر م شود اثبات φ فرمول اثبات.

آن با است. بازگشت طور به شمارش پذیر نیز آن نتایج مجموعۀ باشد، بازگشت طور به شمارش پذیر T تئوری اگر که بودیم گفته ۴ .۸ بخش در

است: شده دقیق هم اکنون گفته این دیدیم، فصل این در چه
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آنگاه باشد بازگشت طور به شمارش پذیر T اگر .۱۹۱ نتیجه

txφy | T $ φu

است. بازگشت طور به شمارش پذیر مجموعۀ ی

کنیم: اثبات را ۱۶۳ لم م توانیم حال

نم شود. اثبات x ‰ x «فرمولِ وید ب که دارد وجود جمله ی .۱۹۲ نتیجه

کد با برابر اثبات هیچ پایان جملۀ کد یعن نم رسند. x ‰ x به اثبات ها از کدام هیچ م گوید که است جملە ای ما نظر مورد جملۀ واقع در اثبات.

نیست. x ‰ x جملۀ

۹۳
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