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مقدمه ۱ .۰

خواهیم مرل جازمیت قضیۀ اثبات به ، منطق مقدمات ارائۀ از پس (۱۴۰۳ −۱۴۰۲ دوم (نیمسال مدلها نظریۀ  تدریس دورۀ این در

ی فقط نامتناه سایز هر از T آن گاه دارد، κ ناشمارای سایز از مدل ی تنها که باشد تئوری ی T اگر قضیه، این به بنا پرداخت.

شد. خواهد تدریس نیز پایدار و ساده تئوری های دربارۀ مقدمات بدهد اجازه وقت که صورت در دارد. مدل

م توانند زیر منابع م گیرد. قرار من شخص تارنمای در شده روزآمد هفتگ صورت به و تایپ درس جزوۀ دانشجویان، همت به

شوند: واقع دانشجویان استفاده مورد جزوه این کنار در

:( (خان ریاض منطق درس جزوۀ .۱

https://khani.iut.ac.ir/sites/khani.iut.ac.ir/files//u145/chapter2_0.pdf

( (خان مدل ها نظریۀ درس جزوۀ .۲

https://khani.iut.ac.ir/sites/khani.iut.ac.ir/files//file_basepage/modeltheory.pdf

زیر: کتاب دو .۳

a) Tent, K., Ziegler, M. (2012). A Course in Model Theory. United Kingdom: Cambridge Univer-
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۱ فصل

درس

اول مرتبۀ ساختار و زبان معرف اول، جلسۀ ۱ .۱

مجزا: دو به دو مجموعۀ  سه از ل متش است مجموعه ی L اول مرتبه زبان ی از منظور .۱ تعریف

L = F ∪R ∪ C

دارد. نام ثابت علائم مجموعۀ C و رابطە ای علائم مجموعۀ R ، تابع علائم مجموعۀ F آن در که

کند. م فرق ثابت با ثابت علامت مشابها و م کند فرق رابطه با رابطە ای علامت م کند. فرق تابع با تابع علامت .۲ توجه

علامت ی g است، موضع دو تابع علامت ی f مثال، این در است. اول مرتبه زبان ی L = {f, g, R, c} مجموعه .۳ مثال

است. ثابت علامت ی c و است موضع سه رابطە ای علامت ی R است، تک موضع تابع

− و است ثابت علامت ۰ است؛ موضع دو تابع علامت + آن، در که است اول مرتبه زبان ی L = {+, ۰,−} مجموعه .۴ مثال

است. موضع تک تابع علامت

ی □−۱ و ثابت نماد ی e ، موضع دو تابع نماد ی × آن در که است اول مرتبه زبان ی L = {×, e,□−۱} مجموعه .۵ مثال

است. موضع تک رابطە ای نماد

علامت − هستند؛ موضع دو تابع علامت · و + آن در که است اول مرتبه زبان ی Lring = {+, ·, ۰, ۱,−} مجموعه .۶ مثال

هستند. ثابت علامت ۱ و ۰ است، موضع تک تابع

است. موضع دو رابطە ای علامت < آن در که است اول مرتبه زبان ی L = Lring ∪ {<} مجموعه .۷ مثال

است: زیر صورت به چندتایی ی ساختار ــ L ی از منظور و باشد اول مرتبه زبان ی L کنید فرض .۸ تعریف

M = (M, {fM}f∈F , {RM}R∈R, {cM}c∈C)

تعبیر cM و است M در R رابطە ای نماد تعبیر RM است؛ M در f تابع نماد تعبیر fM است، ناته مجموعه ی M آن در که

است. M در ثابت نماد

صورت این در باشد. ساختار ــ L ی M و باشد موضع n تابع نماد ی f ∈ L کنید فرض

fM :Mn −→M

ی c ∈ L اگر همچنین است. رابطه ی RM ⊆Mm باشد موضع m رابطە  ای نماد ی R ∈ L اگر مشابه بطور است. تابع ی

است. M در عنصر ی cM باشد ثابت نماد

۳



، موضع تک تابع نماد ی g ، موضع دو تابع نماد ی ∗ آن در که باشد اول مرتبه زبان Lی = {∗, g, e, R} کنید فرض .۹ مثال

M = (M, ∗M, gM, eM, RM) صورت به M ساختار ــ L هر بنابراین است. ثابت نماد ی e و موضع دو رابطە ای نماد Rی

است. شده معرف L زبان این برای ساختار ــ L نمونه چند زیر در است.

همچنین است. حقیق اعداد مجموعه ساختار، ــ L این جهان صورت این در .M۱ = (R, ·, exp(x), ۱, <) کنید فرض .۱

است. حقیق اعداد روی ترتیب رابطه RM۱ و eM۱ = ۱ نمایی، تابع gM۱ ،R روی ضرب تابع ∗M۱

جمع تابع ∗M۲ است. صحیح اعداد مجموعه ساختار، ــ L جهان صورت این در .M۲ = (Z,+, x۲, ۱۵, |) کنید فرض .۲

است. صحیح اعداد در عادکردن رابطه RM۲ و eM۲ = ۱۵ ،gM۲(x) = x۲ صحیح، اعداد روی

زیر در است. ثابت نماد ی e و موضع دو تابع نماد ی ∗ درآن که باشد اول مرتبه زبان ی L = {∗, e} کنید فرض .۱۰ مثال

است. شده معرف L زبان این برای ساختار ــ L نمونه چند

(Z,+, ۰) .۱

ماتریس I۲ و ماتریس ضرب ⊗ ، حقیق درایە های با ۲ × ۲ ماتریس های مجموعه M۲(R) کنید توجه (M۲(R),⊗, I۲) .۲

است. ۲× ۲ همان

صورت به زبان ی برای را آن ها اول، مرتبۀ زبان ی به مربوط تعاریف نوشتن تر ساده برای اول، جلسۀ دو ادامۀ در .۱۱ توجه

موضع دو عموماً را نمادها همچنین باشد. داشته نماد نامتناه حت م توانند اول مرتبۀ زبان ی که حال در نوشتە ایم، L{f,R, c}

زبانِ برای را ساختار دو بین ایزومرفیسم مفهوم زیر در مثلا باشد. عددی هر م تواند نمادها مواضع تعداد که حال در گرفتە ایم

نیز دلخواه زبان ی برای م توان راحت به را تعریف همین گرفتیم. موضع دو نیز را رابطه و تابع و کردیم معرف L = {f,R, c}

نوشت.

.M = (N, fN , RN , cN ) و M = (M, fM, RM, cM) که طوری به باشند ساختار ــ L دو N و M کنید فرض .۱۲ تعریف

ر دی عبارت به کند. حفظ را زبان علائم تعابیر h هرگاه م نامیم ایزومورفیسم ــ L ی را h : M → N پوشای و ی به ی تابع

هرگاه:

باشد. ثابت نماد ی c ∈ L اگر .۱

cM
h7→ cN .

آن گاه: a, b ∈M و باشد موضع دو تابع نماد ی f اگر .۲

fM(a, b)
h7→ fN (h(a), h(b)).

آن گاه a, b ∈M و باشد موضع دو رابطە ای نماد ی R اگر .۳

(a, b) ∈ RM ⇔ (h(a), h(b)) ∈ RN .

نماد ی g و ثابت نماد ی c ، موضع دو تابع نماد ی f آن در که باشد اول مرتبه زبان ی L = {f, c, g} کنید فرض .۱ تمرین

تابع که دهید نشان یرید. ب نظر در را M۲ = (R+,×, ۱, x−۱) و M۱ = (R,+, ۰,−) ساختار L دو است. موضع تک تابع

است. M۲ به M۱ از ایزومورفیسم ی h(x) = exp(x)

دنبالە ای ترم L هر یرید. ب درنظر زبان کنار در را v۰, v۱, . . . متغیرهای باشد. اول مرتبه زبان ی L کنید فرض ترم). ــ L) ۱۳ تعریف

م شود: ساخته زیر قانون دو طبق vi متغیرهای و تابع و ثابت نماد های از استفاده با که است مجاز و متناه

است. ترم L ی ثابت هر و vi متغیر هر .۱

است. ترم L ی ft۱ . . . tn باشد موضع n تابع نماد ی f و باشند ترم L تا n ،t۱, . . . , tn اگر .۲

۴



دو رابطە ای نماد ی R و ثابت نماد ی c ، موضع دو تابع نماد ی f آن در که یرید ب نظر در را L = {f, c, R} زبان .۱۴ مثال

هستند: ترم L زیر عبارات صورت این در است. موضع

c, v۱, v۰, v۱۵, fc, v۱, fv۲, v۳, ffc, v۱v۱۰.

است: زیر صورت به نمونه عنوان به آن ترم L چند یرید. ب نظر در را L = {+, ۱} زبان .۱۵ مثال

v۱, v۲, ۱,+۱v۱,+۱۱,++ ۱v۱v۱ + ۱۱,++++ v۱v۱v۱ + v۲v۲ + ۱۱

است. صورت چه به زبان این ترم های L یرید. ب نظر در را L = {+, ·, ۰, ۱, <} اول مرتب زبان .۲ تمرین

b۰, b۱, b۲, . . . ∈ و باشد Lساختار Mی کنید فرض همچنین باشد. Lترم ی t و باشد اول مرتبه زبان Lی کنید فرض تعریف۱۶.

نماد با و م شود تعریف طبیع صورت به م گیرد قرار ها vi جای به bi وقت M ساختار در t ترم تعبیر صورت این در .M

م شود. داده نمایش tM[b۱, b۲ . . .]

کنید فرض باشد. موضع دو تابع ی ∗ و موضع تک تابع ی s آن در که یرید ب نظر در را L = {s, ∗} اول مرتبه زبان .۱۷ مثال

این در باشد ترم L ی t = ∗sv۰v۱ کنید فرض همچنین باشند. ساختار L دو M۲ = (R, exp(x), ·) و M۱ = (Z, (+,تال

داریم: صورت

tM۱ = (v۰ + ۱) + v۲ ⇒ tM۱ [b۱, b۲, . . .] = (b۰ + ۱) + b۱

tM۲ = exp(v۰) · v۱ ⇒ tM۲ [b۱, b۲, . . .] = exp(b۰) · b۱

م آید: دست به زیر استقرایی صورت به فرمول ها L باشد اول مرتبه زبان ی L کنید فرض (Lفرمول). ۱۸ تعریف

است. فرمول L ی t۱
.
= t۲ باشند. ترم L دو t۲ و t۱ اگر .۱

است. فرمول ــ L ی R(t۱, t۲) باشند موضع دو رابطە ای نماد ی R و ترم L دو t۲ و t۱ اگر .۲

است. فرمول ی (φ۱ ∧ φ۲) آن گاه باشند فرمول دو φ۲ و φ۱ کنید فرض .۳

است. فرمول ی (¬φ) باشد، فرمول ی φ اگر .۴

است. فرمول ی ∃xφ باشد، فرمول ی φ اگر .۵

و ثابت نماد دو ۱ و ۰ ، موضع دو تابع نماد دو · و + آن در که یرید ب نظر در را L = {+, ·, ۰, ۱, <} زبان .۱۹ مثال

است: شده نوشته زیر در فرمول L نمونه چند است. موضع دو رابطه نماد ی <

¬(·(+(v۱, v۲), v۳)
.
= +(·(۱, ۰),+(v۵, v۶)))

< (+(·(v۱, v۱), v۳), ·(+(۱, ۱), v۴))

م نویسیم: زیر صورت روزمره ریاضیات در را بالا فرمول های L

(v۱ + v۳) · v۳ = (۱ · ۰) + (v۵ + v۶)

v۲۱ + v۳ = ۲v۴

اضافه نیز را مجموعە ها به تعلق نم توان سور، تحت نیستند. اول مرتبۀ فرمول L زیر، جملات مانند عبارات که کنید توجه .۲۰ توجه

کرد.

∃n ∈ N ; xn + ۴

∃r ∈ R ∀n ∈ N xn + r = ۰

۵



ساختارها فراضرب و فیلترها دوم، جلسه ۲ .۱

حداقل که متغیری به و م شود گفته آزاد متغیر باشد، نداشته اثر آن روی سوری هیچ که متغیری به اول، مرتبۀ فرمولِ ی در .۲۱ توجه

زیر: فرمول در مثال برای م گوییم. پای بند متغیر باشد گذاشته تأثیر آن روی سور ی

∀x (R(x, z) ∧ f(x) .= y)

هستند. مستقل متغیر z و y و است پای بند متغیر x

متغیرهای که است اول مرتبه فرمول ی φ که است این منظور است اول مرتبه فرمول ی φ(x۱, . . . , xn) م گوییم وقت .۲۲ نتیجه

است. شده واقع {x۱, . . . , xn} مجموعه در آن آزاد

م شود. گفته جمله ندارند آزادی متغیر هیچ که فرمول هایی به .۲۳ تعریف

این در باشند. M در عناصری b۱, b۲, . . . و باشد ساختار L ی M و باشد فرمول L ی φ(x۱, . . . , xn) کنید فرض .۲۴ تعریف

عناصر x۱, . . . , xn جای به وقت M ساختار در φ فرمول م گوییم و (M |= φ[b̄] (یا M |= φ(b۱, . . . , bn) م نویسیم صورت

بدهد: رخ زیر موارد از ی هرگاه ( است. b ذاری جای با φ برای مدل M (یا است برقرار دهیم قرار را b۱, . . . , bn

.tM۱ [b] = tM۲ [b] و φ = t۱
.
= t۲ ●

.tM۱ [b], . . . , tMn [b] ∈ RM و φ = Rt۱, . . . , tn ●

.M ⊭ ψ و φ = ¬ψ ●

.M |= φ۲[b] و M |= φ۱[b] و φ = φ۱ ∧ φ۲ ●

.M |= ψ(a, b۱, . . . , bn) که بطوری باشد موجود a ∈M مانند عنصری و φ = ∃x ψ اگر ●

.φ(z) = ∀x∃y f(x, y)Rf(z, c) یرید ب نظر در همچنین .M۲ = (R, ·, <, ۱) و M۱ = (Z,+, |, ۲) کنید فرض .۲۵ مثال

داریم: صورت این در

M۱ |= φ(۱۵) M۲ |= φ(۱۵).

X مجموعە های زیر از برخ از ل متش مجموعه ی F (یعن F ⊆ P (X) و باشد دلخواه مجموعه ی X کنید فرض .۲۶ تعریف

باشد: داشته را زیر های ویژگ باشد).

است.) بسته متناه اشتراک تحت F ) .A ∩B ∈ F داریم A,B ∈ F هر ازای به .۱

است.) بسته بالا از شمول به نسبت F ) .B ∈ F آن گاه A ⊆ B و B ⊆ X و A ∈ F اگر .۲

.∅ /∈ F .۳

است. X روی فیلتر ی F م گوییم صورت این در

است. X روی فیلتر ی F دهید نشان باشد. متناه مجموعه ی X کنید فرض .۳ تمرین

F = {A | A ⊆ X, X −A : است {متناه

گویند. فرشه فیلتر فوق فیلتر به

روی فیلتر ی زیر مجموعه صورت این در باشد آن از ناته زیرمجموعه ی Y و باشد دلخواه مجموعه ی X کنید فرض .۲۷ مثال

است. X

F = {C | Y ⊆ C}.

۶



.X −A ∈ F یا A ∈ F باشیم داشته A ⊆ X هر برای هرگاه م نامیم فیلتر فرا ی را X مجموعه روی F فیلتر .۲۸ تعریف

است. موجود F ⊆ F ′ فیلتر فرا ی صورت این در باشد. X روی فیلتر ی F کنید فرض .۲۹ لم

دهید: قرار را شمول ترتیب A روی .A = {F شامل فیلترهای {همه کنید فرض اثبات.

F۱ < F۲ ⇔ F۱ ⊆ F۲.

دارد. وجود A در ماکزیمال فیلتر ی بنابراین است. بالا کران دارای شمول رابطه با A در زنجیر هر

است. فیلتر فرا ماکسیمال، فیلتر این دهید نشان .۴ تمرین

م کنیم: تعریف صورت این در باشد؛ ساختارها L از خانواده ی {Mi}i∈I باشدو دلخواه مجموعه ی I کنید فرض .۳۰ تعریف

Πi∈IMi = {(ai)i∈I | ai ∈Mi}.

کنید: تعریف زیر صورت به هم ارزی رابطه ی Πi∈IMi روی باشد. I اندیس مجموعه روی فیلتر فرا ی F کنید فرض .۳۱ تعریف

(ai)i∈I ∼ (bi)i∈I ⇔ {i | ai = bi} ∈ F.

باشند. برابر هم با همە جا تقریبا (bi)i∈I و (ai)i∈I که (ai)i∈I ∼ (bi)i∈I زمان واقع در که کنید دقت

فراضرب ی آن به و م شود داده نمایش Πi∈IMi

F نماد با M .M = {[(ai)i∈I ] | (ai)i∈I ∈ Πi∈IMi} کنید تعریف .۳۲ تعریف

م شود. گفته Mi ساختارهای از

کنیم. تبدیل ساختار L ی به را M م خواهیم حال

.cM = [(cMi)i∈I ] کنید تعریف .(cMi )i∈I ∈ ΠMi که است واضح باشد. ثابت ی c ∈ L کنید فرض ●

کنید فرض i ∈ I هر برای باشد. موضع دو تابع ی f ∈ L کنید فرض ●

fMi :M۲
i −→Mi

م کنیم: تعریف صورت این در باشند M در [(bi)i∈I ] و [(ai)i∈I ] کنید فرض باشد. Mi ساختارِ در f تابع نماد تعبیر

fM([(ai)i∈I ], [(bi)i∈I ]) = [(fMi(ai, bi))].

.RM((ai)i∈I , (bi)i∈I) ⇐⇒ {i | RMi(ai, bi)} ∈ F م کنیم: تعریف R رابطە ای نماد هر برای همچنین ●

صورت: این در باشد. L زبان در فرمول ی φ(x, y) کنید فرض واش)). ضرب ها(قضیه فرا اساس (قضیه ۳۳ قضیه

Πi∈IMi

F
|= φ((ai)i∈I , (bi)i∈I) ⇐⇒ {i ∈ I | Mi |= φ(ai, bi)} ∈ F

است. فرشه فیلتر شامل X نامتناه مجموعه روی اصل غیر دلخواه فیلتر فرا هر که دهید نشان .۵ تمرین

فشردگ قضیۀ سوم، جلسه ۳ .۱

است. L زبان در آزاد) متغیر بدون فرمول های (یعن جملات از دلخواه مجموعه ی تئوری L ی از منظور .۳۴ تعریف

است. زیر جملات از ل متش مجموعۀ  م دهیم نمایش AbG با را آن که گروە ها تئوری LAbG = {+,−, ۰} زبان در .۳۵ مثال

∀x, y, z (x+ y) + z
.
= x+ (y + z).

∀x x+ (−x) .= ۰.

∀x x+ ۰ .
= x.

∀x x+ y
.
= y + x.

۷



تئوری اجتماع از ل متش مجموعۀ م دهیم نمایش Ring با را آن که حلقە ها تئوری LRing = LAbG∪{·}∪{۱} زبان در .۳۶ مثال

است: زیر جملات با AbG

∀x, y, z (x · y) · z .
= x(y · z).

∀x ۱ · x .
= x.

∀x, y x · y .
= y · x.

∀x, y, z x · (y + z)
.
= x · y + x · z.

اجتماع از ل متش مجموعە ای م دهیم نمایش Field با را آن که میدان ها تئوری LField = LAbG ∪ {·} ∪ {۱} زبان در .۳۷ مثال

است: زیر جملات با Ring تئوری

۱ 6 .= ۰.

∀x (¬x .
= ۰ −→ ∃y x · y .

= ۱).

است: زیر صورت به مجموعە ای p مشخصه با میدان های تئوری .۳۸ مثال

Field ∪ {۱+ ۱+ ۱ · · ·+ ۱︸ ︷︷ ︸
p

= ۰}

است: زیر صورت به صفر مشخصه با میدان ها تئوری .۳۹ مثال

Field ∪ {¬ ۱ .
= ۰,¬ ۱+ ۱ .

= ۰,¬ ۱+ ۱+ ۱ .
= ۰,¬ ۱+ ۱+ ۱+ ۱ .

= ۰, . . .}

است. شده یل تش جمله نامتناه از فوق تئوری که کنید دقت

داشته φ ∈ T جمله هر برای هرگاه M |= T م گوییم باشد. ساختار L ی M و باشد تئوری L ی T کنید فرض .۴۰ تعریف

.M |= φ باشیم

(Z,+,−, ۰) |= AbG .۴۱ مثال

(Q,+,−, ·, ۰, ۱) |= Field .۴۲ مثال

باشد. داشته مدل ی حداقل T هرگاه م نامیم سازگار را T تئوری .۴۳ تعریف

است. ناسازگار {¬φ,φ} تئوری مثلا

باشیم داشته A۱, . . . , An ∈ F متناه تعداد هر برای یعن باشد؛ متناه اشتراک ویژگ دارای مجموعه ی F کنید فرض .۴۴ لم

است. فیلتر ی به تبدیل قابل آن، به مجموعە هایی افزودن با F صورت این در .A۱ ∩A۱ ∩ · · ·An 6= ∅

مجموعە های همۀ مجموعە ، هر برای سپس کنید. اضافه آن به را F در موجود مجموعە های متناه اشتراک های همۀ نخست اثبات.

کنید. اضافه را آن شامل

در باشد. M∆ مدل ی دارای ∆ ⊆ T متناه بخش هر کنید فرض باشد. تئوری L ی T کنید فرض .( فشردگ (قضیه ۴۵ قضیه

دارد. مدل T صورت این

حال .Xφ = {∆ ∈ I | φ ∈ ∆} دهید قرار φ ∈ T جمله هر برای .I = {∆ | ∆ ⊆ T,است {∆متناه دهید قرار اثبات.

اشتراک تحت زیرا نیست I روی فیلتر ی F۱ بوضوح .F۱ = {Xφ | φ ∈ T} دهید قرار ابتدا است. I روی فیلتر ی تعریف هدف

نیست. بسته متناه

مجموعه .{φ۱, φ۲} ∈ Xφ۱ ∩Xφ۲ بوضوح زیرا Xφ۱ ∩Xφ۲ 6= ∅ داشت خواهیم آن گاه φ۱, φ۲ ∈ T اگر که کنید دقت اما

دهید قرار حال م دهیم. نمایش Xφ۱φ۲...φn با را Xφ۱ ∩Xφ۲ ∩ · · · ∩Xφn

F۲ = {Xφ۱ ∩ · · · ∩Xφn
| φ۱, φ۲, . . . , φn ∈ T , n ∈ N}.

۸



روی فیلتر ی تواند نم هنوز لذا نیست بسته بالا از شمول به نسبت اما است متناه اشتراک تحت بسته مجموعه ی F۲ کنید توجه

دهید قرار فیلتر ی به آن تبدیل برای باشد. I

F = {D ⊆ T | ∃Xφ۱...φn Xφ۱...φn ⊆ D}.

م کنیم: ادعا .F ⊆ F ′ که طوری به دارد وجود I روی F ′ فیلتر فرا م گیریم نتیجه ۲۹ لم از است. I روی فیلتر ی F

Π∆∈IM∆

F ′ |= T.

داده جمله ی برای اما .{φ | M∆ |= φ} ∈ F ′ باشیم داشته که Π∆∈IM∆

F ′ |= φ زمان واش قضیه به بنا .φ ∈ T کنید فرض

داریم: و Xφ ∈ F م دانیم φ شده

Xφ = {∆ | φ ∈ ∆} ⊆ {∆ | M∆ |= φ}

.{∆ | M∆ |= φ} ∈ F ′ بنابراین

T ` φ م نویسیم و م شود اثبات T تئوری در φ جمله م گوییم باشد. جمله L ی φ و تئوری L ی T کنید فرض .۴۶ تعریف

.M |= φ باشیم داشته M |= T هر برای هرگاه

.Tgroup ` تاست ی عنصر هر وارون .۴۷ مثال

.۴۸ توجه

تنهااگر و اگر T ⊬ φ ر دی بیان به .M |= ¬φ که طوری به دارد وجود M |= T مدلِ ی حداقل یعن T ⊬ φ کنید توجه .۱

باشد. سازگار T ∪ {¬φ} تئوری

.T ⊬ ¬φ و T ⊬ φ که دارد ان ام ،T ` ¬φ یا T ` φ حتما φ جمله ی برای که نیست گونه این .۲

و ZFC ⊬ Cont یعن است مستقل ZFC موضوعه اصول از پیوستار فرضیه که م شود اثبات مجموعە ها نظریۀ در مثال، عنوان به

.ZFC ⊬ ¬Cont

.∆ ` φ که طوری به باشد داشته وجود ∆ ⊆ T متناه مجموعۀ  تنهااگر و اگر T ` φ .۴۹ نتیجه

صورت این در .∆ ⊬ φ باشیم داشته ∆ ⊆ T متناه مجموعۀ هر برای کنید فرض خلف، برهان به .T ` φ کنید فرض ابتدا اثبات.

مدل یعن است. مدل داری T ∪ {¬φ} فشردگ قضیه به بنا است. مدل دارای ∆∪ {¬φ} داریم ∆ ⊆ T متناه مجموعۀ هر برای

است. تناقض که T ⊬ φ پس است درست ¬φ آن در که دارد وجود T برای

،M |= ∆ که است واضح گاه Mآن |= T اگر .∆ |= φ که طوری به باشد T از متناه زیرمجموعۀ ی ∆ کنید فرض برعکس

.M |= φ بنابراین

کاف اندازه به متناه مدل های دارای که باشد تئوری L ی T و باشد شمارا زبان ی L کنید فرض ولم). (لون هایم⁃اس ۵۰ قضیه

است. κ اندازه به مدل دارای T ،κ کاردینال هر برای صورت این در است. بزرگ

L′ زبان در حال است. شده اضافه L زبان به جدید ثابت تا κ اندازه به آن در که یرید ب نظر در را L′ = L ∪ {cα}α<k زبان اثبات.

است. مدل دارای T ′ م کنیم ادعا یرید. ب نظر در T ′ = T ∪ {cα 6= cα′}α,α′∈R صورت به را T ′ تئوری

و باشد متناه ∆ ⊆ T ′ کنید فرض است. مدل دارای T ′ از متناه بخش هر دهیم نشان است کاف ، فشردگ قضیۀ به بنا

M |= ∆′ صورت این در باشد. n بیشتر اندازه با T برای مدل M کنید فرض .∆ = ∆′ ∪ {c۱ 6= c۲, c۲ 6= c۳, c۱ 6= c۳, . . .︸ ︷︷ ︸
هم مخالف چیز nتا

}

تبدیل M صورت این در کنید. تعبیر سان ی هم را بقیه و متفاوت عنصر n به م شوند استفاده ∆ در که را ci ثوابت و ∆′ ⊆ T زیرا

است. ∆ مدل که م شود ساختار L′ ی به

است. κ حداقل اندازه با T برای مدل ی T ′ مدل هر است. مدل داری T ′ بنابراین

۹



کاف اندازه به متناه مشخصه با مدل هایی T اگر .Field ⊆ T که طوری به باشد Lring زبان در تئوری ی T کنید فرض .۶ تمرین

دارد. صفر مشخصه با مدل T آن گاه باشد داشته بزرگ

صورت این در
L′

T ` φ(c) اگر باشد. L زبان در تئوری ی T کنید فرض .L′ = L ∪ {c} و c /∈ L کنید فرض .۷ تمرین

.T
L

` ∀x φ(x)

۱۰



۲ فصل

تمرینها

اسفند ۱۶ چهارشنبه تا مهلت اول: نوبت تمرین ۱ .۲

نماد ی g و ثابت نماد ی c ، موضع دو تابع نماد ی f آن در که باشد اول مرتبه زبان ی L = {f, c, g} کنید فرض .۸ تمرین

تابع که دهید نشان یرید. ب نظر در را M۲ = (R+,×, ۱, x−۱) و M۱ = (R,+, ۰,−) ساختار −L دو است. موضع تک تابع

است. M۲ به M۱ از ایزومورفیسم ی h(x) = exp(x)

هستند؟ صورت چه به زبان این ترم های L یرید. ب نظر در را L = {+, ·, ۰, ۱, <} اول مرتبۀ زبان .۹ تمرین

است. X روی فیلتر ی F دهید نشان باشد. متناه مجموعه ی X کنید فرض .۱۰ تمرین

F = {A | A ⊂ X, X −A : است {متناه

را شمول ترتیب A روی .A = {F شامل فیلترهای {همه کنید فرض باشد. X مجموعۀ روی فیلتر ی F کنید فرض .۱۱ تمرین

.(A,⊂) دهید قرار

F۱ < F۲ ⇔ F۱ ⊂ F۲.

ماکسیمال، فیلتر این دهید نشان دارد. وجود A در ماکزیمال فیلتر ی بنابراین است. بالا کران دارای شمول رابطه با A در زنجیر هر

است. فیلتر فرا

است. فرشه فیلتر شامل X نامتناه مجموعه روی اصل غیر دلخواه فیلتر فرا هر که دهید نشان .۱۲ تمرین

۱۱
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