
جبری مدل نظریه ی

خانͬ محسن

١٣٩٨ شهریور ٢١

چͺیده

این در است. ٩٨-٩٧ دوم نیمسال در اصفهان، صنعتͬ دانشͽاه در مدل نظریه ی تدریس حاصل رو پیش جزوه ی

کنم. بیان ͬ الامͺان حت نیز را جبری پیش نیازهای تا کوشیده ام و کرده ام تدریس جبری رویͺردی با را مدل نظریه ی دوره،

هیچ کردن دنبال جای به عموماً و گرفته ام یاری فرافیلترها از هنکینͬ، معمول روش جای به فشردگͬ، قضیه ی اثبات برای

کرده ام. استفاده سور حذف و هم تایپی مانند مهمͬ مفاهیم بیان برای خودم شخصͬ تجربات از منبعͬ،

از بدینوسیله نداشته ام. را آن بازخوانͬ فرصت عمدتاً من و است کشیده محمدی حمزه ی را جزوه این تایپ زحمت

ͬ کنم. م قدردانͬ جزوه این تایپ در ایشان زحمت

١



فرافیلترها و فیلترها اول، جلسه ی ١

مدل نظریه ی شروع

تئوری ای هر گودل، ناتمامیت قضیه ی به بنا هستند. مدل نظریه ی گرایش ایجاد اصلͬ عامل گودل، ناتمامیت و تمامیت قضایای

آن در که هستند طبیعͬ اعداد درباره ی حقایقͬ یعنͬ است؛ ناکامل شود، نوشته حساب برای که الͽوریتم ͷی با تولید قابل

نیستند. اثبات قابل تئوری

که آنجا از است. اثبات قابل باشد درست ساختارها تمام در که جمله ای هر گودل، تمامیت قضیه ی به بنا طرفͬ از

فشردگͬ قضیه ی ایجاد به منجر تمامیت قضیه ی ͬ دهد، م قرار استفاده مورد را فرضها از متناهͬ بخشͬ همواره اثبات پذیری

مدل دارای آن از متناهͬ زیرمجموعه ی هر که است مدل دارای زمانͬ گزاره ها از نامتناهͬ مجموعه ی ͷی آن، بر بنا که ͬ شود م

باشد.

هندسه ی و جبر در ͬ گیرند. م قرار استفاده مورد ریاضیات فهم و خلق برای زیبائͬ به یادشده قضایای مدل، نظریه ی در

حدودی تا امͺانات این است قرار درسͬ، دوره ی این در و جست، بهره مدل نظریه ی امͺانات از ͬ توان م خوبی به جبری،

شوند. بررسͬ

ͬ های ویژگ دارای D هرگاه ͬ نامیم م I روی فیلتر ͷی را D ⊆ P (I) مجموعه ی باشد. مجموعه ͷی I کنید فرض .١ تعریف

باشد: زیر

I ∈ D, ∅ /∈ D .١

A ∩B ∈ D آنگاه A,B ∈ D اگر .٢

B ∈ D آنگاه A ⊆ B ⊆ I و A ∈ D اگر .٣

R روی فیلتر ͷی D که دهید نشان .D = {X ⊆ R|.است صفر برابر ͹لب اندازه ی {R−Xدارای دهید قرار .١ تمرین

است.

فیلتر ͷی D آنگاه D = {X ⊆ I|است Iمتناهͬ −X} باشد. نامتناهͬ و دلخواه مجموعه ی ͷی I کنید فرض .٢ مثال

است. I روی

I−A, I−B بنابراین .A,B ∈ D کنید فرض ثالثاً .I ∈ D پس I− I = ∅ ثانیاً .∅ /∈ D پس .I−∅ = I اولا˟ اثبات.

.A∩B ∈ D بنابراین است. متناهͬ I− (A∩B) پس .I− (A∩B) ⊆ (I−A)∪ (I−B) چون هستند. متناهͬ دو هر

I − B پس .I − B ⊆ I − A︸ ︷︷ ︸
متناهͬ

آنگاه A ⊆ B ⊆ I اگر حال است. متناهͬ I − A بنابراین A ∈ D کنید فرض رابعاً

.B ∈ D بنابراین است. متناهͬ

ͬ شود. م گفته ف˼رِشه١ فیلترِ شد، معرفͬ قبل مثال در که فیلتری به .٣ تعریف

I روی فیلتر ͷی D =
{
X ⊆ I

∣∣∣|I −X| < κ
}

آنگاه |I| > κ و باشد نامتناهͬ کاردینال ͷی κ کنید فرض .٢ تمرین

است.
١Frechet

٢



است. I روی فیلتر ͷی D = {A ⊆ I|x ∈ A} صورت این در .x ∈ I و باشد مجموعه ͷی I که کنید فرض .۴ مثال

ͬ شود. م گفته اصل٢ͬ فیلتر ͷی قبل مثال فیلترِ مانند فیلتر هر به .۵ تعریف

.I −X ∈ U یا X ∈ U یا X ⊆ I هر برای هرگاه ͬ نامیم م فرا فیلتر٣ ͷی را I مجموعه ی روی U فیلترِ .۶ تعریف

.X ∈ I − A یا X ∈ A همواره زیرا است. فرافیلتر ͷی اصلͬ فیلتر هر .٧ مثال

I؟ − A ∈ U یا A ∈ U آیا A ∪B ∈ U اگر A؟ ∪B ∈ U آنگاه A,B ∈ U اگر آیا باشد فرافیلتر U اگر .٨ سوال

آیا که کنید بررسͬ تمرین عنوان (به است موجود D ⊆ U فیلترِ فرا ͷی آنگاه باشد. I روی فیلتر ͷی D کنید فرض .٩ لم

یͺتاست؟) شده یاد فرافیلتر

ترتیب A روی حال .A ̸= ∅ پس D ∈ A چون .A = {D′|D ⊆ D′ و است I روی فیلتر ͷی D′} کنید فرض اثبات.

این برای ͬ کند. م صدق زُرن لم شرایط در (A,⩽) ͬ دهیم م نشان بͽیرید. نظر در را D۱ ⩽ D۲ ⇐⇒ D۱ ⊆ D۲ جزئͬ

در بالا کران ͷی دارای A عناصر از (D۱ ⊆ D۲ ⊆ D۳ ⊆ . . .) {Di}i∈J زنجیرِ هر که دهیم نشان است کافͬ منظور

i ∈ J عضوِ پس D۱ ⊆ D۲ ⊆ D۳ ⊆ . . . چون .A,B ∈
∪
Di کنید فرض .

∪
Di ∈ A که ͬ کنیم م ادعا است. A

است. تحقیق قابل سادگͬ به نیز ͬ ها ویژگ سایر .A ∩ B ∈
∪
Di پس A ∩ B ∈ Di بنابراین .A,B ∈ Di که دارد وجود

نشان است. ،U نام به مثلا́ ماکزیمال، عنصر ͷی دارای A که ͬ گیریم م نتیجه داراست را زُرن لم شرایط (A,⊆) که آنجا از

.X /∈ U که کنید فرض .I −X ∈ U یا X ∈ U یا X ⊆ I هر برای که کنیم ثابت باید است. فرافیلتر ͷی U که ͬ دهیم م

بͽیرید: نظر در را زیر مجموعه ی

E = {Y ⊆ I| ∃A ∈ U A−X︸ ︷︷ ︸
X به نسبت U عناصر تمام متمم

⊆ Y }

پس .A,B ∈ E کنید فرض است. D شامل فیلتر ͷی E که ͬ کنیم م ادعا شود). (بررسͬ I − X ∈ E که است واضح

.A ∩ B ∈ E بنابراین ،(Z۱ ∩ Z۲) − X ⊆ A ∩ B چون ∃Z۲ ∈ U Z۲ − X ⊆ B و ∃Z۱ ∈ U Z۱ − X ⊆ A

.B ∈ E که ͬ دهیم م نشان .A ⊆ B و A ∈ E کنید فرض

∃Z ∈ U Z −X ⊆ A⇒ Z −X ⊆ B

U شامل I روی فیلتر ͷی E بنابراین .(A ∈ U A−A ⊆ A) U ⊆ E و I ∈ E ،∅ /∈ E که ͬ شود م بررسͬ سادگͬ به

.I −X ∈ U پس .E = U ͬ گیریم م نتیجه است ماکزیمال U که آنجا از است.

اول مرتبه ی منطق دوم، جلسه ی ٢

نباشد. ͬ ای متناه مجموعه ی هیچ شامل اگر تنها و اگر است اصلͬ غیر U فیلتر فرا .٣ تمرین

اشت. فرشه فیلتر شامل اصلͬ غیر فیلتر فرا هر .۴ تمرین
٢Principal
٣Ultrahilter

٣



است. اصلͬ غیر فرشه فیلترِ شامل فیلتر فرا هر .۵ تمرین

هر برای (n ∈ N هر (برای هرگاه است ناته۴ͬ متناه̞ͬ اشتراکِ ویژگ̞ͬ دارای D مجموعه ی ͬ گوییم م .١٠ تعریف

.A۱ ∩ A۲ ∩ . . . ∩ An ̸= ∅ باشیم: داشته A۱, . . . , An ∈ D

کنید تعریف آنگاه باشد. ناتهͬ متناه̞ͬ اشتراک ویژگͬ دارای D ⊆ P (I) کنید فرض .١١ لم

⟨D⟩ = {X ⊆ I|∃A۱, . . . , An ∈ D A۱ ∩ . . . ∩ An ⊆ X}

است. I روی فیلتر ͷی ⟨D⟩ که دهید نشان .١

.⟨D⟩ =
∩
D⊆F F یعنͬ است D شامل فیلتر کوچͺترین ⟨D⟩ که دهید نشان .٢

است. موجود D ⊆ U فرافیلترِ ͷی آنگاه باشد، ناتهͬ متناه̞ͬ اشتراک ویژگͬ دارای D ⊆ P (I) اگر .١٢ نتیجه

اول مرتبه ی منطق

نمادهای مجموعه ی F که است L = F ∪ R ∪ C صورت به مجموعه ی ͷی اول مرتبه ی زبانِ ͷی از منظور .١٣ تعریف

است. ثابت ها نمادهای مجموعه ی C و رابطه ای نمادهای مجموعه ی R تابعͬ،

است. مناسب زبانِ ͷی انتخاب ریاضیات در سیستمͬ هر مطالعه ی اول قدم

Lgroup = {e,X}

L pure set = ∅

Lgraph = {R(x, y)}

Lorder = {⩽}

Lordered group = Lgroup ∪ {⩽}

Lring = {+, ·,۰,۱)

نوشتن قابل زبان این در که است کلمه ͷی L‐ترم ͷی از منظور باشد. اول مرتبه ی زبان ͷی L کنید فرض .١۴ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به L‐ترمها مجموعه ی دقیق طور به است.

است. L‐ترم ͷی c ∈ L ثابت هر و x متغیرِ هر (آ).

است. ترم ͷی f(t۱, . . . , tn) آنگاه f(x۱, . . . , xn) ∈ L و باشند ترم t۱, . . . , tn اگر (ب).

کنید. مشخص Lring زبانِ در را ترمها .١۵ مثال

۰,۱, x, y, z,۱+ ۱︸ ︷︷ ︸
۲

(+(۱,۱)),۱+ ۱+ ۱︸ ︷︷ ︸
۳

,۱+ ۱+ ۱+ ۱︸ ︷︷ ︸
۴

, x× x× x× x+ x× x, . . .

۴Finite intersection property(FIP)

۴



است. جمله ای چند ͷی با متناظر حلقه ها زبان در ترم هر که دهید نشان .۶ تمرین

است. زیر صورت به عبارتͬ M L‐ساختارِ از منظور باشد. اول مرتبه ی زبانِ ͷی L کنید فرض .١۶ تعریف

M = ⟨ M
↓

M ساختارِ جهانِ

, (ZM)
Z∈L

⟩

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به z ∈ L هر برای ZM آن در که

ساختار در C ثابت تعبیرِ آن به که است M در عنصر ͷی zM = cM آنگاه باشد زبان در ثابت نماد ͷی z ∈ C اگر .١

ͬ شود. م گفته M

است. fM :Mn →M صورت به تابع ͷی zM :Mn →M آنگاه z = f(x۱, . . . , xn) ∈ L اگر .٢

است. M روی رابطه ͷی zM ⊆M ×M × . . .×M︸ ︷︷ ︸
بار n

آنگاه باشد رابطه ای نماد ͷی z = R(x۱, . . . , xn) اگر .٣

و ۱N = ۱ ،۰N = ۰ است. Lساختار ͷی N = ⟨N,+N, ·N,۰N,۱N⟩ آنگاه ،L = Lring کنید فرض .١٧ مثال

+N : N۲ → N

(x, y) 7→ x+ y

·N : N۲ → N

(x, y) 7→ x · y

کنید فرض بزنید. مثال L‐ساختار چند .L = {R(x, y)} و باشد رابطه ای نماد ͷی R(x, y) کنید فرض .١٨ مثال

M = ⟨M,RM⟩ صورت این در .RM(x, y) ⇐⇒ بشناسد. را y ،x کنید تعریف و M = هستند} درکلاس که {افرادی

.RM(x, y) ⇐⇒ هستند مجاور y و x کنید: تعریف و M = {a, b, c, d} کنید فرض است. L‐ساختار ͷی

نظر در (xi)i∈w︸ ︷︷ ︸
متغیرها همه ی

7→ (ai)i∈w
ai∈M

نگاشتِ ͷی باشد. L‐ساختار ͷی M و اول مرتبه ی زبانِ ͷی L کنید فرض .١٩ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به tM(a۱, . . . , an) ∈M عنصرِ باشد. L‐ترم ͷی t(x۱, . . . xn) کنید فرض بͽیرید.

.tM(a۱, . . . , an) = a۱ آن گاه باشد، x۱ متغیر ͷی t ترم اگر (آ).

آنگاه باشند شده تعریف tM۱ (a۱, . . . , an), . . . , tMm (a۱, . . . , an) اگر )(ب).
f(t۱, . . . , tm)

(
a۱, . . . , an

))M

= fM
(
tM۱ (a۱, . . . , an), . . . , t

M(a۱,...,an)
m

)
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به L‐فرمول ها مجموعه ی باشد، اول مرتبه ی زبان ͷی L کنید فرض .٢٠ تعریف

یLͷ‐فرمول t۱(x۱, . . . , xn) = t۲(x۱, . . . , xn) عبارت باشند، ترم دو t۲(x۱, . . . , xn) و t۱(x۱, . . . , xn) اگر (آ).

است.

آنگاه باشند ترم t۱(x۱, . . . , xn), . . . , tm(x۱, . . . , xn) و باشد رابطه ای نماد ͷی R اگر (ب).

است. فرمول ͷی R
(
t۱, (x۱, . . . , xn), . . . , tm(x۱, . . . , xn)

)
هستند. فرمول ¬φ۱, φ۱ ∧ φ۲, φ۱ ∨ φ۲ آنگاه باشند، فرمول φ۲ و φ۱ اگر (ج).

۵



هستند. فرمول نیز ∃xφ(x) و ∀xφ(x) آنگاه باشد فرمول ͷی φ(x) اگر (د).

است. حلقه ها زبان در فرمول ͷی ∀y۰, y۱, y۲, y۳, y۴, y۵∃x y۰ + y۱x+ y۲x۲ + . . .+ y۵x۵ = ۰ عبارت .٢١ مثال

آزاد متغیر دو دارای ۲x + ۳y = ۰ فرمول حلقه ها زبان در مثال برای هستند. آزاد متغیر دارای فرمول ها برخͬ .٢٢ توجه

هیچ دارای ∃x∃y۲x+۳y = ۰ فرمول است. پای بند متغیر ͷی و آزاد متغیر ͷی دارای ∃x۲x+۳y = ۰ فرمول است.

ͬ شود. م گفته جمله باشد، نداشته آزاد متغیر هیچ که فرمولͬ به نیست. آزادی متغیر

باشد L‐ساختار ͷی M = (M, . . .) کنید فرض همچنین و باشد L‐فرمول ͷی φ(x۱, . . . , xn) کنید فرض .٢٣ توجه

.M |= φ(a۱, . . . , an) ͬ نویسیم م باشد درست φ(a۱, . . . , an) فرمولِ M جهان در اگر a۱, . . . , an ∈M و

اگر همچنین .N |= φ صورت این در .N = ⟨N,+, ·,۰,۱⟩ و φ : ∃xx + ۱ = ۱ + ۱ + ۱ کنید فرض .٢۴ مثال

.N |= φ(۱) آن گاه ،φ(y) : ∃x x+ y = ۲

ساختارها فراضرب سوم، جلسه ی ٣

است. ریاضͬ اول مرتبه ی ساختارهای مطالعه ی دانش مدل، نظریه ی

(Z
⊕

Z,+) ،(N,+) ،(R,+) همچنین ،+ : Z × Z → Z که ( Z
↓

ساختار جهان

,+) آن گاه .L = {+} کنید فرض .٢۵ مثال

Z = (Z, ·) آن گاه .L = {·} کنید فرض هستند. ساختارها L از مثال هایی +
(
(x, y), (x′, y′)

)
= (x+ x′, y + y′) که

از مثال هایی (N,⩽) و (Q,⩽) ،(R,⩽) آن گاه .L = {⩽} کنید فرض است. L‐ساختار ͷی (· : Z × Z → Z)

است. L‐ساختار ͷی (C,+, ·,۰,۱) آن گاه .L = {+, ·,۰,۱} کنید فرض هستند. L‐ساختارها

است. ترم ͷی t(x۱, x۲, x۳) = (x۱ + x۲) · x۳ بͽیرید. نظر در را (C,+, ·,۰,۱) ساختار .٢۶ مثال

.(Z,+,۰) |= φ که بزنید مثال φ مانند جمله ͷی .L = {+,۰} کنید فرض .٢٧ مثال

(Z,+,۰) |= ∀x∃y x+ y = ۰

.(Z,+,۰) ̸|= φ که بزنید مثال φ مانند جمله ͷی

(Z,+,۰) ̸|= ∃x∃y۱, y۲ (y۱ ̸= y۲ ∧ x+ y۱ = ۰ ∧ x+ y۲ = ۰)

پارامتر: با فرمول های

(Z,+,۰) ̸|= ∃xx+ x = ۱
↓

پارامتر

(R,+, ·,۰,۱,⩽) |= ∀a, b, c
(
∃x ax۲ + bx+ c = ۰ ↔ (b۲ − ۴ac ⩾ ۰ ∨ a, b, c = ۰)

)

۶



فرافیلتر ͷی U ⊆ P (I) کنید فرض باشد. L‐ساختارها از خانواده ای است) نامتناهͬ I) (Mi)i∈I کنید فرض .٢٨ تعریف

بͽیرید. نظر در را ΠMi = {(ai)i∈I |ai ∈Mi} مجموعه ی (M = ΠMi/U L‐ساختارِ تعریف (هدف: باشد. I روی

ΠMi = {f : I →
∪

Mi}

f(i) ∈Mi

دیͽر بیان به کنید. تعریف را (ai)i∈I ∼ (bi)i∈I ⇐⇒ {i ∈ I|Mi |= ai = bi} ∈ U رابطه ی ΠMi روی

روی هم ارزی رابطه ی ͷی ∼ که دهید نشان تمرین عنوان به باشد. برابر bi با ai جا همه تقریباً هرگاه (ai)i∈I ∼ (bi)i∈I

ͬ گیریم. م نظر در زیر صورت به را نظر مورد L‐ساختارِ جهانِ حال است. ΠMi

ΠMi/ ∼= {[ai]i∈I |ai ∈Mi}

[ai]i∈I = [bi]i∈I ⇐⇒ {i|Mi |= ai = bi} ∈ U

زبانͬ علائم تعبیر

ͬ کنیم: م تعریف باشد. L در تابعͬ نماد ͷی f(x۱, . . . , xn) کنید فرض (آ).

fM : Mn → M

fM
(
[a۱i ]i∈I , . . . , [a

n
i ]i∈I

)
=
[
fMi(a۱i , . . . , a

n
i )
]

آن گاه ،[ai] = [bi] اگر که کنیم ثابت باید است. تابع ͷی fM که ͬ دهیم م ]نشان
fMi(ai)

]
= fM([ai]) = fM([bi]) =

[
fMi(bi)

]
باید .w′ = {i|M |= fMi([ai]) = fMi([bi])} دهید قرار .w = {i|M |= ai = bi} ∈ U پس [ai] = [bi] چون

و w ⊆ w′ پس .Mi |= fMi(ai) = fMi(bi) آن گاه ،Mi |= ai = bi اگر که شود توجه .w′ ∈ U که کنیم ثابت

.w′ ∈ U پس است فیلتر U چون

.M |= fM([ai]) = [bi] ⇐⇒ {i|Mi |= fMi(ai) = bi} ∈ U که کنید ثابت .٧ تمرین

باشد. رابطه ای نماد ͷی R(x۱, . . . , xn) ∈ L کنید فرض (ب).

RM
(
[a۱i ], . . . , [a

n
i ]
)

⇐⇒ {i|M |= RMi(a۱i , . . . , a
n
i )} ∈ U

.cM =
[
cMi

]
آنگاه باشد ثابت ͷی برای نمادی c ∈ L کنید فرض (ج).

است. L‐ساختار ͷی f,R, c ∈ L که M =
(
ΠMi/U, f

M, RM, cM
)

بنابراین

٧



واش قضیه ی چهارم، اثبات جلسه ی ۴

روی فرافیلتر ͷی U ⊆ P (I) که کنید فرض همچنین باشد. L‐ساختارها از خانواده ای (Mi)i∈I کنید فرض .٢٩ تعریف

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به M : ΠMi/U L‐ساختارِ باشد. I

M جهانِ = {(ai)i∈I |ai ∈ Mi} = ΠMi

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را تساوی رابطه ی

(ai)i∈I = (bi)i∈I ⇐⇒ {i ∈ I|Mi |= ai = bi} ∈ U

هستند. تعبیر قابل ΠMi/U ساختار در L زبان روابط و ثوابت توابع، تمامͬ

fM
(
[a۱i ]i∈I , . . . , [a

n
i ]i∈I

)
= [bi] ⇐⇒ {i|Mi |= fMi(a۱i , . . . , a

n
i ) = bi} ∈ U

کردیم. تعبیر را روابط ترتیب همین به

.M = ΠMi/U |= t([ai]) = [bi] ⇐⇒ {i|Mi |= t(ai) = bi} ∈ U .٣٠ لم

متغیرها بررس̞ͬ .tM([ai]) = cM = [cMi ]i∈I = [bi] ⇐⇒ {i|cMi = bi} ∈ U آن گاه باشد، c ثابت ͷی t اگر اثبات.

یعنͬ است برقرار t برای حͺم و s = f(t) که کنید فرض ͬ شود. م واگذار خواننده به تمرین عنوان به

M |= t([ai]) = [bi] ⇐⇒ {i|Mi |= t(ai) = bi} ∈ U

صورت این در

sM([ai]) = fM
(
tM([ai])

)
= fM

(
[tMi(ai)]

)
= [bi] ⇔ {i |Mi |= fMi(tMi(ai)) = bi} ∈ U

کنید فرض باشد. I روی فرافیلتر ͷی U و باشد L‐ساختارها از کلاسͬ (Mi)i∈I کنید فرض (واش). ٣١ قضیه

ΠMi/U |= φ
(
[a۱i ], . . . , [a

۲
i ]
)

⇐⇒ {i|Mi |= φ(a۱i , . . . , a
n
i )} ∈ U آنگاه باشد L‐فرمول ͷی φ(x۱, . . . , xn)

صورت به ترمهای برای حͺم که ͬ شود م نتیجه قبل لم از ͬ کنیم. م ثابت فرمولها ساخت روی استقراء با را قضیه ی اثبات.

یعنͬ است برقرار t۱ = t۲

tM۱ ([ai]) = tM۲ ([ai]) ⇐⇒
[
tMi

۱ (ai)
]
=
[
tMi

۲ (ai)
]

⇐⇒ {i|tMi

۱ (ai) = tMi

۲ (ai)} ∈ U

داریم: تعریف طبق باشد. درست φ۱ و φ۲ فرمولهای برای حͺم که کنید فرض

M |= φ۱([ai]) ∧ φ۲([ai]) ⇐⇒ M |= φ۱([ai]) و M |= φ۲([ai])

پس

{i|Mi |= φ۱ ∧ φ۲([ai])} = {i|Mi |= φ۱([ai]) ∧ φ۲([ai])} = {i|Mi |= φ۱([ai])}︸ ︷︷ ︸
∈U

∩{i|Mi |= φ۲([ai])}︸ ︷︷ ︸
∈U

٨



باشد. درست φ فرمول برای حͺم که کنید فرض

M |= ¬φ([ai]) ⇐⇒ M ̸|= φ([ai])

⇐⇒
استقراء فرض

{i|Mi |= φ(ai)} /∈ U

⇐⇒ {i|Mi ̸|= φ(ai)} ∈ U

⇐⇒ {i|Mi |= ¬φ(ai)} ∈ U

،M |= ∃xφ(x) که شود توجه است. درست نیز ∃xφ(x) برای باشد، درست φ برای حͺم اگر که دهیم مͬ نشان نهایت در

پس .{i|Mi |= φ(bi)︸ ︷︷ ︸
⇒Mi|=∃xφ(x)

} ∈ U هرگاه M |= φ([bi]) استقراء فرض به بنا .M |= ([bi]) که باشد موجود [bi] عنصر هرگاه

است. U در چپ سمت مجموعه ی فیلتر تعریف به بنا .{i|Mi |= ∃xφ(x)} ⊇ {i|Mi |= φ(bi)}︸ ︷︷ ︸
∈U

بدون φ L‐جمله ی هر برای هرگاه M ≡ N ͬ نویسیم م و ͬ خوانیم م مقدمات۵ͬ هم ارز را N,M L‐ساختارِ دو .٣٢ تعریف

.M |= φ ⇐⇒ N |= φ باشیم: داشته پارامتر

کنید فرض .(Fp,+, ·, ۰̄, ۱̄) ̸≡ (R,+, ·,۰,۱) ͬ دهیم م نشان است. ثابت p و حلقه ها زبان L کنید فرض .٣٣ مثال

.R ̸|= φ اما Fp |= φ صورت این در .φ = ∀x x+ x+ . . .+ x︸ ︷︷ ︸
بار P

= ۰̄

این در .φ = ∀x, y ∃z x < z < y کنید فرض .(Z, <) ̸≡ (Q, <) ͬ دهیم م نشان .L = {<} کنید فرض .٣۴ مثال

.(Z, <) ̸|= φ و (Q, <) |= φ صورت

مقدماتͬ بودن معادل پنجم، جلسه ی ۵

.Z ̸≡ Z
⊕

Z که دهید نشان .L = {+,۰} زبان در .٣۵ مثال

.Z |= ∀x
(
∃y(y + y = x ∨ x = y + y ..+١

↑
دارد. مشͺل پارامتر،

)
)

یعنͬ فرد یا است زوج یا عددی هر Z در مشاهده:

(Z,+,۰)؟ |= x = ۱ ↔ φ(x)({۱} = {x|φ(x)}) که طوری به ͬ شود م پیدا L زبان در پارامتر بدون φ(x) فرمولِ آیا

ͬ دهیم م قرار ͬ شود. م زوج فرد، عدد دو مجموع Z در

φ = ∀x, y(̸ ∃k x = k + k∧ ̸ ∃k y = k + k → ∃k x+ y = k + k).

.(۱,۰) + (۰,۱) = (۱+ ۱) و (۱,۰), (۰,۱) ∈ Z
⊕

Z چون Z؛
⊕

Z ̸|= φ اما .Z |= φ پس

کنید فرض .C = (C,+, ·,۰,۱) ̸≡ R = (R,+, ·,۰,۱) که ͬ دهیم م نشان L = {+, ·,۰,۱} زبان در .٣۶ مثال

.R ̸|= ∃xx۲ + ۱ = ۰ و C |= φ صورت این در .φ = ∃xx۲ + ۱ = ۰

(Z۲,+,۰)؟ ≡ (Z۳,+,۰) آیا .٨ تمرین
۵Elementary equivalent

٩



ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را M کامل تئوری باشد. L‐ساختار ͷی M کنید فرض .٣٧ تعریف

Th(M) = {φ|M |= φ و است Lجمله ͷی φ}

¬φ ∈ Th(M) یا φ ∈ Th(M) یا φ L‐جمله ی هر برای .٣٨ توجه

برای یعنͬ است. درست هم N در باشد درست M در که جمله ای هر باشند، مقدماتͬ هم ارز M و N اگر .٣٩ توجه

(M |= Th(N)) N |= Th(M) ͬ نویسیم م هم گونه این Th(M) = Th(N) یعنͬ N |= φ داریم φ ∈ Th(M)

بیان به Th(K) =
∩
i∈I Th(Mi) کنید تعریف باشد، L‐ساختارها از کلاسͬ K = {Mi|i ∈ I} کنید فرض .۴٠ قضیه

موجود ساختارهای از فراضربی با M اگر تنها و اگر M |= Th(K) آنگاه .φ ∈ Th(K) ⇐⇒ ∀i ∈ IMi |= φ دیͽر

که طوری به باشد داشته وجود I روی U فرافیلترِ ͷی اگر تنها و اگر M |= Th(K) دیͽر بیان به باشد؛ مقدماتͬ هم ارز K در

ΠMi/U ≡ M

دهید قرار M ≡ ΠMi/U که طوری به است U فرافیلترِ کردن پیدا هدف، .M |= Th(K) کنید فرض اثبات.

T = Th(M) = {φ|M |= φ}.

ͷی U ͬ کنیم م ادعا .U = {X ⊆ I|∃φXφ ⊆ X} دهید قرار .Xφ = {i ∈ I|Mi |= φ} دهید قرار φ ∈ T هر برای

است. I روی فیلتر

.∅ /∈ U ثانیاً شود. گرفته نظر در φ ∈ Th(K) است کافͬ .∃φ ∈ T I ⊇ Xφ که کنیم ثابت باید .I ∈ U اولا˟ ادعا. اثبات

کنید فرض .φ ∈ T کنید فرض نیست. تهͬ Xφ هیچ دهیم نشان باید یعنͬ نیست. Xφ هیچ شامل تهͬ که کنیم ثابت باید

¬φ ∈ Th(K) پس (∀i ∈ IMi |= ¬φ) است درست φ نقیض Miها تمام در پس باشد. غلط Miها تمام در φ که

Xφ∧ψ ⊆ X ∩ Y پس ∃ψ ∈ T Xψ ⊆ Y و ∃φ ∈ T Xφ ⊆ X آنگاه X,Y ⊆ U کنید فرض ثالثاً .φ,¬φ ∈ T پس

نتیجه در ∃φXφ ⊆ X پس .X ⊆ Y و X ∈ U کنید فرض رابعاً .Xφ∧ψ = {i|Mi |= φ ∧ ψ} = Xφ ∩Xψ چون

است. I روی فیلتر ͷی U بنابراین .Xφ ⊆ Y

.M ≡ ΠMi/U ͬ کنیم م ادعا دهید. گسترش U نام به فرافیلتر ͷی به را U

(بنا بنابراین .Xφ ∈ U پس .φ ∈ Th(M) = T بنابراین .M |= φ که طوری به باشد جمله ای φ کنید فرض ادعا. اثبات

.Mi/U |= φ واش) قضیه ی به

هم ارز M آنگاه M |= Th(K) اگر آنگاه باشد L‐ساختارها از خانواده ای K = (Mi) اگر که کردیم ثابت اینجا تا

M ≡ کنید فرض ͬ پردازیم. م قضیه عکس قسمت اثبات به حال است. K در موجود ساختارهای فراضربِ ͷی با مقدماتͬ

به بنا پس {i |Mi |= φ} = I ∈ U آن گاه φ ∈ Th(K) اگر . ∀φ ∈ Th(K)M |= φ که ͬ کنیم م ادعا .ΠMi/U

.M |= φ پس ΠMi/U |= φ واش قضیه ی

ͬ شود. م گفته تئوری ͷی L‐جمله ها از مجموعه هر به باشد. اول مرتبه ی زبان ͷی L کنید فرض .۴١ تعریف

١٠



است. تئوری ͷی T = {∀x∃y x+ y = ۱,¬(∀x∃y x+ y = ۱)} آن گاه .L = {+,۰,۱} کنید فرض .۴٢ مثال

است. زیر صورت به آبلͬ گروه های تئوری .L = {·, e} کنید فرض .۴٣ مثال

Tgroup = {φx, y, z x · (y · z) = (x · y) · z, ∀x, y x · y = y · x, ∀x∃yx · y = e, ∀xx · e = x}

ͬ نامند. م جزئͬ مرتب مجموعه های تئوری را زیر تئوری .L = {<} کنید فرض .۴۴ مثال

T = {∀x¬(x < x),∀x, y, z (x < y ∧ y < z → x < z)}

است. زیر صورت به جهت دار غیر گراف های تئوری .L = {R(x)} کنید فرض .۴۵ مثال

T = {∀x¬R(x, x), ∀x, y R(x, y) → R(y, x)}

که باشد موجود n ∈ N ͷی g ∈ G عنصر هر برای هرگاه ͬ گوییم م تاب دار را (G,+,۰) گروه .۴۶ تعریف

g + g + · · ·+ g = ۰︸ ︷︷ ︸
nبار

بنویسید. را تاب دار آبلͬ گروه های تئوری .٩ تمرین

مقدماتͬ کلاس های ششم، جلسه ی ۶

است. L‐جملات از مجموعه ای L‐تئوری ͷی از منظور باشد. اول مرتبه ی زبان ͷی L اگر .۴٧ یادآوری

بنویسید. را تاب دارای آبلͬ گروه های تئوری .۴٨ سوال

تاب دار: گروه های برای تئوری ͷی نوشتن برای تلاش

گروه ها تئوری ∪ {∃x x = ۰,∃x x+ x = ۰, . . .}

است. جهان در عنصری هر برای و داشتن وجود معنͬ به ∀x و ∃x سورهای اول مرتبه ی فرمول های در .۴٩ توجه

L‐تئوری ͷی هرگاه ͬ نامیم م مقدمات۶ͬ را L‐ساختارها از K کلاس باشد. اول مرتبه ی زبان ͷی L کنید فرض .۵٠ تعریف

.K = {M |M |= T} طوری که به باشد داشته وجود T

بنویسید. را آبلͬ گروه های کلاس .۵١ مثال

است. زیر صورت به تهͬ زبان در نامتناهͬ مجموعه های کلاس .۵٢ مثال

T = {∃x۱, x۲ x۱ ̸= x۲, ∃x۱, x۲, x۳ x۱ ̸= x۲ ∧ x۲ ̸= x۳ ∧ x۱ ̸= x۳, . . .}

دارد. وجود M در متمایز عنصر n ،n ∈ N هر برای آن گاه M |= T اگر شود توجه
۶Elementary

١١



بنویسید. را تاب بدون آبلͬ گروه های تئوری .۵٣ مثال

آبلͬ گروه های تئوری ∪ {∀x (x ̸= ۰ → x+ x ̸= ۰),∀x (x ̸= ۰ → x+ x+ x ̸= ۰), . . .}

اصل شمای {∀x x+ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
nبار

̸= ۰}n∈N

است؟ مقدماتͬ متناهͬ، مجموعه های کلاس آیا .۵۴ مثال

،T = {φ | ∀M ∈ K M |= φ} دهید قرار باشد. L‐ساختارها از کلاسͬ K = {Mi}i∈I کنید فرض .۵۵ یادآوری

.M ≡
∏

Mi

U
اگر تنها و اگر M |= T آن گاه

باشد. بسته مقدماتͬ بودن معادل تحت و فراضرب ها تحت تنها و اگر است. مقدماتͬ L‐ساختارها از K کلاس .۵۶ نتیجه

N ≡ M اگر .M ∈ K کنید فرض باشد. K = {M |M |= T} صورت به مقدماتͬ کلاس ͷی K کنید فرض اثبات.

ͬ دهیم م نشان باشد. K در موجود ساختارهای از فراضربی ΠMi/U کنید فرض حال .N ∈ K پس N |= T آن گاه

پس {i |Mi |= φ} = I ∈ U داریم φ ∈ T هر برای ΠMi/U؛ |= φ که ͬ کنیم م ادعا φ ∈ T هر برای .ΠMi/U |= T

.ΠMi/U |= T بنابراین ،ΠMi/U |= φ واش) به (بنا

T تئوری کردن پیدا هدف است. بسته فراضرب ها و مقدماتͬ بودن معادل تحت K کلاس کنید فرض حͺم عکس اثبات برای

اگر اولا˟ K؛ = {M |M |= T} ͬ کنیم م ادعا .T =
∩

M∈K Th(M) دهید قرار .K = {M |M |= T} طوری که به است

(چون ΠMi/U ∈ K داریم .M ≡ ΠMi/U ∈ K قبل قضیه به بنا آن گاه M |= T اگر ثانیاً .M |= T آن گاه M ∈ K

است. بسته مقدماتͬ بودن معادل تحت چون M ∈ K پس است). بسته فراضرب تحت کلاس

از ساختار متناهͬ تعداد n طبیعͬ عدد هر برای طوری که به باشد متناهͬ L‐ساختارهای از کلاسͬ K کنید فرض .۵٧ قضیه

زیر تئوری از مدلͬ M اگر تنها و اگر است Th(K) برای نامتناهͬ مدل ͷی M آن گاه باشد، موجود K کلاس در n اندازه ی

باشد:

T = {φ | باشد متناهͬ نیست φدرست آن ها در Kکه در مدل هایی {تعداد = {φ | |{M |M |= ¬φ}| <
متناهͬ

∞}

است. مقدماتͬ کلاس ͷی خود˂ Th(K) نامتناه̞ͬ مدل های کلاس دیͽر بیان به

طوری که به دارد وجود U فرافیلتر ۴٠ قضیه به بنا باشد. Th(K) برای نامتناهͬ مدل ͷی M کنید فرض اثبات.

M ≡
∏

Mi/U.

که دهیم نشان است کافͬ ادعا اثبات برای .M |= φ ادعا: .φ ∈ T کنید فرض .M |= T ͬ دهیم م نشان

{i |Mi |= φ} ∈ U.

فرافیلتر است. فرشه شامل اصلͬ غیر فرافیلترِ هر که شود یادآوری است. فرشه شامل U فرافیلتر که دهیم نشان باید واقع در

اگر تنها و اگر است اصلͬ غیر U .U = {X ⊆ I | a ∈ X} طوری که به باشد داشته وجود a ∈ I هرگاه است اصلͬ U
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آن گاه باشد اصلͬ U فیلتر اگر نیست. اصلͬ U فیلتر که دهیم نشان باید بنابرابن (تمرین). نباشد متناهͬ مجموعه ی هیچ شامل

دهید: قرار و |Mi| = n کنید فرض .∃i ∈ I {i} ∈ U

φ := دارد وجود عنصر n دقیقاً

:= ∃x۱, . . . , xn
∧
i̸=j

i,j∈{۱,...,n}

xi ̸= xj ∧
∨

i∈{۱,...,n}
y = xi

و است درست M در φ جمله ی نتیجه در .{j |Mj |= φ} ∈ U پس {j |Mj |= φ} ⊇ {i} ∈ U صورت این در

.T = {φ است| درست مدل ها همه ی در تقریباً φ} دهید قرار عکس اثبات برای ͬ کند. م نقض را M بودن نامتناهͬ این

.{i |Mi |= φ} = I بنابراین .φ ∈ Th(K) کنید فرض .M |= Th(K) که ͬ دهیم م نشان ،M |= T کنید فرض

φn : دهید قرار اگر چون است نامتناهͬ M همچنین است. غلط مدل متناهͬ تعداد در تنها φ چون M |= φ پس

غلط مدل متناهͬ تعداد در تنها φn هر زیرا هستند درست M در φnها تمام آن گاه ،∃x۱, . . . , xn
∧
i,j∈{۱,...,n} xi ̸= xj

است.

فشردگͬ قضیه ی و متناهͬ میدان های فراضرب هفتم، جلسه ی ٧

کنید بررسͬ باشد. نامتناهͬ کلاسِ نامتناهͬ دارای که بنویسید را هم ارزی رابطه ی ͷی تئوری L = {E} زبان در .١٠ تمرین

است. ℵ۲ و ℵ۱ ،ℵ۰ اندازه با مدل چند دارای تئوری این که

L = {+, ·,۰,۱} میدان ها: تئوری .۵٨ مثال

میدان ها: اصول

• جمع به مربوط



∀x, y, z x+ (y + z) = (x+ y) + z

∀x ∃y x+ y = ۰
∀x, y x+ y = y + x

∀x x+ ۰ = x

• ضرب به مربوط



∀x, y, z x · (y · z) = (x · y) · z

∀x ̸= ۰ ∃y x · y = ۱
∀x, y x · y = y · x

∀x x · ۱ = x

• ۱ ̸= ۰

• ∀x, y, z x · (y + z) = x · y + x · z

است. مقدماتͬ کلاس ͷی میدان ها کلاس بنابراین

است؟ مقدماتͬ نیز متناهͬ میدان های کلاس آیا .۵٩ سوال

متناهͬ میدان های جبر

.(∃n ∀x ∈ F x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
nبار

= ۰) است متناهͬ F مشخصه ی آن گاه باشد متناهͬ میدان ͷی F اگر
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مشخصه ی آن گاه باشد متناهͬ میدان ͷی F اگر پس کنید) (اثبات است. اول عدد ͷی همواره میدان ͷی مشخصه ی هم چنین

بͽیرید: نظر در را زیر نگاشت باشد. متناهͬ میدان ͷی F کنید فرض است. p اولِ عدد ͷی F

f : Z → F

n>۰ 7→ ۱+ ۱ · · ·+ ۱︸ ︷︷ ︸
nبار

است. Zp شامل p مشخصه ی از متناهͬ میدان هر بنابراین .Zp ∼= Z/pZ ↪→ F پس .ker(f) = pZ صورت این در

که ax + by (یعنͬ گرفت نظر در Zp روی برداری فضای ͷی عنوان به ͬ توان م را F پس .Zp ⊆ F که گفتیم اینجا تا

است. متناهͬ Zp روی برداری فضای ͷی عنوان به F بˀعدِ است. متناهͬ میدان ͷی F که آنجا از .(x, y ∈ F و a, b ∈ Zp
است: زیر صورت به مجموعͬ صورت به F در عنصری هر پس باشند. Zp روی F مولدهای {x۱, . . . , xn} کنید فرض

a۱x۱ + a۲x۲ + · · ·+ anxn ai ∈ Zp

برابر F مشخصه ی و باشد متناهͬ میدان ͷی F اگر بنابراین .F ∼= Zp⊕Zp⊕· · ·⊕Zp برداری) فضای عنوان (به بنابراین

عضواست). pn دارای متناهͬ میدان (هر |F | = pn طوری که به است موجود n ∈ N آن گاه باشد p با

است؟ موجود عضوی pn متناه̞ͬ میدان ͷی ،n هر و اول p هر برای آیا .۶٠ سوال

تمام Zp جبری بستار در چندجمله ای این بͽیرید. نظر در را f(x) = xp
n − x ∈ Zp[x] چندجمله ای و Zp میدان

f ′(x) = pnxp
n−۱ − ۱ ̸= ۰. زیرا هستند. متمایز pnتا چندجمله ای، این ریشه های که کنید توجه دارد. را خود ریشه های

کنید ثابت باید است. میدان ͷی R که دهید نشان تمرین عنوان به R = {f چندجمله ای ریشه های {مجموعه ی دهید قرار

(x+ y)p = xp + yp که دهید نشان ابتدا .∀x, y ∈ R (x · y−۱)p
n
= x · y−۱ و ∀x, y ∈ R (x− y)p

n
= x− y که

(میدان است. عضو pn دارای که است میدان ͷی Zp ⊆ R بنابراین .(x + y)p
n
= xp

n
+ yp

n کنید ثابت استقرا به و

متناهͬ میدان است. موجود pn اندازه ی با میدان ͷی تنها pn هر برای واقع در (Zp[x] روی xpn − x چندجمله ای شͺافنده ی

ͬ دهیم. م نشان Fpn با را عضوی pn

است؟ بسته فراضرب ها تحت کلاس این آیا است؟ مقدماتͬ متناهͬ، میدان های کلاس آیا .۶١ سوال

است. متناهͬ M آیا
∏

Fpn/U = M و باشد pnها روی اصلͬ غیر فرافیلتر ͷی U که کنید فرض .۶٢ سوال

چون .M |= φn ،n ∈ N هر برای اینصورت در .φn : ∃x۱, . . . , xn
∧
i,j∈{۱,...,n} xi ̸= xj دهید قرار

است. اصلͬ غیر U فیلتر و است متناهͬ {F |F ̸|= φn}

است. زیر ͬ های ویژگ دارای M که شود توجه

.M |= φ باشد، درست متناهͬ میدان های تمام در φ جمله ی اگر .١

است. میدان M .٢

است. نامتناهͬ M .٣

میدان های از فراضرب هایی مقدماتͬ هم ارز متناهͬ شبه میدان های دارد. وجود متناهͬ شبه میدان های نام به مفهومͬ جبر در

است. متناهͬ
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∆ ⊆
متناهͬ

T هر برای کنید فرض باشد. (L زبان (در اول مرتبه ی جملات از مجموعه ͷی T کنید فرض (فشردگͬ). ۶٣ قضیه

.M |= T طوری که به است موجود M L‐ساختارِ ͷی آن گاه باشد داشته وجود M∆ |= ∆ مدلِ ͷی

دهید قرار همچنین .Xφ = {∆ ∈ I |φ ∈ ∆} دهید قرار φ ∈ T هر برای .I = {∆ | ∆ ⊆
متناهͬ

T} دهید قرار اثبات.

متناهͬ اشتراک ویژگͬ دارای D ͬ کنیم م ادعا نیست. فیلتر لزوماً I روی D که شود توجه .D = {X ⊆ I | ∃φ Xφ ⊆ X}

.X۱ ∩ . . . ∩Xn ̸= ∅ داریم X۱, . . . , Xn ∈ D هر برای یعنͬ است.

(X۱, X۲ ∈ D ⇒ X۱ ⊇ Xφ, X۲ ⊇ Xψ ⇒ X۱ ∩X۲ ̸= ∅ ({φ, ψ} ⊆ X۱ ∩X۲))

M |= ͬ کنیم م ادعا .φ ∈ T کنید فرض .M =
∏

M∆/U |= T که ͬ دهیم م نشان دارد. وجود U ⊇ D فرافیلتر ͷی پس

{∆ |φ ∈ ∆} ⊆ {∆ |M∆ |= φ} ∈ U داریم {∆ |M∆ |= φ} ∈ U که M |= φ صورتͬ در واش به بنا .φ

فشردگͬ قضیه ی از کاربرد چند هشتم، جلسه ی ٨

کاردینالِ هر برای آن گاه باشد. بزرگ کافͬ اندازه ی به متناه̞ͬ مدل های دارای که باشد تئوری ͷی T کنید فرض .۶۴ نتیجه

است. κ حداقل اندازه ی با مدلͬ دارای T ،κ نامتناه̞ͬ

بͽیرید. نظر در زیر صورت به را T ′ ′L‐تئوریِ بͽیرید. نظر در را L′ = L ∪ {cλ |λ < κ} زبانِ اثبات.

T ′ = T ∪ {cλ ̸= cλ′ |λ, λ′ < κ}

،λ, λ′ < κ هر برای ثانیاً .M′ |= T اولا˟ آن گاه ،M′ |= T ′ مثلا یعنͬ باشد، مدل دارای T ′ تئوری اگر که کنید توجه

نشان است کافͬ فشردگͬ به بنا است. مدل دارای T ′ ͬ دهیم م نشان بنابراین است. κ حداقل |M′| بنابراین .cM′

λ ̸= cM
′

λ′

پیدا هدف باشد. T ′ از دلخواه متناهͬ زیرمجموعه ی ͷی ∆ کنید فرض است. مدل دارای T ′ از متناهͬ بخش هر که دهیم

صورت به جمله متناهͬ تعداد ͷی و T از متناهͬ زیرمجموعه ی ͷی شامل ∆ که کنید توجه است. ∆ برای مدل ͷی کردن

فرض است. مدل دارای ∆′′ ∪ T که ͬ کنیم م ادعا باشد. جمله متناهͬ تعداد این مجموعه ی ∆′′ کنید فرض است، cλ ̸= c′λ

باشد. n از بیشتر اندازه با T از مدل ͷی M L‐ساختار کنید فرض کند. بیان را (ci)i=۱,...,n متمایز عنصر n وجود ∆′′ کنید

.cMi = mi کنیم تعبیر است کافͬ ′L‐ساختار ͷی به M تبدیل برای است. (mi) عنصر n حداقل دارای M که آنجا از

.M |= ∆′′ ∪ T و است ′L‐ساختار ͷی M حال

،κ ⩾ |L| هر برای آن گاه باشد. نامتناهͬ مدل ͷی دارای T تئوری L‐شمارا کنید فرض افزایشͬ). (لونهایم‐اسͺولم ۶۵ قضیه

است. κ دقیقاً سایز از مدل ͷی دارای T

فیلتر مفهوم از استفاده (با است زبان سایز با برابر دقیقاً آمده دست به مدل سایز فشردگͬ قضیه هنکین̞ͬ اثبات در .۶۶ توجه

کرد). کنترل افزایشͬ صورت به را مدل سایز ͬ توان م منظم

آن گاه .|M| = κ ⩾ |L| و M |= T ،T تئوری L‐شمارا برای کنید فرض دقیق). افزایشͬ (لونهایم‐اسͺولم ۶٧ قضیه

داشته φ(x۱, . . . , xn) L‐فرمولِ هر برای طوری که به دارد وجود (|M′| = κ′) M′ |= T مدل ͷی κ′ > κ هر برای

∀m۱, . . . ,mn ∈ M M |= φ(m۱, . . . ,mn) ⇐⇒ M′ |= φ(m۱, . . . ,mn) باشیم:
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آن گاه .|L| ⩽ κ′ < κ کنید فرض .|M| = κ > |L| و M |= T کنید فرض کاهشͬ). (لونهایم‐اسͺولم ۶٨ قضیه

داریم: φ فرمول هر و a۱, . . . , an ∈ M′ هر برای و |M′| = κ′ طوری که به است موجود M′ |= T

M |= φ(a۱, . . . , an) ⇐⇒ M′ |= φ(a۱, . . . , an)

است؟ مقدماتͬ هم بند گراف های کلاس آیا نیست. مقدماتͬ متناهͬ مجموعه های کلاس دهید نشان .١١ تمرین

M L‐ساختارِ هر برای طوری که به باشد موجود T ′ متناهͬ تئوری هرگاه است متناهͬ اصل بندی دارای T تئوری .۶٩ تعریف

.M |= T ′ ⇐⇒ M |= T باشیم: داشته

باشند. مقدماتͬ دو هر Kc و (T مدل های (کلاس K اگر تنها و اگر است متناهͬ اصل بندی دارای T تئوری .٧٠ قضیه

.Kc = {M |M |= T ′} و K = {M |M |= T} کنید فرض یعنͬ باشند. مقدماتͬ دو هر Kc و K کنید فرض اثبات.

دارای که است موجود ∆∪∆′ ⊆ T ∪T ′ متناه̞ͬ زیرمجموعه ی ͷی بنابراین نیست. مدلͬ هیچ دارای T ∪T ′ که کنید توجه

خواننده). عهده ی به اثبات (بقیه .K = {M | ∀φ ∈ ∆ M |= φ و ∀φ ∈ ∆′ M |= ¬φ} کنید ثابت نیست. مدل

نیست. اصل بندی دارای آن مͺمل زیرا خیر، است؟ متناهͬ اصل بندی دارای نامتناهͬ مجموعه های کلاس آیا .٧١ مثال

است. نااستاندارد طبیعͬ اعداد دارای N′ و N′ ≡ N طوری که به است موجود N′ ساختارِ ͷی .٧٢ قضیه

∃x ∈ N′ ∀n ∈ N x > n

هر که دهید نشان .T ′ = Th(N) ∪ {c > ۱, c > ۱+ ۱, c > ۱+ ۱+ ۱, . . .} و L′ = L ∪ {c} دهید قرار اثبات.

است. مدل دارای T ′ پس است. مدل دارای T ′ از متناهͬ بخش

دارند. وجود R = Th(R,+, ·,۰,۱) برای نااستانداردی مدل های مشابه طور به

فراتوان

آن گاه ،Mi = M ،i ∈ N هر برای و باشد طبیعͬ اعداد روی فرافیلتر ͷی U اول، مرتبه ی ساختار ͷی M کنید فرض

بͽیرید: نظر در را زیر نگاشت ͬ نامیم. م M از فراتوان ͷی
∏

Mi/U

d : M → ΠMi/U

m 7→ [mi]i∈N ∀i ∈ N mi = m

داریم m ∈ M هر و φ فرمول هر برای یعنͬ است. مقدماتͬ نگاشت ͷی d نگاشت

M |= φ(m) ⇐⇒ ΠMi/U |= φ(d(m))

باشد. متناهͬ M اگر تنها و اگر پوشاست d نگاشت که دهید نشان تمرین عنوان به

.ΠNi/U |= Th(N) پس .Ni = N = (N,+, ·,۰,۱) کنید فرض حساب: نااستاندارد مدل

.(xi) = x > [۱] ⇐⇒ {i |xi > ۱}︸ ︷︷ ︸
متناهͬ متمم

∈ U صورت این در x = [۰,۱,۲, . . .] ∈ ΠNi/U کنید فرض
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اول مرتبه ی تئوری های نهم، جلسه ی ٩

است. L زبان در اول مرتبه ی جملات از مجموعه ای اول مرتبه ی L‐تئوری ͷی

طوری که به است موجود T متناه̞ͬ تئوری ͷی (یعنͬ است متناهͬ اصل بندی ͷی دارای L‐ساختارها از K کلاس .٧٣ لم

باشند. مقدماتͬ کلاس هایی Kc و K تنها و اگر (K = {M |M |= T}

طوری که به موجودند T ′ و T تئوری های بنابراین باشند. مقدماتͬ کلاس هایی Kc و K کنید فرض اثبات.

K = {M |M |= T} و Kc = {M |M |= T ′}.

∆′ ⊆ T ′ و ∆ ⊆ T متناهͬ مجموعه های بنابراین نیست. مدل دارای تئوری این بͽیرید. نظر در را T ∪ T ′ تئوری

دهید قرار ∆′ = {ψ۱, . . . , ψn} و ∆ = {φ۱ . . . , φn} کنید فرض نیست. مدل دارای ∆ ∪ ∆′ طوری که به موجودند

پس M |= T آن گاه ،M ∈ K اگر .K = A ͬ دهیم م نشان .A = {M |M |= {φ۱ . . . , φn,¬ψ۱ ∨ . . . ∨ ¬ψn}}

.M |= ∆ آن گاه ،M ∈ A اگر حال .(M |= ∆ ∪∆′ صورت این غیر در (زیرا M |= ¬ψ۱ ∨ . . . ∨ ¬ψn و M |= φi

.M |= ψi پس M |= T ′ بنابراین M ∈ Kc آن گاه M ̸∈ K اگر

است. اصل بندی دارای صفر مشخصه با میدان های تئوری .٧۴ توجه

T = میدان ها تئوری ∪ {۱+ ۱ ̸= ۰,۱+ ۱+ ۱ ̸= ۰, . . .}

بدهد؟ را صفر مشخصه ی با میدان های کلاس دقیقاً T ′ طوری که به نوشت T ′ متناهͬ تئوری ͷی ͬ توان م آیا .٧۵ سوال

کلاس این متمم آن گاه باشد، متناهͬ اصل بندی دارای صفر مشخصه ی با میدان های کلاس اگر نیست. امͺان پذیر کار این

میدان های کلاس اگر است. اصل بندی دارای ناصفر مشخصه ی با میدان های کلاس بنابراین بود. خواهد اصل بندی دارای نیز

است. سازگار زیر تئوری آن گاه باشد، T اصل بندی دارای ناصفر مشخصه ی با

T۱ = T ∪ {۱+ ۱ ̸= ۰,۱+ ۱+ ۱ ̸= ۰, . . .}

است. صفر M مشخصه ی آن گاه ،M |= T۱ اگر است. سازگار T۱ پس است. سازگار T۱ از متناهͬ بخش هر

مدل های کلاس همان دقیقاً T مدل های کلاس هرگاه T ≡ T ′ ͬ نویسیم م و ͬ نامیم م معادل را T ′ و T تئوری دو .٧۶ تعریف

باشد. T ′

اگر M L‐ساختارِ هر برای هرگاه T |= φ ͬ نویسیم م باشد. L‐تئوری ͷی T و L‐جمله ͷی φ کنید فرض .٧٧ تعریف

.M |= φ آن گاه M |= T

نباشد. مدل دارای T ∪ {¬φ} اگر تنها و اگر T |= φ .٧٨ لم

.∆ |= φ طوری که به باشد موجود ∆ ⊆ T متناهͬ مجموعه ی ͷی اگر تنها و اگر T |= φ .٧٩ لم

یعنͬ ندارد. مدل ∆ ∪ {¬φ} طوری که به است موجود ∆ ⊆
متناهͬ

T آن گاه ندارد. مدل T ∪ {¬φ} آن گاه T |= φ اگر اثبات.

.T |= φ است) (واضح آن گاه ∆ |= φ طوری که به ∆ ⊆
متناهͬ

T اگر دیͽر طرف از .∆ |= φ

١٧



.M |= ¬φ یا M |= φ آن گاه باشد L‐جمله ͷی φ و باشد L‐ساختار ͷی M اگر .٨٠ توجه

T؟ |= ¬φ یا T |= φ لزوماً آیا باشد. L‐جمله ͷی φ و باشد تئوری ͷی T کنید فرض .٨١ سوال

باشند. مدل دارای دو هر T ∪ {¬φ} هم و T ∪ {φ} هم که است ممͺن زیرا خیر

دانست. نیز ′L‐تئوری ͬ توان م را T آن گاه L ⊆ L′ و باشد L‐تئوری ͷی T کنید فرض .٨٢ توجه

.T
L
|= ∀xφ(x) آن گاه ،T

L∪{c}
|= φ(c) اگر آن گاه .c ̸∈ L و باشد اول مرتبه ی زبان ͷی L کنید فرض .٨٣ لم

فرض منظور این برای .M |= ∀xφ(x) ͬ کنیم م ادعا .(M L‐ساختار (برای M |= T و T
L∪{c}
|= φ(c) کنید فرض اثبات.

که بͽیرید نظر در L‐ساختار ∪ {c} ͷی عنوان به را M .M
L
|= φ(m) که دهیم نشان باید باشد. دلخواه m ∈ M کنید

M |= φ(cM) که ͬ شود م نتیجه T |= φ(c) این که از است. L∪ {c} زبان در T تئوری برای مدل ͷی M حال .cM = m

.M |= φ(m) پس

هرگاه M ⊆ N ͬ نویسیم م و است N از زیرساختار ͷی M ͬ گوییم م باشند. L‐ساختار دو N و M کنید فرض .٨۴ تعریف

.M ⊆
زیرمجموعه

N .١

.cM = cN ،c ∈ L ثابت هر برای .٢

.fN(m۱, . . . ,mk) = fM(m۱, . . . ,mk) آن گاه ،m۱, . . . ,mk ∈ M اگر f ∈ L تابع هر برای .٣

.RN(m۱, . . . ,mk) ⇔ RM(m۱, . . . ,mk) ،m۱, . . . ,mk ∈ M و R ∈ L رابطه ی هر برای .۴

،m۱, . . . ,mk ∈ M هر و φ(x۱ . . . , xk) سورِ بدونِ فرمولِ هر برای که دهید نشان .M ⊆ N کنید فرض .١٢ تمرین

M |= φ(m۱, . . . ,mk) ⇐⇒ N |= φ(m۱, . . . ,mk)

اما Q |= ∃xx > ۱ ∧ x < ۲ ،(Z, <) ⊆ (Q, <) مثال برای است. الزامͬ قبل تمرین بودن سور بدون شرط .٨۵ مثال

.Z ̸|= ∃xx > ۱ ∧ x < ۲

جملات همه ی طوری که به باشد موجود T ′ تئوری ͷی هرگاه ͬ نامیم. م عمومͬ اصل بندی دارای را T تئوری .٨۶ تعریف

.T ≡ T ′ و باشند ∀x۱, . . . , xn φ(x۱, . . . , xn) صورت به T ′ در موجود

عمومͬ اصل بندی دهم، جلسه ی ١٠

با فقط T ′ در رفته به کار جملات همه ی که باشد موجود T ′ تئوری ͷی هرگاه است، عمومͬ اصل بندی دارای T تئوری گوییم

(M |= T ⇐⇒ M |= T ′ ،M L‐ساختارِ هر برای (یعنͬ T ′ ≡ T و باشند شده نوشته عمومͬ سور

.K = {M |M |= T} طوری که به T تئوری ͷی کردن پیدا یعنͬ L‐ساختارها از K کلاس ͷی اصل بندی ‐

است. Th(M) = {φ |M |= φ, است جمله φ} تئوری برای مدلͬ M آن گاه باشد، L‐ساختار ͷی M اگر .٨٧ توجه

١٨



است. زیر اصل بندی دارای L = {<} زبان در ͬ شود، م داده نشان ٧DLO با که چͽال خطͬ ترتیب های تئوری .٨٨ مثال

∀x ¬(x < x)

∀x, y x < y ∨ y < x ∨ x = y

∀x, y, z x < y ∧ y < z → x < z

∀x, y x < y → ∃z x < z < y

(Z, <) ̸|= DLO اما (Z, <) ⊆ (Q, <) |= DLO که شود توجه

و اگر است ∀x̄ φ(x̄) صورت به جملات با اصل بندی ͷی دارای یعنͬ است، عمومͬ اصل بندی دارای T تئوری .٨٩ قضیه

.M |= T آن گاه ،M ⊆
زیرساختار

N و N |= T هرگاه یعنͬ باشد؛ بسته زیرساختارها تحت تئوری، این مدل های کلاس اگر تنها

کنید فرض .M |= T که ͬ دهیم م نشان .M ⊆ N و N |= T باشد، عمومͬ اصل بندی ͷی دارای T کنید فرض اثبات.

حال .N |= φ(n̄) ،n̄ ∈ N هر برای پس N |= ∀x̄ φ(x̄) چون است. سور بدون فرمول ͷی φ(x̄) که ∀x̄ φ(x̄) ∈ T

،M ⊆ N اگر که شود توجه .M |= φ(m̄) پس است سور بدون φ و M ⊆ N |= φ(m̄) داریم .m̄ ∈ M کنید فرض

دیͽر جهت اثبات برای .M |= φ(m̄) ⇐⇒ N |= φ(m̄) داریم: m̄ ∈ M هر و φ(x̄) سور بدون فرمولِ هر برای آن گاه

است موجود T ≡ T ′ تئوری ͷی که ͬ دهیم م نشان باشد. بسته زیرساختارها تحت T تئوری مدل های کلاس که کنید فرض

دهید: قرار شده اند. نوشته عمومͬ سور با تنها T ′ جملات تمام طوری که به

T ′ = {T |= φ که عمومͬ صورت به φ جملات {تمام

در LM = L ∪ {cm | c ∈ M} زبان در را Diag(M) ∪ T مجموعه ی .M |= T که ͬ کنیم م ادعا M |= T ′ کنید فرض

ͬ شود. م نتیجه قضیه حͺم اول ادعای از دوم: ادعای است. مدل دارای تئوری ͷی Diag(M)∪ T اول: ادعای بͽیرید. نظر

،N
LM

|= Diag(M) اگر که شود (توجه .N
LM

|= Diag(M) و N
L
|= T آن گاه N |= Diag(M)∪T اگر دوم. ادعای اثبات

به بنا M ⊆ N |= T پس .(M ⊆ N بنابراین .f(m) = cNm که کرد تعریف طوری ͬ توان م را f : M → N تابع آن گاه

.M |= T که ͬ گیریم م نتیجه است بسته زیرساختاری گیری تحت T مدل های کلاس این که

دارای فوق تئوری این که اثبات برای فشردگͬ قضیه ی به بنا است. LM زبان در تئوری ͷی Diag(M)∪T اول. ادعای اثبات

دارای ∆ ⊆
متناهͬ

Diag(M) ∪ T کنید فرض است. مدل دارای آن از متناهͬ بخش هر که کنیم اثبات است کافͬ است مدل

اگر یعنͬ نیست. مدل دارای {φ(m̄)} ∪ T طوری که به ͬ شود م یافت φ(m̄) ∈ Diag(M) جمله ی بنابراین نباشد. مدل

ͷی ∀x ¬φ(x̄) یعنͬ .T |= ∀x ¬φ(x̄) ،L زبان در بنابراین .T
Lm̄

|= ¬φ(m̄) پس .M |= ¬φ(m̄) آن گاه M |= T

ممͺن غیر این و M |= ∀x ¬φ(x̄) پس M |= T ′ طرفͬ از .∀x ¬φ(x̄) ∈ T ′ یعنͬ است. T تئوری از عمومͬ نتیجه ی

.φ(m̄) ∈ Diag(M) زیرا است

٧Dense linear order
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و C |= ∃x x۲ + ۱ = ۰ ،(R,+, ·,۰,۱) ⊆ (C,+, ·,۰,۱) |= Th(C,+, ·,۰,۱) چون .٩٠ مثال

ندارد. وجود عمومͬ اصل بندی ͷی Th(C) برای بنابراین R ̸|= ∃x x۲ + ۱ = ۰

را
∪
i∈I Mi صورت این در .i < j ⇒ Mi ⊆ Mj و باشد L‐ساختارها از زنجیر ͷی {Mi}i∈I کنید فرض .١٣ تمرین

.Mi ⊆
∪

Mi طوری که به کرد L‐ساختار ͷی به تبدیل ͬ توان م

N از مقدماتͬ زیرساختار ͷی M ͬ گوییم م .M ⊆ N طوری که به باشند L‐ساختار دو N و M کنید فرض .٩١ تعریف

باشیم: داشته ā ∈ M چندتایی هر و φ(x̄) L‐فرمولِ هر برای هرگاه M ≺ N ͬ نویسیم م و است

M |= φ(ā) ⇐⇒ N |= φ(ā)

و Q |= ∃x ۲ < x < ۳ اما (Z, <) ⊆ (Q, <) که شود توجه .(Z, <) ̸≺ (Q, <) که ͬ دهیم م نشان .٩٢ مثال

.Z ̸|= ∃x ۲ < x < ۳

Mi ≺
∪
Mi آن گاه .(i < j ⇒ Mi ≺ Mj) باشد L‐ساختارها از مقدماتͬ زنجیر ͷی (Mi)i∈I کنید فرض .١۴ تمرین

عمومͬ و وجودی صورت به اصل پذیری یازدهم، جلسه ی ١١

زنجیرها اجتماع تحت T مدل های کلاس اگر تنها و اگر است ∀∃ صورت به معادل اصل بندی ͷی دارای T تئوری .٩٣ قضیه

.
∪
Mi |= T آن گاه باشد T مدل های از زنجیری (Mi)i∈I اگر یعنͬ باشد، بسته

فرمولͬ ψ کنید فرض باشد. T مدل های از زنجیری (Mi)i∈I و باشد ∀∃ اصل بندیِ دارای T تئوری کنید فرض اثبات.

دهیم نشان باید .
∪

Mi |= ψ ͬ دهیم م نشان .T |= ψ که باشد ∀x̄ ∃ȳ φ(x̄, ȳ) به صورت

∀x̄ ∈
∪

Mi ∃ȳ ∈
∪

Mi

∪
Mi |= φ(x̄, ȳ)

نتیجه در Mj |= ∃ȳ φ(x̄, ȳ) پس ،Mj |= T چون .ā ∈ Mj کرد فرض ͬ توان م پس ā ∈
∪
Mi کنید فرض

Mj |= φ(ā, b̄)︸ ︷︷ ︸
سور بدون

⇒
∪

Mi |= φ(ā, b̄)

∪
Mi |= ∃ȳ φ(ā, ȳ) ⇒

∪
Mi |= ∀x̄ ∃ȳ φ(x̄, ȳ)

باشد. بسته زنجیرها اجتماع تحت T تئوری مدل های کلاس که کنید فرض حال

باشند. یͺسان T مدل های و T ′ مدل های و باشند ∀∃ صورت به آن در رفته به کار جملات که T ′ تئوری ͷی کردن پیدا هدف:

.M |= T آن گاه ،M |= T ′ اگر ͬ دهیم م نشان .T ′ = {φ |T |= φ, است ∀∃ صورت به جمله ای φ} دهید قرار

است. درست نیز N در باشد درست M در که ∃∀ جمله ی هر طوری که به است موجود N |= T مدل ͷی اول: ادعای

که دهیم نشان است کافͬ بͽیرید. نظر در را T۱ = T ∪ {φ |M |= φ, است ∃∀ صورت به φ} تئوری اول. ادعای اثبات

.T |= ¬(φ۱ ∧ . . . ∧ φn) طوری که به ͬ شوند م پیدا φ۱, . . . , φn آن گاه نباشد، مدل دارای T۱ اگر است. مدل دارای T۱
∃∀ صورت به φ که آنجا از .T |= ¬φ طوری که به باشد موجود φ کنید فرض یعنͬ باشد، ͬͺی φiها تعداد که کنید فرض

M |= ¬φ پس ¬φ ∈ T ′ بنابراین است. ∀∃ صورت به ¬φ پس است
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ͬ شود. م پیدا M ⊆ N′(≡ N) |= T مدلِ ͷی دوم: ادعای

برهان به .(LM زبان (در است سازگار T۲ = Diag(M) ∪ Th(N) تئوری که دهیم نشان است کافͬ دوم. ادعای اثبات

طوری که به است موجود φ(m̄) ∈ Diag(M) جمله ی بنابراین نباشد. مدل دارای T۲ که کنید فرض خلف

Th(N)
LM

|= ¬φ(m̄)

از هستند) درست M در درست ∃∀ جملات تمام N در (یادآوری: .N |= ∀x¬φ(x̄) پس Th(N) |= ∀x¬φ(x̄) پس

فرض با این و (N |= ∃xφ(x̄) بنابراین M |= ∃xφ(x̄) صورت این غیر (در M |= ∀x¬φ(x̄) که ͬ شود م نتیجه این

دارد. تناقض M |= φ(m̄)

.M ⊆ N ⊆ M′ که دارد وجود M ⪯ M′ مانند مقدماتͬ توسیعͬ سوم: ادعای

اگر است. مدل دارای LN∪M زبان در T۳ = Diag(N) ∪ Diagel(M) که دهیم نشان است کافͬ سوم. ادعای اثبات

پس .ψ(m̄)
LN∪M

|= ¬φ(n̄) که موجودند ψ(m̄) ∈ Diagel(M) و φ(n̄) ∈ Diag(N) آن گاه باشد. نداشته مدل T۳
نتیجه در .ψ(m̄)

LM

|= ∀x¬φ(x̄)

M |= ψ(m̄) ⇒ M |= ∀x¬φ(x̄) ⇒ N |= ∀x¬φ(x̄) ⇒ N |= φ(n̄)

،M |= T ′ که داشت خواهیم M ⊆ N ⊆ M۱ ⊆ N۱ ⊆ M۲ ⊆ · · · صورت به زنجیری فوق روند ادامه ی با

.M |= T پس M ⪯
∪

Mi و
∪

Ni =
∪

Mi |= T طرفͬ از .M ⪯ M۱ ⪯ M۲ ⪯ · · · و Ni |= T

برای هرگاه ͬ نامیم م مقدماتͬ نشاندن ͷی را f : M → N نگاشت هستند. L‐ساختار دو N و M کنید فرض .٩۴ تعریف

.M |= φ(m̄) ⇐⇒ N |= φ(f(m̄)) باشیم: داشته φ فرمول هر و m̄ ∈ M هر

هستند. مقدماتͬ fiها که بͽیرید نظر در را زیر دیاگرام .٩۵ قضیه

N۱ aa

f۱ CC
CC

CC
C N۲==

f۲{{
{{
{{
{

M

g۱ ◦ f۱ = g۲ ◦ f۲ طوری که به هستند موجود g۲ و g۱ مقدماتͬ نشاندن های همراه به N ساختار ͷی آن گاه

M==
g۱

{{
{{
{{
{{

aa
g۲
CC

CC
CC

CC

N۱ aa

f۱ CC
CC

CC
C N۲==

f۲{{
{{
{{
{

M
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φ(n̄۱) ∈ کنید فرض خلف برهان به است. سازگار Diagel(N۱) ∪ Diagel(N۲) که دهیم نشان باید اثبات. طرح

هستند مقدماتͬ fiها چون .φ(n̄۱)
LN۱,N۲
|= ¬ψ(n̄۲) یعنͬ باشند ناسازگار ψ(n̄۲) ∈ Diagel(N۲) با Diagel(N۱)

ͬ رسیم. م تناقض به

Diag(M) = سور} بدون φ(m۱, . . . ,mk) |mi ∈ M,M |= φ(m۱, . . . ,mk)} .٩۶ یادآوری

است. سور بدون فرمولهای حافظ که ∃f : M → N ⇐⇒ N
LM

|= Diag(M) .١ .٩٧ لم

است. مقدماتͬ نشاندن f که ∃f : M → N ⇐⇒ N
LM

|= Diagel(M) .٢

.∃xφ(x)
L
|= ∀x̄¬ψ(x̄) آن گاه ،φ(n̄۱)

LN۱
|= ∀x̄¬ψ(x̄) اگر دهید نشان (١) .١۵ تمرین

.∃xφ(x)
L
|= ψ آن گاه ،φ(c)

Lc

|= ψ اگر دهید نشان (٢)

باشد. داشته مدل T ∪ {¬φ} ⇐⇒ T ̸|= φ .١ .٩٨ یادآوری

.T ̸|= φ⇏ T |= ¬φ .٢

وجود امͺان این حتͬ باشد. سازگار T ∪ {¬φ} و T ∪ {φ} یعنͬ .T ̸|= ¬φ و T ̸|= φ که دارد وجود امͺان این .٣

.(T = {φ,¬φ}) T |= φ و T |= φ که دارد

.T |= ¬φ آن گاه T ̸|= φ اگر ،φ L‐جمله ی هر برای هرگاه ͬ نامیم م کامل را T L‐تئوری .٩٩ تعریف

.(M ≡ N) باشند مقدماتͬ هم ارز M,N |= T مدل دو هر اگر تنها و اگر است کامل T تئوری .١٠٠ لم

T ≡ Th(N) = {φ |N |= φ} آن گاه N |= T و باشد کامل T اگر .١٠١ لم

تمرین. عنوان به لم دو هر اثبات

برگشتͬ و رفت سامانه های و کامل تئوری های دوازدهم، جلسه ی ١٢

کند. صدق زیر معادل شرایط از ͬͺی هرگاه ͬ نامیم م کامل را T L‐تئوری

این دو. از ͬͺی حتماً و T |= ¬φ یا T |= φ یا φ L‐جمله ی هر برای .١

باشند. مقدماتͬ هم ارز M,N |= T مدلِ دو هر .٢

.T ≡ Th(M) ،M |= T هر) (یا ͷی برای .٣

موجود F : M → N پوشای و ͷبه ی ͷی نگاشت ͷی هرگاه ͬ نامیم م ایزومرف را N و M L‐ساختارِ دو .١٠٢ تعریف

طوری که به باشد

.cM F7→ cN ،c ∈ L ثابت هر برای •
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.fM(a۱, . . . , an)
F7→ fN(F (a۱), . . . , F (an)) ،a۱, . . . , an ∈ M هر و f ∈ L تابع هر برای •

.(a۱, . . . , an) ∈ RM F7→ (F (a۱), . . . , F (an)) ∈ RN ،a۱, . . . , an ∈ M هر و R ∈ L رابطه ی هر برای •

داریم ā ∈ M هر و φ(x̄) فرمول هر برای که دهید نشان باشد. ایزومرفیسم ͷی F : M → N کنید فرض .١۶ تمرین

M |= φ(ā) ⇐⇒ N |= φ(F (ā))

(.M ≡ N آن گاه باشند ایزومرف N و M اگر خاص طور (به

زبان بودن متناهͬ شرط (آیا M ∼= N اگر تنها و اگر M ≡ N آن گاه باشند. متناهͬ L‐ساختار دو N و M اگر .١٧ تمرین

است؟). لازم

ایزومرفیسم های از ناتهͬ برگشت̞ͬ و رفت سامانه ی ͷی کنید فرض باشند. L‐ساختار دو N و M کنید فرض .١٠٣ تعریف

.M ≡ N آن گاه باشد. داشته وجود N و M از زیرساختارهایی میان

برخͬ میان ایزومرفیسم ها از مجموعه ͷی Γ = {f : A → B |A ⊆ M,B ⊆ N} کنید فرض .١٠۴ تعریف

هرگاه ͬ نامیم م ایزومرفیسم ها از برگشت٨ͬ و رفت سامانه ی ͷی را Γ باشد. N و M زیرساختارهای

.Γ ̸= ∅ .١

و g ↾A= f ،f ⊆ g طوری که به باشد موجود g ∈ Γ ایزومرفیسم ͷی f : A → B ∈ Γ هر و t ∈ M هر برای .٢

(رفت) .t ∈ Dom(g)

و g ↾A= f ،f ⊆ g طوری که به باشد موجود g ∈ Γ ایزومرفیسم ͷی f : A → B ∈ Γ هر و t ∈ N هر برای .٣

(برگشت) .t ∈ Im(g)

است. کامل تئوری ͷی DLO .١٠۵ قضیه

میان ایزومرفیسم های سامانه ی دهیم نشان است  ͬ کاف .M ≡ N ͬ دهیم م نشان .M,N |= DLO کنید فرض اثبات.

کنید فرض .t ∈ M و f ∈ Γ کنید فرض است. برگشتͬ و رفت M,N متناهͬ زیرساختارهای

f : a۱ < . . . < an → b۱ < . . . < bn

تکمیل .g = f ∪ {(t, t′)} ͬ دهیم م قرار .t′ < b۱ < . . . < bn که دارد وجود t′ صورت این در .t < a۱ < . . . < an و

خواننده. عهده ی به اثبات

هستند. ایزومرف هم با DLO شمارای مدل دو هر .١٠۶ قضیه

٨back and forth
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جزئͬ ایزومرفیسم ͷی f۰ : a۰ → b۰ باشند. DLO برای مدل دو N = (ni)i∈ω و M = (mi)i∈ω کنید فرض اثبات.

Img(fi) و Dom(fi) و ni ∈ Img(fi) ،mi ∈ Dom(fi) که ͬ سازیم م طوری را f۱ ⊆ f۲ ⊆ · · · ایزومرفیسم های است.

باشد. شده ساخته fi کنید فرض است. ایزومرفیسم و پوشا ،ͷبه ی ͷی F =
∪
fi : M → N صورت این در باشند. متناهͬ

مطابق mi+۱آن گاه ̸∈ Dom(fi) اگر .ni+۱ ∈ Img(fi+۱) mi+۱و ∈ Dom(fi+۱) طوری که به است fi+۱ ساختن̞ هدف

قبل اثبات

∃t ∈ N (mi+۱, t) ∈ fi+۱ ⊇ fi

هر و φ(x̄) فرمول هر برای ͬ دهیم م نشان باشد. داشته وجود Γ برگشتͬ و رفت سامانه ی ͷی N و M بین کنید فرض

استقرا با حͺم این اثبات .M |= φ(m̄) ⇐⇒ N |= φ(n̄) طوری که به است موجود n̄ ∈ N عنصر ͷی m̄ ∈ M

کنید. اضافه f دامنه ی به را m̄ ،f ∈ Γ کنید فرض .M |= t۱(m̄) = t۲(m̄) کنید فرض است. فرمول ها ساخت روی

پس B |= t۱(g(m)) = t۲(g(m)) چون .g(m) ∈ B پس m ∈ A طوری که به دارد وجود g : A → B ∈ Γ تابع

نشان باشد، درست φ(x) فرمول برای حͺم کنید فرض حال .n̄ = g(m̄) دهیم قرار است کافͬ .A |= t۱(m̄) = t۲(m̄)

است. درست ∃x φ(x) فرمول برای حͺم ͬ دهیم م

M |= ∃x φ(x) ⇒ ∃m ∈ M M |= φ(m)

به تمرین عنوان به اثبات تکمیل .N |= ∃x φ(x) یعنͬ N |= φ(n) طوری که به است موجود n ∈ N استقرا فرض به بنا

. خواننده عهده

است. کامل T آن گاه باشد. نداشته متناهͬ مدل T و باشند ایزومرف هم با κ اندازه ی از T مدل دو هر کنید فرض .١٠٧ قضیه

جبری بسته ی میدان های تئوری سیزدهم، جلسه ی ١٣

.T |= ¬φ یا T |= φ باشیم داشته φ L‐جمله ی هر برای هرگاه ͬ نامیم م کامل را L زبان در T تئوری

زیر صورت به A توسط شده تولید L‐ساختار آن گاه .A ⊆
زیرمجموعه

M و باشد L‐ساختار ͷی M کنید فرض .١٠٨ تعریف

است:

⟨A⟩ = {t(a۱, . . . , an) | a۱, . . . , an ∈ A و است یLͷ‐ترم t}

.
∩

L‐ساختار M
A⊆M

M با است برابر ⟨A⟩ یعنͬ A توسط شده تولید ساختار که دهید نشان .١٨ تمرین

ͷی را f : A → B تابع .B ⊆
زیرمجموعه

N و A ⊆
زیرمجموعه

M و باشند L‐ساختار دو N و M کنید فرض .١٠٩ تعریف

هرگاه ͬ نامیم م جزئͬ ایزومرفیسم

باشیم: داشته a۱, . . . , an, b ∈ A و F (x۱, . . . , xn) ∈ L تابع هر برای .١

M |= F (a۱, . . . , an) = b ⇐⇒ N |= F (f(a۱), . . . , f(an)) = f(b)

(cN ∈ B و cM ∈ A) f(cM) = cN .٢
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M |= R(a۱, . . . , an) ⇐⇒ N |= R(f(a۱), . . . , f(an)) .٣

به یͺتا طور به ͬ توان م را f آن گاه باشد. جزئͬ ایزومرفیسم ͷی f : A → B و B ⊆ N ،A ⊆ M کنید فرض .١٩ تمرین

داد. گسترش ⟨B⟩ و ⟨A⟩ میان ایزومرفیسمͬ

میان جزئͬ ایزومرفیسم های از برگشتͬ و رفت سامانه ی ͷی اگر باشند. L‐ساختار دو N و M که کنید فرض .١١٠ قضیه

.M ≡ N آن گاه باشد داشته وجود N و M

است. کامل T آن گاه شود، پیدا برگشتͬ و رفت سامانه ی ͷی M,N |= T مدل دو هر بین اگر .١١١ نتیجه

است. کامل T آن گاه کاردینال)، ͷی (در باشد κ‐جازم٩ و باشد نداشته متناهͬ مدل T تئوری اگر .١١٢ توجه

جبری بسته ی میدان های تئوری

دارند. قرار C در C[x] در چندجمله ای هر ریشه های تمام .١١٣ قضیه

کنید ثابت تئوری گالوا از استفاده با را اساسͬ قضیه اثبات پروژه:

است زیر صورت به ١٠ACF جبری بسته ی میدان های تئوری

ACF = T
میدان ها

∪ بودن جبری بسته ی

بودن: جبری بسته ی برای اصول شمای

φn : ∀a۱, . . . an∃x anx
n + an−۱x

n−۱ + . . .+ a۰ = ۰

.(C,+,−, ·,۰,۱) |= ACF واقع در دارد. مدل یعنͬ است، سازگار ACF .١١۴ توجه

.(p ∈ Prime ∪ {۰}) ͬ دهیم م نشان را p مشخصه ی با جبری بسته ی میدان های تئوری ACFp با .١١۵ توجه

(Q(π)alg و Qalg خیر، (راهنمایی: است؟ ℵ۰‐جازم تئوریِ ͷی ACF۰ آیا .١١۶ سوال

جبری بسته ی میدان های ادامه ی چهاردهم، جلسه ی ١۴

(بنابراین هستند ایزومرف هم با κ اندازه با ACF۰ از مدل دو هر آن گاه باشد، ناشمارا کاردینال ͷی κ کنید فرض .١١٧ لم

است). κ‐جازم ACF۰ تئوری ،κ ناشمارای کاردینال هر برای

کنید فرض .|M| = |N| = κ و M,N |= ACF۰ کنید فرض باشد. ناشمارا کاردینال ͷی κ کنید فرض اثبات.

ͬ سازیم. م f : M → N مانند ایزومرفیسمͬ .N = (nλ)λ<κ و M = (mλ)λ<κ

طوری که به زنجیر) صورت (به ͬ سازیم م (fλ)λ<κ جزئͬ ایزومرفیسم تا κ روش:

٩κ-categorical
١٠algebrically closed field
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باشد. جزئͬ ایزومرفیسم ͷی fλ هر .١

.|Dom(fλ)|, |Rang(fλ)| < κ .٢

nλ ∈ Rang(fλ+۱) و mλ ∈ Dom(fλ+۱) .٣

ͬ سازیم. م زیر صورت به را (fλ)λ<κ دنباله .f =
∪
λ<κ fλ داد خواهیم قرار نهایت در

(Q ⊆ M,N که شود (توجه f۰ : Q → Q استقرا: اول قدم

باشد. شده ساخته شده داده شرط های با fλ کنید فرض تالͬ: قدم

.fλ+۱ ساختن هدف:

M۱ روی جبری عنصری a ∈ M۲ کنید فرض و باشد میدانͬ توسیع ͷی M۱ ⊆ M۲ کنید فرض مربوطه: یادآوری های

که دارد وجود M۱ روی ͬ نیمال م چندجمله ای ͷی a برای است. M۱ در ضرایب با چندجمله ای ͷی ریشه ی a یعنͬ باشد.

است. میدان ͷی M۱[X]

⟨f(x)⟩
بنابراین است. ماکزیمال ایده ال ͷی ⟨f(x)⟩ ایده آل M۱[X] در آن گاه ͬ دهیم. م نشان f(x) با آن را

M۱ ↪→M۱[X]

است؟ چͽونه a و M۱ توسط شده تولید میدان سوال:

است. میدان ͷی M
I

= {a+ I | a ∈M} آن گاه باشد ماکزیمال ایده آل ͷی I و باشد حلقه ͷی M اگر اول: یادآوری

اول ایده آل هر آن گاه باشد میدان ͷی F اگر .Im(f) ∼=
M

Ker
(f) آن گاه باشد، حلقه ای همریختͬ ͷی f :M → N اگر

است. ماکزیمال ایده آل ͷی F [X] در

M [x]

⟨f(x)⟩
= {g(x) + ⟨f(x)⟩ | g(x) ∈M [x]}

g۱(x) + ⟨f(x)⟩ = g۲(x) + ⟨f(x)⟩ ⇔ f |g۱ − g۲

روی a ͬ نیمال م چندجمله ای f(x) و باشد جبری M۱ روی a ∈ M۲ باشد، میدانͬ توسیع ͷی M۱ ⊆ M۲ اگر خلاصه:

آن گاه باشد. M۱
M۱[x]

⟨f(x)⟩
∼= M۱(a) (M۲ M۱در و aتوسط شده تولید (میدان

(یعنͬ است متعالͬ M۱ روی a ∈ M۲ \M۱ کنید فرض باشد. میدانͬ توسیع ͷی M۱ ⊆ M۲ کنید فرض دوم: یادآوری

آن گاه نیست). M۱ در ضرایب با چندجمله ای هیچ ریشه ی a

M۱(a) ∼= M۱(x) = {f(x)
g(x)

| f, g ∈M۱[x]}

،mλ ∈ Dom(fλ+۱) که گونه ای به است fλ+۱ ⊇ fλ ساختن هدف است. شده ساخته fλ که کنید فرض اثبات: ادامه ی

مثلا́ باشد تالͬ λ اگر .fλ =
∪
γ<λ fγ ͬ دهیم م قرار باشد حدی λ اگر .fλ+۱ : Mλ+۱ → Nλ+۱ و nλ ∈ Rang(fλ+۱)

ͬ کنیم. م اضافه برد به را nγ و دامنه به را mγ باشد. شده ساخته fγ و λ = γ + ۱

x
//
M۱

f∼= N۱ y
oo
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باشد. متعالͬ M۱ روی x اگر اول: حالت

{f(X)

g(X)
| f, g ∈ M۱[X]} = M۱(X) ∼= M۱(x)︸ ︷︷ ︸

M M۱در xو توسط شده تولید میدان

آن گاه است. متعالͬ N۱ روی که ͬ شود م پیدا y ∈ N \N۱ عنصر است، N اندازه از کمتر اکیداً N۱ اندازه ی که آنجا از

M۱(X) ∼= M۱(x) ∼= N۱(y) ∼= N۱(X)

است. f(X)
↓

درجه حداقل

∈ M۱[X] چندجمله ای ͷی ریشه ی x آن گاه باشد جبری M۱ روی x اگر دوم: حالت

M۱(x) ∼=
M۱[X]

⟨f(X)⟩

داریم: باشد N در f(x) برای ریشه ای y اگر حال است. تحویل ناپذیر نیز N۱ روی f(x)

M۱[X]

⟨f(X)⟩
∼= M۱(x) ∼= N۱(y) ∼=

N۱[X]

⟨f(X)⟩

است. کامل تئوری ͷی ACF۰ .١١٨ قضیه

.M ≡ N دهیم مͬ نشان .M,N |= ACF۰ کنید فرض اثبات.

وجود N′ ≻ N و M′ ≻ M مقدمات̞ͬ توسیع های اسͺولم لونهایم به بنا باشند. شمارا دو هر N و M کنید فرض اول: حالت

.M ≡ M′ ∼= N′ ≡ N پس .|N′| = ۲ℵ۰ و |M′| = ۲ℵ۰ که دارند

طوری که به دارد وجود M′ ≻ M مقدمات̞ͬ توسیع اسͺولم اونهایم به بنا باشند ناشمارا N و شمارا M کنید فرض دوم: حالت

.M ≡ M′ ≡ N پس .|M′| = |N|

.(C,+,−, ·,۰,۱) |= ACF۰ و است کامل سازگارِ تئوری ͷی ACF۰ که کردیم ثابت خلاصه:

بسته ی میدان (همه) ͷی در اگر تنها و اگر C |= φ آن گاه باشد، L = {+,−, ·,۰,۱} زبان در جمله ͷی φ اگر بنابراین

باشد. درست جبری

Th(C,+,−, ·,۰,۱) ≡ ACF۰

C |= ACF۰ |= φ ∈ Th(C)

است. مختلط اعداد برای کامل اصل بندی ͷی ACF۰ بنابراین

است. کامل تئوری ͷی ACFp که داد نشان ͬ توان م مشابه کاملا́ اثباتͬ با .١١٩ توجه

دارد. وجود نامتناهͬ دلخواه اندازه ی هر با جبری بسته ی میدان های لونهایم‐اسͺولم به بنا .١٢٠ توجه

تعریف، به بنا A جبریِ بستار ،Aalg آن گاه ،A ⊆ N اگر باشد. جبری بسته ی میدان ͷی N کنید فرض .١٢١ تعریف

است. A شامل جبریِ بسته ی میدان کوچͺترین
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شماراست. Qalg .١٢٢ نتیجه

Q ⊆ N′
↓

جبری بسته ی و شمارا

⪯ N
↓

جبری بسته ی میدان

چندجمله ای ͷی f(X) کنید فرض کنید. عمل زیر صورت به Q شامل جبریِ بسته ی میدانِ ͷی کردن پیدا برای

که ͬ رسیم م Q۱ میدان ͷی به کار این ادامه ی با مشابهاً دهید. گسترش Q ⊆ Q[X]

⟨f(X)⟩
صورت به را Q باشد. تحویل ناپذیر

ساخته Q ⊆ Q۱ ⊆ Q۲ ⊆ · · · ⊆ Qn ⊆ · · · کنید فرض دارند. ریشه Q۱ در Q در ضرایب با چندجمله های تمام آن در

است. جبری بسته
∪

Qn دهید نشان باشد. شده

.|Malg| = |M |+ ℵ۰ آن گاه باشد، میدان ͷی M اگر .١٢٣ نتیجه

معادلند. هم با زیر موارد آن گا باشد. حلقه ها زبان در جمله ͷی φ کنید فرض .١٢۴ قضیه

.C |= φ .١

است. درست صفر مشخصه ی با جبری بسته ی میدان ͷی در φ .٢

است. درست صفر مشخصه ی با جبری بسته ی میدان های تمام در φ .٣

.∃n ∈ N p > nACFp |= φ یعنͬ است. درست p مشخصه ی با جبری بسته ی میدان های در بعد به جایی از φ .۴

.∃n ∈ N ∀p > nFalg
p |= φ یعنͬ است. درست Fp جبری بستار در بعد به جایی از φ .۵

داریم φ جمله ی هر برای که کنید توجه اثبات. روش

است ACF۰سازگار ∪ {φ} ⇐⇒ ACF۰ |= φ

باشد درست C در φ جمله ی که کنید فرض (T |= φ آن گاه باشد سازگار T ∪ {φ} و باشد کامل T اگر کلͬ: طور (به

طوری که به باشد داشته وجود p > n عدد n ∈ N هر برای کنید فرض خلف برهان به است. سازگار ACF۰ ∪ φ بنابراین

حͺم فشردگͬ از (و است سازگار آن از متناهͬ بخش هر زیرا است سازگار ACF۰ ∪{¬φ} ͬ کنیم م ادعا آن گاه .Falg
p |= ¬φ

.ACF۰ ∪ {¬φ} بنابراین ͬ شود). م نتیجه

گودل اول ناتمامیت قضیه ی و کامل تئوری های ادامه ی پانزدهم، جلسه ی ١۵

اگر تنها و اگر است درست (C,+, ·,۰,۱,−) ساختار در حلقه ها زبان در φ فرمول .(ACFp بودن کامل (از ١٢۵ نتیجه

باشد. درست Falg
p در بعد به جایی از

،F (x۱, . . . , xn) = (f۱(x۱, . . . , xn), . . . , fn(x۱, . . . , xn))) F : Cn → Cn چندجمله ایِ نگاشت هر .١٢۶ مثال

پوشاست. باشد، ͷبه ی ͷی اگر (fi(x۱, . . . , xn) ∈ C[x۱, . . . , xn]

نگاشت ͷی F کنید فرض پوشاست. f آن گاه باشد، ͷی به ͷی باشد) متناهͬ K) f : Kn → Kn اگر کنید توجه اثبات.

d با برابر F در رفته کار به چندجمله های درجه ی حداکثر که کنید فرض است. ͷبه ی ͷی که باشد Cn به Cn از چندجمله ای

بͽیرید: نظر در را زیر «فرمول» باشد.
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پوشاست.» باشد ͷبه ی ͷی اگر d درجه ی حداکثر با F (f۱(x۱, . . . , xn), . . . , fn(x۱, . . . , xn)) چندجمله ای «هر =: φ

است زیر صوت به پوشاست» باشد ͷبه ی ͷی اگر ٢ درجه ی با f : C → C چندجمله ای «هر فرمولِ مثال برای

∀a۰, a۱, a۲
(
(∀x, y a۰ + a۱x+ a۲x

۲ = a۰ + a۱y + a۲y
۲ → x = y) → ∀t ∃t′ a۰ + a۱t

′ + a۲t
′۲ = t

)
کافͬ یعنͬ است. درست بعد به جایی از p مشخصه ی با جبری بسته ی میدان های در φ جمله ی که دهیم نشان است کافͬ

است. درست Falg
p در بعد به جایی از φ جمله ی که دهیم نشان است

بنابراین ͬ گیرد. م قرار Fpn شامل متناهͬ میدان ͷی در ریشه اش Fpn در چندجمله ای هر .Falg
p =

∪
n∈N Fpn .١٢٧ مشاهده

ͬ گیرد. م قرار Fpm ͷی در ریشه اش

نیست. پوشا ولͬ است ͷبه ی ͷی F چندجمله ای کنیم فرض خلف برهان به

F : Falg
p → Falg

p

(x۱, . . . , xn) 7→ (f۱(x۱, . . . , xn), . . . , fn(x۱, . . . , xn))

است ͷبه ی ͷی زیر تابع بنابراین است. نشده پوشیده که باشد نقطه ای b̄ کنید فرض و باشد موجود ضرایب تمام ā کنیم فرض

F ↾ ⟨ā, b̄⟩ → ⟨ā, b̄⟩

متناهͬ K و F : Kn → Kn پس K = ⟨ā, b̄⟩ دهید قرار است. متناهͬ که است b̄ و ā توسط شده تولید میدان ⟨ā, b̄⟩ که

ͬ پوشاند). نم را b̄ ،F اینکه با (تناقض باشد پوشا باید F پس است.

تصمیم پذیری

وجود الͽوریتمͬ دیͽر بیان به باشد بازگشتͬ {φ |T |= φ} مجموعه ی هرگاه گوییم تصمیم پذیر١١ را T تئوری .١٢٨ تعریف

.T ̸|= φ یا T |= φ آیا φ L‐جمله ی ͷی برای که کند تعیین که باشد داشته

(L = {+, ·,۰,۱,−}) است. تصمیم پذیر تئوری ͷی ACF0 .١٢٩ مثال

کرد. تولید الͽوریتم با ͬ توان م را ACF0 تئوری .١

.ACF0 |= ¬φ یا ACF0 |= φ یا φ جمله ی هر برای یعنͬ است کامل ACF0 .٢

T ⊢ φ︸ ︷︷ ︸
باشد داشته Tوجود φاز برای اثباتͬ

⇐⇒ T |= φ︸ ︷︷ ︸
باشد φدرست ،T مدل هر در

.٣

است. تصمیم پذیر شود تولید الͽوریتم با که کامل تئوری هر .١٣٠ مشاهده

نوشت؟ الͽوریتمͬ کامل̞ تئوری ͷی ͬ توان م (N,+, ·) ساختارِ برای یعنͬ طبیعͬ، اعداد برای آیا .١٣١ سوال

است؟ تصمیم پذیر Th(N,+, ·) آیا .١٣٢ سوال
١١decidable
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برای طوری که به باشد داشته وجود الͽوریتمͬ هرگاه ͬ نامیم م شمارا) مؤثر طور (به r.e. را A ⊆ N مجموعه ی .١٣٣ تعریف

تعیین که باشد داشته وجود الͽوریتمͬ هرگاه ͬ نامیم م بازگشتͬ را A مجموعه ی بایستد. الͽوریتم آن گاه x ∈ A اگر x ∈ N هر

.x ̸∈ A یا x ∈ A آیا کند

ͬ کند. م بیان را زیر عبارت که دارد وجود L = {+, ·,۰,۱} زبان در فرمول ͷی که دهید نشان پروژه:

ͬ ایستد. م مرحله t از پس s ورودی با eام تورینگ ماشین :T (e, s, t)

خیر. یا ͬ ایستد م x ورودی با eام الͽوریتم هر آیا کند تعیین که ندارد وجود الͽوریتمͬ هیچ ١٢ توقف). (مسأله ی ١٣۴ قضیه

بͽیذید: نظر در را زیر تابع باشد. داشته وجود الͽوریتمͬ چنین کنیم فرض اثبات.

g(x) =

 yes ͬ شود م متوقف xورودی با xام الͽوریتم اگر

loop صورت این غیر در

ͬ شود م متوقف e ورودی با g الͽوریتم آیا است. الͽوریتم ͷی خود g(x) سوال:

نیست. تصمیم پذیر Th(N,+, ·,۰,۱) گودل). اول (ناتمامیت ١٣۵ قضیه

زیر فرمول پس ͬ ایستد. م مرحله t از پس s ورودی با eام الͽوریتم است این بیان گر که دارد وجود T (e, s, t) فرمول اثبات.

بͽیرید. نظر در را

∃y T (e, s, y)︸ ︷︷ ︸
ͬ ایستد م sورودی با ام eوریتمͽال

بͽیرید: نظر در را زیر جملات تمام

φe,s : ∃y T (۱+ ۱+ · · ·+ ۱︸ ︷︷ ︸
بار e

,۱+ ۱+ · · ·+ ۱︸ ︷︷ ︸
بار s

, y)

مسأله ی این و خیر یا هستند درست φe,s جملات تک تک که ͬ گیرد م تصمیم که دارد وجود الͽوریتمͬ باشد تصمیم پذیر T اگر

ͬ کند. م نقض را توقف

ͬ شود. نم نتیجه پئانو اصول از که دارد وجود طبیعͬ اعداد مورد در درست قضیه ای گودل). دوم (ناتمامیت ١٣۶ قضیه

L = {+, ·, S,۰} پئانو: اصول

∀x S(x) ̸= ۰,

∀x x ̸= ۰ → ∃y x = S(y),

x+ ۰ = x,

x+ S(y) = S(x+ y),

x · ۰ = ۰,

x · S(y) = x · y + x,

استقرا شمای (φ(۰) ∧ ∀x φ(x) → φ(S(x)) → ∀xφ(x))

١٢Halting problem
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ͬ شود. نم نتیجه پئانو اصول از که طبیعͬ اعداد مورد در ملموس قضیه ای (پاریس‐هرینگتون) پروژه:

تایپ ها شانزدهم، جلسه ی ١۶

تصادفͬ) (گراف های بنویسید. L = {R} زبان در گراف ها برای نامتناهͬ مدل دارای کامل تئوری ͷی .٢٠ تمرین

نامتناهͬ) مدل (دارای بنویسید. L = {E} زبان در هم ارزی روابط برای کامل تئوری ͷی .٢١ تمرین

نامتناهͬ). مدل (دارای بنویسید .{E۱, E۲} هم ارزی رابطه ی دو برای کامل تئوری ͷی .٢٢ تمرین

باشد. x̄ مشترکِ متغیرهای با اول مرتبه ی فرمول های از مجموعه ای Σ(x̄) کنید فرض .١٣٧ تعریف

Σ(x̄) = {φ۱(x̄), φ۲(x̄)}

φ۱(x̄), . . . , φn(x̄) ∈ Σ(x̄) فرمولِ متناهͬ تعداد هر برای هرگاه است) Σ(x̄)∪Tسازگار ) است سازگار T Σ(x̄)با ͬ گوییم م

زبان در هرگاه است سازگار Σ(x̄) ∪ T ͬ گوییم م دیͽر: (بیان باشد. سازگار T ∪ ∃ x̄ {φ۱(x̄) ∧ . . . ∧ φn(x̄)} تئوری

باشد.) سازگار Σ(c̄) ∪ T تئوری Lc = L ∪ {c۱, . . . , cn}

مشترک متغیر با فرمول ها از مجموعه ای π(x̄, A) کنید فرض .A ⊆ M و باشد L‐ساختار ͷی M کنید فرض .١٣٨ تعریف

باشد. A در پارامتر با و x̄

.A = N و M = (Q, <) .١٣٩ مثال

π(x,A) = {x > ۱, x > ۲, x > ۳, · · · }

.A = Q و M = (R, <) .١۴٠ مثال

π(x,A) = {r۲ > x > r۱ | r۲ >
√
۲ > r۱, r۱, r۲ ∈ Q}

برای هرگاه دیͽر بیان به باشد، سازگار Th(M) ∪ π(x̄, A) هرگاه است M در جزئͬ تایپ ͷی π(x̄, A) ͬ گوییم م

باشد. سازگار Th(M) ∪ ∃ x̄ (φ۱(x̄, ā) ∧ . . . ∧ φn(x̄, ā)) تئوری φ۱(x̄, ā), . . . , φn(x̄, ā) فرمول متناهͬ تعداد هر

طوری که به باشد موجود m̄ ∈ M عنصر φ۱(x̄), . . . , φn(x̄) ∈ π(x̄, A) فرمولِ متناهͬ تعداد هر برای دیͽر بیان (به

(M |= φ۱(m̄) ∧ . . . ∧ φn(m̄)

در پارامتر با فرمول ها از مجموعه ای p(x̄) کنید فرض .A ⊆
زیرمجموعه

M و باشد L‐ساختار ͷی M کنید فرض .١۴١ تعریف

ͷی p(x̄) هرگاه است A روی M در تایپ) ͷی) کامل تایپ ͷی p(x̄) ͬ گوییم م و p(x̄) ∈ SM
n (A) ͬ نویسیم م باشد. A

¬φ(x̄, ā) ∈ p(x̄) یا φ(x̄, ā) ∈ p(x̄) یا φ(x̄, ā) LA‐فرمول هر برای و باشد M در A روی جزئͬ تایپ

ā = (a۱, . . . , an) ∈ M \ A و A ⊆ M L‐ساختار، ͷی M کنید فرض .١۴٢ مثال

tpM(ā/A) := {φ(x̄, b̄) | b̄ ∈ A,M |= φ(ā, b̄)}

tpM(ā/∅) = tpM(ā) := {φ(x̄) |M |= φ(ā)}
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Q در پارامتر با M = Q روی جزئͬ تایپ ͷی {r۱ < x < r۲ | r۱ <
√
۲ < r۲} .M = Q کنید فرض .١۴٣ مثال

است.

ā ∈ N عنصر ͷی و M ≺ N مقدمات̞ͬ توسیع ͷی آن گاه باشد. کامل تایپ ͷی p(x̄) ∈ SM
n (A) کنید فرض .١۴۴ لم

.p(x̄) = tpN(ā/A) طوری که به موجودند

زبان به را c̄ = c۱, . . . , cn ̸∈ L ثابتِ خواننده). عهده به (بررسͬ است سازگار Diagel(M)∪ p(x̄) که کنید توجه اثبات.

کنید فرض است. سازگار LM ∪ {c} زبان در Diagel(M) ∪ p(c̄) تئوری که کنید دقت و کنید اضافه L

(N, c̄) |= Diagel(M) ∪ p(c̄)

.p(x̄) = tp(ā/A) یعنͬ c̄N = ā پس

tpM(ā/A) = tpN(ā/A) آن گاه ،ā ∈ M Aو ⊆ M ≺ N اگر یعنͬ است. مقدماتͬ مفهوم ͷی تایپ، مفهوم .١۴۵ توجه

.(N |= φ(ā, b̄) ⇐⇒ M |= φ(ā, b̄))

است. سازگار Th(N) ∪ {x > ۱, x > ۲, . . .} .١۴۶ مثال

∃M ≻ N ∃t ∈ M t > n (∀n ∈ N)

آن گاه .b̄ ∈ N و ā ∈ M و باشند L‐ساختار دو N و M کنید فرض .١۴٧ توجه

{φ(x̄) |M |= φ(ā)} = tpM(ā) = tpN(b̄) = {φ(x̄) |N |= φ(b̄)}

.(c̄N = b̄ و c̄M = ā ،(M, ā)
L∪{c̄}
≡ (N, b̄)) باشند مقدماتͬ هم ارز هم، با (N, b̄) و (M, ā) L∪{c̄}‐ساختار دو هرگاه

عبارت M |= T مدل (ͷی) هر برای هرگاه p(x̄) ∈ Sn(T ) ͬ نویسیم م آن گاه باشد کامل تئوری ͷی T اگر .١۴٨ توجه

باشد. سازگار p(x̄) ∪ T هرگاه دیͽر بیان به باشد. سازگار p(x̄) ∪ Th(M)

بͽیرید. نظر در را زیر دیاگرام .١۴٩ لم

(M, ā)
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eeee

KK
KK

KK
KK

K
(N۲, ā)
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(M, ā)

مقدماتͬ توسیع ͷی آن گاه tpM(ā) = tpN۱(b̄۱) = tpN۲(b̄۲) و باشند M از مقدماتͬ توسیع دو N۲ و N۱ کنید فرض

.tpM(d̄) = tpM(ā) = tpN۱(b̄۱) = tpN۲(b̄۲) طوری که به است موجود d̄ ∈ M عنصر ͷی و M هم زمان

از برگشتͬ و رفت سامانه ی ͷی کنید فرض .b ∈ N و a ∈ M و باشند L‐ساختار دو N و M کنید فرض .١۵٠ مشاهده

.tpM(ā) = tpN(b̄) آن گاه شود. واقع آن در ā f→ b̄ که باشد داشته وجود N و M میان جزئͬ ایومرفیسم های
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برگشتͬ و رفت سامانه ی ͷی L ∪ {c} زبان در (N, b̄) و (M, ā) ساختار دو بین شده، گفته فرض های به توجه با اثبات.

.tpM(ā) = tpN(b̄) پس (M, ā)
L∪{c}
≡ (N, b̄) پس دارد وجود

و اگر ⟨ā⟩M ∼= ⟨b̄⟩N که دهید نشان آن گاه .b̄ ∈ N و ā ∈ M و باشند L‐ساختار دو N و M کنید فرض .٢٣ تمرین

ͬ گوییم م صورت این (در N |= φ(b̄) ⇐⇒ M |= φ(ā) باشیم داشته φ(x̄) سورِ بدون L‐فرمولِ هر برای اگر تنها

است). جزئͬ ایزومرفیسم ͷی f : ā→ b̄

φ(x̄) سورِ بدون فرمولِ هر برای کنید فرض .b̄ ∈ N و ā ∈ M و باشند L‐ساختار دو N و M کنید فرض .١۵١ نتیجه

باشد موجود ایزومرف ها از برگشتͬ و رفت سامانه ی ͷی که کنید فرض هم چنین M |= φ(ā) ⇐⇒ N |= φ(b̄) که بدانیم

.M |= φ(ā) ⇐⇒ N |= φ(b̄) داریم φ(x̄) دلخواه˼ فرمولِ هر برای آن گاه باشد. f۰ : ⟨ā⟩M → ⟨b̄⟩N شامل که

تایپ ها هفدهم، جلسه ی ١٧

است A روی M در کامل تایپ ͷی p(x̄) ∈ SM
n (A) ͬ گوییم م .A ⊆

مجموعه زیر
M و باشد L‐ساختار ͷی M کنید فرض

هرگاه

ولͬ ͬ کند) م (تغییر ā ∈ A آن در که است φ(x̄, ā) صورت به فرمول های از نامتناهͬ (شاید) مجموعه ی ͷی p(x̄) .١

هستند. یͺسان متغیرها

p(x̄) = {φ(x̄, ā) | ā ∈ A}

است. SR
۱ (N) در تایپ ͷی p(x) = {x > ۱, x > ۲, x > ۳, . . .} مثال برای

طوری که به دارد وجود b̄ ∈ M عنصر ͷی φ۱(x̄, ā۱), . . . , φn(x̄, ān) ∈ p(x̄) فرمولِ متناهͬ تعداد هر برای .٢

M |= φ۱(b̄, ā۱) ∧ . . . ∧ φn(b̄, ān) ∈ p(x̄)

¬φ(x, ā) ∈ p(x̄) یا φ(x, ā) ∈ p(x̄) یا A در پارامتر با φ(x, ā) فرمول هر برای .٣

کنید فرض بͽیرید. نظر در را (N,+, ·,۰,۱, <) ساختار .١۵٢ مثال

π(x̄) = {x > ۱, x > ۱+ ۱, x > ۱+ ۱+ ۱, . . .}

.∅ پارامترها: مجموعه ی ‐

ͬ شوند. م برآورده N در x > n فرمول های از متناهͬ تعداد هر ‐

ͬ شوند. نم برآورده N در همزمان صورت به فرمول ها این همه ی ولͬ ‐

.b̄ ∈ M و A ⊆ M باشد، L‐ساختار ͷی M کنید فرض .١۵٣ تعریف

tpM(b̄/A) = {φ(x̄, ā) | ā ∈ A,M |= φ(b̄, ā)}

است. کامل تایپ ͷی و b̄ اول مرتبه ͬ های ویژگ تمامͬ tpM(b̄/A) توجه:
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در که است موجود M ≺
مقدماتͬ توسیع

N ساختارِ ͷی آن گاه .p(x̄) ∈ SM
n (A) و باشد L‐ساختار ͷی M اگر .١۵۴ یادآوری

ͬ کند. م برآورده را p تایپ b̄ ͬ گوییم م p(x̄) = tpN(b̄/A) طوری که به است موجود b̄ مانند عنصری آن

ͬ شود م پیدا استاندارد نا عنصری آن در که دارد وجود (N,+, ·,۰,۱, <) از مقدماتͬ توسیع ͷی که دهید نشان .١۵۵ مثال

است). بزرگتر طبیعͬ اعداد تمام از که عنصری (یعنͬ

ͷی در پس است. ارضاپذیر متناهیاً N در Σ(x) = {x > ۱, x > ۱ + ۱, x > ۱ + ۱ + ۱, . . .} مجموعه ی پاسخ:

ͬ کند. م برآورده را Σ در موجود فرمول های تمامͬ که است موجود a مانند عنصری N ≺ N مقدماتͬ توسیع

بͽیرید. نظر در را (R, <) ساختار .١۵۶ مثال

tp(
√
۲/Q) = {φ(x, a۱, . . . , an) | a۱, . . . , an ∈ Q,R |= φ(

√
۲, a۱, . . . , an)}

tp(
√
۲/Q) ⊇ {x > ۱, x < ۲, . . .}

صورت این در .A ⊆ M و a ∈ M است، L‐ساختار ͷی M کنید فرض .١۵٧ توجه

tpM(a/A) = {φ(x) |M |= φ(a)}.

داریم: کلͬ حالت در .tpM(a) = tpN(a) آن گاه M ⪯ N اگر بنابراین

(M ≺ N) p(x۱, . . . , xn) = tpN(
a۱, . . . , an

A
) ⇐⇒ p(x۱, . . . , xn) ∈ SM

n (A)

ساختار L ∪ {c} از منظور .a۱, . . . , an ∈ M و c۱, . . . , cn ̸∈ L باشد، L‐ساختار ͷی M کنید فرض .١۵٨ تعریف

ͬ آید. م بدست cMi = ai تعبیرِ با که است (M, a۱, . . . , an)

‐L ∪ {c} دو هرگاه tpM(a) = tpN(b) آن گاه .b ∈ N و a ∈ M و باشند L‐ساختار دو N و M کنید فرض .١۵٩ لم

باشند. مقدماتͬ هم ارز (N, b) و (M, a) ساختارِ

ساختارِ آن گاه ،tpM(a) = tpN(b) اگر .١۶٠ نتیجه

M cc
⪰
FF

FF
FF

FF
F;;

⪯

ww
ww
ww
ww
w

(M, a) (N, b)

tpM(a) = tpN(b) = tpM(c) طوری که به است موجود c ∈ M و

و رفت سامانه ی ͷی کنید فرض .b ∈ N و a ∈ M همچنین و باشند L‐ساختار دو N و M کنید فرض .١۶١ لم

آن گاه باشد. آن جزو f۰ : ⟨a⟩M → ⟨b⟩N نگاشت که باشد موجود N و M زیرساختارهای میان ایزومرفیسم های از برگشتͬ

.tpM(a) ≡ tpN(b)

٣۴



همͽن مدل هجدهم، جلسه ی ١٨

پیدا a عنصر بی نهایت آن در که M ≺ N ͷی آن گاه باشد. M در کامل تایپ ͷی p(x) ∈ SM(A) کنید فرض .١۶٢ نکته

.tpN(a/A) = p(x) طوری که به ͬ شوند م

ͷی اگر تنها و اگر tpM(a) = tpM(b) یعنͬ a ≡ b آن گاه .a, b ∈ M و باشد L‐ساختار ͷی M کنید فرض .١۶٣ قضیه

.σ(a) = b طوری که به باشند موجود σ : N → N اتومرفیسم ͷی همراه به M ≺ N مقدمات̞ͬ گسترش

صورت این در .σ(a) = b طوری که به باشند داشته وجود σ : N → N اتومرفیسم و M ≺ N ساختارِ کنید فرض اثبات.

دیͽر قسمت اثبات برای حال .N |= φ(a) ⇐⇒ N |= φ(σ(a)) ⇐⇒ N |= φ(b) داریم: φ(x) فرمولِ هر برای

برای fα : Nα → Nα مقدمات̞ͬ جزئͬ نگاشت های ساختن هدف باشد. M برای شمارشͬ M = (mα)α<λ کنید فرض

و mα ∈ Dom(fα+۱) و Nα۱ ⪯ Nα۲ ،M ⪯ Nα ،fα۱ ⊆ fα۲ آن گاه α۱ < α۲ اگر که به گونه ای است α < λ

فرمول هر برای یعنͬ است جزئͬ مقدماتͬ نگاشت ͷی f۰ : a → b نگاشت که کنید توجه ابتدا .mα ∈ Rang(fα+۱)

حدی مراحل در .M |= φ(a) ⇐⇒ M |= φ(f(a)) ⇐⇒ M |= φ(b) داریم: (tpM(a) = tpM(b) (چون φ(x)

است. مقدماتͬ جزئͬ نگاشت ͷی و است شده ساخته fα : Nα → Nα کنید فرض بͽیرید. را قبلͬ نگاشت های اجتماع

کنید. عمل زیر صورت به f۰ روی از f۱ ساختن برای مثال برای کنید. عمل زیر گونه ی به fα+۱ ساختن برای

که طوری به است t عنصر ͷی کردن پیدا هدف ͬ کنیم. م اضافه دامنه به را m۰ باشد. M از عنصری m۰ کنید فرض

باشیم داشته φ مانند فرمول هر برای که کنیم پیدا گونه ای به را t عنصر ͬ خواهیم م دیͽر بیان به tp(m۰/a) = tp(t/b)

بͽیرید: نظر در را فرمول ها از زیر مجموعه ی .M |= φ(m۰, a) ↔ N |= φ(t, b)

p(x) : {φ(x, b) |M |= φ(m۰, a)}

که ͬ دهیم م نشان مثال برای ͬ شوند. م برآورده M در بالا مجموعه ی در فرمول ها از متناهͬ تعداد هر

M |= ∃x φ۱(x, b) ∧ φ۲(x, b) ∧ φ۳(x, b)

.M |= ∃x φ۱(x, b)∧φ۲(x, b)∧φ۳(x, b) بنابراین a ≡ b و M |= ∃x φ۱(x, a)∧φ۲(x, a)∧φ۳(x, a) چون

p(x) تایپ t طوری که به دارد وجود t عنصر ͷی آن در که M ⪯ N مدل بنابراین است. M روی تایپ ͷی p(x) بنابراین

به .M |= φ(m۰, a) ⇐⇒ N |= φ(t, b) داریم: φ فرمول هر برای یعنͬ m۰a ≡ tb که شود توجه ͬ کند. م برآورده را

ذکر که گونه ای به fαها : Nα → Nα تمامͬ فوق روند ادامه ی با کنید فرض کرد. اضافه برد به را m۰ ͬ توان م مشابه طور

f : N۱ → N۱ نگاشت .f :
∪
Nα = N۱ →

∪
Nα = N۱ یعنͬ f :=

∪
α<λ fα دهید قرار باشند، شده ساخته شد

را روند همین مشابه .mα ∈ Rang(f) و mα ∈ Dom(f) داریم mα ∈ M هر برای که کنید توجه است. مقدماتͬ جزئͬ

با دارند. وجود f۲ : N۲ → N۲ مقدماتͬ جزئͬ نگاشت و N۱ ⪯ N۲ مقدماتͬ گسترش بنابراین دهید. انجام N۱ برای

ͷبه ی ͷی
∪
fn :

∪
Nn →

∪
Nn بنابراین .N۱ ⪯ N۲ ⪯ N۳ ⪯ · · · که طوری به بسازید را (Nk)k∈ω روند این ادامه ی

به دارد وجود σ : N → N مقدماتͬ نگاشت و N ⪰ M مقدماتͬ گسترش آن گاه a ≡ b اگر که کردیم ثابت است. پوشا و

.σ(a) = b که طوری

.c ∈ N و a ≡ b ،a, b ∈ N اگر که است ویژگͬ این دارای شد ساخته قبل قضیه ی در که N مقدماتͬ گسترش .١۶۴ توجه

.ac ≡ bd طوری که به دارد وجود d ∈ N آن گاه
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همراه به N ≻ M مانند مقدماتͬ گسترش ͷی آن گاه tp(a/A) = tp(b/A) و A ⊆ M ،a, b ∈ M اگر قضیه: تعمیم

.σ(a) = b و کند حفظ نقطه وار را A ،σ طوری که به است موجود σ : N → N اتومرفیسم ͷی

دیͽر بیان به σ(A) = A یعنͬ ͬ کند م حفظ مجموعه وار را A ،σ .∀ t ∈ A σ(t) = t یعنͬ ͬ کند م حفظ نقطه وار را A ،σ

.t ∈ A→ σ(t) ∈ A

(آکنده)١٣ اشباع مدل های

است κ‐اشباع مدل ͷی M ͬ گوییم م .M |= T کنید فرض و باشد شمارا زبان ͷی در کامل تئوری ͷی T کنید فرض

پیدا u ∈ M مانند عنصری P (x) ∈ SM
n (A) تایپ هر و |A| < κ طوری که به A ⊆ M پارامترِ مجموعه هر برای هرگاه

هرگاه ͬ نامیم م اشباع را M |= T مدل .M |= φ(u) باشیم داشته φ ∈ P (x) هر برای یعنͬ u |= P (x) طوری که به شود

شود. برآورده M در A متناهͬ مجموعه ی ͷی روی تایپی هر هرگاه ͬ نامیم م ℵ۰‐اشباع را M مدل باشد. |M|‐اشباع

اشباع مدل های وجود نوزدهم، جلسه ی ١٩

اگر |A| < |M| که tp(a/A) = tp(b/A) که دهید نشان .a, b ∈ M و باشد اشباع مدلِ ͷی M کنید فرض .٢۴ تمرین

کند. حفظ نقطه وار را A اعضای σ و σ(a) = b طوری که به باشد موجود σ : M → M اتومرفیسم ͷی اگر تنها و

.M ∼= N آن گاه M ≡ N اگر که دهید نشان باشند. هم اندازه اشباع̧ مدل دو M,N |= T کنید فرض .٢۵ تمرین

حد (در تنها آن گاه باشند). ایزومرف هم با κ اندازه ی از T مدلِ دو هر (یعنͬ باشد κ‐جازم تئوری ͷی T اگر .٢۶ تمرین

است. اشباع ،κ سایز از T مدل یͺریختͬ)

است. موجود M ⪯ N κ‐اشباع مدلِ ͷی که دهید نشان .M |= T کنید فرض .٢٧ تمرین

اشباع مدل های وجود

شود. برآورده M در |A| < κ با p ∈ SM
۱ (A) تایپِ هر اگر تنها و اگر است κM‐اشباع مدلِ .١۶۵ لم

،|A| < κ که p ∈ SM
n+۱(A) اگر که ͬ دهیم م نشان شوند. برآورده M در متغیره n تایپ های کنید فرض اثبات. ایده ی

دهید قرار .(a۱, . . . , an+۱) |= p(x̄) = p(x۱, . . . , xn+۱) طوری که به موجودند a۱, . . . , an+۱ ∈ M عناصر آن گاه

عناصر استقرا فرض بنابر است. متغیر n با p در موجود فرمول های تمام مجموعه ی q یعنͬ q(x۱, . . . , xn) = p|x۱,...,xn
.q(x۱, . . . , xn) = tp(

a۱, . . . , an
A

) یعنͬ ،a۱, . . . , an |= q(x۱, . . . , xn) طوری که به موجودند a۱, . . . , an ∈ M

بͽیرید: نظر در را زیر مجموعه ی

p′(x) = {φ(a۱, . . . , an, x) |φ(x۱, . . . , xn, xn+۱) ∈ p}

است. تایپ ͷی p′(x) ͬ کنیم م ادعا .|A ∪ {a۱, . . . , an}| = |A| با است برابر p′ پارامترهای تعداد

صورت این در و an+۱ |= p′ عنصر استقرا فرض بنابر زیرا است. شده اثبات حͺم آن گاه شود ثابت ادعا این اگر

a۱, . . . , an+۱ |= p.

١٣Saturated
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که ͬ دهیم م نشان .φ۱(a۱, . . . , an, x), φ۲(a۱, . . . , an, x) ∈ p′(x) کنید فرض ͬ پردازیم؛ م ادعا اثبات به حال

M |= ∃x φ۱(a۱, . . . , an, x) ∧ φ۲(a۱, . . . , an, x).

داریم: ͬ شود. م برآورده b۱, . . . , bn, bn+۱ عناصر توسط بالاتر مدلِ ͷی در p(x۱, . . . , xn, xn+۱) شود توجه

b۱, . . . , bn ≡ a۱, . . . , an

یعنͬ tp( bn+۱
b۱, . . . , bn

) = tp(
x

a۱, . . . , an
) طوری که به دارد وجود x مانند عنصری ،M بودن اشباع n‐متغیره به بنا

نتیجه در .N |= ∃x φ۱(b۱, . . . , bn, x) ∧ φ۲(b۱, . . . , bn, x) پس .b۱, . . . , bn+۱ ≡ a۱, . . . , an, x

M |= ∃x φ۱(b۱, . . . , bn, x) ∧ φ۲(b۱, . . . , bn, x).

است. سازگار p′(x) بنابراین

p(x۱, . . . , xn) ∈ SM
n (∅) هرگاه p(x۱, . . . , xn) ∈ Sn(T ) ͬ گوییم م باشد. کامل تئوری ͷی T کنید فرض .١۶۶ تعریف

است) پارامتر بدون تایپ های مجموعه ی Sn(T )) .M |= T (همه ی) ͷی برای

.|SM
n (A)| ⩽ ۲κ آن گاه ،|A| = κ اگر .M |= T و است L شمارای زبان در کامل تئوری ͷی T کنید فرض .١۶٧ توجه

است.) κ ،A در پارامتر با فرمول ها کل (تعداد

است.) ℵ۰ از بعد سایز اولین ℵ۱ از (منظور .ℵ۱ = ۲ℵ۰ پیوستار: فرضیه

باشد. متناهͬ |Sn(T )| اگر تنها و اگر است ℵ۰‐جازم ،T تئوری که دهید نشان .٢٨ تمرین

.|Sn(T )| = ۲ℵ۰ آن گاه ،|Sn(T )| > ℵ۰ اگر .١۶٨ لم

قرار تایپ ناشمارا در که هست φ(x۱, . . . , xn) فرمول ͷی پس است. شمارا فرمول ها تعداد و ناشمارا تایپ ها تعداد اثبات.

دهید قرار ͬ شود. م شمارا تایپ ها تعداد است شمارا فرمول ها تعداد که آن جا از باشد تایپ شمارا در فرمول هر اگر چون دارد.

طوری که به دارد وجود ψ فرمول ͬ کنیم م ادعا .[φ(x۱, . . . , xn)] = {p(x۱, . . . , xn) ∈ Sn(T ) |φ(x۱, . . . , xn) ∈ p}

[φ∧ ψ] یا ψ فرمول هر برای یعنͬ نباشد. چنین که کنید فرض خلف برهان به هستند. ناشمارا دو هر [φ∧¬ψ] و [φ∧ ψ]

بͽیرید: نظر در را زیر مجموعه ی باشند. شمارا [φ ∧ ¬ψ] یا

q(x۱, . . . , xn) = { ψ
↓

متغیر n با

| [φ ∧ ψ] > ℵ۰}

زیرا ψ¬؛ ∈ q یا ψ ∈ q یا ψ هر برای علاوه به و ¬ψ ∈ q آن گاه ،ψ ̸∈ q اگر ψ فرمول هر برای خلف فرض به بنا

[φ] = [φ ∧ ψ] ∪ [φ ∧ ¬ψ].

است. کامل تایپ ͷی q(x۱, . . . , xn) که ͬ دهیم م نشان حال ناشماراست. دیͽری باشد شمارا بالا مجموعه ی دو از ͬͺی اگر

[φ∧(¬ψ۱∨· · ·∨¬ψn)] نتیجه در ¬ψ۱∨· · ·∨¬ψn ∈ q آن گاه ،ψ۱∧. . .∧ψn ̸∈ q اگر .ψ۱, . . . , ψn ∈ q کنید فرض

پس هستند. شمارا آن ها تک تک اینکه با است تناقض این ناشماراست. [φ ∧ ¬ψ۱] ∪ · · · ∪ [φ ∧ ¬ψn] پس ناشماراست

q = {ψ | باشد ناشمارا [φ∧ψ]} آن گاه باشد شمارا [φ∧¬ψ] یا [φ∧ψ] ،ψ فرمول هر برای اگر بنابراین .ψ۱∧· · ·∧ψn ∈ q

این و است شمارا [φ] پس .[φ] =
∪

فرمول ͷی ψ[φ ∧ ψ] =
∪

شمارا [φ∧ψ][φ ∧ ψ] ∪ {q} طرفͬ از است. کامل تایپ ͷی

که کردیم ثابت اینجا تا است. تناقض
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ناشماراست. [φ] طوری که به دارد وجود φ فرمول (١)

هستند. ناشمارا [φ ∧ ¬ψ] و [φ ∧ ψ] دوی هر طوری که به دارد وجود ψ فرمول ͷی حتماً باشد ناشمارا [φ] اگر (٢)

داشت. خواهیم زیر صورت به فرمول ها از درختͬ فوق روند ادامه ی با بنابراین

..

φ ∧ ψ ∧ ¬χ

.

φ ∧ ψ ∧ χ

.

φ ∧ ¬ψ ∧ θ

.

φ ∧ ¬ψ ∧ ¬θ

.

φ ∧ ψ

.

φ ∧ ¬ψ

. φ

است؟ چقدر درخت این در مسیرها تعداد .١۶٩ سوال

..

۰۰۰

.

۰۰۱

.

۰۱۰

.

۰۰۱

.

۰۰

.

۰۱

.

۰

داریم. تایپ ۲ℵ۰ ناسازگارند، هم با متفاوتͬ مسیرهای که آنجا از

نیست. اشباع شمارای مدل دارای T آن گاه ،|Sn(T )| > ℵ۰ اگر .١٧٠ نتیجه

اشباع مدل های پایان بیستم، جلسه ی ٢٠

ℵ۰‐اشباع) و |M | = ℵ۰ ،M |= T ) شماراست اشباع̧ مدل ͷی دارای T آن گاه باشد. کامل تئوری ͷی T اگر .١٧١ قضیه

(n ∈ N هر (برای |Sn(T )| ⩽ ℵ۰ ⇐⇒

قرار اگر بنابراین .|Sn(T )| = ۲ℵ۰ آن گاه ،|Sn(T )| > ℵ۰ اگر که کردیم ثابت زیرا است. شده ثابت قبلا́ (⇐) اثبات.

.|M| ⩾ ۲ℵ۰ باید شوند، برآورده تایپ ها این تمامͬ M در باشد
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Sn(Tها ) تمام در موجود تایپ های تمام از شمارشͬ {Pi(x̄)}i∈ω کنید فرض .|Sn(T )| ⩽ ℵ۰ n هر برای کنید فرض (⇒)

برآورده M۱ در P۰ طوری که به دارد وجود M = M۰ ≺ M۱ شمارای مدلِ ͷی باشد. شمارا M |= T کنید فرض باشد.

Mn+۱ و شود برآورده Mn+۱ در Pn تایپ که بͽیرید طوری M ≺ Mn+۱ |= T و باشد شده ساخته Mn کنید فرض شود.

قرار داشت. خواهیم M۰ ≺ M۱ ≺ M۲ ≺ · · · صورت به مدل ها از مقدماتͬ زنجیری روند این ادامه ی با باشد. شمارا

پارامتر بدون تایپ های تمامͬ ثانیاً شماراست). مدل های از اجتماعͬ (زیرا شماراست M اولا˟ .M =
∪
i∈ωMi دهید

ͬ کنیم م ادعا است. همͽن N که است موجود M ≺ N شمارای مدلِ ͷی که کردیم ثابت قبلا́ ͬ شوند. م برآورده M در

کنید فرض ͬ شود. م برآورده N در P (x) که ͬ دهیم م نشان .P (x) ∈ SN
۱ (ā) کنید فرض است. ℵ۰‐اشباع مدلِ ͷی N

پارامتر بدون تایپ ͷی q) بͽیرید. نظر در را q(x, ȳ) = {φ(x, ȳ) |φ(x, ā) ∈ P (x)} تایپ .P (x) = {φ۱(x, ā), . . .}

Sn(T ) در موجود تایپ های تمامͬ M در که آنجا از است. سازگار q که دهید نشان تمرین عنوان به است). Sn(T ) در

پس .b̄۱ ≡ ā که کنید توجه .(b۰b̄۱ |= q(x, ȳ)) q(x, ȳ) ∈ tp(b۰b̄۱) که طوری به b۰b̄۱ ∈ M عنصر ͬ شود م برآورده

.P = tp(d/ā) بنابراین .b۰b̄۱ ≡ dā که طوری به است موجود d ∈ N عنصر

مجموعه ها نظریه ی

هستند. خوش ترتیب ∈ رابطه ی توسط مجموعه ها

۱,۲, . . . , n, n+۱, . . . , ω۰ = {۰,۱,۲, . . .}, ω۰+۱, ω۰+۲ . . . , ω۰+ω۰, ω۰+ω۰+۱, . . . , ω۱, . . . , ω۲, . . .

است. کاردینال ͷی ωkها و {۱,۲ . . .} از کدام هر

ͷی که طوری به باشد کاردینال کوچͺترین κ هرگاه cof(λ) = κ ͬ گوییم م باشد. اوردینال ͷی λ کنید فرض .١٧٢ تعریف

.∀β ∈ λ ∃α ∈ κ f(α) > β یعنͬ است؛ بی پایان λ در f که است موجود f : κ→ λ تابع

شود.) هم پایان ω با ͬ تواند نم n و است طبیعͬ عدد ͷی n آن گاه ،n < ω (اگر آورید. بدست را cof(ω) .١٧٣ مثال

بͽیرید.) نظر در را f(n) → ℵn که f : ω → ℵω (تابع آورید. بدست را cof(ωω) .١٧۴ مثال

.cof(ℵ۰) = ℵ۰ طوری که به است حدی کاردینال ͷی ℵ۰ .١٧۵ توجه

است). κ از پس کاردینال اولین κ+) .α = κ+ هرگاه ͬ نامیم م تالͬ را α کاردینال .١٧۶ تعریف

cof(κ)؟ = κ طوری که به ͬ شود م پیدا κ مانند دیͽری حدی کاردینال ℵ۰ از غیر آیا .١٧٧ سوال

cof(κ+) = κ+ آن گاه .κ ⩾ ℵ۱ کنید فرض .١٧٨ لم

در f [κ] = {f(α) |α ∈ κ} آن گاه باشد. تابع ͷی f : κ → κ+ کنید فرض .cof(κ+) ̸= κ که دهیم نشان باید اثبات.

.
∪
α∈κ f(α) ∈ κ+ واقع در است. کران دار κ+

|N| ≤ |M|κ طوری که به ͬ شود م پیدا N ≻ M مدلِ ͷی κ > ℵ۰ کاردینال هر برای آن گاه .M |= T کنید فرض .١٧٩ قضیه

باشد. +κ‐اشباع مدلِ ͷی N و
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شوند. برآورده N در |A| ⩽ κ آن در که P ∈ SN
۱ (A) تایپ های تمامͬ باید باشد +κ‐اشباع ،N این که برای اثبات.

روی ١‐تایپ های تمامͬ تعداد .|M|κ با است برابر حداکثر M عضوی κ زیرمجموعه های تمام تعداد .M۰ = M دهید قرار

تایپ ها این تمامͬ از شمارشͬ {Pλ}λ<|M|κ کنید فرض بنابراین است. |M|κ حداکثر M عضوی κ زیرمجموعه های تمامͬ

{Pλ}λ<|M|κ به متعلق تایپ های تمام
∪

|Mα|=|M|Mα در که بسازید گونه ای به را (Mα)α<|M|κ مقدماتͬ زنجیر باشد.

را (Nα)α∈κ+ زنجیر و دهید ادامه را فوق روند .N۰ =
∪

Mα دهید قرار .|
∪

Mα| ⩽ |M|κ بنابراین شوند. برآورده

و A ⊆
∪
α∈κ+ Nα کنید فرض .|

∪
α∈κ+ Nα| ⩽ |M|κ بنابراین است +κ‐اشباع

∪
α∈κ+ Nα که ͬ کنیم م ادعا بسازید.

Nα+۱ در A روی تایپ هر حال .A ⊆ Nα طوری که به ͬ شود م پیدا Nα مدل ͷی ،cof(κ+) > κ که آنجا از .|A| ⩽ κ

ͬ شود. م برآورده

است. موجود κ+ سایز از اشباع مدل ͷی آن گاه κ+ = ۲κ اگر .١٨٠ نتیجه

.(κ هر (برای است موجود κ+ سایز از اشباع مدل های همواره باشد درست پیوستار فرضه ی اگر .١٨١ نتیجه

است. κ کاردینال هر برای κ‐اشباع که دارد کلاسͬ سایز از مدلِ ͷی دارای T آن گاه باشد. کامل T کنید فرض .١٨٢ قضیه

پروژه اثبات.

ͬ شود. م گفته (سترگ)١۴ هیولا مدل ͬ شود، م ساخته قبل قضیه در که مدلͬ به .١٨٣ تعریف

دهید نشان باشد. N روی فرشه فیلتر فرا U کنید فرض .Mi = M .i ∈ ω هر برای و M |= T کنید فرض .٢٩ تمرین

است. ℵ۱‐اشباع مدل ͷی
∏

Mi/U

تعریف پذیر مجموعه های یͺم، و بیست جلسه ی ٢١

‐A مجموعه ی ͷی X ⊆ Mn مجموعه ی ͬ گوییم م .A ⊆ M و باشد L‐ساختار ͷی M کنید فرض .١٨۴ تعریف

و ai ∈ A آن در که باشد موجود φ(x۱, . . . , xn, a۱, . . . , am) فرمول هرگاه است تعریف پذیر

X = {(b۱, . . . , bn) ∈ Mn |M |= φ(b۱, . . . , bn, a۱, . . . , am)}

.X = {b̄ |φ(b̄)} = {(b۱, . . . , bn) |M |= φ(b۱, . . . , bn)} هرگاه است ∅‐تعریف پذیر ،X ͬ گوییم م

(a۱, a۲, a۳ ∈ R کنید (فرض است ,a۱}‐تعریف پذیر a۲, a۳} زیر مجموعه (R,+, ·,۰,۱) ساختار در .١٨۵ مثال

X = {b ∈ R | a۱ + a۲b+ a۳b
۲}

است. ∅‐تعریف پذیر ،X = {b ∈ R | b۲ − ۱ ̸= ۰} مجموعه ی و

ساختار این در همچنین است. تعریف پذیر X = {(a, b) | a ⩽ b} مجموعه ی (R,+, ·,۰,۱) ساختارِ در .١٨۶ مثال

است. تعریف قابل مجموعه ی ͷی X = {(a, b) | a ⩽ b} ⊆ R۲ مجموعه ی یعنͬ است. تعریف ∅‐قابل ترتیب رابطه ی

X = {(x, y) |R |= ∃z x+ z۲ = y}
١۴Monster
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است. تعریف قابل X = {i,−i} مجموعه ی (C,+, ·,۰,۱) ساختار در .١٨٧ مثال

X = {x |C |= x۲ + ۱ = ۰}

{(x, y) | a ⩽ x ⩽ b, f(x) ⩽ y ⩽ g(x)} و {x |R |= f(x) < g(x)} آن گاه ،f, g ∈ R[x] کنید فرض .١٨٨ مثال

هستند. تعریف قابل (R,+, ·) ساختار در

است؟ تعریف قابل طبیعͬ اعداد مجموعه ی (R,+, ·,۰,۱) در آیا .١٨٩ سوال

{(x۱, . . . , xn) | f(x۱, . . . , xn) = ۰, f ∈ C[x۱, . . . , xn]} مجموعه ی ،(C,+, ·,۰,۱) ساختار در .١٩٠ مثال

است. تعریف قابل

است؟ تعریف پذیر X = {(x, y) |x ⩽ y} مجموعه ی ،(Z,+, ·,۰,۱) ساختار در آیا .١٩١ سوال

باشد. کامل مربع چهار حاصل جمع اگر تنها و اگر است مثبت x ∈ Z عدد لاگرانژ:

A = {x |x ⩾ ۰} = {x | ∃a۱, a۲, a۳, a۴ x = a۲۱ + a۲۲ + a۲۳ + a۲۴}

X = {(x, y) | y − x ∈ A} = {(x, y) | ∃a ∈ A y = x+ a}

پس .N |= φ(e, s, t) طوری که به است موجود φ(x) فرمول بͽیرید. نظر در را N = (N,+, ·) ساختارِ .١٩٢ مثال

هستند. تعریف پذیر N محاسبه پذیر زیرمجموعه های

است؟ تعریف قابل (C,+, ·,۰,۱) ساختار در R آیا .١٩٣ سوال

را A که σ : M → M اتومرفیسم هر آن گاه باشد، A‐تعریف پذیر مجموعه ی ͷی X ⊆ Mn کنید فرض .١٩۴ مشاهده

.(σ(X) = {σ(x) |x ∈ X} = X) ͬ کند م حفظ مجموعه وار را X ،(∀a ∈ A σ(a) = a) کند حفظ نقطه وار

اثبات.

x ∈ X ⇐⇒ M |= φ(x, ā)

⇐⇒ M |= φ(σ(x), σ(ā))

⇐⇒ M |= φ(σ(x), ā)

⇐⇒ σ(x) ∈ X

ͷی a + bi → a − bi ضابطه ی با σ : C → C زیرا خیر. است؟ R‐تعریف پذیر مجموعه ی ͷی {i} آیا .١٩۵ سوال

.σ(i) = −i اما ͬ کند م حفظ نقطه وار را R اتومرفیسم این و است اتومرفیسم

است؟ تعریف قابل (C,+, ·,۰,۱) ساختار در R آیا .١٩۶ سوال

مجموعه ی A = {ā} ⊆ C کنید فرض باشد. تعریف پذیر پارامتر متناهͬ تعداد با φ(x, ā) فرمول توسط R کنید فرض

مانند اتومرفیسمͬ .s ̸∈ R و r ∈ R همچنین و باشند جبری مستقل A روی r, s ∈ C کنید فرض و باشد پارامترها

تعریف قابل R نتیجه در و σ(R) ̸= R بنابراین .σ(r) = s و σ(a) = a ،a ∈ A هر برای که دارد وجود σ : C → C

نیست.
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است؟ تعریف قابل F [x] در F آیا باشد. آن چندجمله های حلقه ی F [x] و باشد میدان ͷی F کنید فرض .١٩٧ مثال

F = {x ∈ F [x] | ∃y ∈ F [x] x · y = ۱}

است. تعریف قابل (C,+,−, ·,۰,۱) در C دهید نشان پروژه:

سور حذف دوم، و بیست جلسه ی ٢٢

(رابینسون) است. تعریف قابل ،Z صحیح اعداد مجموعه ی (Q,+, ·,۰,۱) ساختار در .١٩٨ مثال

Z = {x |Q |= φ(x)}

زیرمجموعه ی ͷی X (٣) .|A| < |M| و A ⊆ M (٢) باشد. اشباع ساختار ͷی M (١) کنید فرض .١٩٩ قضیه

را X مجموعه ی کند، حفظ نقطه وار را A مجموعه ی که σ : M → M اتومرفیسم هر (۴) باشد. Mn از تعریف پذیر

است. A‐تعریف پذیر مجموعه ی ͷی X آن گاه کند. حفظ مجموعه وار

هر برای قضیه فرضیات بنابر است. فرمول ͷی «x ∈ X» عبارت باشد، شده تعریف X وقتͬ که کنید توجه ابتدا اثبات.

آن گاه x, y ∈ M اگر دیͽر بیان به ،tp(ā/A) = tp(b̄/A) ⇒ ā ∈ X ↔ b̄ ∈ X که ͬ دانیم م a, b ∈ M∧
LA−فرمول ͷی φ

φ(x) ↔ φ(y) → (x ∈ X ↔ y ∈ X)

Th(M) ∪ {φ(x) ↔ φ(y) | فرمول − LA ͷی φ} ⊢ (x ∈ X ↔ y ∈ X)

طوری که به ͬ شوند م پیدا φ۱, . . . , φn فرمول فشردگͬ به بنا

M |= (φ۱(x) ↔ φ۱(y)) ∧ · · · ∧ (φn(x) ↔ φn(y)) → (x ∈ X ↔ y ∈ X)

پس ،x ∈ Y۱ ↔ φ۱(x) کنید فرض است). شده استفاده اثبات کجای M بودن اشباع شرط کنید بررسͬ تمرین عنوان (به

M |= (x ∈ Y۱ ↔ y ∈ Y۱) ∧ · · · ∧ (x ∈ Yn ↔ y ∈ Yn) → (x ∈ X ↔ y ∈ X)

.(x ∈ Y۱) ∧ (x ̸∈ Y۲) ∧ · · · ∧ (x ∈ Yn) مثال برای بͽیرید. نظر در را Yiها در x ͷی وقوع برای ممͺن حالات تمام

ثابت باشد. آن ها فصل
∨
ψi کنید فرض و نباشند تناقض در x ∈ X با که کنید انتخاب را آن هایی شده یاد حالات بین از

ͬ شود). م واگذار خواننده به تمرین عنوان به ادعا این (اثبات .
∨
ψi(x) ↔ x ∈ X که ͬ شود م

در همزمان طور به که x ∈ M هر کنید فرض .|A| < |M| و A ⊆ M باشد، اشباع مدل ͷی M کنید فرض .٢٠٠ لم

کند: صدق φ(x) فرمول در کند صدق Σ(x) فرمول های

M |= Σ(x) → φ(x).

طوری که به موجودند φ۱, . . . , φn ∈ Σ فرمولِ متناهͬ تعداد صورت این در که دهید نشان

M |= ∀x(φ۱(x) ∧ · · · ∧ φn(x) → φ(x)).
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ساده: توجه و مشاهده چند

است. تعریف پذیر Xc آن گاه باشد، تعریف پذیر X ⊆ Mn اگر ‐

X = {x ∈ M |φ(x)}

Xc = {x ∈ M | ¬φ(x)}

است. تعریف قابل (Mn روی X (تصویر ΠMn(X) آن گاه باشد، تعریف  قابل X ⊆ Mn ×Mm اگر ‐

X = {(x̄, ȳ) |φ(x̄, ȳ)}

ΠMn(X) = {x̄ | ∃ȳφ(x̄, ȳ)}

هستند. تعریف قابل نیز X ∪ Y و X ∩ Y آن گاه باشند، تعریف قابل Y و X اگر ‐

آن گاه باشد. L‐فرمول ͷی φ(x) کنید فرض و M ⊆ N |= T کنید فرض ‐

{x ∈ M |φ(x)} ⊆ {x ∈ N |φ(x)}.

.{x ∈ M |φ(x)} = {x ∈ N |φ(x)} آن گاه باشد متناهͬ {x ∈ M |φ(x)} و M ⪯ N اگر ‐

نیست. برابر R̃ در (۰,۱) بازه ی با R در (۰,۱) بازه ی باشد. R از نااستاندارد توسیع ͷی R̃ اگر ‐

مدل نظریه ی در تئوری ها جبری ͬ های ویژگ

.٢٠١ یادآوری

(R,+, ·,۰,۱) |= ∃x ax۲ + bx+ c = ۰ ↔ b۲ + ۴ac > ۰

(R,+, ·,۰,۱) |= ∀a, b, c
(
∃x ax۲ + bx+ c = ۰ ↔ b۲ + ۴ac > ۰

)
φ(x۱, . . . , xn) فرمولِ هر برای هرگاه دارد، سور حذف یا ͬ کند، م حذف را سورها L زبان در T تئوری ͬ گوییم م .٢٠٢ تعریف

بیان به .T |= ∀x̄(φ(x̄) ↔ ψ(x̄)) طوری که به باشد موجود L زبان در ψ(x۱, . . . , xn) سورِ بدون فرمولِ ͷی L زبان در

شود. تعریف سور بدون فرمول ͷی توسط Mn هر از تعریف پذیر زیرمجموعه ی هر آن گاه M |= T اگر دیͽر

.M ⪯ N آن گاه ،M ⊆ N و M,N |= T و باشد داشته سور حذف T کنید فرض .٢٠٣ مشاهده

طوری که به دارد وجود ψ سورِ بدون فرمولِ ͷی بͽیرید. نظر در را φ(x۱, . . . , xn) دلخواه فرمول ،M ⊆ N کنید فرض

پس .T |= φ(x̄) ↔ ψ(x̄)

M |= φ(a۱, . . . , an) ⇐⇒ M |= ψ(a۱, . . . , an)

⇐⇒ N |= ψ(a۱, . . . , an)

⇐⇒ N |= φ(a۱, . . . , an)
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.M |= T آن گاه N |= T اگر M ⊆ N
زیرساختار

هر برای ⇐⇒ است ∀x̄φ(x̄) اصل بندی دارای T تئوری که دهید نشان .٣٠ تمرین

اگر a, b ∈ M عنصر دو هر و M |= T مدلِ هر برای اگر تنها و اگر ͬ کند م حذف را سورها T تئوری .٢٠۴ قضیه

qftpM(a) = qftpM(b)

است) {ψ |M |= ψ(ā), سور {ψبدون سورِ بدون تایپ qftpM(a) از (منظور .tpM(a) = tpM(b) آن گاه

باشد. دلخواه فرمول ͷی φ(x) کنید فرض اثبات.

T ∪ {ψ(x) ↔ ψ(y) | باشد سور {ψبدون |= (φ(x) ↔ φ(y))

طوری که به (∆ نام (به است موجود Σ از متناهͬ بخش پس است. ناسازگار T ∪ Σ ∪ {¬(φ(x) ↔ φ(y))} بنابراین

T |= ∆ → φ(x) ↔ φ(y)

پس ∆ = {ψ۱, . . . , ψn} کنید فرض

T |= (ψ۱(x) ↔ ψ۱(y)) ∧ · · · ∧ (ψn(x) ↔ ψn(y)) → φ(x) ↔ φ(y)

است. سور بدون فرمول ͷی ترکیب این و است φ با معادل ψiها از ترکیبی قبل اثبات مشابه

دیͽر بیان (به ⟨a⟩M ∼= ⟨b⟩M یعنͬ جبری لحاظ از qftpM(a) = qftpM(b) آن گاه a, b ∈ M کنید فرض .٢٠۵ توجه

است) ایزومورف M در b توسط شده تولید ساختار با M در a توسط شده تولید ساختار

ͬ شود. م واگذار خواننده به تمرین عنوان به اثبات.

ͬ کند. م حذف را سورها باشد داشته را زیر  ͬ ویزگ T تئوری اگر قبل قضیه به بنا بنابراین

ایزومورف b توسط شده تولید ساختار با a توسط شده تولید ساختار اگر ،a, b ∈ M عنصر دو هر و M |= T مدل هر برای

باشند. هم تایپ b و a آن گاه باشد

ͬ کند: م حذف را سورها باشد داشته را زیر ویژگͬ T تئوری اگر .٢٠۶ قضیه

زیرساختاری میان ایزومرفسیم های از Γ برگشتͬ و رفت سامانه ی ͷی آن گاه ⟨a⟩M
f∼= ⟨b⟩M اگر ،a, b ∈ M |= T هر برای

.f ∈ Γ طوری که به باشد موجود M

ͬ شود. م نتیجه tpM(b) با tpM(a) برابری ،qftpM(b) با qftpM(a) برابری از باشد برقرار فوق شرط اگر واقع در اثبات.

⟨a⟩ ∼= ⟨b⟩ اگر M |= T اشباع̧ مدل در اگر تنها و اگر دارد سور حذف T باشد. اشباع مدل دارای T کنید فرض .٢٠٧ توجه

.σ(a) = b طوری که به شود پیدا σ : M → M اتومرفیسم ͷی آن گاه

۴۴



سور حذف ادامه ی سوم، و بیست جلسه ی ٢٣

حداقل دارای یا است متناهͬ یا X ⊆ M تعریف پذیر مجموعه ی زیر هر آن گاه باشد، κ‐اشباع مدل ͷی M اگر .٣١ تمرین

است. عنصر κ

باشد (x, ā) به صورت فرمول ها از مجموعه ͷی p(x) اگر یعنͬ است κ‐اشباع مدل ͷی M که شود توجه ابتدا تمرین. حل

حال .∃a ∈ M p(x) = tpM( a
A
) آن گاه شود، برآورده M در آن ها از متناهͬ تعداد هر و |A| < κ ،ā ∈ A ⊆ M که

و است نامتناهͬ که باشد X = {x ∈ M |M |= φ(x)} صورت به تعریف پذیر مجموعه ͷی X ⊆ M کنید فرض

بͽیرید. نظر در را فرمول ها از زیر مجموعه ی حال X = (ai) i∈λ
λ<κ

کنید فرض .|X| < κ

p(x) = {φ(x)} ∪ {x ̸= ai}i∈λ

ͬ شود. م برآورده a مانند عضوی توسط M در p(x) بنابراین ͬ شود. م برآورده M در متناهیاً p(x) فرمول های مجموعه ی

است. تناقض این و a ̸∈ X و a ∈ X

سور حذف ادامه ی

⟨a⟩M ∼= ⟨b⟩M ⇐⇒ qftpM(a) = qftpM(b) .٢٠٨ نکته

بتوان c ̸∈ ⟨ā⟩ به طوری که c ∈ M هر برای که کنید فرض هم چنین .⟨a⟩M ∼= ⟨b⟩M و ā, b̄ ∈ M کنید فرض .٢٠٩ توجه

(چرا؟) است. سور حذف دارای T آن گاه ،⟨ā, c⟩ ∼= ⟨b̄, d⟩ به طوری که کرد پیدا d ∈ M عنصر ͷی

به طوری که شود پیدا d عنصر دلخواه c هر برای و (a
qftp
≡ b) qftp(a) = qftp(b) از ͬ خواهیم م دیͽر بیان به

.(ac
qftp
≡ bd) qftp(c/a) = qftp(d/b)

شرایط تضعیف

که شود پیدا d ∈ M عنصر ͷی φi(x, a) ∈ qftp(c/a) ،φ۱, . . . , φn فرمول متناهͬ تعداد هر و c ∈ M هر برای

داشته جواب


ψ۱(x, a)
...

ψn(x, a)

دستگاه که این شرط به ،


ψ۱(x, b)
...

ψn(x, b)

معادلات دستگاه هر دیͽر بیان به .M |=
∧
φi(d, b)

باشد. داشته جواب باشد،

سور بدون فرمول هر و A ⊆ M ∩ N هر ،M,N |= T هر برای هرگاه ͬ کند م حدف را سورها T تئوری .٢١٠ نتیجه

.M |= ∃xφ(x, ā) ⇐⇒ N |= ∃xφ(x, ā) باشیم: داشته ā ∈ A پارامتر با φ(x, ā)

M

AA
AA

AA
AA

N

~~
~~
~~
~~

A

دارد. سور حذف تصادفͬ گراف های تئوری .٣٢ تمرین
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جبری بسته ی میدان های در سور حذف چهارم، و بیست جلسه ی ٢۴

و اگر است سور بدون معادل دارای تئوری  به نسبت φ(x̄) فرمول که دهید نشان باشد. تئوری ͷی T کنید فرض .٣٣ تمرین

باشیم داشته ā ∈ A چندتایی هر و A ⊆ M,N زیرساختار هر و M,N |= T مدلِ دو هر برای اگر تنها

M |= φ(ā) ⇐⇒ N |= φ(ā)

.T |= ∀x̄ (φ(x̄) ↔ ψ(x̄)) یعنͬ باشد معادل ψ(x̄) سورِ بدون فرمول با T به نسبت φ(x̄) فرمول کنید فرض راهنمایی:

M |= φ(ā) ⇐⇒ M |= ψ(ā) ⇐⇒ A |= ψ(ā) ⇐⇒ N |= ψ(ā) ⇐⇒ N |= φ(x̄)

qftpM(a) = qftpM(b) اگر ،a, b ∈ M ،M |= T هر برای شده داده فرض با که دهید نشان دیͽر قسمت اثبات برای

.M |= φ(a) ⇐⇒ φ(b) آن گاه

A ⊆
زیرساختار

M |= T اگر (یعنͬ باشد. «زیرساختار کامل» اگر تنها و اگر است حذف سور دارای T تئوری (تمرین). ٢١١ قضیه

باشد) کامل تئوری ͷی LA زبان در Diag(A) ∪ T آن گاه

سور بدون معادل دارای (R,+, ·,۰,۱) کامل تئوری در φ(x, y) : ∃z x + z۲ = y فرمول که دهید نشان .٣۴ تمرین

a, b ∈ A و N |= th(R,+, ·,۰,۱) ،M |= th(R,+, ·,۰,۱) راهنمایی: نیست.

M |= a < b

KK
KK

KK
KK

KK
N |= a > b

tt
tt
tt
tt
tt

A

نیست. سور بدون معادل دارای زیر فرمول (Z,+,۰) کامل تئوری در که دهید نشان .٣۵ تمرین

φ(x)
↓

است زوج x

: ∃y y + y = x

زوج a

DD
DD

DD
DD

a فرد

{{
{{
{{
{{

a

آن گاه باشد تعریف قابل (R,+, ·,۰,۱, <) ساختار در X ⊆ Rn اگر .٣۶ تمرین

است. تعریف قابل نیز (X ͷتوپولوژی (بستار X̄ .١

است. تعریف قابل X مرزی نقاط مجموعه ی .٢

ͬ کند. م حذف را سورها ACF۰ تئوری .٢١٢ قضیه

.C |= ∃xx۲ + ۱ = ۰ ↔ x = x︸ ︷︷ ︸
سور بدون

مثال برای
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.c ∈ M \M۰ کنید فرض M۰ = ⟨a⟩ ∼= ⟨b⟩ = N۰ و b ∈ N ،a ∈ M ،M,N |= ACF۰ کنید فرض اثبات.

M۰ ͬ کنیم م فرض کلیت از کاستن بدون که شود توجه .⟨M۰, c⟩ ∼= ⟨N۰, d⟩ طوری که به d ∈ N \N۰ کردن پیدا هدف

کنید فرض است. M۰ در ضرایب با چندجمله ای ͷی ریشه ی c آن گاه باشد. جبری M۰ روی c اگر هستند. میدان N۰ و

جبری بسته ی N که آن جا از طرفͬ از .⟨M۰, c⟩ ∼=
M۰[x]

⟨f(x)⟩
صورت این در باشد. c ͬ نیمال م چندجمله ای f(x) ∈ M۰[x]

پس است. d مانند ریشه ای دارای نیز N در f چندجمله ای تصویرِ است

(N۰, d) ∼=
N۰[x]

⟨f(x)⟩
∼=

M۰[x]

⟨f(x)⟩
∼= (M۰, c).

پیدا به گونه ای d عنصر است کافͬ .⟨M۰, c⟩ = M۰(X)
q

{ f(x)
g(x)

| f,g∈M۰[X]}

این صورت در باشد. متعالͬ M۰ روی c کنید فرض حال

چندجمله ای هر ریشه های تعداد آن جاکه از کند. صدق آن در هم d کند صدق آن در که c که معادله ای متناهͬ تعداد هر که شود

ͬ شود. م پیدا d است، متناهͬ جبری بسته ی میدان ͷی در

است. صحیح حوزه ی ͷی N که دهید نشان آن گاه N ⊆
زیرساختار

M و باشد میدان ͷی M اگر .٣٧ تمرین

(a, b ∈ N, a · b = ۰ → a = ۰ ∨ b = ۰)

است. صحیح حوزه های تئوری دقیقاً T∀ دهید نشان باشد. میدان ها تئوری T کنید فرض .٣٨ تمرین

∃N M ⊆
زیرساختار

N |= T اگر تنها و اگر M |= T∀ .٣٩ تمرین

ͬ کند. م حذف را سورها (ACFp مشابهاً (و ACF0 .٢١٣ نتیجه

مدل نظریه و مقدماتͬ جبری هندسه ی

را I ⊆ K زیرمجموعه ی ((Z,+, ·,۰,۱) مثال ندارند ضربی وارون لزوماً (عناصر باشد یͺدار حلقه ی ͷی K کنید فرض

معادلا˟ .∀r۱, r۲ ∈ K ∀i۱, i۲ ∈ I r۱i۱ + r۲i۲ ∈ I هرگاه ͬ نامیم م ایده آل ͷی

باشد. (K,+) از زیرگروه ͷی (I,+) یعنͬ ،۰ ∈ I و ∀x, y ∈ I x+ y ∈ I .١

.∀r ∈ K ∀x ∈ I r · x ∈ I .٢

است زیر به صورت K در ضرایب با چندجمله ای های حلقه ی باشد، میدان ͷی K اگر

K[x] = {a۰ + a۱x+ a۲x
۲ + · · ·+ anx

n | ai ∈ K, n ∈ N}

ͬ شوند. م تعریف K[x۱][x۲, . . .] به صورت K[x۱, . . . , xn] مشابه به طور

زیرمجموعه هر به .V (S) = {ā ∈ Kn | ∀f ∈ S(f(ā) = ۰)} کنید تعریف .S ⊆ K[x۱, . . . , xn] کنید فرض

ͬ شود. م گفته ١۵ͬͺزاریس بسته ی مجموعه ی ͷی X = V (S) به صورت

است. ͬͺزاریس بسته ی {(x, y) ∈ K۲ | y = x۲} .٢١۴ مثال

.I(A) = {f(x̄) ∈ K[x̄] | ∀ā ∈ A f(ā) = ۰} کنید تعریف باشد. دلخواه مجموعه ی ͷی A ⊆ Kn کنید فرض

است. ایده آل ͷی I(A) که دهید نشان .۴٠ تمرین
١۵Zariski closed
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نوتری حلقه های و ͬͺزاریس بسته ی مجموعه های پنجم، و بیست جلسه ی ٢۵

آن گاه fn(x) ∈ I(x) اگر (یعنͬ است. K[x̄] در رادیͺال ایده آلِ ͷی I(X) ،X مجموعه ی هر برای .٢١۵ مشاهده

.(f(x) ∈ I

.V (I(X)) = X آن گاه باشد، ͬͺزاریس بسته ی X اگر .٢١۶ لم

فرض .V (I(X)) ⊇ X همواره که شود توجه .S ⊆ K[x̄] که X = V (S) آن گاه باشد، ͬͺزاریس بسته ی X اگر اثبات.

چندجمله ای یعنͬ .f(x) ̸= ۰ طوری که به است موجود f ∈ S چندجمله ای آن گاه .u ̸∈ V (S) یعنͬ ،u ̸∈ X کنید

.u ̸∈ V (I(X)) پس .f(u) ̸= ۰ طوری که به است موجود f ∈ I(X)

است. ͬͺزاریس بسته ی X ∪ Y آن گاه باشند، ͬͺزاریس بسته ی Y و X اگر .٢١٧ لم

شود توجه ابتدا .X ∪ Y = V (I(X) ∩ I(Y )) ͬ دهیم م نشان .Y = V (I(Y )) و X = V (I(X)) کنید فرض اثبات.

که گرفت نتیجه ͬ توان م مشابه طور به .V (I(X) ∩ I(Y )) ⊇ V (I(X)) = X بنابراین .I(X) ∩ I(Y ) ⊆ I(X) که

کنید فرض حال .X ∪ Y ⊆ V (I(X) ∩ I(Y )) پس .V (I(X) ∩ I(Y )) ⊇ V (I(Y )) = Y

و f(u) ̸= ۰ طوری که به هستند موجود g ∈ I(Y ) و f ∈ I(X) پس .u ̸∈ X ∪ Y = V (I(X)) ∪ V (I(Y ))

.u ̸∈ V (I(X) ∩ I(Y )) یعنͬ .f · g ∈ I(X) ∩ I(Y ) طرفͬ از .g(u) ̸= ۰

است. ͬͺزاریس بسته ی نیز X ∩ Y آن گاه باشند، ͬͺزاریس بسته ی Y و X اگر .٢١٨ لم

که ،X ∩ Y = V (I(X) + I(Y )) ͬ دهیم م نشان .Y = V (I(Y )) و X = V (I(X)) کنید فرض اثبات.

I(X) + I(Y ) = {f + g | f ∈ I(X), g ∈ I(Y )}.

ͬ توان م مشابه طور به .X = V (I(X)) ⊇ V (I(X) + I(Y )) پس I(X) ⊆ I(X) + I(Y ) که شود ملاحظه ابتدا

f ∈ I(X) آن گاه .u ̸∈ V (I(X) + I(Y )) کنید فرض حال .Y = V (I(Y )) ⊇ V (I(X) + I(Y )) که گرفت نتیجه

g(u) = ۰ و f(u) = ۰ آن گاه ،u ∈ V (I(X))∩ V (I(Y )) اگر .(f + g)(u) ̸= ۰ طوری که به موجودند g ∈ I(Y ) و

(f + g)(u) = ۰ پس

نباشد. موجود ایده آل ها از I۱ ⊆ I۲ ⊆ · · · نامتناه̞ͬ زنجیر هیچ هرگاه ͬ نامیم م نوتری١۶ را R حلقه ی .٢١٩ تعریف

است. نوتری K آن گاه باشد، میدان K اگر .٢٢٠ مشاهده

باشد. شده تولید متناهیاً R در ایده آل هر ⇐⇒ است نوتری R .۴١ تمرین

است) نوتری R[x۱, . . . , xn] (پس است. نوتری نیز R[x] آن گاه باشد، نوتری حلقه ی ͷی R اگر .٢٢١ قضیه

باشد. درجه حداقل دارای f۰ ∈ I کنید فرض نباشد. شده تولید متناهیاً R[x] در I ایده آل کنید فرض اثبات.

deg f۰ = n۰

f۰ = a۰x
n۰ + . . .

١۶Noetherian
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باشد. درجه حداقل دارای f۱ ∈ I − ⟨f۰⟩ کنید فرض .I ̸= ⟨f۰⟩ نیست شده تولید متناهیاً I که آنجا از

deg f۱ = n۱

f۱ = a۱x
n۱ + . . .

باشد. درجه حداقل دارای f۲ ∈ I − ⟨f۰, f۱⟩ کنید فرض پس .I ̸= ⟨f۰, f۱⟩ ترتیب همین به

deg fi = ni

fi = aix
ni

داریم. را زیر زنجیر R حلقه ی در طرفͬ از

⟨a۰⟩ ⊆ ⟨a۰, a۱⟩ ⊆ ⟨a۰, a۱, a۲⟩ ⊆ · · ·

ak+۱ = r۰a۰+ · · ·+rkak بایستد. مرحله k از پس بالا زنجیر کنید فرض است. ایستا بالا زنجیر است Rنوتری که آنجا از

که آنجا از

f۰ = a۰x
n۰ + · · ·

f۱ = a۱x
n۱ + · · ·

f۲ = a۲x
n۲ + · · ·

...

fk = akx
nk + · · ·

fk+۱ = ak+۱x
nk + · · ·

بͽیرید. نظر در را زیر چندجمله ای

h(x) = r۰f۰x
nk+۱−n۰ + r۱f۱x

nk+۱−n۱ + · · ·+ rkfkx
nk+۱−nk︸ ︷︷ ︸

(∗)

−fk+۱

طرفͬ از است. I − ⟨f۰ . . . , fk⟩ در درجه حداقل با چندجمله ای fk+۱ و degh(x) < nk+۱ = deg fk+۱ که شود توجه

.h− (∗) = fk+۱ ∈ ⟨f۰, . . . , fk⟩ آن گاه h ∈ ⟨f۰, . . . , fk⟩ اگر زیرا .h ∈ I − ⟨f۰, . . . , fk⟩

شود. تولید عنصر ͷی توسط تنها R[x] در ایده آل هر باشد میدان R اگر .٢٢٢ نتیجه

شوالͬ قضیه ی اثبات و ساخته شدنͬ مجموعه های ششم، و بیست جلسه ی ٢۶

نیز R[x۱, . . . , xn] که شود مͬ ثابت استقرا با و است نوتری R[x] آن گاه باشد، نوتری حلقه ی ͷی R اگر .٢٢٣ یادآوری

است. نوتری
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است. نوتری حلقه ی ͷی K[x۱, . . . , xn] آن گاه باشد، میدان ͷی K اگر .٢٢۴ نتیجه

صورت این غیر در زیرا ندارد. وجود ͬͺزاریس بسته ی مجموعه های از X۱ ' X۲ ' · · · نزول̞ͬ زنجیر هیچ .٢٢۵ مشاهده

ͬ کند. م نقض را K[x۱, . . . , xn] بودنِ نوتری این و ͬ شود م تولید I(X۱) ⊆ I(X۲) ⊆ · · · ایستای غیر زنجیر ͷی

است. ͬͺزاریس بسته ی ͬͺزاریس بسته ی مجموعه ی تعداد هر اشتراک .٢٢۶ لم

بͽیرید. نظر در را زیر زنجیر باشند ͬͺزاریس بسته های (Xi)i∈N کنید فرض اثبات.

X۱ ⊇ X۱ ∩X۲ ⊇ X۱ ∩X۲ ∩X۳ ⊇ · · ·

ͬ شود. م برابر آن ها از متناهͬ اشتراک ͷی با ͬͺزاریس بسته ی مجموعه های از نامتناهͬ اشتراک هر پس

هستند. Kn روی توپولوژی ͷی بسته ی مجموعه های ،ͬͺزاریس بسته ی مجموعه های

هستند. ͬͺزاریس بسته ی Kn و ∅ .١

است. ͬͺزاریس بسته ی ،ͬͺزاریس بسته ی مجموعه  های از متناهͬ تعدادی اجتماع .٢

است. ͬͺزاریس بسته ی ͬͺزاریس بسته ی مجموعه ی تعداد هر اشتراک .٣

است، K[x۱, . . . , xn] در ایده آل ͷی I(X) که آنجا از باشد. ͬͺزاریس بسته ی X = V (I(X)) کنید فرض .٢٢٧ توجه

.X = V (f۱, . . . , fn) بنابراین .I(X) = ⟨f۱, . . . , fn⟩ است: شده تولید متناهیاً ایده آل این

با (احیاناً سور بدون فرمول ͷی توسط X ⊆ Kn کنید فرض باشد. جبری بسته ی میدان ͷی K کنید فرض .٢٢٨ مشاهده

است. ͬͺزاریس بسته ی مجموعه های از متناهͬ بولͬ ترکیب X آن گاه باشد. شده تعریف پارامتر)

باشد. ͬͺزاریس بسته ی مجموعه های از بولͬ ترکیب هرگاه ͬ نامیم م ساخته شدن١٧ͬ را X ⊆ Kn مجموعه ی .٢٢٩ تعریف

تعریف سور بدون فرمولِ ͷی با X آن گاه باشد. پارامتر با تعریف پذیر مجموعه ی ͷی X ⊆ Kn کنید فرض .٢٣٠ مشاهده

است. ساخته شدنͬ پس ͬ شود، م

است. ساخته شدنͬ Kn روی X تصویر آن گاه باشد، ساخته شدنͬ مجموعه ی ͷی X ⊆ Kn ×Km اگر .٢٣١ نتیجه

است: شده تعریف Kn+m در φ(x̄, ȳ) فرمول ͷی توسط X آن گاه باشد، ساخته شدنͬ X ⊆ Kn ×Km اگر اثبات.

X = {(x̄, ȳ) |K |= φ(x̄, ȳ)}

مجموعه ی ͷی ΠKn(X) پس ͬ شود. م تعریف ΠKn(X) = {x̄ | ∃ȳφ(x̄, ȳ)} فرمول توسط Kn روی X تصویر

است. ساخته شدنͬ نتیجه در شود مͬ تعریف سور بدون پس است تعریف پذیر

f(X) آن گاه باشد چندجمله ای نگاشت ͷی f : Kn → Km و باشد ساخته شدنͬ X ⊆ Kn اگر ١٨ (شوالͬ). ٢٣٢ قضیه

است. ساخته شدنͬ
١٧Constructible
١٨Chevalley
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جبر بر مروری

I = I۱ ∩ I۲ طوری که به نشوند پیدا I۲ ̸= I و I۱ ̸= I ایده آلهای هرگاه نامیم تحویل ناپذیر را I ایده آل .٢٣٣ تعریف

Iiها طوری که به I = I۱ ∩ I۲ ∩ · · · ∩ In آن گاه باشد R از ایده آل ͷی I و باشد نوتری حلقه ی ͷی R اگر .٢٣۴ لم

هستند. تحویل ناپذیر

روند اگر .I = I۳ ∩ I۴ ∩ I۲ آن گاه I۱ = I۳ ∩ I۴ کنید فرض .I = I۱ ∩ I۲ آن گاه باشد تحویل پذیر I کنید فرض اثبات.

رسیم. مͬ ایده آل ها از صعودی زنجیر ͷی به یابد ادامه فوق

ͷی R
I

⇐⇒ ∀a, b ∈ R (a · b ∈ I → a ∈ I ∨ b ∈ I) ⇐⇒ است اول I ⊆ R ایده آل الف) .٢٣۵ یادآوری

باشد. صحیح حوزه ی

باشد داشته وجود n ∈ N آن گاه ،a ̸∈ I و a · b ∈ I باشیم داشته a, b ∈ R هر برای اگر هرگاه است اولیه I ایده آل ب)

.∀a, b ∈ R a · b ∈ I ∧ a ̸∈ I ⇒ b ∈
√
I دیͽر بیان به .bn ∈ I که

است. اولیه تحویل ناپذیر، ایده آل هر باشد. نوتری R اگر .٢٣۶ لم

.a ̸= ۰ و ab = ۰ کنید فرض است. اولیه (۰) آن گاه باشد، تحویل ناپذیر (۰) ایده آل اگر که ͬ کنیم م ثابت ابتدا اثبات.

که کنید توجه .Ann(b) = {x |xb = ۰} دهید قرار .bn = ۰ که طوری به دارد وجود n ∈ N ͬ دهیم م نشان

Ann(b) ⊆ Ann(b۲) ⊆ Ann(b۳) ⊆ · · ·

یعنͬ ͬ شود؛ م متوقف بالا زنجیر است نوتری R که آن جا از خواننده). عهده ی به (اثبات است ایده آل ͷی Ann(t) شود توجه

این صورت در .∀x
(
xbn+۱ = ۰ ⇐⇒ xbn = ۰

)
دیͽر بیان به .Ann(bn+۱) = Ann(bn) که دارد وجود n ∈ N

.(۰) = (a) ∩ (bn)

x ∈ (a) ∩ (bn) ⇒ x = ya = tbn

⇒ xb = yab = tbn+۱ = ۰

⇒ tbn = ۰ ⇒ x = ۰.

اگر صفر ایده آل R
I

حلقه ی در بͽیرید. نظر در را R
I

حلقه ی باشد. دلخواه تحویل ناپذیر ایده آل ͷی I کنید فرض اکنون

نیست. اولیه R
I

در صفر ایده آل آن گاه نباشد، اولیه اگر است. اولیه باشد تحویل ناپذیر

است. نوتری نیز R
I

باشد، نوتری R اگر .۴٢ تمرین

است. اولیه تجزیه ی ͷی دارای I ایده آل هر آن گاه باشد، نوتری R اگر .٢٣٧ نتیجه

به صورت یͺتا اول تجزیه ی ͷی دارای I آن گاه باشد. R نوتری حلقه ی در رادیͺال ایده آل ͷی I کنید فرض .٢٣٨ قضیه

({q۱, . . . , qn} = {p۱, . . . pn} و n = m آن گاه I = q۱∩· · ·∩qm اگر است معنͬ این به (یͺتا است. I = p۱∩· · ·∩pn
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است. اول
√
J آن گاه باشد اولیه ایده آل ͷی J اگر ثانیاً .I = I۱ ∩ · · · ∩ In اولیه ی تجزیه ی دارای I اولا˟ اثبات.

ab ∈
√
J, a ̸∈

√
J ⇒ anbn ∈ J, an ̸∈ J ⇒ bn ∈ J ⇒ b ∈

√
J

.I = p۱∩· · ·∩pn = q۱∩· · ·∩qm کنید فرض ͬ پردازیم؛ م یͺتایی اثبات به اکنون .I =
√
I =

√
I۱∩· · ·∩

√
In ثالثاً

نباشد. qiها از هیچ کدام شامل p۱ کنید فرض qiهاست. از ͬͺی حداقل شامل pi هر کنیم ثابت است کافͬ

x۱ ∈ q۱ − p۱

x۲ ∈ q۲ − p۱

...

xm ∈ qm − p۱

x۱x۲ · · · xm ∈
∩

qi

هستند. p۱ در xiها از ͬͺی حداقل پس .x۱ · · · xm ∈ p۱ بنابراین

ریشه ها قضیه ی اثبات هفتم، و بیست جلسه ی ٢٧

(زیرساختار)، M ⊆ N ،M,N |= T اگر یعنͬ است. مدل کامل١٩ T آن گاه کند، حذف را سورها T تئوری اگر .٢٣٩ توجه

آن گاه .a۱, . . . , an ∈M و باشد دلخواه فرمول ͷی φ(x۱, . . . , xn)

M |= φ(a۱, . . . , an) ⇔ N |= φ(a۱, . . . , an).

مقدماتͬ). (زیرساختار M ⪯ N آن گاه ،M ⊆ N و M,N |= T اگر آن گاه کند. حذف را سورها T اگر دیͽر بیان به

به طوری که است موجود ψ(x۱, . . . , xn) سور بدون فرمول باشد. دلخواه فرمول ͷی φ(x۱, . . . , xn) کنید فرض اثبات.

T |= ∀x۱, . . . , xn φ(x۱, . . . , xn) ↔ ψ(x۱, . . . , xn)

ͷی ψ(x۱, . . . , xn) چون .N |= φ(a۱, . . . , an) ↔ ψ(a۱, . . . , an) آن گاه a۱, . . . , an ∈ M کنید فرض بنابراین

.M |= φ(a۱, . . . , an) ⇔ N |= φ(a۱, . . . , an) داریم: است سور بدون فرمول

ریشه ها. قضیه اثبات برای نیاز مورد جبری مفاهیم̧ بر مروری

اگر ͬ شود. م تعریف R
I
= {r + I | r ∈ R} به صورت R

I
حلقه ی .R از ایده آل ͷی I و باشد حلقه ͷی R کنید فرض

است. صحیح حوزه ی ͷی R
I

باشد، اول ایده آل ͷی I

(a+ I)(b+ I) = ۰ ⇐⇒ ab+ I = ۰

⇐⇒ ab ∈ I ⇐⇒
Iاول

(a ∈ I) ∨ (b ∈ I)

⇐⇒ (a+ I = ۰) ∨ (b+ I = ۰)

١٩Model-complete
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صحیح حوزه ی ͷی D اگر .f(a+ I) = f(a) + I آن گاه باشد، چندجمله ای ͷی f(x) ∈ R[x] کنید فرض .٢۴٠ توجه

است. D شامل میدان کوچͺترین F است. F = {m
n
|m,n ∈ D} به صورت D کسرهای میدان باشد،

آن گاه .I ⊆ J طوری که به باشند K[x۱, . . . , xn] در ایده آل دو J و I جبری، بسته میدان ͷی K کنید فرض .٢۴١ یادآوری

.V (I) ⊇ V (J)

.V (I) ⫌ V (J) آن گاه ،I & J طوری که به باشند رادیͺال ایده آل دو J و I اگر .٢۴٢ لم

اول تجزیه ی قضیه ی به بنا طرفͬ از I = ⟨h۱, . . . , hm⟩ است، نوتری حلقه ی ͷی K[x۱, . . . , xn] که آنجا از اثبات.

a۱, . . . , an عناصر که ͬ دهیم م نشان .g ∈ J − I کنید فرض هستند. اول ایده آل هایی piها که I = p۱ ∩ . . . ∩ pk

.a۱, . . . , an ∈ V (I) − V (J) یعنͬ .g(a۱, . . . , an) ̸= ۰ و hi(a۱, . . . , an) = ۰ ،۱ ⩽ i ⩽ m برای موجودند که

چون بͽیرید. نظر در را K[x۱,...,xn]
p۱

صحیح دامنه ی .g ∈ J − p۱ که کنید فرض ،g ∈ J − I که آنجا از

و hi(x۱ + p۱, x۲ + p۱, . . . , xn + p۱) = hi(x۱, . . . , xn) + p۱

hi(x۱, . . . , xn) + p۱ = ۰ ⇐⇒ hi(x۱, . . . , xn) ∈ p۱.

چون طرفͬ از .K[x۱,...,xn]
p۱

|=
∧m
i=۱ hi(x۱ + p۱, x۲ + p۱, . . . , xn + p۱) = ۰ پس ،hi ∈ I ⊆ p۱ همچنین و

بنابراین .K[x۱,...,xn]
p۱

|= g(x۱ + p۱, . . . , xn + p۱) ̸= ۰ پس ،g(x۱, . . . , xn) ̸∈ p۱

K[x۱, . . . , xn]

p۱
|= ∃u۱, . . . , un g(u۱, . . . , un) ̸= ۰ ∧

m∧
i=۱

hi(u۱, . . . , un) = ۰.

صورت این در باشد. K[x۱,...,xn]
p۱

کسرهای میدان جبری بستار F۱ کنید فرض حال

K ⊆ K[x۱, . . . , xn]

p۱
⊆ کسرها میدان ⊆ F۱.

بنابراین .K ⊆ F۱ و K,F۱ |= ACF۰ پس

F۱ |= ∃u۱, . . . , un g(u۱, . . . , un) ̸= ۰ ∧
m∧
i=۱

hi(u۱, . . . , un) = ۰.

.K |= ∃u۱, . . . , un g(u۱, . . . , un) ̸= ۰ ∧
∧m
i=۱ hi(u۱, . . . , un) = ۰ نتیجه در

V (I) ̸= V (J) آن گاه ،I ̸= J که باشند رادیͺال ایده آل دو J و I اگر .٢۴٣ نتیجه

V (I) ̸= V (J) پس .V (I∩J) = V (I)∪V (J) ̸= V (I) نتیجه در و I∩J ̸= I آن گاه ،I ̸= J کنید فرض اثبات.

.V (I) = V (J) ⇐⇒ I = J آن گاه باشند، رادیͺال ایده آل دو J و I اگر .٢۴۴ نتیجه

.I(V (I)) = I آن گاه باشد، رادیͺال ایده آل ͷی I اگر .٢۴۵ نتیجه

باشد، ͬͺزاریس بسته ی X اگر طرفͬ از .V (J) = V (I(V (I))) ̸= V (I) پس ،I(V (I)) = J ̸= I کنید فرض اثبات.

.V (I(V (I))) = V (I) بنابراین .V (I(X)) = X آن گاه
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