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مقدمه ١

این در اولیه قضایای است. بوده ریاضͬ موضوعه ای اصول پایه های تحͺیم مسئول بیستم قرن اوایل ریاض̞ͬ منطق

تئور ی ای هر و نیست تصمیم پذیر طبیعͬ اعداد کامل تئوری ͬ گویند: م حساب ͬ های) (ناکامل بدرفتاریها از همه راستا

معروفند. ناتمامیت قضایای به قضایا، این (گودل). نیست کامل شود نوشته حساب برای الͽوریتم با که

پیدایش به منجر منطق، در تمامیت قضیه ی نیست. بدرفتاری ها دادن نشان برای تنها ریاضیات، در منطق تجلͬ اما

استفاده با ͷتوپولوژی و اعدادی نظریه ی جبری، ساختارهای در را ریاضͬ خوش رفتاری های که ͬ شود م مدل نظریه ی

ͬ دهد. م نشان منطقͬ قوی بیانهای از

مانند بدرفتار پدیده های آنها در که ͬ کند م ارائه ریاضͬ تئوریهای برای دسته بندی ͷی مدل نظریه ی واقع در

دیͽری دسته های در مشترک ͬ های ویژگ حسب بر نیز پدیده ها سایر و دسته اند ͷی در مجموعه ها نظریه ی و حساب

مجموعه های و جبری چندگوناهای ریاضیات مانند خوش رفتاری ریاضیات حاوی دسته ها این از ͬͺی ͬ گیرند. م قرار

ترتیبی کمینه ی تئوری های به پرداختن خاص طور به و دسته، این به پرداختن سخنرانͬ این از هدف است. شبه جبری

دن ون ͬ کشد. م تصویر به منطقͬ قالبی در را اعداد نظریه ی و توپولوژی و جبری هندسه ی ͬ های زیبائ که است

عنوان تحت کتابی در و ͬ داند م ͷگروتندی نظر مورد رام̧ توپولوژی برای مناسبی کاندیدای را ترتیبی کمینگͬ دریز،

ͬ پردازد. م گفته این توجیه به ١ رام» «توپولوژی

را آن از طعمͬ تا کوشیده ام تنها من و نیست ساده ای کار یͷ ساعته سخنرانͬ ͷی در تنها ترتیبی کمینگͬ معرفͬ

هستند، عمیق پرداختن نیازمند است شده اشاره بدانها سخنرانͬ این در که موضوعاتͬ از ͷی هر بچشانم. مخاطب به

کلͬ مرجعͬ عنوان به تنها یادداشت این است بهتر باشد. دشوار خواننده برای شاید یادداشت این فهم رو این از و

گیرد. قرار استفاده مورد

شده اشاره موضوعات از ͬͺی به آن در که کرده ام برگزار اصفهان صنعتͬ دانشͽاه در ویژه دوره ی ͷی هم اکنون

این فیلمهای پرداخته ام. دقیق صورت به تحلیلͬ، توابع همراه به حقیقͬ اعداد میدان ساختار یعنͬ سخنرانͬ، این در

ͬ  کنم. م زیر پیوندِ در آنها دیدن به تشویق را علاقه مند خواننده ی و است موجود برخط صورت به دوره

https://mohsen-khani.github.io/o-minimal/
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کنم. بررسͬ را خوب و بد رفتار از نمونه ای هم باز ͬ خواهم م کرده ام. بدرفتاری و خوش رفتاری به اشاره ای مقدمه، در

متمم گیری، اشتراک، اجتماع، مانند ساده ای مͺانیسمهای با که است این مجموعه ای نظریه ی بدرفتاری از نمونه ای

پیچیده ای مجموعه های به ͬ توان م بازه ها، مانند ساده ای مجموعه های از شروع با و تصویرگیری و دکارتͬ ضرب

روند ادامه ی بورل. اندازه پذیر مجموعه های کلͬ طور به و کانتور مجموعه های مانند رسید؛ حقیقͬ اعداد از

را مجموعه ای نظریه ی محتوای و ͬ برد م بالاتر و بالاتر را مجموعه ها پیچیدگͬ اشتراک و اجتماع و تصویرگیری

از گردایه ای اگر که است این رام، یا خوب، رفتارهای از نمونه ای اما ͬ کند. م پررنگ تر هندسͬ محتوای برابر در

١tame topology

٢
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مجموعه های به ͬ توان نم یادشده، روشهای با بͽیریم، نظر در را حقیقͬ اعداد شبه جبریِ زیرمجموعه های از متشͺل

رسید. شبه جبری مجموعه های از پیچیده تری

من و هندسͬ؛ خوشرفتاری نوع از دوم مورد و است مجموعه ای نظریه ی ͬ های سرکش از اول مورد که کنید دقت

ͬ گیرم. م پی  جبری مقدماتͬ با را بحث کنم. صحبت دوم مورد درباره ی ͬ خواهم م اینجا در

میدان C با زیر در است. چندجمله ای تعداد ͷی مشترک ریشه های مجموعه ی جبری، چندگونای ی از منظور

داده ایم. نشان را مختلط اعداد

به مجموعه های از بولͬ ترکیبی هرگاه ͬ نامیم م ساخته شدنͬ مجموعه ی ͷی را X ⊆ Cn مجموعه ی .١ تعریف

باشد: زیر صورت

{x̄|f(x) = ٠}

است. چندمتغیره چندجمله ای ͷی f(x̄) ∈ CX̄] آن در که

هستند: زیر شͺل به مجموعه های واقع در ساخته شدنͬ مجموعه های

{x ∈ Kn : ϕ(x̄)}

ترکیبات تحت ساخته شدنͬ مجموعه های که است واضح میدانهاست. زبان در سور بدون فرمول ͷی ϕ آن در که

این از فراتر چیزی اما ͬ افزاید. نم مجموعه ها نوع پیچیدگͬ بر بولͬ، ترکیبات از استفاده بنابراین هستند. بسته بولͬ

است. بسته نیز مجموعه ها کردن تصویر تحت کلاس، این است. درست هم

X ⊆ Cnm اگر دیͽر بیان به است. ساخته شدنͬ ساخته شدنͬ مجموعه  ͷی از تصویری هر شوالͬ). (قضیه ی ٢ قضیه

است. ساخته شدنͬ مجموعه ی ͷی Cn روی X تصویرِ آنگاه باشد، ساخته شدنͬ مجموعه ی ͷی

شد: گفته بالا در آنچه بر بنا آنگاه باشد ساخته شدنͬ مجموعه ی ͷی X ⊆ Cnm اگر که کنید دقت

X = {(x, y)|ϕ(x, y)}

است: زیر صورت به Cn روی X تصویرِ است. سور بدون فرمول ͷی ϕ که

πCn(X) = {x ∈ Cn|∃y ∈ Cm ϕ(x, y).}

هر یعنͬ ͬ کند؛ م حذف را سورها L = {±, ·, ٠, ١} زبان (در مختلط اعداد میدان کامل تئوری .(ͬͺتارس) ٣ توجه

است. سور بدون معادلِ فرمول ͷی دارای تئوری این در فرمول

است؛ تعریف قابل نیز سور بدون فرمول ͷی با ساخته شدنͬ، مجموعه ی ͷی از یادشده تصویر بالا، قضیه ی به بنا

لازم جبری اطلاعات همه ی حاوی بالا، در ͬͺتارس قضیه ی پس است. ساخته شدنͬ مجموعه ی ͷی تصویر˂ این پس

ارائه ی امͺان آنها از ͬͺی که دارد فراوانͬ جبری کاربردهای قضیه  این است. ساخته شدنͬ مجموعه های ثباتِ درباره ی

نیست. سخنرانͬ این در بدان پرداختن مجال البته که است هیلبرت ریشه های قضیه ی برای ساده  اثباتͬ

متناظرِ به زیر در دارد. جریان نیز حقیقͬ جبری هندسه ی و جبر مختلط، جبری هندسه ی و جبر موازات به

پرداخته ایم. حقیقͬ اعداد در ساخته شدنͬ مجموعه های

٣



باشد: زیر صورت به مجموعه های از بولͬ ترکیبی هرگاه ͬ نامیم م شبه جبری را X ⊆ Rn مجموعه ی .۴ تعریف

{x̄|f(x̄) > ٠}

است. چندجمله ای ͷی f(x̄) ∈ R[X̄] آن در که

بیشتر: نیز آن از و است بسته بولͬ ترکیبات تحت شبه جبری مجموعه های کلاس که است واضح

است. شبه جبری مجموعه ای شبه جبری، مجموعه ی ͷی از تصویری هر .۵ قضیه

ساختارِ در اگروتنهااگر است Xشبه جبری ⊆ Rn مجموعه ی باشد: برده پی قبل حالت با شباهت به باید خواننده

ͬ شود: م نتیجه زیر مدلͬ نظریه ی قضیه ی از بالا، قضیه ی پس شود. تعریف سور بدون R̄ = (R,+, ·, ٠, ١, <)

ͬ کند. م حذف را سورها حقیقͬ اعداد میدان ترتیبی ساختار .(ͬͺتارس قضیه ی مدلͬ نظریه ی (بیان ۶ توجه

دهیم: تعمیم را بالا «چندگوناها»ی صورت بیایید

.٧ تعریف

باشد موجود ā ∈ Uā ̞ͬͽهمسای ͷی ā ∈ Rn هر برای هرگاه ͬ نامیم م ٢ شبه تحلیلͬ را X ⊆ Rn مجموعه ی •

باشد: نوشتن قابل زیر صورت به مجموعه هایی از بولͬ ترکیبی صورت به X ∩ Uā که طوری به

{x̄ ∈ Ua|f(x̄) > ٠}

است. چندمتغیره تحلیلͬ تابع ͷی f(x̄) آن در که

باشد موجود ā از Uā ̞ͬͽهمسای ͷی ā ∈ Rn هر برای هرگاه ͬ نامیم م ٣ زیرتحلیلͬ را X ⊆ Rn مجموعه ی •

باشد. شبه تحلیلͬ مجموعه ی ͷی تصویر X ∩ Uā که طوری به

متمم گیری تحت بودن بسته  اما است؛  بسته تصویرگیری و اشتراک و اجتماع تحت زیرتحلیلͬ مجموعه های کلاس

است. دشوار قضیه ای

است. زیرتحلیلͬ زیرتحلیلͬ، مجموعه ی ͷی متمم (گابرلیف). ٨ قضیه

ساختارِ بالا، قضیه ی مدلͬ نظریه ی صورت بیان برای

Ran = (R, {f}f∈F )

است). متغیر n آن در (که است R به Rn از تحلیلͬ توابع همه ی جرم همه ی مجموعه ی F آن در که بͽیرید نظر در را

اگروتنهااگر است شبه تحلیلͬ X ⊆ Rn مجموعه ی که دید ͬ توان م راحتͬ به

B̄r
n ∩X

٢semianalytic
٣subanalytic

۴



آن در که شود؛ تعریف سور بدون Ran ساختارِ در r ∈ R هر برای

B̄r
n = {(x١, . . . , xn) ∈ Rn : |xi| ≤ r}.

ͬ شوند: م خلاصه زیر درقضیه ی بالا اطلاعات حال

این تئوری در فرمول هر یعنͬ است؛ مدل کامل Ran ساختار ون دن دریز). و دنف  مدلͬ، نظریه ی (صورت ٩ توجه

ͬ شود. م نوشته وجودی سور با تنها که است معادل ͷی دارای ساختار

است. تحلیلͬ چندگوناهای ثبات به مربوط اطلاعات همه ی حاوی بالا خلاصه ی صورت که کنید دقت

گرفته ایم نظر در نامحدود صورت به را نمائͬ تابع زیر در داشتیم. سروکار تحلیلͬ توابع جرم با بالا قضیه ی در

آورده ایم. را بالا تعاریف مشابه و

زیر صورت به مجموعه هائͬ از بولͬ ترکیبی هرگاه ͬ نامیم م شبه جبری نمائͬ را X ⊆ Rn مجموعه ی .١٠ تعریف

باشد:

{x̄|f(x̄) > ٠}

f(x, y) ∈ که f = f(x١, . . . , xn, e
x١ , . . . , exn) که معنͬ بدین است؛ نمائͬ چندجمله ی ͷی f آن در که

باشد. شبه جبری  نمائͬ مجموعه ی ͷی تصویر هرگاه ͬ نامیم م زیرشبه جبری نمائͬ را X همچنین .R[X, Y ]

است. نمائͬ زیرشبه جبری نمائͬ، زیرشبه جبری مجموعه ی ͷی متمم .١١ قضیه

معروفِ ساختارِ بالا قضیه ی منطقͬ محتوای بیان برای

Rexp = (R,+, ·, ٠, ١, exp)

است. تعریف قابل ساختار این در سور بدون فرمول ͷی توسط شبه جبری نمائͬ مجموعه ی هر ͬ گیریم. م نظر در را

ͬ شود. م خلاصه زیر صورت به نظریه  مدلͬ قضیه ی ͷی در بالا قضیه ی محتوای

وجودی معادل ͷی دارای فرمول هر نمائͬ تابع همراه به حقیقͬ اعداد میدان ساختار در منطقͬ). (محتوای ١٢ توجه

است.

این که دارد وجود تعریف پذیر مجموعه های الͽوی ͬ های ویژگ میان شباهتͬ Rexp و Ran و R̄ ساختارِ سه  در

است این است شده مشاهده ۴ استاینهورن و پیلͬ توسط که ویژگͬ این ͬ شود. م ناشͬ مشترک ویژگͬ ͷی از شباهت

نقطه هاست و بازه ها از اجتماعͬ شود، ایجاد یادشده ساختارهای در توابع از استفاده با که R زیرمجموعه ی هر که

شده انتخاب ویژگͬ این برای که نامͬ ͬ دهد. م نتیجه را بعدی خوش رفتاریهای سایر که است ساده ویژگͬ همین و

پرداخته ام. بدان مفصل تر بعدی بخش در و است ۵ ترتیبی کمینگͬ است،

۴Pillay, Steinhorn
۵o-minimality

۵



ترتیبی کمینه ی تئوریهای ٣

از پارامتر) (با تعریف پذیر زیرمجموعه ی هر هرگاه ͬ نامیم م ترتیبی کمینه ی را (M,<, . . .) اول مرتبه ی ساختارِ

هر که است ترتیبی کمینه ی زمانͬ M ساختار دیͽر، بیان به باشد. نقطه ها و باز بازه های از متناهͬ اجتماعͬ M

که کنید دقت کرد. تعریف زبان در {<,=} نمادهای از استفاده با تنها بتوان را M از تعریف پذیر زیرمجموعه ی

N ≡ M و باشد دیͽر Lساختارِ ͷی N اگر دیͽر بیان به است؛ محفوظ M ساختارِ کامل تئوریِ در ویژگͬ این

نیاز و نیست بدیهͬ گفته، (این است ترتیبی کمینه ی نیز N آنگاه باشند)، مقدماتͬ هم ارز یادشده، ساختار دو (یعنͬ

دارد). اثبات به

ترتیبی کمینگͬ اثبات هستند. ترتیبی کمینه ی شد، اشاره آنها به قسمت این شروع از پیش که ساختاری سه هر

ͬ گیرد. م صورت سور) (حذف ساختارها این جبر دقیق مطالعه ی از استفاده با کدام هر

عمومͬ ͬ های ویژگ ٣ . ١

منطقͬ نظر از حقیقͬ اعداد مرتب میدان با اگروتنهااگر است ترتیبی کمینه ی M مرتبِ میدان کلͬ طور به .١٣ توجه

باشد. مقدماتͬ معادل

زیرمجموعه های است، آمده ترتیبی کمینگͬ تعریف در M تعریف پذیرِ زیرمجموعه های برای که ساده ای شرط

توضیح از پیش ͬ سازد. م مشخص ساختار، در تعریف پذیر توابع از استفاده با را n ∈ N برای Mn تعریف پذیرِ

است. سلول مفهوم تعریف به نیاز بیشتر،

سلول ͷی C ⊆ Mn اگر باشد. نقطه ͷی یا باز بازه ی ͷی هرگاه ͬ نامیم م سلول ͷی را M از زیرمجموعه  ͷی

هستند. زیر صورت به Mn+١ در سلولها آنگاه باشد

مجموعه ی آنگاه f < g باشیم داشته C روی که طوری به باشند پیوسته تعریف پذیر توابع f, g : C → M اگر

است: Rn+١ در سلول ͷی زیر

{(x, y) : x ∈ C, y ∈ M, f(x) < y < g(x)}.

خلاصه سازیِ (برای است ممͺن و باشند برابر ͬ توانند م f, g توابع شود؛ < جایͽزین̞ ͬ تواند م نیز ≤ بالا عبارت در

باشند. ±∞ با برابر g یا f نمادها)

سلولهاست. از متناهͬ اجتماهͬ Mn از تعریف پذیر زیرمجموعه ی هر سلولͬ). (تجزیه ی ١۴ قضیه

شبه جبری توابع از آنها در که هستند سلولهائͬ R مرتبِ میدانͬ ساختار در Rn از تعریف پذیر زیرمجموعه های پس

سلولهائͬ از Ranمتشͺل ساختارِ Rnدر از تعریف پذیر زیرمجموعه های ͬ شود؛ م استفاده چندجمله ها)  خاص طور (به

متشͺل Rexp ساختارِ در Rn از تعریف پذیر زیرمجموعه های و ͬ شوند؛ م تعریف تحلیلͬ توابع از استفاده با که هستند

تئوریهای از دیͽر مهم ویژگͬ چند زیر در ͬ شوند. م تعریف  نمائͬ چندجمله ای های از استفاده با که هستند سلولهائͬ از

آورده ام. فهرست وار را ترتیبی کمینه ی

۶



عناصرِ آنگاه باشد تعریف پذیر f : M → M اگر (همنوائͬ). ١۵ قضیه

a٠ = −∞ < a١ < . . . < an < an+١ = ∞

است. اکیداًیͺنوا و پیوسته f تابع (ai, ai+١) بازه ی هر در که طوری به موجودند M در

که طوری به است موجود k ∈ N عدد آنگاه باشد، فرمول ͷی ϕ(x̄, y) اگر یͺنواخت). تناهͬ (ویژگͬ ١۶ قضیه

قضیه این هم بالاتر ابعاد در است. بسته) یا (باز بازه k حداکثر اجتماع ϕ(M, ā) مجموعه ی ā ∈ Mn هر برای

است. k حداکثر تجزیه در موجود سلولهای تعداد که است این بیانگر و است برقرار

که طوری به باشد ترتیبی کمینه ی ساختار ͷی (M,<,+, ٠, λ, . . .) اگر تعریف پذیر). اسͺولم (توابع ١٧ قضیه

تعریف پذیرِ مجموعه ی هر برای آنگاه باشد، M در ناصفر عنصری λ و باشد مرتب آبلͬ گروه ͷی (M,< .+, ٠)

که طوری به است موجود f : Mn → Mm تعریف پذیرِ تابع ͷی A ⊆ Mn+m

∀a ∈ Mn
(
(∃b ∈ Mm(a, b) ∈ A) ↔ (a, f(a)) ∈ A

)
همه ی یا نیست:  خارج دو از باشد، حقیقͬ اعداد مرتب میدان ساختار از ترتیبی کمینه ی بسط ͷی M اگر .١٨ قضیه

ͬ شود. م تعریف آن در نمائͬ تابع یا کراندارند؛ چندجمله ای ها توسط تعریف پذیرش توابع

X ⊆ و باشد، مرتب گروه ͷی از ترتیبی کمینه ی بسطͬ (M,+, <, . . .) که کنید فرض خم). (انتخاب ١٩ قضیه

پیوسته ی تعریف پذیر تابع̧ ͷی آنگاه .y ∈ X̄ −X و باشد تعریف پذیر مجموعه ی ͷی Mn

γ : (٠, a) → X

که طوری به است موجود

lim
t→٠

γ(t) = y.

مهمتر ͬ های ویژگ ۴

بˀعد ١ . ۴

هستند. خوش تعریف بˀعدِ دارای آنها مدلهای که است این ترتیبی کمینه ی تئوری ͬ های ویژگ مهمترین از ͬͺی

کنید: تعریف S ⊆ M هر برای آنگاه باشد. آبلͬ گروه ͷی توسیع M که کنید فرض .٢٠ قضیه

dcl(S) = {f(s١, . . . , sn) : n ≥ ٠, n ∈ N, s١, . . . , sn ∈ S, تعریف پذیراست f }

ͬ کنیم م تعریف S ⊆ M هر برای است. M روی شبه هندسه ͷی dcl آنگاه

dimS = max{|I| : I ⊆ S, است. مستقل dcl مجموعه ی ͷی I }

٧



ͬ کنیم م تعریف S ⊆ Mn هر برای همچنین

dimS = maxdim{s١, . . . , sn} : (s١, . . . , sn) ∈ Mn}

آن. باز زیرمجموعه ی بزرگترین بعد یعنͬ است؛ S ِͷتوپولوژی بˀعدِ همان دقیقا S بعدِ صورت این در

دهید قرار x ∈ Mm هر برای باشد. تعریف پذیر مجموعه ی ͷی S ⊆ Mm+n کنید فرض

Sx = {y ∈ Mn : (x, y) ∈ S}

(به سلولͬ تجزیه ی قضیه ی به بنا ͬ نامیم. م مجموعه ها تعریف پذیر خانواده ی ͷی را C = (Sx)x∈Mm خانواده ی

فرمولِ به تنها و است یͺنواخت ͬ شود م تجزیه بدانها Sx هر که سلولهائͬ تعداد یͺنواخت) تناهͬ قضیه ی بهتر، بیان

مجموعه ی d ∈ {٠, ١, . . . , n} هر برای خاص طور به دارد. بستگͬ ϕ

S(d) = {x ∈ Mm : dim(Sx) = d}

و است تعریف پذیر مجموعه ی ͷی

dim{(x, y) ∈ S : dim(Sx) = d} = dim(S(d)) + d.

ͬ بˀعد وی س ٢ . ۴

کنید تعریف F ⊆ Mn متناه̞ͬ زیرمجموعه ی هر برای بͽیرید. نظر در را قبلͬ قسمت پایان در S خانواده ی

F ∩ C = {F ∩ Sx}x∈Mm

کنید: تعریف زیر صورت به را g : N → N تابع̧ حال

g(k) = max{|F ∩ C| : است عضوی k مجموعه ی ͷی F }

یعنͬ است؛ متناهͬ ͬ بˀعدِ وی س دارای C خانواده ی خاص، طور به است. چندجمله ای رشد دارای توسط g تابع̧ آنگاه

که طوری به است موجود k ∈ N عددِ

g(k) ̸= ٢k.

استاندارد ارزیابی ٣ . ۴

که ارزیابی، این از  ͬ ویژگ ͷی است. تعریف قابل ارزیابی نگاشت ͷی حقیقͬ اعداد ترتیبی کمینه ی توسیعهای روی

ͬ کند. م بازی مهمͬ بسیار نقش Rexp ساختارِ ترتیبی کمینگͬ اثبات در است، معروف ͬͺویل نامساوی به

و متناهͬ عناصر مجموعه های .M ≡ R̃ و باشد R̄ از ترتیبی کمینه ی توسیع ͷی R̃ که کنید فرض

ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به ͷبی نهایت کوچ

Fin(M) = {a ∈ M : ∃N ∈ Q |a| < N}

٨



µ(M) = {a ∈ M : ∀q ∈ Q>٠ |a| < q}

ایده آل و ارزیاب حلقه ی ایندو واقع در است. آن ماکزیمال ایده آل µ(M) و است موضعͬ حلقه ی ͷی Fin(M)

هستند. زیر ارزیابی در بدان مربوط ماکزیمال

هرگاه بنامید هم کلاس ̞ ارشمیدسͬ را x, y عنصرِ دو

x

y
,
y

x
∈ Fin(M)

همه ی از متشͺل گروه است. ارزیابی ͷی ͬ برد م آن ارشمیدسͬ» «کلاس به را عنصر هر که نگاشتͬ صورت این در

نامساوی به زیر نامساوی های داده ایم. نشان resdim(M) با را پیمانه ها میدان بˀعدِ و Γ با را ارشمیدسͬ کلاسهای

مشهورند. ͬͺویل

که M ≡ R̃ هر برای صورت این در ͬ دهد. م توسیع را R که باشد Ran از تقلیلͬ R̃ کنید فرض .٢١ قضیه

داریم است، متناهͬ dim(M)

dim(M) ≥ resdim(M) + dimQ(Γ).

آنگاه باشد، متناهͬ dimM٠(M) اگر و

dimM٠(M) ≥ resrankM٠M + dimQ(Γ/Γ٠).

ساختارهای درباره ی ͷر˂دِلیˀم قضیه ی ͷی و چندگوناها دیوفانتͬ محتوای ۵

ترتیبی کمینه ی

مدل نظریه ی سهم که این اما نباشد؛ اختلاف جای شاید ͬ کند م مهیا جبر برای سودمند و زیبا زبانͬ مدل نظریه ی که این

مˀردل قضیه ی از تعمیمͬ برای ͬͺهراشوفس اثبات دارد. بحث جای است، چقدر جبری اثباتهای یا و جبر پیشرفت در

معمولا را لنگ  ــ مردل قضایای است. سوال این با مواجهه در منطقدانان حجت معمولا˟ جبری، هندسه ی در لَنگ  ــ

جبری هندسه ی با عمیق آشنائͬ نیازمند آنها فهم و کرد، جستجو ͬ توان م جبری هندسه ی کتابهای آخرین صفحات در

تئوری های به موضوعات این ربط باشم. داشته آنها از اجمالͬ ͬ ای معرف تا کوشیده ام بخش این در حال این با است؛

کمینه ی ساختارهای در تعریف پذیر مجموعه های گویای نقاط تعداد درباره ی ͬͺویل و پیلا قضیه ی ترتیبی، کمینه ی

است. شده اشاره بدان قسمت این پایان در که است ترتیبی

هستند. جبری هندسه ی و جبر در علاقه مورد مفاهیم از جبری چندگوناهای دیدیم اول بخش در که گونه همان

زیرا هستند ͷتوپولوژی اهمیت دارای ͬ شوند؛ م تعریف چندجمله ایها با زیرا هستند، جبری اهمیت دارای اشیاء، این

از ͬͺی اعداد، نظریه ی در زیرا هستند؛ اعداد نظریه ی در اهمیت دارای و ͬ کنند؛ م تعریف را ͬͺزاریس توپولوژی

واقع در است. جبری چندگوناهای یا جبری یا خمها گویای مختصات با نقاط تعداد دانستن علاقه، مورد موضوعات

موضوعات از گویا، اعداد در ضرایب با معادلاتͬ یعنͬ دیوفانتͬ، معادلات گویای) (یا صحیح پاسخهای تعداد یافتن
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صورت به معادله ای در صادق مثبت صحیح نقاط یافتن درباره ی فرما قضیه ی مثلا́  است. ریاضیات در قدیمͬ بسیار

جبری هندسه ی در زمینه این در معروف قضایای بیان به نخست بخش این ادامه ی در است. xn + yn = zn

ساختارهای در متناظر موضوعͬ به سپس ͬ کنم. م بیان را اثباتها این در مدل نظریه ی سهم آن پایانِ در و ͬ پردازم م

پرداخت. خواهم شبه جبری مجموعه های گویای نقاط تعداد موضوع یعنͬ ترتیبی، کمینه ی

متناهͬ برداری فضای ͷی عنوان به Q روی آن بˀعدِ که است Q شامل میدانͬ عددی میدان ͷی از منظور

خم ͷی گونای دقیق تعریف است. دومتغیره چندجمله ی ͷی ریشه های مجموعه ی جبری، خم ͷی از منظور است.

یا حفره ها تعداد مطلوب)، ͬ های ویژگ با خمهای (برای گونا هندسͬ تعبیر ͬ گنجد؛ نم یادداشت این حوصله ی در

است. خم ͷی دست) دادن قرار محل معنͬ به (دسته دسته های

است. صحیح نقطه ی متناهͬ تعداد دارای g ≥ ١ گونای دارای آفین̞ خم هر .(١٩٢٠ (سیͽل، ٢٢ قضیه

گروه ͷی و است؛ جبری گروه ͷی همزمان که است تصویری چندگونای ͷی آبلͬ، چندگونای ͷی که کنید توجه

هستند. منیفلدی مرفیسمهای که است وارونͬ و ضرب اعمال دارای که است منیفلد ͷی جبری

متشͺل ،A(K) گروه آنگاه باشد، K عددیِ میدان ͷی روی آبلͬ چندگونای ͷی A اگر وِی˂ل). و (مˀر˂دِل ٢٣ قضیه

است. متناهیاًتولیدشده ،A Kگویای نقاط از

و باشد عددی میدان ͷی F که کنید فرض .(١٩٨٣ فالتینگ، توسط شده اثبات ،١٩٢٢ مˀر˂دِل حدس ) ٢۴ حدس

است. گویا F نقطه ی متناهͬ تعداد تنها دارای X آنگاه باشد. ١ از بزرگتر اکیداً گونای با تصویری خم ͷی X

کرد. بیان ͬ توان م نیز زیر صورت به را مردل حدس است، بیضوی خم ͷی ١ گونای با خم ͷی که آنجا از

نشانده A در که باشد C در منحنͬ ͷی X و باشد C در آبلͬ چندگونای ͷی A که کنید فرض (مˀردِل). ٢۵ حدس

است. متناهͬ X ∩G یا است بیضوی خم ͷی X یا آنگاه باشد. A از متناهیاًتولیدشده زیرگروه ͷی G و است شده

باشد آن در شده نشانده خم ͷی X و باشد C در آبلͬ چندگونای ͷی A که کنید فرض مانفورد). و (منین ٢۶ حدس

است. متناهͬ X ∩G یا است بیضوی خم ͷی یا X آنگاه باشد. A تابی گروه G = tor(A) و

هر برای که طوری به باشد S تولیدشده ی متناهیاً زیرگروه ͷی دارای هرگاه ͬ نامیم م متناهͬ نوع  از را G گروه

.mg ∈ S که طوری به باشد موجود m طبیعͬ عدد g ∈ G

ͷی X و باشد C در آبلͬ چندگونای ͷی A که کنید فرض بالا). حدس دو تعمیم لَنگ، و (مˀردِل ٢٧ حدس

متناهͬ اجتماعͬ X ∩G آنگاه باشد A از متناهͬ نوع با زیرگروه ͷی G و باشد A از ͬͺزاریس بسته ی زیرمجموعه ی

است. G زیرگروههای هم مجموعه های از

کنید فرض باشند. جبری بسته ی میدانهای K٠ ⊆ K١ کنید فرض بالا). قضیه های همه ی از (تعمیمͬ ٢٨ تعمیم

K٠ روی آبلͬ چندگونائͬ با که باشد نداشته ͬ ای آبل زیرچندگونای هیچ که باشد K روی آبلͬ چندگونای ͷی A که

با A از زیرگروه ͷی G و باشد A از ͬͺزاریس بسته ی زیرمجموعه ی ͷی X که کنید فرض همچنین باشد. ایزومرف

است. G زیرگروههای هم مجموعه های از متناهͬ اجتماهͬ X ∩G صورت این در باشد. متناهͬ نوع

١٠



ثابت ٧ ͬͺهراشوفس توسط متناهͬ دلخواه˼ مشخصه ی برای و ۶ بویم توسط صفر مشخصه ی برای بالا تعمیم

هم و جبری نظر از هم و است؛ دیفرانسیلͬ بسته ی میدانهای مدل نظریه ی با مرتبط ،ͬͺهراشوفس اثبات است. شده

است. غنͬ بسیار منطقͬ نظر از

پرداخته ام. ترتیبی کمینه ی ساختارهای در بالا، قضایای بافتارِ در قضیه ای یعنͬ ،«ͷردلیˀم «قضیه ای به ادامه ، در اما

باشد، R روی ترتیبی کمینه ی ساختار ͷی در تعریف پذیر مجموعه ای X ⊆ Rn اگر که کرده اند ثابت ٨ ͬͺویل و پیلا

است. کم تعبیری، به نیستند، واقع خاص شبه جبری زیرمجموعه ی ͷی در که X از گویایی نقاط تعداد آنگاه

c(X, ϵ) ثابتِ آنگاه .ϵ > ٠ و باشد تعریف پذیر مجموعه ی ͷی X ⊆ Rn که کنید فرض .(ͬͺویل (پیلا، ٢٩ قضیه

که است موجود چنان

N(X −Xalg, T ) ≤ c(X, ϵ)T ϵ.

N(X,T ) = دقیق تر: بیان به Tاست. حداکثر ارتفاع̧ با گویا مختصات با نقاط N(X,Tتعداد بالا( قضیه ی در

و |X(Q, T )|

X(Q, T ) = {P : گویاست p مختصات , H(P ) ≤ T}

همچنین .H(α١, . . . , αn) = max(H(αi) و (a, b) = ١ که صورتͬ در H(a
b
) = max(|a|, b) همچنین

است. X شبه جبریِ همبندِ زیرمجموعه های همه ی اجتماع Xalg

مصنوعͬ هوش در کاربرد ͷی بررسͬ ۶

تعریف قبلͬ بخشهای در که گونه همان باشد. X مجموعه ی زیرمجموعه های از خانواده ͷی S که کنید فرض

باشد موجود n ∈ N هرگاه است متناهͬ vcبˀعدِ دارای S که ͬ گوییم م دیدیم، قبلͬ بخشهای در آنچه مشابه کردیم،

باشیم داشته Y ⊆ X عضویِ n زیرمجموعه ی ͷی برای که طوری به

P (Y ) ̸= {Y ∩ s : s ∈ S}.

دارای {ϕ(M, ā)}ā∈A صورت به نامتناهͬ تعریف  پذیرِ خانواده ی هر هرگاه ͬ خوانیم م وابسته را T اول مرتبه ی تئوری

باشد. متناهͬ vcبˀعدِ

است. وابسته ترتیبی، کمینه ی تئوریِ هر .٣٠ قضیه

برای مستقیمͬ اثبات حال این با است؛ ساده بسیار شریͷ ارثها تعداد شمارش از استفاده با بالا قضیه ی اثبات

است. شده نوشته ون دن دریز کتاب در نیز آن

عصبی یاخته ی یا نورون، ͷی زیر، شͺل در پرداخته ام. خواهم مصنوعͬ عصبی شبͺه ی تعریف به ادامه در

است. شده داده نشان (طبیعͬ!)
۶Buium
٧Hrushovski
٨Pila, Wilkie

١١



ͷی ورودی ها، این از استفاده با سلول بدنه ی ͬ شوند. م دریافت (دندریتها) شاخͷ ها توسط عصبی سیͽنالهای

عصبی سلولهای شاخͷ های به محرک سیͽنالͬ صورت به آنجا از سیͽنال، این که ͬ فرستد م کسون آ به سیͽنال

ͬ شود. م منتقل مجاور
٩ ͬ شود: م استفاده ایده همین از هم مصنوعͬ نورن ͷی در

محاسبه
∑

wiri حاصل و ͬ شود م داده wi وزنِ ͷی کدام هر به ͬ شوند، م وارد ورودی عنوان به ri حقیق̞ͬ اعداد

ͬ شود. م اعمال
∑

wiri به F فعالسازی تابع̧ سپس هستند. تغییر قابل wi وزنهای که کنید دقت ͬ شود. م

که کنید دقت است. r̄ 7→ F (
∑

riwi) توابع̧ از H خانواده  ͷی مصنوعͬ، نورون ͷی ریاضͬ، بیان به پس

ͬ شود. م داده ورودی ها به که است مختلفͬ وزنهای است، شده توابع از خانواده ͷی ایجاد موجب آنچه

است: همدیͽر به متصل عصبی̞ نورونهای از خانواده ای عصبی شبͺه ی ͷی

R٢ × {٠, . . . , ٢۵۵} از زیرمجموعه ای ورودی این بالا شͺل در باشد. ما عصبی شبͺه ی ورودی X که کنید فرض

عددی بالا شبͺه ی خروجͬ آنهاست. ͬ بی ̞ آر ج شماره ی یعنͬ آنها، رنگͬ ارزش و نقاط مختصات از متشͺل که است

این غیر در و ١ خروجͬ دهد تشخیص درست را چهره بالا عصبی شبͺه ی اگر واقع در است. {٠, ١} مجموعه ی در

سلولها، تک تک در رفته کار به فعالسازی توابع همه ی از استفاده با بالا، شبͺه ی است. صفر ما خروجͬ صورت

عصبی، شبͺه ی هر کلͬ طور به و عصبی، شبͺه ی این پس ͬ کند. م محاسبه را X → Y از توابع̧ از H کلاس̞ ͷی

است. توابع از خانواده ͷی با تناظر در

است. شده برداشته ترسل مارکس یادداشتهای از ٩عکسها

١٢



این به توجه با بار هر و ͬ کند م دریافت تصادفͬ صورت به (x, y) تمرین̞ͬ ورودی سری ͷی بالا، عصبی شبͺه ی

کافͬ تعداد دریافت از پس بالا شبͺه ی که است این هدف ͬ دهد. م تغییر را خود توابع وزنهای نه، یا h(x) = y که

در باشد. مناسب مناسبی، دقت با خروجͬ، تشخیص برای تابع این که برسد h تابع̧ ͷی به بتواند آموزشͬ، ورودی

بودن یادگیری قابل دقیق تعریف ͬ نامیم. م یادگیری قابل را شبͺه این به مربوط توابع از H خانواده ی صورت، این

این ͬ تواند م علاقه مند خواننده ی ͬ گنجد. نم سخنرانͬ این در آن بیان که است احتمالاتͬ اندازه ی ͷی تعریف به نیاز

وی سͬ بعد ِ بودنِ متناهͬ با بودن یادگیری قابل حال این با بیابد. یادداشت این پایان در شده معرفͬ منابع در را تعریف

است: معادل

خانواده ی اگروتنهااگر است یادگیری قابل H .٣١ قضیه

{h−(١)١|h ∈ H}

باشد. متناهͬ vcبˀعدِ دارای

یادگیری قابل H آنگاه باشد، R از ترتیبی کمینه ی بسط ͷی در تعریف پذیر توابع از خانواده ͷی H اگر .٣٢ نتیجه

تابع و محدودشده تحلیلͬ توابع تمام همراه به حقیقͬ اعداد ساختار یعنͬ ،Ran,exp در H اگر خاص طور به است.

است. یادگیری قابل باشد، تعریف پذیر خانواده ی ͷی نامحدود، نمائͬ

بیشتر مطالعه ی برای منابع معرفͬ ٧

کنید. ͷکلی لینکها روی ͬ کنم. م پیشنهاد را زیر منابع دوم، بخش برای

آدرس. این به اصفهان صنعتͬ دانشͽاه در خودم از کلاسͬ محتویات ،Ran ساختارِ با کامل آشنائͬ برای .١

ون دن دریز و دنف اصلͬ مقاله ی .٢

(ترجمه) ویͺلͬ مقاله ی .٣

سوم فصل ماکر، دیوید کتاب .۴

ͬ کنم: م معرفͬ را زیر منابع چهارم و سوم فصل برای

ون دن دریز کتاب .١

ترسل یادداشتهای .٢

مͺفرسون یادداشتهای .٣

چترارو کنفرانس در ͬͺویل سخنرانͬ .۴

١٣

https://mohsen-khani.github.io/o-minimal/
https://www.jstor.org/stable/1971463?seq=1#page_scan_tab_contents
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/khani/tajomeye-alex-.pdf
https://www.springer.com/gp/book/9780387987606
https://www.cambridge.org/core/books/tame-topology-and-ominimal-structures/7AC940248AF2B05DA4D33E4FB05C97A2
https://pdfs.semanticscholar.org/d38a/5b0118300acf3fcb26ac7d3c4618a9f49d73.pdf
http://library.msri.org/books/Book39/files/mac.pdf
https://www.springer.com/gp/book/9783642549359


درسهایم). وبسایت در (موجود جبری مدل نظریه ی کلاس در خودم یادداشتهای .۵

ͬ کنم. م پیشنهاد را زیر منابع پنجم فصل برای

ͷکلاسی و جدید مدل نظریه ی بر درآمدی کتاب .١

جبری هندسه ی و مدل نظریه ی .٢

دیوفانتͬ هندسه ی .٣

بیضوی خمهای .۴

ویͺلͬ و پیلا مقاله ی .۵

ͬ کنم. م پیشنهاد را زیر منابع ششم بخش برای و

ترسل یادداشتهای .١

عصبی شبͺه های در یادگیری .٢

١۴

https://www.springer.com/gp/book/9781402013317
https://www.springer.com/gp/book/9783540648635
https://www.springer.com/gp/book/9780387989754
https://www.springer.com/gp/book/9780387094939
http://eprints.maths.manchester.ac.uk/942/1/The_rational_points.pdf
https://pdfs.semanticscholar.org/d38a/5b0118300acf3fcb26ac7d3c4618a9f49d73.pdf
https://www.cambridge.org/core/books/neural-network-learning/665C8C7EB5E2ABC5367A55ADB04E2866
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