
تعریف پذیر حالت در (p, q) قضیه ی
تهران بنیادی، دانشهای پژوهشͽاه در منطق گروه برای سخنرانͬ

خانͬ محسن

١٣٩۵ دی ١

چͺیده

که است، این بیانگر (p, q) ترکیبیات̞ͬ قضیه ی باشند. صحیح عدد دو p ≥ q کنید فرض
باشد: برقرار زیر عبارت که طوری به است، موجود N(p, q) طبیع̞ͬ عدد

از گردایه ای S و است مجموعه  ͷی X آن در که (X,S) زوج̧ هر در
حداقل S در مجموعه p هر میان از و vc∗(S) < q اگر آن، زیرمجموعه های
اندازه ی با X از زیرمجموعه ای آنگاه باشند، ناتهͬ اشتراک دارای آنها از عدد q

دارد. اشتراک S از عنصر هر با که است، موجود N
پرداخت. خواهیم بدان سخنرانͬ در که است، چِرنووینکیس ــ ͷو̮پنی دوگانِ بˀعدِ vc∗ از منظور
انتظار که همان گونه نسخه این در است. قضیه این برای تعریف پذیر نسخه ای بیان هدف،
طور به که باشد، M مانند مدل ͷی زیرمجموعه های از گردایه ای S که است قرار ͬ رود، م
که ویژگͬ این یعنͬ ،(p, q) ویژگ̞ͬ داشتن و شده اند، تعریف ϕ(x, y) فرمولِ ͷی با یͺنواخت
مصادیق̞ شدن بخش معادل باشند، داشته ناتهͬ اشتراک آنها از عدد q مجموعه p هر میان از
حدس معادل (p, q) قضیه ی از موردنظر نسخه ی Mاست. روی به یادشده فرمول از ϕ(x, b)

دید. خواهیم سخنرانͬ در را آن از خاص حالتͬ اثبات که است ، زیر

آن. برای شمارا مدلͬ M و شمارا، زبانͬ در باشد (نیپ) وابسته تئوری ͷی T گیریم حدس.
b |= q هر به ازای اگر .q ∈ Sy(M) و باشد دلخواه فرمولͬ ϕ(x, y) که کنیم فرض نیز
ͬ شود، م یافت چنان هیولا مدل در a مانندِ عنصری آنگاه نشود، Mبخش روی ϕ(x, b) فرمول

.q̃ |= ϕ(a, y) باشیم داشته q از q̃ شریͷِ ارثِ هر برای که

کردن اثبات از و آورده ام، قضیه این اثبات برای را لازم پیشنیازهای کمینه ی زیر، در توجه.
نیازمند اثبات کامل فهم کرده ام. خودداری نیستند دخیل قضیه در مستقیم طور به که قضایایی
وقت در آنها به پرداختن که است، وابسته تئوری های مدل نظریه ی در تکنیͷ هایی با بودن آشنا
بدانها مفصل تری جلسات در باشند، علاقه مند دوستان اگر ͬ گنجد. نم سخنرانͬ جلسه ͷی

پرداخت. خواهم
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قراردادها ١
گرفته پی ،M به فرض آن، برای هیولا مدلͬ در بحثها و است، کامل همواره T موردنظرِ تئوری
است، شده استفاده پارامترها و متغیرها از چندتایی هایی برای x, y, a, b حروفِ از شده اند.
شده گرفته نظر در ϕ(x) فرمولِ به وابسته |x| درواقع، باشند. نیز نامتناهͬ است ممͺن که

است.

وابسته تئوری های ٢
تعریف
تئوریهای
وابسته

دنباله ی دو هیولا، مدلِ در هرگاه ͬ خوانیم م استقلال ویژگͬ دارای را ϕ(x, y) فرمولِ
که طوری به شوند، یافت (bj)j⊆ω و (ai)i∈ω

|= ϕ(ai, bj) ⇔ i ∈ j;

است معلوم فشردگͬ لم از استفاده با ͬ خوانیم. م نیپ) (یا وابسته را آن صورت،  این غیر در و
هیچ که طوری به باشد، موجود n طبیع̞ͬ عدد اگروتنهااگر است، وابسته یادشده، فرمول که
ͬ خوانیم م وابسته را T تئوریِ نشود. یافت بالا ویژگͬ دارای n از بیشتر طولِ با (ai) دنباله ی

باشند. وابسته آن در فرمولها همه ی هرگاه
وابستگͬ
رمزی و

ویژگͬ دارای ϕ(x, y) که داد نشان ͬ توان م به آسانͬ (رمزی) استاندارد لم از استفاده با
و ،(ai)i∈ω مانند تهͬ، مجموعه ی روی بازنشناختنͬ دنباله ای اگروتنهااگر است، استقلال

باشیم داشته که طوری به شود، یافت b مانند عنصری

|= ϕ(ai, b) ⇔ است زوج i

فرمولِ هیچ آن در اگروتنهااگر است، وابسته T تئوریِ که کرد، ثابت ͬ توان م این از استفاده با
فرمول فشردگͬ،  به بنا دوباره نشود. یافت استقلال ویژگͬ دارنده ی |y| = ١ با ϕ(x, y)
مانند ͬ ای سرانجام بازنشناختن دنباله ی هیچ اگروتنهااگر است، استقلال ویژگͬ دارای یادشده
روی هرگاه ͬ خوانیم م سرانجام بازنشناختنͬ را دنباله ͷی نشود. یافت بالا ویژگͬ با (ai)i∈ω

باشد. بازنشناختنͬ به بعد (∆ به (وابسته جایی از فرمولها، از ∆ متناه̞ͬ مجموعه ی هر
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ویژگͬ دارای ϕ(y, x) فرمولِ اگروتنهااگر است، استقلال ویژگͬ دارای ϕ(x, y) فرمولِ
بˀعدِ بودن متناهͬ که است، ترکیبیاتͬ گاهͬ آ این به نیاز گفته، این اثبات (برای باشد استقلال

است.) ،vc∗ دوگان، بˀعدِ بودن متناهͬ معادل vc
رابطه ی
با نیپ
پایدار
بودن

اکید ترتیبی ویژگͬ دارای یا اگر تنها و اگر است، ناپایدار T تئوریِ بحث: از انحراف
شود. یافت استقلال ویژگͬ دارای فرمولͬ آن در یا باشد، 

شرکای ارث حسب بر وابسته تئوریهای برای نیز دیͽری فرمولبندی های پیش رو بخشهای در
آورد. خواهیم vc بˀعدِ و

مˀرلͬ دنباله های و ارث شرکای ٣
تعریف
شریͷ ارث

را q ∈ SB(x) تایپِ .B ⊇ M و باشد کامل تایپی p = tp(a/M) کنید فرض
اگر شود. برآورده M در ϕ(x, b) ∈ q فرمولِ هر هرگاه ͬ خوانیم، م p برای شریͷ ارث ͷی

نمادِ با ͬ توان م را p برای q بودن شریͷ ارث ،q = tp(b/B)

b
شریͷ ارث

|⌣
M

a

که داد نشان ͬ توان م تعاریف، از بهره گیری با تنها و به آسانͬ، داد. نشان

b
شریͷ ارث

|⌣
M

a⇒ b |⌣
M

a

شریͷ ارث هر دیͽر، بیان به است. مˀراد غیرانشعابی، استقلال راست، سمت عبارت در که
است. آن از غیرانشعابی توسیعͬ p برای

وجود
شریͷ ارث

توجیه، برای است. q ∈ S(M) شریͷ ارثِ ͷی حداقل دارای p ∈ S(M) تایپِ هر
M روی فیلتر ͷی برای پایه ای F = {ϕ(M, b)|ϕ(x, b) ∈ p} مجموعه ی که کنید توجه
فیلتر از توسیعͬ F ′ فرافیلترِ کنید فرض گستراند). F فیلترِ ͷی به را آن ͬ توان م (که است
برای شریͷ ارثͬ و جهانͬ تایپ ͷی q = {ϕ(x, b)|ϕ(M, b) ∈ F ′} آنگاه، باشد. یادشده

است. p
تعداد
شرکای
ارث

ͷی برای مطالعه مورد مدل̞ͬ نظریه ی ͬ های ویژگ از مدل، ͷی روی بر ارث شرکای تعداد
ͷی تنها مدل هر روی اگروتنهااگر است، پایدار T تئوریِ مثال، برای است. شده داده تئوری
مدلِ هر روی ارث شرکای تعداد اگروتنهااگر است، نیپ T تئوریِ نیز باشد. داشته شریͷ ارث

کرده ایم. ثابت ادامه در را گفته این باشد. ٢|M |+|T | حداکثر M

دنباله های
مˀرلͬ

آن در که را (bi)i∈ω دنباله ی باشد. q|M برای شریͷ ارثͬ و جهانͬ تایپی q کنید فرض
دنباله ی که دید ͬ توان م راحتͬ به ͬ خوانند. م M روی q در مˀرلͬ دنباله  ای bi |= q|Mb<i

(در i هر برای ،bi |⌣M
b<i داریم همواره آن در و است، بازنشناختنͬ M روی یادشده،

ͬ خوانند). م مˀرلͬ کند برآورده را یادشده دوشرط که دنباله ای گاهͬ نوشتارگان،
اثباتهای از بسیاری ایده ی شدن، بخش برای شاهدی عنوان به مˀرلͬ دنباله های از استفاده
است: زیر نکته ی مثال برای سخن، این از مصداقͬ است. شدن منشعب با شدن بخش برابری
ͷی اگروتنهااگر ͬ شود، نم Aبخش روی ϕ(x, b) فرمولِ ساده، تئوریِ ͷی در که این نخست
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از باشد. سازگار {ϕ(x, bi)|i ∈ ω} که طوری به شود، یافت A روی (bi)i∈ω مˀرلͬ دنباله ی
است. معادل شدن منشعب با شدن بخش ساده، تئوری ͷی در رو این

برابری
شرکای ارثِ
بادنباله های
ͬ یͺسان مˀرل

Mبه طور متناهͬ در دو هر که باشند جهانͬ تایپ دو p, q و باشد وابسته T کنید فرض .١ لم
مˀرل̞ͬ دنباله های q و p اگر Mاست). به خود تحدیدِ شریͷ ارث ͷی هر (یعنͬ ͬ شوند م برآورده
اگر گفته ایم، بالا در که همانگونه نتیجه، (در .p = q آنگاه باشند، داشته M روی یͺسانͬ
(.٢|M |+|T | با است برابر Mحداکثر مدل هر روی شریͷ ارثها تعداد باشد، وابسته T تئوریِ

دنباله های
اکیداًمˀرلͬ

در مˀرلͬ اکیداً دنباله های را ساده تئوری های در مرˀلͬ دنباله های نقش با مشابه نقشͬ
به ͬ ای جهان تایپهای تحدید با مشابه،  روندی با دنباله ها،  این ͬ کنند. م بازی وابسته تئوری های
تایپ برای وارثͬ را q تایپِ وارث. هم و شریͷ ارثد هم M روی همزمان که ͬ آیند م دست
طوری به باشد، موجود b′ ∈M مانند عنصری ϕ(x, b) ∈ q هر برای هرگاه ͬ خوانند، م q|M
tp(a/Mb) واقع در است؛ شریͷ ارث مفهوم دوگان وارث، مفهوم .ϕ(x, b′) ∈ q|M که
tp(b/M) برای شریͷ ارثͬ tp(b/aM) اگروتنهااگر است، tp(a/M) برای شریͷ ارثͬ
دنباله ای اگروتنهااگر ͬ شود، م Mبخش مدل ,ϕ(xروی b) Tفرمول وابسته ی تئوریِ در باشد.
و شدن بخش نیز وابسته تئوری های در رو،  این از باشد. شاهد را شدن بخش  این مˀرلͬ اکیداً

معادلند. هم با مدلها روی شدن، منشعب

(p, q) قضیه ی و چرنووینکیس ͷوپنی بˀعدِ ۴

vc گوییمبˀعدِ آن. زیرمجموعه های از گردایه ای S و باشد مجموعه ͷی X کنید فرض
صورت به بتوان را Y ′ ⊆ Y هر هرگاه ͬ شود، م متلاشͬ S توسط Y ⊆ X زیرمجموعه ی
.P (Y ) = {Y ∩s|s ∈ S} هرگاه دیͽر بیان به نوشت؛ s ∈ S مجموعه ی ͷی برای Y ∩s
شود. متلاشͬ S توسط X از عضوی n زیرمجموعه ی ͷی هرگاه vc(S) ≥ n ͬ نویسیم م
اندازه ی با X از زیرمجموعه ای هیچ و vc(S) ≥ n هرگاه vc(S) = n ͬ کنیم م تعریف

کند. متلاشͬ را آن بتواند S که نشود پیدا n+ ١
آنجا ،S∗ = {sa|a ∈ X} و X∗ = S آن در که بͽیرید نظر در را (X∗, S∗) زوج
تعاریف دستکاری با .vc∗(S) = vc(S∗) ͬ کنیم م تعریف .sa = {s ∈ S|a ∈ s} که
همواره دقیقتر، بیان به باشد. متناهͬ vc∗ اگروتنهااگر است متناهͬ vc که کرد ثابت ͬ توان م

داریم
.vc∗(S) ≤ ٢vc(S)+١ و vc(S) ≤ ٢vc∗(S)+١

رابطه ی
با vc
ویژگͬ
استقلال

S = {ϕ(M, a)|a ∈ M} گردایه ی بˀعدِ vc(ϕ(x, y)) با ϕ(x, y)، فرمولِ ͷی برای
مدل جایͽزین تعریف این در ͬ تواند م نیز دیͽری مدل هر که کنید توجه ͬ دهیم. م نشان را
باشد، متناهͬ vc(ϕ(x, y)) اگروتنهااگر است، وابسته ϕ(x, y) فرمولِ بنابراین شود. هیولا
با نیز، .(vc∗(ϕ(x, y)) := vc∗(S) آن در (که باشد متناهͬ vc∗(ϕ(x, y)) اگروتنهااگر
vc∗(ϕ(x, y) دیͽر، بیان به ,vc∗(ϕ(x؛ y)) = vc(ϕ(y, x)) که دید ͬ توانید م دقت کمͬ

مجموعه هاست: از زیر گردایه ی بˀعدِ

S∗ = {ϕ(a,M)|a ∈ M}.

۴



ͬ پدیا! ͺوی از عکس ه˼لͬ، قضیه ی :١ شͺل

چنین ϕ(y, x) فرمولِ اگر اگروتنها است، استقلال ویژگͬ دارای ϕ(x, y) فرمولِ بنابراین،
باشد.

قضیه ی
(p, q)،(p, q) قضیه ی به بنا باشند. طبیعͬ عدد دو p ≥ q کنید فرض .((p, q) (قضیه ی ٢ قضیه

باشد: برقرار زیر عبارت که طوری به است،  موجود N(p, q) طبیع̞ͬ عدد
طوری به باشد، X مانند مجموعه ای متناهͬ زیرمجموعه های از گردایه ای S کنید فرض
ناتهͬ اشتراک دارای آنها از تا q تعداد ،S در مجموعه p هر میان از و ،vc∗(S) < q که
S اعضای همه ی با که است، موجود N(p, q) اندازه ی با X از زیرمجموعه ای آنگاه باشند.

دارد. ناتهͬ اشتراک

محدبتاریخ مجموعه های از خانواده ای S اگر است: دست این از قضیه نخستین ه˼لͬ قضیه ی
اشتراک دارای آن، اعضای از دلخواه مجموعه ی سه هر که طوری به باشد، اقلیدسͬ فضای در
ببینید. را ؟؟ عکس̞ است. ناتهͬ هم، با خانواده این اعضای همه ی اشتراک آنگاه باشند، ناتهͬ
Rnتعمیم محدبِ زیرمجموعه های برای (p, q)قضیه ی به قضیه این ،[١] در کلایتمن، و آلون
است متناهͬ vc بˀعدِ آنها در که خانواده هایی همه ی برای را آن ،[٢] در ،ͷماتوچ و داده اند،

کرده است. ثابت

مدل نظریه ی در (p, q) قضیه ی از نتیجه ای ۵
بخش
باز شدن،
٣.است لم

دنباله ای (bi)i∈ω و باشد vc∗(ϕ(x, y)) = q با فرمولͬ ϕ(x, y) کنید فرض •
اگروتنهااگر است، سازگار {ϕ(x, bi)}i∈ω آنگاه تهͬ. روی بازنشناختنͬ باشد

باشد. سازگار {ϕ(x, bi)}i<q+١

این در نشود. بخش M روی ϕ(x, b) و باشد وابسته فرمولͬ ϕ(x, y) کنید فرض •
،b′ |= ψ(y) هر برای که ͬ شود، م یافت چنان ψ(y) ∈ tp(b/M) فرمولِ صورت، 
باز M روی زیر، مجموعه ی دیͽر، بیان به نشود؛ بخش M روی ϕ(x, b′) فرمولِ

است:
{b ∈ M| ͬ شود نم بخش M روی ϕ(x, b)}.

{ϕ(x, bi)}i≤q+١ ولͬ است، سازگار {ϕ(x, bi)}i≤q کنید فرض اول. قسمت اثبات
B = {b٠, . . . , bq} مجموعه ی صورت، این در که کرد خواهیم ثابت ادامه در ناسازگار؛

۵



است. تناقض در vc∗(ϕ) = q با این که ͬ شود، م متلاشͬ {ϕ(a,M)}a∈M خانواده ی توسط
باشد: برقرار زیر عبارت که بیابیم، چنان را a ∈ M عنصر B′ ⊆ B هر برای است کافͬ

b ∈ B′ ⇔|= ϕ(a, b).

تحت a∗ تصویر عنوان به را a عنصر ادامه، در .a∗ |= {ϕ(x, bi)}i≤q کنید فرض
یافت. خواهیم M از اتومرفیسمͬ

،B در bi+١ و bi عنصر هر میان مناسب) اتومرفیسم اعمال با (و فشردگͬ از استفاده با
بماند. باقͬ بازنشناختنͬ همچنان حاصل دنباله ی که ͬ افزاییم م گونه ای به عنصر q+١ از بیش
مانند عنصری bi+١ و bi هر میان در که داریم یقین دنباله، ناسازگاری ــ q + ١ به بنا حال،
زیرمجموعه ی B′ کنید فرض .|= ¬ϕ(a∗, c) باشیم داشته که طوری به شود، مͬ یافت c

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را µ : B → M نگاشت باشد. B از دلخواهͬ

µ(bi) =

{
bi bi ∈ B′

|= ¬ϕ(a∗, c) که طوری به bi+١ و bi میان c از انتخاب ͷی bi ̸∈ B′

داریم اکنون گستراند. M از اتومرفیسمͬ به توان مͬ را بالا نگاشت

b ∈ B ⇔|= ϕ(a∗, µ(b)) ⇔|= ϕ(µ−١(a∗), b) ⇔ b ∈ B ∩ ϕ(µ−١(a∗,M)).

نتیجه ای
ͷمدل تئوری
از
قضیه ی
(p, q)

برای که چنان، فرمولͬ ψ(y) و باشد، وابسته فرمولͬ ϕ(x, y) کنید فرض .۴ گزاره
جهانͬ تایپهای صورت، این در نشود. بخش M روی ϕ(x, b) فرمول b ∈ ψ(M) هر

که موجودند چنان p١, . . . , pn

∀b ∈ ψ(M) (ϕ(x, b) ∈ p١) ∨ . . . ∨ (ϕ(x, b) ∈ pn).

موجود p ≥ q = vc∗(ϕ) عدد قضیه، ملزومات تحت که کنیم مͬ توجه نخست اثبات.
در یعنͬ است؛ (p, q) ویژگͬ دارای {ϕ(M, b)|b ∈ ψ(M)} گردایه ی که طوری به است،
این اثبات برای نامتناهیند. اشتراک دارای آنها از تا q گردایه، این در مجموعه p هر میان
(bi)i≤p ناسازگارِ ــ q دنباله ی p ≥ q عددِ هر برای که ͬ کنیم م ض فر خلف برهان به گفته،
ψ(M) در نامتناهͬ ناسازگار ــ q دنباله ی ͷی فشردگͬ، به بنا آنگاه، شود. یافت ψ(M) در
که فرض این رو، این از کرد. فرض بازنشناختنͬ را آن توان مͬ رمزی به بنا که است، موجود

ͬ شود. م نقض شود، نمͬ بخش M روی ϕ(x, b) فرمول b ∈ ψ(M) هر برای
زیر جزئͬ تایپ که طوری به است، موجود n طبیعͬ عدد ،(p, q) قضیه ی نتیجه ی در

باشد: متناهیاًبرآورده شدنͬ

q(x١, . . . , xn) = {ϕ(x١, b) ∨ . . . ∨ ϕ(xn, b)|b ∈ ψ(M)}.

برآورده را بالا تایپ شده ی کامل a١ . . . an آن در که pi = tp(ai/M) ͬ دهیم م قرار
ͬ کنند. م

۶



معادل
گزاره ی
بالا:
∀q شریͷ ارث جهانͬ⊏

tp(b/M)
∃a q |=
ϕ(a, y)

معادلند: هم با زیر موارد .۵ گزاره

٣؛ گزاره ی •
آنگاه نشود. بخش M روی ϕ(x, b) و باشد وابسته ϕ(x, y) فرمول کنید فرض •
ͬ شود م یافت چنان a ∈ M عنصر ،tp(b/M) از q ارث جهانͬ ͷشری هر برای

.q ⊢ ϕ(a, y) که

(قسمت ؟؟ لم̧ بر بنا ͬ شود، نم بخش M روی ϕ(x, b) که این پیروِ .١ → ٢ اثبات.
b′ ∈ ψ(M) هر برای که طوری به است، موجود ψ(y) ∈ tp(b/M) مانند فرمولͬ دوم)
{ϕ(x, b′)|b′ ∈ ψ(M)} گردایه ی نتیجه، در ͬ شود. نم بخش M روی ϕ(x, b′) فرمول
رو این از .p ≥ q = vc∗(ϕ) از مناسب انتخاب ͷی برای است، (p, q) ویژگͬ دارای
کامل جهانͬ تایپهای ،١ بر بنا دارد. را ویژگͬ همین نیز {ϕ(x, b′)|b′ ∈ ψ(M)} گردایه ی

که موجودند چنان a١, . . . , an ∈ M عناصر رو این از و p١, . . . , pn

∀b ∈ ψ(M) |=
∨

i=١,...,n
ϕ(ai, b).

جهانͬ تایپ ͷی q که آنجا از و ،q ⊢
∨
ϕ(ai, y) داریم است، ارث ͷشری q که آنجا از

.a ∈ {a١, . . . , an} ͷی برای q |= ϕ(a, y) که ͬ گیریم م نتیجه است، کامل
ͬ شود. نم بخش M روی ϕ(x, b) فرمولِ b ∈ ψ(M) هر برای کنید فرض .٢ → ١
M در که ͬ گیرد م جای q مانند جهانͬ تایپی در ψ(y) فرمولِ که کنید توجه نخست

است. متناهیاًبرآورده شدنͬ
متناهیاً M در و شاملند را ψ که دهید نشان را ͬ ای جهان تایپهای همه ی مجموعه ی K با
q ∈ K دلخواه˼ تایپ است. فشرده رو این از و بسته، K که کنید توجه ͬ شوند. م برآورده
که ͬ شود م معلوم ،ψ ∈ q که آنجا از .q|M = tp(b/M) کنید فرض و بͽیرید نظر در را
فرض̞ به بنا نیز ͬ شود. نم بخش M روی ϕ(x, b) فرض به بنا رو، این از و b؛ ∈ ψ(M)

بازِ ̞ͬͽهمسای بنابراین .q ⊢ ϕ(a, y) که است موجود چنان a ∈ M مانندِ عنصری ،٢
K که آنجا از است. q شامل ،ϕ(a, y) شامل̞ کامل̞ تایپهای همه ی از متشͺل ،[ϕ(a, y)]

که ͬ شوند م یافت چنان ϕ(a١, y), . . . , ϕ(an, y) فرمولهای است، فشرده

K ⊆
∪

i=١,...,n
[ϕ(ai, y)].

.pi = tp(ai/M) ͬ دهیم م قرار .|=
∨

i=١,...,n ϕ(ai, b) داریم ،b′ ∈ ψ(M) اگر حال

ثابت (p, q) قضیه ی از گرفتن ͷکم بدون را بالا گزاره  ی دوم قسمت بعدی، بخش در
کرد. خواهیم

(p, q) قضیه ی نتیجه ی مدلͬ نظریه ی اثبات ۶
قضیه ی
اصلͬ

٧



آنگاه نشود. بخش M روی ϕ(x, b) و باشد وابسته فرمولͬ ϕ(x, y) کنید فرض .۶ قضیه
که طوری به ͬ شود، م یافت a ∈ M مانند عنصری tp(b/M) از q شریͷ ارثِ هر برای

.q |= ϕ(a, y)

خواهیم ثابت شمارایند، L زبانِ و M مدل که حالتͬ برای تنها را بالا قضیه ی زیر، در
ͬ شود. م ثابت مشابهͬ تکنیͺهای با نیز کلͬ حالت در قضیه کرد.

q و باشد وابسته فرمولهای از شمارا خانواده ای ∆ = {ϕi(x, yi)}i∈ω کنید فرض .٧ لم
حد q آنگاه ͬ شود. م برآورده متناهیاً M شمارای مدل در که باشد جهانͬ تایپ ــ ∆ ͷی
با که ͬ شود، م یافت چنان M عناصرِ از (bi)i∈ω دنباله ی (یعنͬ است M اعضای از دنباله ای

همͽراست). q به {tp∆(bi/M)}i∈ω استون، توپولوژیِ

هرشریͷ ارث
حددنباله ای
ازاعضای 
مدل است.

q̃ کامل جهانͬ تایپ به را q نخست و باشد، ∆ شامل شمارا زبانͬ L ͬ کنیم م فرض اثبات.
آنجا از باشد. q̃ در مˀرلͬ دنباله ای I ′ = (b′i)i∈ω که ͬ کنیم م فرض ͬ گسترانیم. م L زبان در
متناهیند ها qi آن در که گرفت، نظر در

∪
i∈ω qi صورت به را q̃ ͬ توان م شماراست، زبانْ که

I = (bi)i∈ω دنباله ی ͬ شود، م برآورده متناهیاً M در q که این به نظر .qi ⊆ qi+١ و
هر برای دنباله، این ساخت روش به بنا .bi ∈ qi(M) که ͬ گیریم م نظر در گونه ای به را

.|= ϕ(bi, b) داریم بزرگ کافͬ اندازه ی به های i برای ،ϕ(x, b) ∈ q̃|MI

دنباله ی تایپها، فضای فشردگ̞ͬ به بنا .q = lim tp∆(bi/M) که ͬ کنیم م ادعا
.q = q′|∆ که ͬ کنیم م ادعا است. q′ جهان̞ͬ تایپ به همͽرا دنباله ای زیر دارای {tp(bi/M)}

همͽراست.) q به I دنباله ی خودِ صورت، این در چرا که کند تحقیق که است خواننده (بر
ͬ توان م استقراء با و نکته، این ͷکم با .q̃|MI = q′|MI داریم دنباله، ساخت روش به بنا
تحدیدشان و خود، رو این از Mدارند، روی یͺسان مˀرلͬ دنباله های q′ و q̃ دنباله ی دو که دید

.(١ لم به (بنا برابرند هم با ∆ به

نتیجه ی
اثبات

q تایپ ،L شمارای زبان در گیریم شد: ثابت پیش رو حͺم ویژه به بالا، اثبات خلال در
.M روی q در باشد مˀرلͬ دنباله ای I و باشد، M مدل به تحدیدش برای جهانͬ شریͷ ارثͬ
(bi)i∈ω دنباله ی هر برای ،qi ⊆ qi+١ و متناهیند ها qi آن در که q =

∪
i∈ω qi گرفتن̞ با

.lim(tp(bi/M)) = q داریم ،bi ∈ qi(M) که طوری به M در

که آنجا از باشد. M روی q در مˀرلͬ دنباله ی ͷی (b′i)i∈ω کنید فرض .٣ قضیه ی اثبات
qi+١ ⊢ qi آن در که ͬ گیریم، م نظر در

∪
i∈ω qi صورت به را آن شماراست، q|M(b′i)i∈ω

طور به ،qi(M) هر در رو این از و ،M در q که کنید توجه نخست است. متناهͬ qi هر و
داریم a ∈ M هر برای ازاین رو، ͬ شود، م برآورده متناهͬ

[∀b٠ ∈ q٠(M) |= ϕ(a, b٠)( t] ⇒ ϕ(a, y) ∈ q. (∗)

ϕ(x, b) که آنجا از است.) برقرار چپ سمت عبارت که نکرده ایم ادعا که کنید، (توجه
هر برای اگر حال است. سازگار {ϕ(x, b′i)}i∈ω مجموعه ی ͬ شود، نم بخش M روی
هر برای (∗) بر بنا آنگاه ،{ϕ(x, b′i)}i∈ω |= ϕ(x, b٠) باشیم داشته b٠ ∈ q٠(M)

ͬ شود. م ثابت حͺم و ،ϕ(a∗, y) ∈ q داشت خواهیم a∗ |= {ϕ(x, b′i)}i∈ω

٨



باشد: سازگار زیر مجموعه ی که است، موجود چنان b٠ ∈ q٠(M) که ͬ کنیم م فرض پس

{ϕ(x, b′i)}i∈ω ∪ {¬ϕ(x, b٠)}.

است: سازگار زیر مجموعه ی b∗ |= q|M(b′i)i∈ω
هر برای صورت، این در

{ϕ(x, b′i)}i∈ω ∪ {¬ϕ(x, b٠)} ∪ {ϕ(x, b∗)}.

است: شده  نتیجه زیر نکته ی سه از گفته، این
دنباله ی و ϕ′(x, y) وابسته ی فرمولِ برای کرده ایم، ثابت که همانگونه •
آنگاه باشد، سازگار {ϕ′(x, b′i)}i<vc∗ϕ مجموعه ی اگر (b′i)i∈ω بازنشناختن̞ͬ
فرمولِ به را حͺم این جا، این در است. سازگار {ϕ′(x, b′i)}i<ω مجموعه ی

ͬ کنیم. م اعمال ϕ′(x, y) = ϕ(x, y) ∧ ¬ϕ(x, b٠)

فرمولِ در زیرا ،vc∗(ϕ′(x, y)) = vc∗(ϕ(x, y) ∧ ¬ϕ(x, b٠)) ≤ vc∗ϕ داریم •
است. درگیر x متغیرِ تنها ¬ϕ(x, b٠)

است. بازنشناختنͬ M روی (b′i)i∈ω + b∗ دنباله ی •
،(I = (b′i)i<ω (برای داریم پس

tp(b∗/MI)︸ ︷︷ ︸
y متغیرِ با

⊢ (∃x |=)
(
{ϕ(x, b′i)}i<vc∗(ϕ)+١ ∪ {¬ϕ(x, b٠)} ∪ {ϕ(x, y)}

)
.

ͬ شود، م برآورده متناهͬ طور به ،q١(M) در رو این از و ،M در tp(b∗/MI) که آنجا از
سازگار زیر مجموعه ی که طوری به است، موجود b١ ∈ q١(M) عنصر که ͬ گیریم م نتیجه

باشد:
{ϕ(x, b′i)}i<vc∗(ϕ)+١ ∪ {¬ϕ(x, b٠)} ∪ {ϕ(x, b١)}.

که باشد، موجود چنان b٠ ∈ q٠(M) که این فرض با بالا در ͬ کنید، م مشاهده که همانطور
¬ϕ(x, b٠) ∧ ϕ(x, b١) سازگارِ تناوبِ به باشد، سازگار {ϕ(x, b′i)}i∈ω ∪ {¬ϕ(x, b٠)}
b٢ ∈ q٢(M) هر برای اگر داد: ادامه ͬ توان م را فراروند این رسیدیم. ϕ فرمولِ برای

مجموعه ی

{ϕ(x, b′i)}i∈ω ∪ {¬ϕ(x, b٠)} ∪ {ϕ(x, b١)} ∪ {¬ϕ(x, b٢)}

سازگارِ تناوبِ به باشد، سازگار

¬ϕ(x, b٠) ∧ ϕ(x, b١) ∧ ¬ϕ(x, b٢) ∧ ϕ(x, b٣)

بنا زیرا داد، ادامه بی نهایت تا ͬ توان نم را فراروند این .b٣ ∈ q٣(M) آن در که رسید، خواهیم
حداکثر ϕ(x, y) فرمول رو این از و همͽراست، (bi)i∈ω دنباله ی قبل، لم اثباتِ نتیجه ی بر

داشت. ͬ تواند م تناوب متناهͬ تعداد
سازگار مجموعه ی و n ∈ ω ͷی به نهایت در روند، این ادامه ی با شد، گفته آنچه بر بنا

ͬ رسیم: م زیر

A(x) = {ϕ(x, b′i)}i<vc∗(ϕ)+١ ∪ {¬ϕ(x, b٠)} ∪ {ϕ(x, b١)} ∪ {¬ϕ(x, b٢)} ∪ . . .∪
{¬ϕ(x, bn−١)} ∪ {ϕ(x, bn)},

٩



موجود bn+١ ∈ qn+١(M) عنصرِ اجبار، به پس نباشد. تکرار قابل بالا روند که طوری به
که طوری به است،

A(x) |= ϕ(x, bn+١).

.q |= ϕ(a∗, y) داشت خواهیم a∗ |= A(x) هر برای پس

تعریف پذیر حالت در مسئله ٧
آنگاه نشود، بخش M روی ϕ(x, b) و باشد وابسته ϕ(x, y) فرمول اگر که دیدیم
فرمول b′ ∈ ψ(M) هر برای که طوری به است، موجود ψ(y) ∈ tp(b/M) فرمول
گردایه ی برای (p, q) ویژگͬ معادل نیز، دوم عبارت این نشود. بخش M روی ψ(x, b′)
قضیه ی از نیز، .p از مناسبی انتخاب و q = vc∗(ϕ) برای است، {ϕ(x, b′)|b′ ∈ ψ(M)}
ϕ(x, b′) هر که طوری به ͬ شود، م نتیجه p١, . . . , pn مانند جهانͬ تایپهایی وجود (p, q)
(p, q) قضیه ی به توجه از پیش این، از ͬ تر کل حͺمͬ بیفتد. آنها از ͬͺی در b′ ∈ ψ(M) برای

بود. شده زده حدس [٣] در

فرمولͬ آنگاه نشود. بخش M روی ϕ(x, b) و باشد وابسته ϕ(x, y) کنید فرض حدس.
سازگار {ϕ(x, b′)|b′ ∈ ψ(M)} که طوری به است، موجود ψ(y) ∈ tp(b/M) چون

باشد.

ϕ(x, y) اگر است: پیش رو مدلͬ نظریه ی معادل دارای حدس، از پیش بندِ که دیدیم نیز
آنگاه نشود، بخش M روی ϕ(x, b) و باشد وابسته فرمولͬ

∀q شریͷ ارث جهانͬ⊏ tp(b/M) ∃a ∈ M q |= ϕ(a, y).

ͬ توان م کردیم. ثابت ͷمدل تئوری کاملا́ روشͬ با قبل، فصل در را (p, q) قضیه ی از بیان این
حاصل بالا در سورها جای تعویض با که است، مشابه قضیه ای معادل بالا، حدس که کرد ثابت

ͬ شود: م

معادلند: هم با زیر موارد T وابسته ی تئوریِ در .٨ گزاره
بالا. حدس •

آنگاه نشود، بخش M روی ϕ(x, b) اگر •

∃a ∈ M ∀q شریͷ ارث جهانͬ⊏ tp(b/M) q |= ϕ(a, y).
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