
যࡪما္اॐඟ໌૱ناনඟ໌࣓م



اصفهان صنعتͬ دانشͽاه
ریاضͬ علوم دانشͺده

با صحیح اعداد جمعی ساختار از بسط هایی مطالعۀ 
بیتی دنبالۀ یک

محض ریاضͬ دکتری رساله

زارعی افشین

راهنما استادان

آقایی مجتبی دکتر

خانی محسن دکتر

١۴٠٢





قدردانͬ: و تقدیر

به دوره این طͬ در آنها ͬ های دلͽرم و حمایت ها کنم. تشͺر خانواده ام از ابتدا در که ͬ دانم م لازم خودم بر
کرد. ͷکم بسیار مسیر این دادن ادامه در من

ازجمله بودند، نادر بسیار برخͬ که برخوردم عدیده ای مشͺلات به بودم، دکترا دانشجوی که مدتͬ در
و فشارها اقسام و انواع دانشͽاه از ماه ۴٠ این طͬ در انجامید. به طول ماه ۴٠ مقاله پذیرش فرآیند اینکه
ͬ کردم. م رها را مقطع این اوایل همان در چه بسا نبودند، خانͬ محسن دکتر اگر و شد وارد من به استرس ها
بر علاوه ایشان از بود. ایشان با آشنایی دکترا، مقطع در من دستاورد بزرگترین که بͽویم ͬ توانم م جرئت به
حتͬ ͬ توانم نم کردن تشͺر با که هرچند دارم، را تشͺر کمال ایشان از فراگرفته ام. زیادی چیزهای درس،

کنم. جبران را ایشان لطف های از (ͷکوچ (بینهایت ͬͺکوچ قسمت
در آنها، با آشنایی هستند. دوستانم بهترین  آنها از برخͬ ازقضا، که شدم آشنا دوستانͬ با دوره این در
تشͺر بسیار آنها همۀ از کرد. ͷکم من به بسیار اصفهان در کردن زندگͬ همچنین و دوره این گذراندن

ͬ کنم. م
این با را مقوله این نیست. آنها بیان برای مجالͬ اینجا در که دارم، دوره این از زیادی تجربیات و ͬ ها گفتن

ͬ رسانم. م پایان به داده ام، قرار کارم سرلوحۀ را آن ͬ ام زندگ لحظات از بسیاری در که خیام از زیبا شعر

است، نفس ͷی یقین، به تا ͷش عالم وز است، نفس ͷی دین، به تا کفر منزلِ از
است. نفس ͷی همین ما عمرِ حاصل̞ ک͑ز ͬ دار، م خوش را عزیز نفسِ ͷی این

١۴٠٢ آبان ماه زارعͬ افشین



..

به متعلق رساله اين به مربوط معنوی و مادی مالͺیت حقوق کلیه
توسط حقوق این است. پدیدآورندگان و اصفهان صنعتͬ دانشͽاه
این فکری مالͺیت مشͬ خط اساس بر و اصفهان صنعتͬ دانشͽاه

شد. خواهد بندی سهم و ارزش گذاری دانشͽاه،
تجاری سازی برای اقدام یا نتايج محتوا، از برداری بهره گونه هر
صنعتͬ دانشͽاه کتبی مجوز با تنها رساله اين دستاوردهای

است. امͺان پذیر اصفهان
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چͺیده:

مˀدلͬ نظریۀ متفاوت روش های از استفاده با را مختلف ساختار چهار تصمیم پذیری ما رساله این در
حذف سور است، طلایی نسبت همان φ آن در که ،⟨Z,+, ۰,۱, ⌊φx⌋⟩ ساختار برای ابتدا کرده ایم. ثابت
این به سپس کرده ایم. بیان حذف سور از نتیجه ای به عنوان را ساختار این تصمیم پذیری و کرده ثابت
ساختار این که کرده ایم ثابت قبلͬ، ساختار به محمول هایی افزودن با و افزوده ایم را ترتیب ساختار
ایده ای از استفاده با سپس است. تصمیم پذیر درنتیجه و دارد کامل نظریۀ ͬ پذیرد، م حذف سور جدید
را ⟨R,+, <,Z, ۰,۱, ⌊φx⌋⟩ ساختار تصمیم پذیری نتیجه در و بودن کامل پذیرفتن، حذف سور مشابه،
ثابت اتوماتا نظریۀ از استفاده با و دشواری روش های با قبلا́ ساختار، سه این تصمیم پذیری داده ایم. نشان
که داده ایم نشان  نهایت، در است. مˀدل  نظریۀ سادۀ تکنیͷ های بر مبتنͬ ما اثبات های ولͬ است شده
بودن کامل داشتن، اول مدلِ از و است مدل ˂کامل α غیرگویای عدد هر برای ⟨Z,+, ۰,۱, ⌊αx⌋⟩ ساختار

است. جدیدی کاملا́ نتیجۀ ساختار این تصمیم پذیری کرده ایم. بیان را آن تصمیم پذیریِ نتیجه در و

١١B٣٩ ،١١U٠۵ ،١١U٠٩ ،٠٣C٩٨ ،٠٣C١٠ ،٠٣B٢۵ موضوعͬ: رده بندی

صحیح اعداد جمعͬ ساختار بسط طلایی، نسبت بیتͬ، دنبالۀ حذفِ سور، تصمیم پذیری، کلیدی: واژگان
بیتͬ. دنبالۀ ͷی با



م  ق  دم  ه

ت  ص  م  ی  م ن  اپ  ذی  ر (⟨N,+, ·⟩ (س  اخ  ت  ار اع  داد ح  س  اب ک  ه ͬ دھ د م   ن  ش  ان اول ن  ات  م  ام  ی  ت م  ع  روف ق  ض  ی  ۀ در ١ گ  ودل
ت  ص  م  ی  م ن  اپ  ذی  ر ش  ود، ت  ع  ب  ی  ر ⟨N,+, ·⟩ آن در ک  ه س  اخ  ت  اری ھ ر ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ق  ض  ی  ه ای  ن از .([۵]) اس  ت

ͬ گ  وی  ن  د. م   غ  ی  ررام٣ ،٢ ͷ  گ  روت  ن  دی ب  ی  ان ب  ه س  اخ  ت  ارھ ای  ͬ چ  ن  ی  ن ب  ه اس  ت.
اس  ت. ص  ح  ی  ح اع  داد وج  ود ھ م  چ  ن  ی  ن و · و + ت  واب  ع ھ م  زم  ان وج  ود ع  ل  ت ب  ه س  اخ  ت  ار ای  ن ت  ص  م  ی  م ن  اپ  ذی  ری
n ب  ر ب  ودن ب  خ  ش پ  ذی  ر ب  رای م  ح  م  ول ھ ای  ͬ آن ج  ای ب  ه و ک  ن  ی  م ح  ذف را ض  رب ت  اب  ع س  اخ  ت  ار ای  ن در اگ  ر ام  ا

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر ک  ه ͬ رس  ی  م م   پِ  رس  بِ  رگ  ر۴ م  ع  روف س  اخ  ت  ار ب  ه ب  ی  اف  زای  ی  م،
ͬ ش  ود، ن  م   س  اخ  ت  ار ش  دن غ  ی  ررام ب  اع  ث ھ م  ی  ش  ه س  اخ  ت  ار در ض  رب و ج  م  ع ت  اب  ع ھ م  زم  ان وج  ود
ق  ض  ی  ۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا دارن  د، وج  ود آن در ھ م  زم  ان ت  اب  ع دو ای  ن ͅ  ه ای  ن   ب  ا ،⟨R,+, ·⟩ س  اخ  ت  ار م  ث  ال ب  رای

اس  ت. رام۶ ی  ا ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر ۵ ͅ  ͬ‐س  ای  دن  ب  رگ ت  ارس  
ت  اب  ع س  اخ  ت  ار ای  ن از اگ  ر ح  ال اس  ت. غ  ی  ررام ،⟨R,+, ·,Z⟩ س  اخ  ت  ار ی  ع  ن  ͬ ھ م، ب  ا س  اخ  ت  ار دو ای  ن ت  رک  ی  ب

ͬ ش  ود. م   رام س  اخ  ت  ار ای  ن ،[١۶] در ٧ ͅ  ول˼  م ا̊س   ن  ت  ای  ج ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ن  ی  م، ح  ذف را ض  رب
ک  ه ش  ود پ  رداخ  ت  ه س  وال ای  ن ب  ه اس  ت ط  ب  ی  ع  ͬ ͬ ش  ود، م   س  اخ  ت  ار ش  دن رام ب  اع  ث ض  رب ت  اب  ع ح  ذف ک  ه ح  ال
ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری ک  ه ب  ه ط  وری اف  زود، R̄ := ⟨R,+,Z⟩ س  اخ  ت  ار ب  ه ض  رب» از «آث  اری ͬ ت  وان م   م  ی  زان چ  ه ب  ه
اث  ر دو اف  زدون ت  ن  ه  ا ک  ه داد ن  ش  ان [٨] در ٨ ھ ی  رون  ی  م  ͬ س  وال، ای  ن ب  ه پ  اس  خ راس  ت  ای در ش  ود. ح  ف  ظ س  اخ  ت  ار

ͬ رود: م   ب  ی  ن از س  اخ  ت  ار ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری ،R̄ س  اخ  ت  ار ب  ه ض  رب

س  اخ  ت  ار در آن  ͽ  اه ب  اش  ن  د، خ  ط  ͬ م  س  ت  ق  ل Q روی β و α و ۱ اگ  ر .(٢٠١۶ (ھ ی  رون  ی  م  ͬ، ق  ض  ی  ه
س  اخ  ت  ار ای  ن ب  ن  اب  رای  ن و ͬ ش  ود م   ت  ع  ری  ف  ح  ق  ی  ق  ͬ اع  داد روی ب  ر ض  رب ع  م  ل ⟨R, <,+,Z, αZ, βZ⟩

اس  ت. ت  ص  م  ی  م ن  اپ  ذی  ر

س  وال ض  رب، اث  ر ͷ  ی ب  ا ھ م  راه R̄ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری ب  ررس  ͬ ھ ی  رون  ی  م  ͬ، ق  ض  ی  ۀ ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا
ھ س  ت  ی  م. س  وال ای  ن ب  رای ج  واب  ͬ ی  اف  ت  ن ب  ه دن  ب  ال م  ا پ  ژوھ ش ای  ن در ک  ه اس  ت م  ه  م  ͬ

١Gödel
٢Grothendieck
٣wild
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٧Skolem
٨Hieronymi



٢

ب  س  ط ای  ن خ  اص ح  ال  ت ͷ  ی در ک  ه داد ن  ش  ان [٩] در ھ ی  رون  ی  م  ͬ س  وال، ای  ن ب  رای پ  اس  خ  ͬ ب  ه ع  ن  وان
اس  ت: ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر

(ری  ش  ۀ ٩ م  رب  ع  ͬ ع  ددی α ھ رگ  اه اس  ت ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر ⟨R, <,+,Z, αZ⟩ س  اخ  ت  ار .(٢٠١٩ (ھ ی  رون  ی  م  ͬ، ق  ض  ی  ه
ب  اش  د. دو) درج  ه م  ع  ادل  ۀ ͷ  ی

ت  ع  ب  ی  ر B := ⟨N, P (N), sN,∈⟩ ١٠ ن  وع  ͬ دو س  اخ  ت  ار در ش  ده ی  اد س  اخ  ت  ار ک  ه ک  رد ث  اب  ت ھ ی  رون  ی  م  ͬ
N× P (N) روی ش  ده ت  ع  ری  ف ع  ض  وی  ت راب  ط  ۀ ∈ و ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد در ت  ال  ͬ ت  اب  ع ھ م  ان sN آن در ک  ه ͬ ش  ود، م  
اع  داد ١١ ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ن  م  ای  ش و م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط از ،B س  اخ  ت  ار در س  اخ  ت  ار ای  ن ک  ردن ت  ع  ب  ی  ر ب  رای اس  ت.
آن اث  ب  ات ک  ه اس  ت، ١٢ ب  وخ  ͬ از م  ع  روف ق  ض  ی  ه ای ،B س  اخ  ت  ار ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری ام  ا اس  ت. ش  ده اس  ت  ف  اده ح  ق  ی  ق  ͬ

.[١] اس  ت ات  وم  ات  ا ن  ظ  ری  ه ˄ پ  ای  ۀ ب  ر

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر B س  اخ  ت  ار .(١٩۶١ (ب  وخ  ͬ، ق  ض  ی  ه

اگ  ر اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر ⟨R, <,+,Z, αZ⟩ س  اخ  ت  ار ،α م  رب  ع  ͬ ع  دد ب  رای گ  ف  ت  ی  م، ک  ه ھ م  ان ط  ور ب  ن  اب  رای  ن
س  اخ  ت  ار در س  اخ  ت  ار ای  ن ت  ع  ب  ی  ر ب  رای وی روش ام  ا اس  ت، ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر س  اخ  ت  ار ای  ن ک  ه ک  رد ث  اب  ت ھ ی  رون  ی  م  ͬ چ  ه
را [١۵] از ٢٧ ص  ف  ح  ۀ ͬ ھ ا پ  ی  چ  ی  دگ   ای  ن م  ش  اھ دۀ ب  رای دارد. زی  ادی م  دل  ͬ ن  ظ  ری  ۀ ͬ ھ ای پ  ی  چ  ی  دگ   ب  وخ  ͬ،
گ  راف، ͷ  ی ک  ش  ی  دن ب  ا ص  ف  ح  ه ای  ن در و اس  ت ھ ی  رون  ی  م  ͬ از [٩] م  ق  ال  ۀ ب  راس  اس پ  ای  ان ن  ام  ه ای  ن ک  ن  ی  د. م  ش  اھ ده
داش  ت  ی  م، ھ ی  رون  ی  م  ͬ ب  ا م  ا ک  ه ͅ  ات  ب  ات  ͬ م   ط  ͬ اس  ت. ک  رده ب  ی  ان م  ف  ی  د و خ  لاص  ه ب  ه ص  ورت را ن  ش  ان  دن ای  ن ن  ح  وۀ
س  وال واق  ع در آم  د. ب  ه ن  ظ  ر ج  ال  ب ت  ح  ق  ی  ق  ات  ͬ م  وض  وع ͷ  ی ای  ش  ان، ن  ظ  ر از س  اده ت  ر و روان ت  ر اث  ب  ات  ͬ ارائ  ۀ
م  ن  اس  ب  ͬ ح  ذف س  ور ی  ا و س  اخ  ت  ار ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری ب  رای م  دل ن  ظ  ری  ه ب  راس  اس اث  ب  ات  ͬ آی  ا ک  ه ب  ود ای  ن ھ ی  رون  ی  م  ͬ

اس  ت. رس  ال  ه ای  ن در پ  ژوھ ش م  وض  وع ھ ای از ͬ  ͅ ی   س  وال ای  ن ب  ه پ  اس  خ ک  ه دارد، وج  ود س  اخ  ت  ار ای  ن ب  رای
اع  داد غ  ی  اب در و ت  رت  ی  ب ب  دون س  اخ  ت  ار اب  ت  دا در ط  ب  ی  ع  ͬ، ب  ه ط  ور س  وال ای  ن ب  ه دادن پ  اس  خ م  ن  ظ  ور ب  ه
φ و ͬ ن  ͽ  ارد م   ⌊φx⌋ ب  ه را x ھ ر ک  ه اس  ت ت  اب  ع  ͬ f آن در ک  ه را، ⟨Z,+, f, ۰,۱⟩ س  اخ  ت  ار ی  ع  ن  ͬ ح  ق  ی  ق  ͬ،
ق  س  م  ت در ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ١٣ ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͷ  ی درح  ق  ی  ق  ت f ت  اب  ع ک  ردی  م. م  ط  ال  ع  ه اس  ت، ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت ھ م  ان
ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط م  ط  ال  ع  ۀ ب  ه رس  ال  ه، ای  ن اول

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر س  اخ  ت  ار ای  ن ک  ه دادی  م ن  ش  ان و پ  رداخ  ت  ی  م
دادی  م ن  ش  ان س  پ  س ک  ردی  م. ارائ  ه س  اخ  ت  ار ب  رای ک  ام  ل م  وض  وع  ه ای اص  ول اب  ت  دا ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری، اث  ب  ات ب  رای
ب  ی  ان ح  ذف س  ور از ن  ت  ی  ج  ه ای ب  ه ع  ن  وان را س  اخ  ت  ار ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری درن  ه  ای  ت و ͬ پ  ذی  رد م   ح  ذف س  ور ن  ظ  ری  ه ای  ن ک  ه

ک  ردی  م.
٩quadratic number

١٠two-sorted
١١Ostrowski representation

١٢Büchi
١٣Beatty sequence



٣

ب  ی  ن ت  رت  ی  ب ͬ ک  ه آن  ج  ای   از ͬ ک  ردی  م. م   ب  ررس  ͬ را م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ح  ل پ  ذی  ری ب  ای  د ح  ذف س  ور، اث  ب  ات در
م  ع  ادلات، ح  ل پ  ذی  ری ش  رای  ط ب  ی  ان ب  رای ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر س  اخ  ت  ار ای  ن در اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای
ح  ل پ  ذی  ر ،١۴ ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ از گ  رف  ت  ن ͷ  ک  م ب  ا س  پ  س و ن  وش  ت  ی  م اع  ش  اری ق  س  م  ت ب  رح  س  ب را آن  ه  ا م  ع  ادل اب  ت  دا
ق  ض  ی  ه ای ͬ ت  ری  ن اص  ل   ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ب  ن  اب  رای  ن دادی  م. ن  س  ب  ت آن پ  ارام  ت  رھ ای و ض  رای  ب ب  ه را دس  ت  ͽ  اه ای  ن ب  ودن
اص  ول ͬ ت  ری  ن اص  ل   از ͬ  ͅ ی   ب  ه ع  ن  وان را ق  ض  ی  ه ای  ن ل  ذا ک  رده ای  م اس  ت  ف  اده ح  ذف س  ور اث  ب  ات در آن از ک  ه اس  ت
دی  ͽ  ر اص  ول ب  ق  ی  ۀ از ͬ ت  وان م   را اص  ل ای  ن ک  ه دری  اف  ت  ی  م پ  ژوھ ش ادام  ۀ در ک  ه ھ رچ  ن  د ک  ردی  م. ب  ی  ان م  وض  وع  ه

ک  ن  ی  م. اس  ت  ن  ت  اج ن  ظ  ری  ه،
ن  ب  اش  د؛ ک  ارآم  د دی  ͽ  ر ج  دی  د، س  اخ  ت  ار ب  رای ح  ذف س  ور اث  ب  ات ک  ه ش  د ب  اع  ث س  اخ  ت  ار، ب  ه ت  رت  ی  ب اف  زودن
اث  ب  ات ب  رای ع  ددی  ـ ـاع  ش  اری ال  ͽ  وھ ای ای  دۀ از ب  ن  اب  رای  ن ن  ی  س  ت. ب  رق  رار ب  ازه ای ھ ر در ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ زی  را
در ک  ه ͬ ک  ن  د م   ب  ی  ان واق  ع در ع  ددی  ـ ـاع  ش  اری ال  ͽ  وی ک  ردی  م. اس  ت  ف  اده ⟨Z,+, f, <, ۰,۱⟩ س  اخ  ت  ار ح  ذف س  ور
ت  رت  ی  ب  ͬ دارای اع  داد ای  ن ͅ  ه ای  ن   ع  لاوه ب  ر ک  ه دارن  د وج  ود ص  ح  ی  ح ع  دد م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ش  ده، داده ب  ازۀ ͷ  ی

دارن  د. خ  اص  ͬ ت  رت  ی  ب ͅ  دی  ͽ  ر ی   ب  ه  ن  س  ب  ت ن  ی  ز آن  ه  ا ب  راب  ر φ اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ س  ت  ن  د، خ  اص  ͬ
را م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ھ ای ح  ل پ  ذی  ری ش  رط ب  ت  وان  ی  م ک  ه ش  د ب  اع  ث زب  ان ب  ه ع  ددی  ـ  ـاع  ش  اری ال  ͽ  وھ ا اف  زودن
ک  ام  ل ب  ه ت  وج  ه ب  ا ادام  ه، در ک  ن  ی  م. ب  ی  ان ھ س  ت  ن  د، دس  ت  ͽ  اه پ  ارام  ت  رھ ای ب  ه واب  س  ت  ه ک  ه اول  ͬ م  رت  ب  ه ف  رم  ول ھ ای ب  ا

ک  ردی  م. اس  ت  ن  ت  اج را ن  ظ  ر م  ورد س  اخ  ت  ار ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری ن  ظ  ری  ه، ب  ودن
ال  ͽ  وھ ای ای  دۀ ھ م  ان ب  ا و اف  زودی  م س  اخ  ت  ار ب  ه  را ح  ق  ی  ق  ͬ اع  داد اص  ل  ͬ، س  وال ب  ه ح  م  ل  ه ب  رای و درن  ه  ای  ت

ک  ردی  م. ث  اب  ت ⟨R, <,+,Z, φZ⟩ س  اخ  ت  ار ب  رای را ح  ذف س  ور ع  ددی  ـ ـاع  ش  اری،
اس  ت، ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر س  اخ  ت  ار خ  ودِ در اع  داد اع  ش  اری ق  س  م  ت ق  ب  ل  ͬ، س  اخ  ت  ار دو ب  رخ  لاف س  اخ  ت  ار ای  ن در
در ب  ن  اب  رای  ن ب  ود. ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر س  اخ  ت  ار دو آن در اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ب  ی  ن ت  رت  ی  ب ک  ه اس  ت درح  ال  ͬ ای  ن
ب  ا س  پ  س و ک  ردی  م ب  ازن  وی  س  ͬ اع  ش  اری ق  س  م  ت ب  ر ح  س  ب را م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه اب  ت  دا ح  ذف س  ور، اث  ب  ات راس  ت  ای
دو ھ م  ان  ن  د ک  ردی  م. واب  س  ت  ه پ  ارام  ت  رھ ای  ش و ض  رای  ب ب  ه ف  ق  ط را دس  ت  ͽ  اه  ح  ل پ  ذی  ری ش  رط ال  ͽ  وھ ا، از اس  ت  ف  اده

گ  رف  ت  ی  م. ن  ت  ی  ج  ه آن پ  ذی  رف  ت  ن ح  ذف س  ور و ن  ظ  ری  ه ب  ودن ک  ام  ل از را س  اخ  ت  ار ای  ن ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری ق  ب  ل، س  اخ  ت  ار
رون  د ال  ͽ  وری  ت  م ح  ت  ͬ و اس  ت ش  ده ث  اب  ت س  اخ  ت  ار ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری م  رب  ع  ͬ، اع  داد م  ورد در ͅ  ه ای  ن   ب  ا
ن  رم اف  زار) ͷ  ل  ی  ن) ͅ  اران  ش ھ م   و ١۶ شَ  ل  ی  ت ت  وس  ط ن  ی  ز ن  رم اف  زاری آن ب  ر ع  لاوه و ([١۴ ،۴]) ١۵ ت  ص  م  ی  م گ  ی  ری
ھ دف ب  ن  اب  رای  ن ن  دارد. وج  ود م  لاح  ظ  ه ای ق  اب  ل ن  ت  ی  ج  ۀ ھ ی  چ غ  ی  رم  رب  ع  ͬ اع  داد م  ورد در ام  ا اس  ت، ش  ده ارائ  ه

اس  ت. ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͷ  ی ب  ا ⟨R, <,+,Z⟩ س  اخ  ت  ار ب  س  ط م  ط  ال  ع  ۀ پ  ژوھ ش ای  ن در م  ا ب  ع  دی
دن  ب  ال  ۀ ͷ  ی ب  ه ھ م  راه ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان اب  ت  دا م  رب  ع  ͬ، ح  ال  ت ب  ا م  ش  اب  ه
ک  ام  لا́ ق  ب  ل  ͬ ͅ  ردھ ای روی   ب  ا س  اخ  ت  ار، ای  ن ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری اث  ب  ات در ͅ  ردم  ان روی   اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر ب  ی  ت  ͬ،

١۴Kronecker’s Theorem
١۵decision procedure

١۶Shallit

https://cs.uwaterloo.ca/~shallit/walnut.html


۴

ک  ردی  م. ب  ی  ان س  اخ  ت  ار م  دل ک  ام  ل  ی  ت از ن  ت  ی  ج  ه ای ب  ه ع  ن  وان را س  اخ  ت  ار ای  ن ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری و اس  ت م  ت  ف  اوت
ب  ه م  ن  ظ  ور ک  ن  ی  م. ب  ررس  ͬ را م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ھ ای ح  ل پ  ذی  ری ب  ای  د س  اخ  ت  ار، ب  ودن م  دل ک  ام  ل اث  ب  ات ب  رای
ش  رط س  پ  س ک  ردی  م. دس  ت  ه ب  ن  دی ج  ب  ری و غ  ی  رج  ب  ری دس  ت  ۀ دو ب  ه  را م  ع  ادلات اب  ت  دا م  ع  ادلات، دس  ت  ͽ  اه ھ ای ح  ل
ن  ظ  ری  ه م  دل ک  ام  ل  ی  ت ک  ه دادی  م، ق  رار ن  ظ  ری  ه در اص  ل  ͬ ب  ه ع  ن  وان ب  ه گ  ون  ه ای را م  ع  ادلات ای  ن از ک  دام ھ ر ح  ل پ  ذی  ری
ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری درن  ت  ی  ج  ه و ب  ودن ک  ام  ل ش  ده، ارائ  ه ن  ظ  ری  ۀ ای  ن داش  ت  ن اول م  دل از درن  ه  ای  ت، ک  ن  د. ت  ض  م  ی  ن را

گ  رف  ت  ی  م. ن  ت  ی  ج  ه را آن
پ  رداخ  ت. خ  واھ ی  م ح  ق  ی  ق  ͬ اع  داد و ت  رت  ی  ب ح  ض  ور در س  اخ  ت  ار ای  ن م  ط  ال  ع  ۀ ب  ه ن  ی  ز آت  ͬ پ  ژوھ ش ھ ای در



١ ف  ص  ل

پ  ی  ش ن  ی  ازھ ا

دوم، زی  رب  خ  ش در و م  ن  ط  ق  ͬ پ  ی  ش ن  ی  ازھ ای اول ب  خ  ش زی  ر در اس  ت. زی  رب  خ  ش دو ش  ام  ل ف  ص  ل ای  ن
ͬ  ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را اع  دادی ن  ظ  ری  ۀ پ  ی  ش ن  ی  ازھ ای

م  ن  ط  ق  ͬ پ  ی  ش ن  ی  ازھ ای ١ . ١

ک  رده ای  م، اس  ت  ف  اده آن  ه  ا از رس  ال  ه ای  ن در ک  ه م  دل ن  ط  ری  ۀ و م  ن  ط  ق م  ق  دم  ات  ͬ م  ف  اھ ی  م ب  ی  ان ب  ه ف  ص  ل ای  ن در
را [١٨] و [١٣] م  رج  ع ھ ای م  ف  ص  ل ت  ر ت  ع  اری  ف ب  رای ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  س  ن  ده ک  وت  اه ت  ع  اری  ف ب  ه ت  ن  ه  ا و ͬ پ  ردازی  م م  

ک  ن  ی  د. م  ط  ال  ع  ه
م  رت  ب  ۀ زب  ان اس  ت. م  ن  اس  ب زب  ان ͷ  ی ان  ت  خ  اب ن  ی  ازم  ن  د اول، م  رت  ب  ۀ م  ن  ط  ق در ج  ب  ری س  اخ  ت  ار ھ ر م  ط  ال  ع  ۀ
و (F) ت  اب  ع  ͬ ن  م  ادھ ای م  ج  م  وع  ۀ ،(R) راب  ط  ه ای ن  م  ادھ ای م  ج  م  وع  ۀ ش  ام  ل م  ج  زا، م  ج  م  وع  ۀ س  ه اج  ت  م  اع اول،
از م  ج  م  وع  ه  ای زب  ان ͬ دھ ی  م. م   ن  ش  ان L = R ∪ F ∪ C ب  ا را آن ک  ه اس  ت (C) ث  اب  ت  ͬ ن  م  ادھ ای م  ج  م  وع  ۀ
داری  م. ن  ی  از س  اخ  ت  ار ͷ  ی ب  ه زب  ان  ͬ، ع  ن  اص  ر ت  ع  ب  ی  ر ب  رای ن  دارد. م  ف  ه  وم  ͬ و م  ع  ن  ا ھ ی  چ ن  م  ادھ ا ای  ن و اس  ت ن  م  ادھ ا
دی  ͽ  ر، ب  ی  ان  ͬ ب  ه ͬ ش  ون  د. م   ت  ع  ب  ی  ر زب  ان ع  ن  اص  ر ج  ه  ان، آن در ک  ه اس  ت ج  ه  ان ͷ  ی ش  ام  ل L ـ  ـس  اخ  ت  ار ͷ  ی
اس  ت س  اخ  ت  ار ج  ه  ان M ک  ه اس  ت (M, {RM}R∈R, {FM}F∈F , {cM}c∈C) ص  ورت ب  ه M L ـ  ـس  اخ  ت  ار ͷ  ی
در ā ∈ M |a| ع  ن  ص  ر ب  رای ϕ(x̄) L ـ  ـج  م  ل  ۀ اگ  ر اس  ت. M س  اخ  ت  ار در z زب  ان  ͬ ن  م  اد ت  ع  ب  ی  ر ،zM از م  ن  ظ  ور و

اس  ت. آزاد م  ت  غ  ی  ر ب  دون ف  رم  ول ج  م  ل  ه، از م  ن  ظ  ور .M |= ϕ(ā) ͬ ن  وی  س  ی  م م   ب  اش  د، درس  ت M س  اخ  ت  ار
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ھ رگ  اه ͬ دھ ی  م، م   ن  ش  ان M ∼= N ب  ا را ح  ق  ی  ق  ت ای  ن و ͬ ن  ام  ی  م م   ای  زوم  رف را N و M س  اخ  ت  ار دو
م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه ک  ن  د. ح  ف  ظ را زب  ان  ͬ ع  ن  اص  ر ک  ه ب  اش  د م  وج  ود F : M → N پ  وش  ای و ͷ  ب  ه ی ͷ  ی ن  ͽ  اش  ت
،ā ∈ M |a| ھ ر و زب  ان در R راب  ط  ه ای ن  م  اد ھ ر ب  رای ،F (cM) = cN زب  ان، در c ث  اب  ت ن  م  اد ھ ر ب  رای ک  ه
و ā ∈ M |a| ھ ر و زب  ان در f ت  اب  ع  ͬ ن  م  اد ھ ر ب  رای ن  ی  ز و N |= R(F (ā)) اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر M |= R(ā)

را س  اخ  ت  ار دو ای  ن م  ع  ادل، ط  ور ب  ه .N |= f(F (ā)) = F (b) اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر M |= f(ā) = b ،b ∈ M

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ھ م  واره ā ∈M |a| ھ ر و ϕ(x̄) ف  رم  ول ھ ر ب  رای ھ رگ  اه ͬ گ  وی  ی  م م   ای  زوم  رف

M |= ϕ(ā) ⇐⇒ N |= ϕ(F (ā)).

ک  ه دارد وج  ود م  ق  دم  ات  ͬ ھ م ارزِ ن  ام ب  ه  م  ف  ه  وم  ͬ م  ن  ط  ق در ول  ͬ اس  ت ج  ب  ری م  ف  ه  وم ͷ  ی ای  زوم  رف  ی  س  م
درس  ت  ͬ ھ رگ  اه گ  وی  ی  م، م  ق  دم  ات  ͬ ھ م ارز را N و M L ـ  ـس  اخ  ت  ارِ دو اس  ت. ای  زوم  رف  ی  س  م از ض  ع  ی  ف ت  ر ش  رط  ͬ

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ،ϕ م  ان  ن  د ج  م  ل  ه ھ ر ب  رای ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه ب  اش  د. م  ع  ادل ھ م ب  ا س  اخ  ت  ار دو در ج  م  ل  ه ھ ر

M |= ϕ ⇐⇒ N |= ϕ.

اھ م  ی  ت ح  ائ  ز ن  ظ  ری  ه ھ ای  ͬ از دس  ت  ه آن ام  ا ͬ ش  ود. م   گ  ف  ت  ه L  ـ  ـن  ظ  ری  ه ͷ  ی L   ـ  ـج  م  ل  ه ھ ا، از م  ج  م  وع  ه ای ھ ر ب  ه
ت  م  ام  ͬ ͬ ش  ود، م   گ  ف  ت  ه ن  ظ  ری  ه مˀ  دل آن ب  ه ک  ه س  اخ  ت  ار، ͷ  ی در ح  داق  ل ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه ب  اش  ن  د س  ازگ  ار ک  ه ھ س  ت  ن  د
ای  ن از آن ن  ق  ی  ضِ ی  ا و ϕ خ  ود ی  ا ،ϕ ج  م  ل  ۀ ھ ر ب  رای ک  ه ͬ ن  ام  ی  م م   ک  ام  ل را ن  ظ  ری  ه ای ب  اش  د. درس  ت آن  ه  ا ج  م  لات

ب  اش  ن  د. م  ق  دم  ات  ͬ ھ م ارزِ ھ م ب  ا ن  ظ  ری  ه ای  ن از مˀ  دل دو ھ ر دی  ͽ  ر، ب  ی  ان  ͬ ب  ه ش  ود؛ اس  ت  ن  ت  اج ن  ظ  ری  ه
ت  رک  ی  ب ب  ه داری  م. م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه م  ف  ه  وم ت  ع  ری  ف ب  ه ن  ی  ازم  ن  د ن  ظ  ری  ه ھ ا، از دی  ͽ  ر وی  ژگ  ͬ دو ب  ی  ان ب  رای
زب  ان  ͬ ت  رم ͷ  ی ti ھ ر آن در ک  ه ͬ گ  وی  ی  م، م   n  ـ  ـم  ج  ه  ول  ͬ دس  ت  ͽ  اه ͷ  ی زی  ر ف  رم  ول ھ ای م  ش  اب  ه ف  رم  ول ھ ای  ͬ از ب  ول  ͬ
زب  ان در م  وج  ود راب  ط  ه ای ن  م  اد ͷ  ی R و دارد ق  رار {x۱, . . . , xn} م  ج  م  وع  ۀ در آن آزاد م  ت  غ  ی  رھ ای ک  ه اس  ت

t۱(x̄)اس  ت. = t۲(x̄)

R(t۱(x̄), · · · , tm(x̄)

دس  ت  ͽ  اھ ͬ ھ ر ،M ⊆ N ک  ه N و M م  ان  ن  د م  دل دو ھ ر ب  رای ھ رگ  اه ͬ ن  ام  ی  م م   م  دل˂ ک  ام  ل را ن  ظ  ری  ه ͷ  ی
ج  واب ن  ی  ز M م  دل در ب  اش  د، داش  ت  ه ج  واب N م  دل در اگ  ر دارد، ق  رار M در آن پ  ارام  ت  رھ ای ک  ه م  ع  ادلات از

ب  اش  د. داش  ت  ه
دی  ͽ  ر، ع  ب  ارت  ͬ ب  ه ب  اش  د. وج  ودی ب  س  ت  ۀ آن م  دلِ ھ ر ک  ه اس  ت م  ع  ن  ا ای  ن ب  ه ب  ودن م  دل ک  ام  ل دی  ͽ  ر، ب  ی  ان  ͬ ب  ه
و ϕ(x̄, ȳ) ف  رم  ول ھ ر و M ⊆ N ک  ه N |= T ھ ر ب  رای آن  ͽ  اه ب  اش  د، ن  ظ  ری  ه ب  رای دل  خ  واه م  دل ͷ  ی M اگ  ر

.M |= ∃ȳ ϕ(ā, ȳ) آن  ͽ  اه ،N |= ∃ȳ ϕ(ā, ȳ) اگ  ر ،M در ā ھ ر
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ن  ظ  ری  ه ای ھ ر ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه اس  ت؛ ح  ذف س  ور وی  ژگ  ͬ ن  ظ  ری  ه ھ ا، ب  رای وی  ژگ  ͬ ای  ن از ق  وی ت  ر وی  ژگ  ͬ ام  ا
اس  ت. ن  ی  ز م  دل ک  ام  ل ب  اش  د، داش  ت  ه ح  ذف س  ور ک  ه

ھ ر و T از N و M م  دلِ دو ھ ر ب  رای ھ رگ  اه ͬ پ  ذی  رد، م   ح  ذف س  ور T ن  ظ  ری  ه (ح  ذف س  ور). ١�١ ت  ع  ری  ف
م  دل در دارن  د، ق  رار A در آن پ  ارام  ت  رھ ای ک  ه م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه˼ ھ ر اگ  ر ،A م  ان  ن  د آن  ه  ا م  ش  ت  رک زی  رس  اخ  ت  ار
دس  ت  ͽ  اه ھ ای داش  ت  ن ج  واب دی  ͽ  ر؛ ب  ه ب  ی  ان  ͬ ب  اش  د. داش  ت  ه ج  واب ن  ی  ز N م  دل در آن  ͽ  اه ب  اش  د، داش  ت  ه ج  واب M

آن. م  دل ھ ای ن  ه و ک  ن  د ت  ع  ی  ی  ن ن  ظ  ری  ه را م  ع  ادلات

L  ـ  ـف  رم  ول ،ϕ(x̄) L  ـ  ـف  رم  ول ھ ر ب  رای ھ رگ  اه اس  ت، L زب  ان در ح  ذف س  ور دارای T ن  ظ  ری  ۀ م  ع  ادل، ب  ه ط  ور
ک  ه ب  ه ط  وری ب  اش  د م  وج  ود ψ(x̄) ب  دون س  ور

T |= ∀x̄
(
ϕ(x̄) ↔ ψ(x̄)

)
.

ک  ار ای  ن ک  ن  ی  م. ارائ  ه ب  دون س  ور م  ع  ادل  ͬ زب  ان، در ف  رم  ول ھ ر ب  رای ب  ای  د ن  ظ  ری  ه، ͷ  ی ح  ذف س  ور اث  ب  ات ب  رای
از ب  رخ  ͬ ک  ه دارد، وج  ود ح  ذف س  ور ب  رای م  ت  ف  اوت  ͬ م  ح  ͷ ھ ای ام  ا، ͬ رس  د. م   ب  ه ن  ظ  ر غ  ی  رع  م  ل  ͬ ح  ت  ͬ و دش  وار

ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را ن  ی  از م  ورد ت  ع  ری  ف چ  ن  د اب  ت  دا م  ن  ظ  ور ای  ن ب  ه ک  رد. خ  واھ ی  م ب  ی  ان را آن  ه  ا
در ن  ظ  ر ف  رم  ول ͷ  ی ب  ه ع  ن  وان ھ م ب  ا را ف  رم  ول ن  ام  ت  ن  اھ ͬ ک  ه ن  ی  ازم  ن  دی  م ͬ ھ ا، وی  ژگ   ب  رخ  ͬ اول م  رت  ب  ۀ ب  ی  ان ب  رای
ͬ ش  ود. م   گ  ف  ت  ه ت  ای  پ ͷ  ی ع  ب  ارت  ͬ چ  ن  ی  ن ب  ه ب  اش  د. اول م  رت  ب  ۀ ف  رم  ول ͷ  ی ͬ ت  وان  د ن  م   ع  ب  ارت  ͬ چ  ن  ی  ن ام  ا ب  ͽ  ی  ری  م.
را م  ف  ه  وم ای  ن زی  ر در ک  ه ب  اش  د، س  اخ  ت  ار در ع  ن  ص  ر ͷ  ی ͬ ھ ای وی  ژگ   ت  م  ام ب  ی  ان  ͽ  ر ͬ ت  وان  د م   ت  ای  پ ͷ  ی م  ث  لا

ک  رده ای  م. ت  ع  ری  ف دق  ی  ق ب  ه ص  ورت
در .m̄ = (m۱, . . . ,mn) ∈Mn ک  ن  ی  د ف  رض ھ م  چ  ن  ی  ن .A ⊆M و ب  اش  د س  اخ  ت  ار ͷ  ی M ک  ن  ی  د ف  رض
m̄ ع  ن  ص  ر ت  ای  پ را ،M |= ϕ(m̄, ā) ک  ه ط  وری ب  ه ،ϕ(x̄, ā) م  ان  ن  د L  ـ  ـف  رم  ول ھ ای  ͬ ت  م  ام م  ج  م  وع  ۀ ص  ورت ای  ن
را ع  ن  ص  ر ای  ن ت  ای  پ خ  لاص  ه، ب  ه ط  ور ͬ دھ ی  م. م   ن  م  ای  ش tpM( m̄

A
) ب  ا و ͬ ن  ام  ی  م م   M س  اخ  ت  ار در A روی

ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت

tpM(
m̄

A
) = {ϕ(x̄, ā)|M |= (m̄, ā), ā ∈ A}

ی  ا و دارد ق  رار tpM( m̄
A
) در خ  ودش ی  ا ھ م  واره ،LA زب  ان در ف  رم  ول ھ ر ت  ای  پ، ͷ  ی ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا

ع  ن  ص  ر ͬ ھ ای وی  ژگ   ھ م  ۀ م  ج  م  وع  ۀ tpM( m̄
A
) درواق  ع اس  ت. L ∪ A ھ م  ان LA زب  ان از م  ن  ظ  ور ک  ه ن  ق  ی  ض  ش.

اس  ت. M س  اخ  ت  ار در A م  ج  م  وع  ۀ ب  ه ن  س  ب  ت m̄
ای  ن ب  دون س  ور ت  ای  پ را A م  ج  م  وع  ۀ روی m̄ ع  ن  ص  ر ت  ای  پ در م  وج  ود ب  دون س  ور ف  رم  ول ھ ای ھ م  ۀ م  ج  م  وع  ۀ
از ͬ ھ ای  ͬ وی  ژگ   م  ج  م  وع  ۀ ب  راب  ری ͬ ت  وان  ن  د م   س  اخ  ت  ارھ ا ͬ دھ ی  م. م   ن  م  ای  ش qftpM( m̄

A
) ن  م  اد ب  ا و ͬ ن  ام  ی  م م   ع  ن  ص  ر

دھ ن  د. ن  ت  ی  ج  ه را ک  ن  ی  م ب  ی  ان ب  دون س  ور ف  رم  ول ب  ا را آن  ه  ا ͬ ت  وان  ی  م م   ک  ه ع  ن  ص  ر دو
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ت  ن  ه  ا و اگ  ر qftpM(ā) = qftpN (b̄) ،b̄ ∈ Nn و ā ∈Mn ھ ر و N و M س  اخ  ت  ار دو ھ ر ب  رای .٢�١ گ  زاره
اس  ت. ش  ده ت  ول  ی  د ā ت  وس  ط ک  ه اس  ت M از زی  رس  اخ  ت  اری ⟨ā⟩M از م  ن  ظ  ور .⟨ā⟩M ∼= ⟨b̄⟩N اگ  ر

ͷ  ی در را س  اخ  ت ͬ ت  وان م   م  ج  ه  ول م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه اول  ͬ م  رت  ب  ۀ ف  رم  ول ھ ای ت  م  ام اگ  ر
A و س  اخ  ت  ار ͷ  ی M ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. ت  ای  پ ͷ  ی ش  رای  ط  ͬ ت  ح  ت ن  ی  ز م  ج  م  وع  ه ای  ن دھ ی  م، ق  رار م  ج  م  وع  ه
در پ  ارام  ت  ر ب  ا ف  رم  ول ھ ا از م  ج  م  وع  ه ای p(x۱, . . . , xn) ک  ن  ی  د ف  رض ھ م  چ  ن  ی  ن ب  اش  د. M از زی  رم  ج  م  وع  ه ای

ب  اش  د: زی  ر ͬ ھ ای وی  ژگ   دارای ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  د A م  ج  م  وع  ۀ

در ϕk(x۱, . . . , xn, āk) ،. . . ،ϕ۱(x۱, . . . , xn, ā۱) ف  رم  ول م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ھ ر ب  رای .١
ک  ه ش  ود ی  اف  ت (m۱, . . . ,mn) ∈ Mn م  ان  ن  د ع  ن  ص  ری ،p(x۱, . . . , xn) م  ج  م  وع  ۀ
م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ھ ر دی  ͽ  ر، ب  ی  ان  ͬ ب  ه .M |= ϕ۱(m۱, . . . ,mn, ā۱) ∧ . . . ∧ ϕn(m۱, . . . ,mn, ā۱)

ش  ود. ب  رآورده Mn در ع  ن  ص  ری ت  وس  ط p(x̄) در ف  رم  ول

.¬ϕ ∈ p(x̄) ی  ا ϕ ∈ p(x̄) ی  ا ،ϕ(x۱, . . . , xn, ā) LA‐ف  رم  ول ھ ر ب  رای .٢

ھ م  ۀ م  ج  م  وع  ۀ اس  ت. A م  ج  م  وع  ۀ در پ  ارام  ت  ر ب  ا M در ک  ام  ل n ـ ـت  ای  پ ͷ  ی p(x̄) ͬ گ  وی  ی  م م   ص  ورت ای  ن در
p(x̄) n ـ  ـت  ای  پ ھ م  چ  ن  ی  ن ͬ دھ ی  م. م   ن  ش  ان SM

n (A) ب  ا را A م  ج  م  وع  ۀ در پ  ارام  ت  ر ب  ا M در ک  ام  ل n ـ  ـت  ای  پ ھ ای
.m̄ ∈Mn ع  ن  ص  ر ͷ  ی ب  رای p(x̄) = tpM(m̄) ھ رگ  اه ͬ ش  ود، م   ب  رآورده M س  اخ  ت  ار در

ای  ن در ک  ن  د، ب  رآورده را ت  ای  پ ای  ن ک  ه ب  اش  د ن  داش  ت  ه وج  ود M س  اخ  ت  ار در ع  ن  ص  ری اس  ت ͅ  ن م  م   ام  ا
ش  ود. ب  رآورده ت  ای  پ ای  ن ت  وس  ی  ع آن در ک  ه ی  اف  ت M از ت  وس  ی  ع  ͬ ͬ ت  وان م   ص  ورت

در .p(x̄) ∈ SM
n (A) ک  ن  ی  د ف  رض ھ م  چ  ن  ی  ن .A ⊆ M و ب  اش  د س  اخ  ت  ار ͷ  ی M ک  ن  ی  د ف  رض .٣�١ ق  ض  ی  ه
.c̄ ∈ Nn ͷ  ی ب  رای p(x̄) = tpN ( c̄

A
) ک  ه دارد وج  ود M از N م  ق  دم  ات  ͬ ت  وس  ی  ع ص  ورت ای  ن

ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ھ رگ  اه ͬ ن  ام  ی  م م   κ ـ  ـاش  ب  اع ،κ ن  ام  ت  ن  اھ ͬ ک  اردی  ن  ال ͷ  ی ب  رای را T ن  ظ  ری  ۀ از M م  دل
ش  ود. ب  رآورده م  دل ھ م  ی  ن در SM

n (A) م  ج  م  وع  ۀ در م  وج  ود ت  ای  پ ھ ای ت  م  ام ،|A| < κ ک  ه ،A ⊆M ھ ر و n
از ب  رخ  ͬ م  ی  ان ای  زوم  رف  ی  س  م ھ ای از ن  ات  ه  ͬ م  ج  م  وع  ه ای Γ و ب  اش  ن  د س  اخ  ت  ار دو N و M ک  ن  ی  د ف  رض

ک  ه: ب  ه ط  وری ب  اش  د N و M زی  رس  اخ  ت  ار ھ ای

ھ ر ب  رای آن  ͽ  اه ب  اش  د، B و A م  ی  ان ای  زوم  رف  ی  س  م ͷ  ی f ∈ Γ ھ م  چ  ن  ی  ن و B ⊆ N و A ⊆ M اگ  ر .١
ب  اش  د. داش  ت  ه ق  رار g ت  اب  ع دام  ن  ۀ در x و f ⊂ g ک  ه ش  ود ی  اف  ت g ∈ Γ ای  زوم  رف  ی  س  م ͷ  ی x ∈M − A

ھ ر ب  رای آن  ͽ  اه ب  اش  د، B و A م  ی  ان ای  زوم  رف  ی  س  م ͷ  ی f ∈ Γ ھ م  چ  ن  ی  ن و B ⊆ N و A ⊆ M اگ  ر .٢
ب  اش  د. داش  ت  ه ق  رار g ت  اب  ع ب  رد در x و f ⊂ g ک  ه ش  ود ی  اف  ت g ∈ Γ ای  زوم  رف  ی  س  م ͷ  ی x ∈ N −B
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اس  ت. N و M م  ی  ان ای  زوم  رف  ی  س  م ھ ا از ب  رگ  ش  ت  ͬ و رف  ت س  ام  ان  ۀ ͷ  ی Γ ک  ه ͬ گ  وی  ی  م م   ص  ورت ای  ن در

رف  ت س  ام  ان  ۀ ͷ  ی اگ  ر .b̄ ∈ Nn و ā ∈ Mn و ب  اش  ن  د س  اخ  ت  ار دو N و M ک  ن  ی  د ف  رض .۴�١ ن  ت  ی  ج  ه
ای  ن از ͬ  ͅ ی   ک  ه ب  ه ط  وری ب  اش  د م  وج  ود N و M زی  رس  اخ  ت  ارھ ای م  ی  ان ای  زوم  رف  ی  س  م ھ ا از ب  رگ  ش  ت  ͬ و

.tpM(ā) = tpN (b̄) آن  ͽ  اه ب  ن  ͽ  ارد، b̄ ب  ه را ā ای  زوم  رف  ی  س  م ھ ا

ای  ن ب  رای ͬ رس  د، م   ب  ه ن  ظ  ر غ  ی  رع  م  ل  ͬ ک  اری اب  ت  دا در ف  رم  ول ھ ر ب  رای ب  دون  س  ور م  ع  ادل  ͬ ی  اف  ت  ن ͬ ک  ه آن  ج  ای   از
ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را ح  ذف س  ور ب  رای خ  وب ͷ  م  ح چ  ن  د ای  ن  ج  ا در م  ن  ظ  ور

زی  رس  اخ  ت  ار A و ب  اش  ن  د T ن  ظ  ری  ۀ ب  رای م  دل دو N و M ک  ن  ی  د ف  رض ح  ذف س  ور). ج  ب  ری ͷ  م  ح) ۵�١ گ  زاره
ب  اش  ی  م داش  ت  ه ā ∈ A ھ ر و ϕ(x̄) ف  رم  ول ب  رای اگ  ر ب  اش  د. م  دل دو ای  ن م  ش  ت  رک

M |= ϕ(ā) ⇐⇒ N |= ϕ(ā)

اس  ت. ب  دون س  ور م  ع  ادل دارای ϕ ف  رم  ول ص  ورت ای  ن در

را ف  رم  ول ھ ا از خ  اص  ͬ ن  وع ف  ق  ط ب  ی  اب  ی  م، ف  رم  ول ھ ا ھ م  ۀ ب  رای ب  دون س  ور م  ع  ادل  ͬ ͅ  ه ای  ن   ب  ه ج  ای ͬ ت  وان م   ام  ا
ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان دق  ی  ق را گ  ف  ت  ه ای  ن زی  ر ل  م در ک  ن  ی  م. ب  ررس  ͬ

ف  رم  ول ھ ا ت  م  ام  ͬ آن  ͽ  اه ب  اش  ن  د، ب  دون س  ور م  ع  ادل  ͬ دارای وج  ودی، س  ور ͷ  ی ت  ن  ه  ا ب  ا ف  رم  ول ھ ای اگ  ر .۶�١ ل  م
دارن  د. ب  دون س  ور م  ع  ادل

م  وج  ود چ  ن  ان ψ(x̄) ب  دون س  ور ف  رم  ول و ب  اش  د ب  دون س  ور ف  رم  ول ͷ  ی ϕ(x̄, y) اگ  ر ک  ه ͬ ک  ن  د م   ب  ی  ان ف  وق ل  م
را ب  دون س  ور ف  رم  ول ھ ای ام  ا دارد. ح  ذف س  ور T ن  ظ  ری  ۀ آن  ͽ  اه ،T |= ∀x̄(∃yϕ(x̄, y) ↔ ψ(x̄)) ک  ه ب  اش  د
ب  ه ص  ورت ϕ(x̄, y) ب  دون س  ور ف  رم  ول ھ ر دی  ͽ  ر ب  ه ع  ب  ارت  ͬ ن  وش  ت. ع  ط  ف  ͬ ن  رم  الِ ت  رک  ی  بِ ب  ه ص  ورت ͬ ت  وان م  
ب  رای ف  ق  ط اس  ت ک  اف  ͬ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ات  م  ͬ ن  ق  ی  ض ی  ا ات  م  ͬ ف  رم  ول θ(x̄, y) آن در ک  ه ن  وش  ت

∨∧
θ(x̄, y)

ب  ی  اب  ی  م. ب  دون س  ور م  ع  ادل  ͬ ͬ ان  د، ات  م   ن  ق  ی  ض و ات  م  ͬ ف  رم  ول ھ ای از ع  ط  ف  ͬ ت  رک  ی  ب ب  ه ص  ورت ک  ه ف  رم  ول ھ ای  ͬ
ک  رد. ب  ی  ان زی  ر ب  ه ص  ورت ج  ب  ری ک  ام  لا́ ب  ه ص  ورت ͬ ت  وان م   را ف  وق ͷ  م  ح ل  ذا

ب  اش  د. م  دل دو ای  ن م  ش  ت  رک زی  رس  اخ  ت  ار ͷ  ی A و T ن  ظ  ری  ۀ ب  رای م  دل دو N و M ک  ن  ی  د ف  رض .٧�١ گ  زاره
ک  ه ی  ͷ م  ت  غ  ی  ره ای م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ھ ر داش  ت  ن ج  واب ھ رگ  اه دارد ح  ذف س  ور T ن  ظ  ری  ۀ ص  ورت ای  ن در

ب  اش  د. م  ع  ادل م  دل دو در دارد، ق  رار A در آن پ  ارام  ت  رھ ای

در ک  ه اس  ت، ب  رگ  ش  ت  ͬ و رف  ت س  ام  ان  ۀ از اس  ت  ف  اده دارد، وج  ود ح  ذف س  ور ب  رای ک  ه دی  ͽ  ری ͬ  ͅ م  ح   ام  ا
ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را آن زی  ر ق  ض  ی  ۀ
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ھ ر ب  رای اگ  ر ب  اش  ن  د. T ن  ظ  ری  ۀ ب  رای اش  ب  اع ک  اف  ͬ ان  دازۀ ب  ه م  دل دو N و M ک  ن  ی  د ف  رض .٨�١ ق  ض  ی  ه
ای  زوم  رف  ی  س  م ش  ام  ل N و M زی  رس  اخ  ت  ارھ ای م  ی  ان ب  رگ  ش  ت  ͬ و رف  ت س  ام  ان  ۀ ͷ  ی b̄ ∈ Nn ھ ر و ā ∈ Mn

ͬ ک  ن  د. م   ح  ذف را س  ور ھ ا T ن  ظ  ری  ۀ آن  ͽ  اه ب  اش  د، م  وج  ود ⟨ā⟩M ∼= ⟨b̄⟩N

ͬ ش  ود. م   ح  اص  ل زی  ر ج  ال  ب ن  ت  ای  ج ق  ض  ی  ه، ای  ن از

آن اش  ب  اع ک  اف  ͬ ب  ه ان  دازۀ م  دل دو ھ ر ب  رای ھ رگ  اه اس  ت ح  ذف س  ور خ  اص  ی  ت دارای T ن  ظ  ری  ۀ .٩�١ ن  ت  ی  ج  ه
ب  اش  د: ب  رق  رار زی  ر خ  اص  ی  ت A م  ان  ن  د م  دل دو ای  ن م  ش  ت  رک زی  رس  اخ  ت  ار ھ ر و N و M م  ان  ن  د

ای  ن ب  رای ج  واب  ͬ a ک  ه ب  اش  د م  ع  ادلات از م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ش  ام  ل ک  ه دس  ت  ͽ  اھ ͬ ھ ر و a ∈ M − A ھ ر «ب  رای
ب  اش  د.» b م  ان  ن  د ج  واب  ͬ دارای ن  ی  ز N در دس  ت  ͽ  اه ای  ن آن  ͽ  اه ب  اش  د، M در دس  ت  ͽ  اه

م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ھ ای ک  ردن ح  ل در داش  ت  ن، ح  ذف س  ور و ب  ودن م  دل ک  ام  ل خ  اص  ی  ت ش  ب  اھ ت ب  ن  اب  رای  ن
اس  ت. م  ت  غ  ی  رھ ا ت  ع  داد و دس  ت  ͽ  اه پ  ارام  ت  رھ ای م  ج  م  وع  ۀ در آن  ه  ا ت  ف  اوت ͅ  ه ای  ن   ض  م  ن اس  ت.

ب  ه ش  ود. ن  ت  ی  ج  ه خ  ود ب  دون س  ور ب  خ  ش از ک  ام  ل ت  ای  پ ھ ر ھ رگ  اه دارد ح  ذف س  ور T ن  ظ  ری  ۀ .١٠�١ ن  ت  ی  ج  ه
T ن  ظ  ری  ۀ ص  ورت ای  ن در .b̄ ∈ Mn و ā ∈ Mn و ب  اش  د T ن  ظ  ری  ۀ ب  رای م  دل  ͬ M ک  ن  ی  د ف  رض دی  ͽ  ر، ب  ی  ان  ͬ

.tpM(ā) = tpM(b̄) ک  ه ش  ود ن  ت  ی  ج  ه qftpM(ā) = qftpM(b̄) از ھ رگ  اه دارد، ح  ذف س  ور

م  دل، ن  ظ  ری  ۀ و م  ن  ط  ق دی  دگ  اه از ری  اض  ͬ ن  ظ  ری  ه ھ ای و س  اخ  ت  ار ھ ا ب  ررس  ͬ دلای  ل م  ه  م  ت  ری  ن از ͬ  ͅ ی  
ری  اض  ͬ س  اخ  ت  ار ͷ  ی ب  رای ن  ظ  ری  ه ͷ  ی ارای  ۀ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ری  اض  ی  ات در م  وج  ود اث  ب  ات ھ ای ک  ردن ال  ͽ  وری  ت  م  ͬ
ب  س  ی  ار م  س  ال  ۀ ک  رد، ب  ی  ان ال  ͽ  وری  ت  م  ͬ ب  ه ط  ری  ق  ͬ را س  اخ  ت  ار آن ق  ض  ای  ای و اث  ب  ات ب  ت  وان ن  ظ  ری  ه آن از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه
ای  ن دق  ی  ق ت  ع  ری  ف ͬ ن  ام  ی  م. م   ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری را وی  ژگ  ͬ ای  ن اس  ت. ری  اض  ی  ات ح  ت  ͬ ی  ا و م  ن  ط  ق در م  ه  م  ͬ

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت م  ف  ه  وم،

ھ ر ب  رای ک  ه ب  اش  د م  وج  ود ال  ͽ  وری  ت  م  ͬ ھ رگ  اه گ  وی  ی  م ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر را T ن  ظ  ری  ۀ (ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری). ١١�١ ت  ع  ری  ف
ن  ظ  ری  ۀ در ϕ ج  م  ل  ۀ آی  ا ک  ه ب  ͽ  وی  د ͬ ت  وان  د ال  ͽ  وری  ت  م م   ای  ن دی  ͽ  ر، ب  ه ع  ب  ارت  ͬ .T ⊢ ϕ ک  ه ب  ͽ  ی  رد ت  ص  م  ی  م  ϕ L  ـ  ـج  م  ل  ۀ

ن  ه. ی  ا ͬ ش  ود م   اث  ب  ات T

ف  رم  ول ھ ای ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری اس  ت ک  اف  ͬ ف  ق  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری ب  رای ب  اش  د، داش  ت  ه ح  ذف س  ور ن  ظ  ری  ه ͷ  ی اگ  ر
ک  ارب  ردی ن  ظ  ری  ه  ͷ  ی ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری اث  ب  ات ب  رای ک  ه دارن  د وج  ود ل  م ھ ای  ͬ ام  ا ک  رد. ب  ررس  ͬ را ب  دون س  ور ات  م  ͬ

ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را م  ف  ه  وم چ  ن  د اب  ت  دا م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای ھ س  ت  ن  د.
از دن  ب  ال  ه ای ب  ودن ف  رم  ول ک  ه ب  اش  د م  وج  ود ال  ͽ  وری  ت  م  ͬ ھ رگ  اه گ  وی  ی  م ب  ازگ  ش  ت  ͬ را L اول م  رت  ب  ۀ زب  ان
وج  ود ال  ͽ  وری  ت  م  ͬ ھ رگ  اه گ  وی  ی  م ب  ازگ  ش  ت  ͬ را ن  ظ  ری  ه ͷ  ی ھ م  چ  ن  ی  ن ک  ن  د. ت  ع  ی  ی  ن را زب  ان ب  ه م  ت  ع  ل  ق ن  م  اد ھ ای
ت  ع  ری  ف، دو ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن ک  ن  د. ت  ع  ی  ی  ن را ن  ظ  ری  ه در ϕ ش  دۀ داده ج  م  ل  ۀ داش  ت  ن ق  رار ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه

ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده ͬ ت  وان  ی  م م   زی  ر ل  م از ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری اث  ب  ات ب  رای
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ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر س  ازگ  ار، و ب  ازگ  ش  ت  ͬ ک  ام  ل̞ L  ـ  ـن  ظ  ری  ۀ ھ ر ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، ب  ازگ  ش  ت  ͬ زب  ان  ͬ L اگ  ر .١٢�١ ل  م
اس  ت.

اس  ت ک  اف  ͬ ب  رگ  ش  ت  ͬ، زب  ان ͷ  ی در س  ازگ  ار و ب  ازگ  ش  ت  ͬ ن  ظ  ری  ۀ ͷ  ی ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری اث  ب  ات ب  رای ل  م، ای  ن ط  ب  ق
،ϕ ج  م  ل  ۀ ھ ر ب  رای ھ رگ  اه اس  ت، ک  ام  ل T ن  ظ  ری  ۀ ک  ه ب  اش  ی  د داش  ت  ه ت  وج  ه اس  ت. ک  ام  ل ن  ظ  ری  ه ک  ه دھ ی  م ن  ش  ان
ب  ͽ  وی  د ک  ه اس  ت ال  ͽ  وری  ت  م  ͬ وج  ود م  ع  ن  ͬ ب  ه ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری ک  ه اس  ت ح  ال  ͬ در ای  ن ،T |= ¬ϕ ی  ا T |= ϕ

م  ن  اس  ب  ͬ اص  ل ب  ن  دی ھ م  چ  ن  ی  ن و (ب  ازگ  ش  ت  ͬ) م  ن  اس  ب زب  ان  ͬ س  اخ  ت  ار، ͷ  ی ب  رای اگ  ر پ  س .T ̸|= ϕ ی  ا T |= ϕ

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر س  اخ  ت  ار، آن ک  ام  ل ن  ظ  ری  ۀ ک  ه گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه ͬ ت  وان م   آن از آن  ͽ  اه ک  ن  ی  م، ان  ت  خ  اب (ب  ازگ  ش  ت  ͬ)
اس  ت. ب  رخ  وردار وی  ژه ای اھ م  ی  ت از م  ن  اس  ب، اص  ل ب  ن  دی و زب  ان ان  ت  خ  اب ب  ن  اب  رای  ن

اع  دادی ن  ظ  ری  ۀ پ  ی  ش ن  ی  از ھ ای ١ . ٢

ای  ن اص  ل  ͬ م  ن  ب  ع ͬ پ  ردازی  م. م   م  ط  ال  ع  ه م  ورد س  اخ  ت  ار اع  دادی ن  ظ  ری  ۀ ͬ ھ ای وی  ژگ   ب  ی  ان ب  ه زی  رف  ص  ل، ای  ن در
ق  س  م  ت و ⌊a⌋ ب  ا را a ع  دد ج  زءص  ح  ی  ح رس  ال  ه، ای  ن س  راس  ر در اس  ت. [٣] و [٢] ،[٧] م  راج  ع ͬ ھ ا وی  ژگ  

ͬ دھ ی  م. م   ن  م  ای  ش [a] ب  ا را آن اع  ش  اری

ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ١ . ٢ . ١

و ͬ ن  ام  ی  م م   α ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ را (⌊αn⌋)n∈N دن  ب  ال  ۀ ،α م  ث  ب  ت غ  ی  رگ  وی  ای ع  دد ھ ر ب  رای .١٣�١ ت  ع  ری  ف
دو ای  ن ھ رگ  اه ͬ دھ ن  د، م   ک  ام  ل ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͷ  ی ͅ  ی  ل ت  ش   (Bα,Bβ) دوت  ای  ͬ ͬ دھ ی  م. م   ن  م  ای  ش Bα ب  ا را آن

ͬ  گ  وی  ی  م. م   Bα ͅ  م  ل م   ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ،Bβ ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ب  ه ک  ن  ن  د. اف  راز را ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد م  ج  م  وع  ۀ دن  ب  ال  ه

ͬ س  ازن  د. م   ک  ام  ل ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͷ  ی (Bα,Bβ) دوت  ای  ͬ آن  ͽ  اه ،β = α
α−۱ و α > ۱ اگ  ر .١۴�١ ق  ض  ی  ه

.n ∈ Bα ∩ Bβ ک  ن  ی  د ف  رض ن  دارن  د. ͅ  دی  ͽ  ر ی   ب  ا اش  ت  راک  ͬ ھ ی  چ دن  ب  ال  ه دو ای  ن ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان اب  ت  دا اث  ب  ات.
ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه n = ⌊αm⌋ از .n = ⌊αm⌋ = ⌊βm′⌋ ک  ه م  وج  ودن  د چ  ن  ان m′ و m ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ب  ن  اب  رای  ن
ن  ی  س  ت، گ  وی  ا ع  ددی α چ  ون .n

α
≤ m < n+۱

α
داش  ت خ  واھ ی  م ،α ب  ر ط  رف  ی  ن ت  ق  س  ی  م ب  ا .n ≤ αm < n+ ۱

پ  س اس  ت. اک  ی  د اول ن  اب  راب  ری و ͬ دھ د ن  م   رخ ت  س  اوی پ  س

n

α
< m <

n+ ۱
α

. (١)

ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه n = ⌊βm′⌋ از م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور
n

β
< m′ <

n+ ۱
β

. (٢)
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داش  ت خ  واھ ی  م ک  ن  ی  م، ج  م  ع ھ م ب  ا را (٢) و (١) ن  اب  راب  ری ھ ای ط  رف  ی  ن اگ  ر ح  ال

n

α
+
n

β
< m+m′ <

n+ ۱
α

n+ ۱
β

.

اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه ،n < m+m′ < n+ ۱ پ  س ،۱
α
+ ۱

β
= ۱

α
+ α−۱

α
= ۱ ط  رف  ͬ از

ن  ت  ی  ج  ه n ̸∈ Bα ͅ  ه ای  ن   از ب  اش  د. ن  داش  ت  ه ق  رار دن  ب  ال  ه دو ای  ن از ھ ی  چ ک  دام در n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال
خ  واص ب  ه ت  وج  ه ب  ا .n+ ۱ ≤ ⌊α(m+ ۱)⌋ و ⌊αm⌋ < n ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان m ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͬ ش  ود م  
ت  ق  س  ی  م از .n+ ۱ ≤ α(m+ ۱) و αm < n ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ب  ه ت  رت  ی  ب ن  اب  راب  ری دو ای  ن از ج  زءص  ح  ی  ح، ت  اب  ع
اس  ت، ͹  گ  ن ع  ددی α چ  ون ح  ال .n+۱

α
≤ m+ ۱ و m < n

α
داش  ت خ  واھ ی  م α ب  ر ن  اب  راب  ری دو ای  ن ط  رف  ی  ن

ͬ ش  ون  د. م   ن  ت  ی  ج  ه زی  ر رواب  ط پ  س ب  دھ د، رخ ͬ ت  وان  د ن  م   ت  س  اوی آخ  ر ن  اب  راب  ری در پ  س

m <
n

α
,

n+ ۱
α

< m+ ۱

ک  ه اس  ت م  وج  ود m′ ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد آن  ͽ  اه ،n ̸∈ Bβ اگ  ر م  ش  اب  ه، ب  ه ط  ور

m′ <
n

β
,

n+ ۱
β

< m′ + ۱.

داری  م ق  ب  ل، ق  س  م  ت م  ش  اب  ه و ھ م ب  ا ت  س  اوی ھ ا ای  ن ط  رف  ی  ن ک  ردن ج  م  ع ب  ا

m+m′ < n , n+ ۱ < m+m′ + ۲.

اع  داد ھ م  ۀ زی  را اس  ت ت  ن  اق  ض ای  ن ک  ه ،m +m′ < n < m +m′ + ۱ ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ن  اب  راب  ری دو ای  ن از
ھ س  ت  ن  د. ط  ب  ی  ع  ͬ

ͬ دھ ی  م، م   ن  ش  ان φ ب  ا را آن و ͬ ن  ام  ی  م م   ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت را x۲ = x + ۱ دوم درج  ۀ م  ع  ادل  ۀ م  ث  ب  ت ج  واب
ͬ ن  ام  ی  م. م   وی  ت  هˀ  ف پ  ای  ی  ن  ͬ دن  ب  ال  ۀ را ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ .φ = ۱+

√
۵

۲ ب  ن  اب  رای  ن

ع  دد ھ ر ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. وی  ت  هˀ  ف پ  ای  ی  ن  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͅ  م  ل م   ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ،(⌊φn⌋ + n)n∈N دن  ب  ال  ۀ .١۵�١ ق  ض  ی  ه
.⌊φn⌋+ n ب  ه ص  ورت ی  ا و ⌊φn⌋ ب  ه ص  ورت ی  ا ط  ب  ی  ع  ͬ

دن  ب  ال  ۀ ͅ  م  ل م   ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ پ  س ͬ ک  ن  د، م   ص  دق φ
φ−۱ = φ + ۱ راب  ط  ۀ در ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت ͬ ک  ه آن  ج  ای   از اث  ب  ات.

آورد. ب  دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت و دن  ب  ال  ه خ  ود اس  ت  ف  اده ب  ا ͬ ت  وان م   را وی  ت  ه  ف پ  ای  ی  ن  ͬ

⌊(φ+ ۱)n⌋ = ⌊φn+ n⌋ = ⌊φn⌋+ n

ن  وش  ت. ⌊φn⌋+ n ی  ا ⌊φn⌋ دو ص  ورت از ͬ  ͅ ی   ب  ه ͬ ت  وان م   ت  ن  ه  ا را n م  ان  ن  د ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  ن  اب  رای  ن
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را ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ م  ا رس  ال  ه ای  ن در گ  رف  ت، درن  ظ  ر ت  اب  ع ͷ  ی ب  ه ص  ورت ͬ ت  وان م   را دن  ب  ال  ه ھ ر ک  ه آن  ج  ا از
ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را آن خ  واص س  پ  س و ͬ گ  ی  ری  م م   درن  ظ  ر ت  اب  ع ͷ  ی ب  ه ع  ن  وان

ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را f : N → N ت  اب  ع ش  ده، داده α م  ث  ب  ت غ  ی  رگ  وی  ای ع  دد ب  رای .١۶�١ ت  ع  ری  ف
ͬ ک  ن  ی  م. م  

f(n) = ⌊αn⌋

اس  ت. α ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ھ م  ان ،f ت  اب  ع واق  ع در ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه

ͬ ش  ود. م   ن  ت  ی  ج  ه f ت  اب  ع م  ورد در زی  ر ͬ ھ ای وی  ژگ   ج  زءص  ح  ی  ح، ت  اب  ع خ  واص از

[αx] + [αy] < ۱ ھ رگ  اه j = ۰ آن در ک  ه ،f(x+ y) = f(x) + f(y) + j ھ م  واره ،y و x ھ ر ب  رای .١
.j = ۱ ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در و

ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد k و n ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ب  رای اس  ت: f ت  اب  ع ج  ال  ب ͬ ھ ای وی  ژگ   از ن  ی  ز ف  وق وی  ژگ  ͬ ت  ع  م  ی  م .٢
ب  رح  س  ب م  ع  ادل  ͬ دارای ت  س  اوی ای  ن ک  ه .f(kn) = kf(n) + ℓ ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان ۰ ≤ ℓ < k

اس  ت. ℓ
k
< [αn] < ℓ+۱

k
ب  ه ص  ورت اع  ش  اری ق  س  م  ت

ام  ا ͬ گ  ی  رد. م   ق  رار f ت  اب  ع ب  رد در ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  ن  اب  رای  ن و اس  ت پ  وش  ا f ت  اب  ع آن  ͽ  اه ،α < ۱ اگ  ر .٣
در ͬ گ  ی  رن  د. ن  م   ق  رار f ت  اب  ع ب  رد در ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ھ م  ۀ آن  ͽ  اه ب  اش  د، ͷ  ی از ب  زرگ  ت  ر ع  ددی α ک  ه زم  ان  ͬ
ق  س  م  ت ھ ای از اس  ت  ف  اده ب  ا ͬ ت  وان م   را f ت  اب  ع ب  رد در ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͷ  ی گ  رف  ت  ن ق  رار ش  رط ح  ال  ت، ای  ن
ک  ه دارد وج  ود m ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ،n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای دق  ی  ق ت  ر، ب  ی  ان ب  ه ک  رد. ب  ی  ان اع  ش  اری
داش  ت خ  واھ ی  م ،α ب  ر ط  رف  ی  ن ت  ق  س  ی  م ب  ا .n ≤ αm < n + ۱ اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر n = f(m) = ⌊αm⌋

ب  ازه ای  ن در ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ۱
α
< ۱ ب  ا ب  راب  ر ،(n

α
, n+۱

α
) ی  ع  ن  ͬ ب  ازه، ای  ن ط  ول چ  ون .n

α
≤ m < n+۱

α

ͬ گ  ی  رد م   ق  رار ب  ازه ای  ن در ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͷ  ی ص  ورت  ͬ در ت  ن  ه  ا و ب  اش  د ͬ ت  وان  د م   ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͷ  ی ح  داک  ث  ر
اس  ت. ⌊n

α
⌋+ ۱ ب  ا ب  راب  ر ͬ گ  ی  رد م   ق  رار ب  ازه ای  ن در ک  ه ͬ ای ط  ب  ی  ع   ع  دد ھ م  چ  ن  ی  ن .[n

α
] > ۱− [۱

α
] ک  ه

،F (α) ∈ Z[α] ھ ر ب  رای ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه م  ش  اب  ه ک  ام  لا́ روش  ͬ ب  ا و ب  الا وی  ژگ  ͬ از ت  ع  م  ی  م  ͬ ب  ه ع  ن  وان .۴
.[ n

F (α)
] > ۱− [ ۱

F (α)
] اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر دارد ق  رار ⌊F (α)x⌋ ت  اب  ع ب  رد در n ع  دد

ͬ ت  وان م   را ت  اب  ع ب  رد در ع  ن  ص  ر ͷ  ی گ  رف  ت  ن ق  رار ش  رط ،۱
φ
= φ− ۱ ͬ ک  ه آن  ج  ای   از ط  لای  ͬ، ن  س  ب  ت ب  رای .۵

ھ م  واره: ،m و n ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ب  رای ک  رد. ب  ی  ان زی  ر ب  ه ص  ورت و س  اده ت  ر

n = f(m) ⇐⇒ [φn] > ۱− [φ] ,

.
[

۱
φ

]
= [φ] ھ م  چ  ن  ی  ن و

[
n
φ

]
= [n(φ− ۱)] = [φn− n] = [φn] زی  را
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f(n) زی  را [φf(n)]؛ > ۱ − [φ] ھ م  واره ،n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ۴ وی  ژگ  ͬ از .۶
اس  ت. f ت  اب  ع ب  رد در ھ م  واره

زی  ر ح  ق  ی  ق  ت ن  ی  ز اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای م  ورد در ک  ردی  م، ب  ی  ان f ت  اب  ع م  ورد در ک  ه ب  الا م  وارد ع  لاوه ب  ر
اس  ت. ب  رق  رار

اگ  ر ھ م  چ  ن  ی  ن .[x] > [y] ھ رگ  اه ،[x− y] = [x]− [y] ،y و x ح  ق  ی  ق  ͬ ع  دد دو ھ ر ب  رای .١٧�١ ح  ق  ی  ق  ت
.[x− y] = [x]− [y] + ۱ آن  ͽ  اه ،[x] < [y]

ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ١ . ٢ . ٢

ق  س  م  ت ھ ای ت  وزی  ع درب  ارۀ ١ ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ گ  رف  ت  ه ای  م، ͷ  ک  م آن از رس  ال  ه ای  ن در ک  ه ق  ض  ی  ه ای م  ه  م  ت  ری  ن
اس  ت. (۰,۱) ب  ازۀ در ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͷ  ی اع  ش  اری

م  ج  م  وع  ۀ آن  ͽ  اه ب  اش  د، م  ث  ب  ت و غ  ی  رگ  وی  ا ح  ق  ی  ق  ͬ ع  دد ͷ  ی α اگ  ر ͅ  ر). ک  رون   (ق  ض  ی  ۀ ١٨�١ ق  ض  ی  ه
اس  ت. چ  ͽ  ال (۰,۱) ب  ازۀ در {[αn] : n ∈ N}

ط  وری ب  ه ͬ ش  ود م   پ  ی  دا k م  ان  ن  د ع  ددی ک  ه دھ ی  م ن  ش  ان ͬ خ  واھ ی  م م   .ϵ > ۰ و β ∈ (۰,۱) ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.
.| [αk]− β| < ϵ ک  ه

.۰ < [αm] < ϵ داری  م آن ب  رای ک  ه ͬ ش  ود م   ی  اف  ت m م  ان  ن  د ص  ح  ی  ح ع  ددی ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ادع  ا ن  خ  س  ت

ای  ن پ  س ھ م  ͽ  راس  ت. زی  ردن  ب  ال  ه ˄ ͷ  ی دارای (۰,۱) ک  ران  دارِ ب  ازه ˄ در [nx] دن  ب  ال  ه ˄ ک  ه ͬ دان  ی  م م   ب  الا. ادع  ای اث  ب  ات
ک  ه ط  وری ب  ه م  وج  ودن  د ،n۱, n۲ ط  ب  ی  ع  ̞ͬ اع  داد خ  اص، ط  ور ب  ه اس  ت. ک͒  ش  ͬ زی  ردن  ب  ال  ه ˄ ͷ  ی دارای دن  ب  ال  ه ،

.|[n۲x]− [n۱x]| < ϵ

ص  ورت ای  ن در ،m = n۲ − n۱ دھ ی  د ق  رار ،[n۲x] > [n۱x] اگ  ر

|[n۲x]− [n۱x]| = [n۲x]− [n۱x] = [n۲x− n۱x] = [mx].

ص  ورت ای  ن در ک  ه ،m = n۱ − n۲ دھ ی  د ق  رار ،[n۲x] < [n۱x] اگ  ر ح  ال

|[n۲x]− [n۱x]| = [n۱x]− [n۲x] = [n۱x− n۲x] = [mx].

.۰ < [mx] < ϵ ب  ن  اب  رای  ن
١Kronecker’s theorem
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وی  ژگ  ͬ ب  ه ب  ن  ا .[αm] < ϵ ،m ص  ح  ی  ح ع  دد ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض ب  الا، ادع  ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا ق  ض  ی  ه. اث  ب  ات ادام  ه ˄
k ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض .k [αm] > ۱ ک  ه ط  وری ب  ه اس  ت م  وج  ود k ط  ب  ی  ع  ̞ͬ ع  دد ح  ق  ی  ق  ͬ، اع  داد ارش  م  ی  دس  ͬ
دن  ب  ال  ه ˄ ک  ه ک  ن  ی  د دق  ت .i [αm] < ۱ داری  م i < k ھ ر ب  رای پ  س ب  اش  د؛ وی  ژگ  ͬ ای  ن ب  ا ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͅ  ت  ری  ن ک  وچ  

اس  ت: (۰,۱) ب  ازه ˄ ب  رای اف  راز ͷ  ی زی  ر

۰ < ۱ [αm] < ۲ [αm] < . . . < (k − ۱) [αm] < ۱

از ک  م  ت  ر ب  الا دن  ب  ال  ۀ در ع  ن  ص  ر دو ھ ر ف  اص  ل  ۀ ھ م  چ  ن  ی  ن ͬ ش  ود. م   واق  ع ب  الا دن  ب  ال  ۀ م  ت  وال  ͬ ع  ض  و دو ب  ی  ن β پ  س
ک  ن  ی  د ت  وج  ه ح  ال ͬ ش  ود. م   واق  ع i [αm] م  ث  لا ب  الا، دن  ب  ال  ۀ اع  ض  ای از ͬ  ͅ ی   ϵ از ک  م  ت  ر ف  اص  ل  ۀ در β پ  س اس  ت، ϵ

.i [αm] = [αim] ک  ه

اس  ت. ب  رق  رار ن  ی  ز ب  زرگ ت  ر اب  ع  اد ب  رای ق  ض  ی  ه ای  ن

آن  ͽ  اه ب  اش  ن  د، خ  ط  ͬ م  س  ت  ق  ل Q روی ۱ و αk و . . . ،α۱ اگ  ر ͅ  ر). ک  رون   چ  ن  دب  ع  دی (ق  ض  ی  ۀ ١٩�١ ق  ض  ی  ه
ب  رای ک  ه م  ع  ن  ͬ ب  ه ای  ن اس  ت. چ  ͽ  ال (۰,۱)k k‐ب  ع  دی ب  ازۀ در {([α۱n], . . . , [αkn]) : n ∈ N} م  ج  م  وع  ۀ
ھ م  واره ،۱ ≤ i ≤ k ھ ر ب  رای ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ش  ده، داده (ai, bi) ⊆ (۰,۱) ب  ازه ھ ا ی

.[αin] ∈ (ai, bi)

ب  ع  د ف  ص  ل ھ ای در را ق  ض  ی  ه دو ای  ن ک  ن  ی  د. م  ش  اھ ده را [٧] م  رج  ع چ  ن  دب  ع  دی، ح  ال  ت اث  ب  ات م  ش  اھ ده ب  رای
ک  رد. خ  واھ ی  م ب  ی  ان اول م  رت  ب  ه ب  ه زب  ان



٢ ف  ص  ل

ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری
وی  ت  هˀ  ف پ  ای  ی  ن  ͬ دن  ب  ال  ۀ ب  ا

پ  ای  ی  ن  ͬ دن  ب  ال  ۀ ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ت  اب  ع f ک  ه ،Zφ = ⟨Z,+, f, {pn}n∈N, ۰,۱⟩ س  اخ  ت  ار ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری ف  ص  ل ای  ن در
و f ت  اب  ع ͬ ھ ای وی  ژگ   اب  ت  دا م  ن  ظ  ور، ای  ن ب  رای ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان ح  ذف س  ور از ن  ت  ی  ج  ه ای ب  ه ع  ن  وان را اس  ت، وی  ت  هˀ  ف
ارائ  ه را Tφ ن  ظ  ری  ۀ م  وض  وع  ۀ اص  ول س  پ  س ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را م  وض  وع  ه اص  ول ب  ی  ان ب  رای ن  ی  از م  ورد ل  م ھ ای
ب  ودن ک  ام  ل ن  ظ  ری  ه، پ  ذی  رف  ت  ن ح  ذف س  ور از دارد. ح  ذف س  ور ن  ظ  ری  ه ای  ن ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ث  اب  ت درن  ه  ای  ت، ͬ ک  ن  ی  م. م  
ب  ن  اب  رای  ن ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ت  ی  ج  ه را س  اخ  ت  ار ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری م  وض  وع  ه، اص  ول ب  ودن ب  ازگ  ش  ت  ͬ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ت  ی  ج  ه در و آن

اس  ت. زی  ر ق  ض  ی  ۀ ف  ص  ل، ای  ن ق  ض  ی  ۀ م  ه  م  ت  ری  ن

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر و ک  ام  ل ھ م  چ  ن  ی  ن ͬ پ  ذی  رد، م   ح  ذف س  ور Tφ ن  ظ  ری  ۀ ق  ض  ی  ه.

ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ازن  وی  س  ͬ اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ب  رح  س  ب را م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ھ ای اب  ت  دا ق  ض  ی  ه، ای  ن اث  ب  ات ب  رای
رب  ط دس  ت  ͽ  اه پ  ارام  ت  رھ ای ب  ه را م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ح  ل پ  ذی  ری ش  رط ͅ  ر، ک  رون   ق  ض  ی  ۀ از گ  رف  ت  ن ͷ  ک  م ب  ا س  پ  س

ͬ دھ ی  م. م  
اس  ت. رس  ی  ده چ  اپ ب  ه  [١٠] در ن  ام ھ م  ی  ن ب  ا م  ق  ال  ه ای در ف  ص  ل ای  ن ن  ت  ای  ج
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f ت  اب  ع ͬ ھ ای وی  ژگ   ٢ . ١

ت  اب  ع ͷ  ی ب  ه ع  ن  وان را دن  ب  ال  ه ای  ن ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را وی  ت  ه  ف پ  ای  ی  ن  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͬ ھ ای وی  ژگ   از ب  رخ  ͬ زی  رف  ص  ل ای  ن در
اث  ب  ات و م  وض  وع  ه اص  ول ارائ  ۀ در ͬ ھ ا وی  ژگ   ای  ن از ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را ت  اب  ع ای  ن ͬ ھ ای وی  ژگ   و ͬ گ  ی  ری  م م   درن  ظ  ر

ͬ ک  ن  ی  م. م   اس  ت  ف  اده ح  ذف س  ور
ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را f : N → N ت  اب  ع

f(n) = ⌊φn⌋

ب  رای ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ج  زءص  ح  ی  ح، ت  اب  ع ͬ ھ ای وی  ژگ   از ک  ردی  م، ب  ی  ان پ  ی  ش  ن  ی  ازھ ا ف  ص  ل در ک  ه ھ م  ان  ͽ  ون  ه
.f(m + n) = f(m) + f(n) + ۱ ی  ا f(m + n) = f(m) + f(n) ھ م  وار ،n و m ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد دو ھ ر
و [φm] + [φn] < ۱ ب  ه ص  ورت ب  ه ت  رت  ی  ب اع  ش  اری، ق  س  م  ت ھ ای ب  رح  س  ب ͬ ت  وان م   را ع  ب  ارت دو ای  ن
،k ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ک  ه گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه ͬ ت  وان م   ت  س  اوی ای  ن از ھ م  چ  ن  ی  ن ن  وش  ت. ن  ی  ز [φm] + [φn] > ۱

ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ک  ه اس  ت واض  ح .f(kn) = kf(n) + ℓ ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان ۰ ≤ ℓ < k ͅ  ت  ای ی   ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد
ق  ب  ل ف  ص  ل در ک  ه ن  وش  ت، [φn] ب  رح  س  ب ͬ ت  وان م   ن  ی  ز را ع  ب  ارت ای  ن اس  ت. k ب  ر f(kn) ب  اق  ی  م  ان  دۀ ھ م  ان ،ℓ

ک  ردی  م. ب  ی  ان را آن
f + id ت  اب  ع آن ͅ  م  ل م   ک  ه اس  ت ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͷ  ی واق  ع در f ت  اب  ع ش  د، ب  ی  ان ق  ب  ل ف  ص  ل در ک  ه ھ م  ان  ط  ور ام  ا

اس  ت. ھ م  ان  ͬ ت  اب  ع ھ م  ان id ک  ه اس  ت،

.m = f(n) + n ی  ا m = f(n) ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ،m ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای .١�٢ ل  م

دن  ب  ال  ه ای  ن ͅ  م  ل م   دی  ͽ  ر، ط  رف  ͬ از اس  ت. (φ) ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ واق  ع در ،f ت  اب  ع اث  ب  ات.
ھ ر ب  رای ام  ا ͬ ک  ن  ن  د. م   اف  راز را ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد Bφ+۱ و Bφ دن  ب  ال  ه ھ ای ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. φ

φ−۱ = φ+ ۱ ب  ا م  ت  ن  اظ  ر
ͬ گ  ی  رد م   ق  رار f ت  اب  ع ب  رد در ی  ا ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  ن  اب  رای  ن .⌊(φ+ ۱)n⌋ = ⌊φn⌋+ n ھ م  واره ،n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد

.f + id ت  اب  ع ب  رد در ی  ا

ک  ام  ل ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͷ  ی f + id و f ت  واب  ع ب  رد ک  ه ͬ دان  ی  م م   ق  ب  ل، ف  ص  ل در ١۵-١ ق  ض  ی  ۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا
ب  رق  رار زی  ر رواب  ط n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ق  ب  ل، ف  ص  ل در f ت  اب  ع ۶ و ۵ وی  ژگ  ͬ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن ͬ س  ازن  د، م  

ھ س  ت  ن  د.

[φf(n)] > ۱− [φ]

[φ(f(n) + n)] < ۱− [φ]

ک  رد. ب  ی  ان ن  ی  ز ت  اب  ع ای  ن ب  رح  س  ب ق  ب  ل، ف  ص  ل در f ت  اب  ع ١ وی  ژگ  ͬ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ͬ ت  وان م   را ف  وق رواب  ط
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ھ م  واره: n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای .٢�٢ ل  م

f(f(n) + ۱) = f(f(n)) + f(۱) + ۱, (١)

f(f(n) + n+ ۱) = f(f(n) + n) + f(۱). (٢)

.⌊−x⌋ = −⌊x⌋ − ۱ ھ م  واره ،x ح  ق  ی  ق  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ک  ه ͬ دان  ی  م م   ج  زءص  ح  ی  ح ت  اب  ع خ  واص از
زی  را f(−n)؛ = −f(n)− ۱ ،n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن

f(−n) = ⌊φ(−n)⌋ = −⌊φn⌋ − ۱ = −f(n)− ۱.

دارن  د؛ ق  رار f + id ی  ا f ت  اب  ع ب  رد در ،−۱ ب  ه ج  ز ص  ح  ی  ح اع  داد ھ م  ۀ ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ت  س  اوی ای  ن از
ع  دد ق  ری  ن  ۀ .m م  ن  ف  ͬ و ص  ح  ی  ح ع  دد ب  رای ،n = m− ۱ آن  ͽ  اه ب  اش  د، ص  ح  ی  ح ع  دد ͷ  ی n < −۱ اگ  ر زی  را
،m′ ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ب  رای اگ  ر .f + id ت  اب  ع ب  رد در ی  ا دارد ق  رار f ت  اب  ع ب  رد در ک  ه اس  ت ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͷ  ی ،m
آن  ͽ  اه ،−m = f(m′) +m′ اگ  ر ح  ال .f(−m′) = −f(m′)− ۱ = m− ۱ = n آن  ͽ  اه ،−m = f(m′)

.f(−m′)−m′ = −f(m′)−m′ − ۱ = m− ۱ = n

ق  ض  ی  ۀ اب  ت  دا م  ن  ظ  ور، ای  ن ب  رای ک  رد. ب  ی  ان ،f ت  اب  ع ب  رای ن  ی  ز ب  ازگ  ش  ت  ͬ ت  ع  ری  ف  ͬ ͬ ت  وان م   ،٢-١ ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا
ͬ ک  ن  ی  م. م   اث  ب  ات را زی  ر

.f(f(n) + n) = ۲f(n) + n ھ م  واره ،n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای .٣�٢ ق  ض  ی  ه

داری  م ،f ت  اب  ع وی  ژگ  ͬ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  اش  د. ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͷ  ی n ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.
زی  را ب  اش  د؛ ص  ف  ر ͬ ت  وان  د ن  م   i ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ادع  ا .i = ۰ ی  ا i = ۱ ک  ه ،f(f(n) + n) = f(f(n)) + f(n) + i

،f + id ت  اب  ع ب  رد در ھ م و دارد ق  رار f ت  اب  ع ب  رد در ھ م f(f(n) + n) ع  دد آن  ͽ  اه ب  اش  د، ص  ف  ر ب  ا ب  راب  ر i اگ  ر
.f(f(n) + n) = f(f(n)) + f(n) + ۱ ھ م  واره ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه

داری  م: ،φ۲ = φ+ ۱ ک  ه ح  ق  ی  ق  ت ای  ن ھ م  چ  ن  ی  ن و f ت  اب  ع ت  ع  ری  ف ب  ه  ت  وج  ه ب  ا دی  ͽ  ر، ط  رف  ͬ از

f(f(n)) = ⌊φ⌊φn⌋⌋ = ⌊φ(φn− [φn])⌋ = ⌊φ۲n− φ [φn]⌋

= ⌊φn+ n− φ [φn]⌋ = ⌊φn− φ [φn]⌋+ n.

ادع  ا، ای  ن ک  ه .⌊φn − φ [φn]⌋ = ⌊φn⌋ − ۱ ھ م  واره ،n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ادع  ا
ب  ن  اب  رای  ن و f(f(n)) = ⌊φn⌋ + n − ۱ = f(n) + n − ۱ ص  ورت ای  ن در زی  را ͬ ک  ن  د؛ م   ت  م  ام را اث  ب  ات

.f(f(n) + n) = ۲f(n) + n

ͬ گ  ی  ری  م: م   درن  ظ  ر را زی  ر ح  ال  ت دو ادع  ا ای  ن اث  ب  ات ب  رای
ھ م  چ  ن  ی  ن و [φ [φn]] = φ [φn] ل  ذا ،φ [φn] < ۱ ص  ورت ای  ن در .[φn] < ۱

φ
ک  ن  ی  د ف  رض اول: ح  ال  ت
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و ج  زءص  ح  ی  ح ت  اب  ع خ  واص ب  ه ت  وج  ه ب  ا و [φn] < φ [φn] = [φ [φn]] ͬ ک  ه آن  ج  ای   از ح  ال .⌊φ [φn]⌋ = ۰

داری  م: اع  ش  اری ق  س  م  ت

⌊φn− φ [φn]⌋ = ⌊φn⌋ − ⌊φ [φn]⌋ − ۱ = ⌊φn⌋ − ۱.

⌊φ [φn]⌋ = ۱ ک  ه ͬ ش  ود م   اس  ت  ن  ت  اج ۱
φ
< [φn] ن  اب  راب  ری از .۱

φ
< [φn] < ۱

φ−۱ ک  ن  ی  د ف  رض دوم: ح  ال  ت
پ  س ،φ [φn] − ۱ < [φn] ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه [φn] < ۱

φ−۱ ن  اب  راب  ری از .[φ [φn]] = φ [φn] − ۱ ل  ذا و
ب  ن  اب  رای  ن .[φ [φn]] < [φn]

⌊φn− φ [φn]⌋ = ⌊φn⌋ − ⌊φ [φn]⌋ = ⌊φn⌋ − ۱.

از آن  ͽ  اه ،[φn] > ۱
φ−۱ ب  اش  ی  م داش  ت  ه n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ب  رای اگ  ر زی  را ͬ دھ د؛ ن  م   رخ ھ ی  چ گ  اه ن  ی  ز س  وم ح  ال  ت

اس  ت. ͅ  ار آش   ت  ن  اق  ض  ͬ ک  ه ،[φn] > ۱ ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ،φ > ۱ و ۱
φ−۱ = φ ͬ ک  ه آن  ج  ای  

f(f(n)) = f(n)+n−۱ و f(f(n)+n) = ۲f(n)+n ھ م  واره ،n > ۱ ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای .١ .۴�٢ ل  م
.f(۱) = ۱ و f(۰) = ۰ ھ م  چ  ن  ی  ن و

ھ م  واره ،n > ۱ ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ی  ع  ن  ͬ اس  ت، ب  رق  رار ͅ  م ح   ای  ن ن  ی  ز م  ن  ف  ͬ ص  ح  ی  ح اع  داد ب  رای .٢
.f(−۱) = −۲ آن ب  ر ع  لاوه و f(f(−n)− n) = ۲f(−n)− n و f(f(−n)) = f(−n)− n− ۱

اس  ت. ش  ده آورده آن اث  ب  ات و ب  الا ق  ض  ی  ۀ در ل  م ای  ن اول ق  س  م  ت اث  ب  ات اث  ب  ات.
پ  س ،f(−n) = −f(n)− ۱ ͬ ک  ه آن  ج  ای   از ب  اش  د، ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͷ  ی n ک  ن  ی  د ف  رض دوم، ق  س  م  ت اث  ب  ات ب  رای

f(f(−n)) = f(−f(n)− ۱) = f(−(f(n) + ۱)) = −f(f(n) + ۱)− ۱.

ط  ب  ی  ع  ͬ ع  ددی n چ  ون .f(f(n) + ۱) = f(f(n)) + f(۱) + ۱ = f(f(n)) + ۲ ،(۵) راب  ط  ۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا
ب  ن  اب  رای  ن .f(f(n)) = f(n) + n− ۱ ،.١ ق  س  م  ت ط  ب  ق پ  س اس  ت،

f(f(−n)) = −f(f(n) + ۱)− ۱ = −(f(n) + n+ ۱)− ۱ = (−f(n)− ۱)− n− ۱

= f(−n)− n− ۱.

،n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای م  ش  اب  ه، ب  ه ط  ور ھ م  چ  ن  ی  ن

f(f(−n)− n) = f(−f(n)− n− ۱) = f(−(f(n) + n+ ۱)) = −f(f(n) + n+ ۱)− ۱.

.f(f(n)+n+۱) = f(f(n)+n)+f(۱) = ۲f(n)+n+۱ داری  م ،(٧) راب  ط  ۀ و .١ ق  س  م  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال
ب  ن  اب  رای  ن

f(f(−n)− n) = −f(f(n) + n+ ۱)− ۱ = −۲f(n)− n− ۲ = ۲f(−n)− n.
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ب  رای ک  رد. ت  ع  ری  ف ص  ح  ی  ح اع  داد روی ب  ازگ  ش  ت  ͬ ب  ه ص  ورت ͬ ت  وان م   را f ت  اب  ع ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ب  الا ل  م از
ص  ح  ی  ح، اع  داد دی  ͽ  ر ب  رای و f(−۱) = −۲ و f(۱) = ۱ ،f(۰) = ۰ دھ ی  م ق  رار اس  ت ک  اف  ͬ م  ن  ظ  ور ای  ن

ت  ع  ری  ف ک  ن  ی  م. زی  ر ب  ه ص  ورت را f(f(x))ت  اب  ع = f(x) + x− ۱

f(f(x) + x) = ۲f(x) + x

ب  ن  اب  رای  ن ھ س  ت  ن  د، ص  ع  ودی ت  واب  ع  ͬ دو ھ ر و ͬ ک  ن  ن  د م   اف  راز را ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد f + id و f ت  اب  ع ͬ ک  ه آن  ج  ای   از
،n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ک  رد. ت  ع  ری  ف ن  ی  ز زی  ر ب  ه ص  ورت را ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد روی ب  ر f ت  اب  ع ͬ ت  وان م  

f(n) = minN \ {f(i), f(i) + i : i < n}.

ب  رروی f ت  اب  ع ک  ردن ت  ع  ری  ف ب  رای ͬ ت  وان م   ب  الا راب  ط  ۀ از ب  ن  اب  رای  ن ،f(−n) = −f(n)− ۱ ک  ه آن  ج  ا از ح  ال
ک  رد. اس  ت  ف  اده ن  ی  ز ص  ح  ی  ح اع  داد

ت  اب  ع ب  رد ش  ن  اخ  ت  ن ب  رای ن  ی  ز م  ا دارن  د. ͅ  دی  ͽ  ر ی   ب  ا ͷ  ن  زدی ب  س  ی  ار ارت  ب  اط  ͬ ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ دن  ب  ال  ۀ و ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت
ھ ر ب  ه راح  ت  ͬ، ب  رای ͬ گ  ی  ری  م. م   ͷ  ک  م ،F۰ = F۱ = ۱ ب  ا (Fn)n∈N ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ دن  ب  ال  ۀ از ط  ب  ی  ع  ͬ، اع  داد در f

ͬ گ  وی  ی  م. م   ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ع  دد ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ، دن  ب  ال  ۀ ع  ن  ص  ر
آن در ک  ه (cn)n∈N دن  ب  ال  ۀ ͬ گ  ی  ری  م. م   ͷ  ک  م ت  اب  ع ای  ن م  ش  خ  ص  ۀ دن  ب  ال  ه ˄ از ،f ت  اب  ع ب  رد ش  ن  اخ  ت  ن ب  ه  ت  ر ب  رای
ͬ ھ ای وی  ژگ   ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ͽ  ی  ری  د. درن  ظ  ر را ،cn = ۰ ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در و ب  اش  د f ت  اب  ع ب  رد در n اگ  ر cn = ۱

ͬ ش  ود. ن  م   ظ  اھ ر م  ت  وال  ͬ ص  ف  ر دو ھ ی  چ  ͽ  اه دن  ب  ال  ه، ای  ن در ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ،φ > ۱ چ  ون و ج  زءص  ح  ی  ح ت  اب  ع
،f(n+ ۱)− f(n) ≥ ۱ ،n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، اک  ی  د ص  ع  ودی f ت  اب  ع ͬ ک  ه آن  ج  ای   از زی  را،
f ت  اب  ع ب  رد در ک  ه ع  ن  ص  ری دو ھ ر ف  اص  ل  ۀ ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه .f(n+ ۱) + (n+ ۱)− (f(n) + n) ≥ ۲ پ  س

اس  ت. ۲ ح  داق  ل ͬ گ  ی  رد، ن  م   ق  رار
س  اخ  ت. ن  ی  ز م  ول  د روش  ͬ از اس  ت  ف  اده ب  ا ͬ ت  وان م   را (cn)n∈N دن  ب  ال  ۀ زی  ر ق  ض  ی  ۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا

ب  اش  د. f ت  اب  ع ب  رد در n اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر cn = ۱ ،n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای [١ ق  ض  ی  ۀ ،١٧] .۵�٢ ق  ض  ی  ه

ھ ر در س  پ  س و ͬ ک  ن  ی  م م   ش  روع ۱۰ م  ت  ن  اھ ͬ دن  ب  ال  ۀ از ،(cn)n∈N دن  ب  ال  ۀ س  اخ  ت  ن ب  رای و ق  ض  ی  ه ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا
ب  دس  ت دی  ͽ  ری م  ت  ن  اھ ͬ دن  ب  ال  ۀ ت  ا ͬ ک  ن  ی  م م   ج  ای  ͽ  زی  ن ۱ ع  دد ب  ا را ص  ف  ر ع  دد ھ ر و ۱۰ ب  ا را ۱ ع  دد ھ ر م  رح  ل  ه،
چ  ن  د زی  ر در ک  ن  ی  م. ت  ول  ی  د را م  ت  ن  اھ ͬ ط  ول ھ ر از (cn) دن  ب  ال  ۀ ͬ ت  وان  ی  م م   ج  ای  ͽ  زی  ن  ͬ، ع  م  ل ای  ن اع  م  ال ب  ا آی  د.
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ͬ ک  ن  ی  د. م   م  ش  اھ ده را ع  م  ل ای  ن از م  رح  ل  ه

۱۰

۱۰۱

۱۰۱۱۰

۱۰۱۱۰۱۰۱

...

را دن  ب  ال  ه در ش  ده ظ  اھ ر ص  ف  رھ ای و ی  ͷ ھ ا ت  ع  داد م  رح  ل  ه، ھ ر در ͬ ت  وان م   دن  ب  ال  ه، ای  ن س  اخ  ت ن  ح  وۀ ت  وج  ه ب  ا
ای  ن ی  اف  ت. n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای را دن  ب  ال  ه در ͷ  ی n ـ  ـاُم  ی  ن ش  دن ظ  اھ ر ان  دی  س ب  ن  اب  رای  ن و آورد ب  دس  ت

اس  ت. f ت  اب  ع م  ش  خ  ص  ۀ دن  ب  ال  ۀ دن  ب  ال  ه، ای  ن زی  را اس  ت؛ f(n) ب  ی  ان  ͽ  ر واق  ع در ان  دی  س

اس  ت Fk−۱ ب  ا ب  راب  ر Fk م  رح  ل  ۀ در ش  ده ظ  اھ ر ی  ͷ  ھ ای ت  ع  داد ،k ≥ ۳ ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای .۶�٢ م  ش  اھ ده
اس  ت. Fk−۲ ب  ا ب  راب  ر ن  ی  ز ص  ف  رھ ا ت  ع  داد ب  ن  اب  رای  ن و

ب  ه ازای k ـ  ـاُم م  رح  ل  ۀ در پ  س ͬ ک  ن  ی  م، م   ج  ای  ͽ  زی  ن ،۱ ب  ا را ۰ و ۱۰ ب  ا را ۱ م  رح  ل  ه، ھ ر در ͬ ک  ه آن  ج  ای   از اث  ب  ات.
ت  ع  داد ل  ذا و اس  ت Fk−۱ ب  ا ب  راب  ر ی  ͷ ھ ا ت  ع  داد ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ش  ده ت  ول  ی  د ͷ  ی k ـ  ـاُم، − ۱ م  رح  ل  ۀ در ع  ض  و ھ ر

اس  ت. Fk−۲ ب  ا ب  راب  ر ص  ف  رھ ا

ن  ی  ز (cn)n∈N دن  ب  ال  ۀ اس  ت. ق  ب  ل  ͬ ج  م  ل  ۀ دو ح  اص  ل  ج  م  ع ب  ا ب  راب  ر ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ دن  ب  ال  ۀ ج  م  ل  ۀ ھ ر ک  ه ͬ دان  ی  م م  
م  ت  ن  اھ ͬ دن  ب  ال  ۀ م  ت  وال  ͬ، م  رح  ل  ۀ دو دن  ب  ال  ه ھ ای دادن ق  رار ھ م ک  ن  ار از ک  ه ص  ورت ای  ن ب  ه  دارد. م  ش  اب  ه  ͬ رف  ت  ار
ͬ گ  ی  رن  د، م   ق  رار f ت  اب  ع ب  رد در ک  ه ع  ن  اص  ری ش  ن  اخ  ت  ن در م  ا ب  ه س  اخ  ت روش ای  ن ͬ ش  ود. م   س  اخ  ت  ه ب  ع  د م  رح  ل  ۀ
و f ت  اب  ع م  ح  اس  ب  ۀ ب  رای ͬ ت  وان م   ق  ب  ل  ͬ روش از ک  ه اس  ت درح  ال  ͬ ای  ن ،(٢-١٠ (ح  ق  ی  ق  ت ͬ ک  ن  د م   ͷ  ک  م

.(٢-٩ (ح  ق  ی  ق  ت ک  رد اس  ت  ف  اده آن ͅ  وس م  ع   ھ م  چ  ن  ی  ن

ب  ه (cn)n≤Fk−۲ دن  ب  ال  ۀ ال  ح  اق از ،(cn)n≤Fk
م  ت  ن  اھ ͬ دن  ب  ال  ۀ ،k ≥ ۳ ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای .٧�٢ م  ش  اھ ده

ͬ ش  ود. م   ح  اص  ل (cn)n≤Fk−۱ دن  ب  ال  ۀ ان  ت  ه  ای

ب  رای اس  ت. ب  رق  رار k = ۳ ب  رای ͅ  م ح   ک  ه اس  ت واض  ح ͬ گ  ی  ری  م. م   ͷ  ک  م اس  ت  ق  را از اث  ب  ات ب  رای اث  ب  ات.
ک  ن  ی  م. اع  م  ال (cn)n≤Fk−۱ دن  ب  ال  ۀ روی را ۱ ب  ه ۰ و ۱۰ ب  ه ۱ ج  ای  ͽ  زی  ن  ͬ ع  م  ل ب  ای  د ،(cn)n≤Fk

دن  ب  ال  ۀ س  اخ  ت  ن
ح  اص  ل (cn)n≤Fk−۲ دن  ب  ال  ۀ ان  ت  ه  ای ب  ه (cn)n≤Fk−۳ دن  ب  ال  ۀ ال  ح  اق از (cn)n≤Fk−۱ دن  ب  ال  ۀ اس  ت  ق  را، ف  رض ط  ب  ق
ب  دس  ت (cn)n≤Fk−۲ دن  ب  ال  ۀ روی ج  ای  ͽ  زی  ن  ͬ ع  م  ل اع  م  ال از (cn)n≤Fk−۱ دن  ب  ال  ۀ دی  ͽ  ر، ط  رف  ͬ از ͬ ش  ود. م  
ح  اص  ل ب  ن  اب  رای  ن ͬ ک  ن  د. م   ای  ج  اد را (cn)n≤Fk−۲ دن  ب  ال  ۀ (cn)n≤Fk−۳ دن  ب  ال  ۀ روی ع  م  ل ھ م  ی  ن اع  م  ال ام  ا ͬ آی  د. م  
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دن  ب  ال  ۀ ان  ت  ه  ای ب  ه (cn)n≤Fk−۲ دن  ب  ال  ۀ ال  ح  اق از ک  ه اس  ت دن  ب  ال  ه ای ،(cn)n≤Fk−۱ دن  ب  ال  ۀ روی ع  م  ل ای  ن اع  م  ال
ک  ن  ی  د). م  ش  اھ ده را ٢-١ ͅ  ل (ش   ͬ ش  ود م   ح  اص  ل (cn)n≤Fk−۱

..(cn)n≤Fk−۱=. (cn)n≤Fk−۲

. (cn)n≤Fk−۳

.

(cn)n≤Fk
=

.

(cn)n≤Fk−۱

.

(cn)n≤Fk−۲

...

cn دن  ب  ال  ۀ ت  ول  ی  د ن  ح  وه :٢-١ ͅ  ل ش  

دادن ق  رار ھ م ک  ن  ار از دن  ب  ال  ه م  رح  ل  ه ھ ر در چ  ون ب  الا، م  ش  اھ دۀ و دن  ب  ال  ه ای  ن ت  ول  ی  د ن  ح  وۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا
اس  ت، ق  ب  ل  ͬ دن  ب  ال  ۀ دو ط  ول م  ج  م  وع ب  ا ب  راب  ر ن  ی  ز دن  ب  ال  ه ای  ن ط  ول پ  س ͬ ش  ود، م   ای  ج  اد ق  ب  ل م  رح  ل  ۀ دو دن  ب  ال  ه ھ ای
رق  م آخ  ری  ن م  رح  ل  ه  ھ ر در ای  ن، ع  لاوه ب  ر اس  ت. ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ع  دد ͷ  ی دن  ب  ال  ه ط  ول م  رح  ل  ه ھ ر در ب  ن  اب  رای  ن
ف  رد ان  دی  س ب  ا ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ط  ول ب  ا م  ت  ن  اھ ͬ دن  ب  ال  ۀ ھ ر رق  م آخ  ری  ن ب  ن  اب  رای  ن ͬ ش  ود. م   ج  اب  ج  ا ۱ و ۰ ب  ی  ن ھ م  واره
ھ م  واره ،n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه .۰ ب  ا ب  راب  ر ب  اش  د، زوج آن ان  دی  س اگ  ر و اس  ت ۱ ب  ا ب  راب  ر

.cF۲n = ۰ و cF۲n+۱ = ۱

ب  ع  د ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه دارد؛ م  ت  ن  اوب ش  ب  ه رف  ت  اری (cn)n∈N دن  ب  ال  ۀ ک  ه ͬ ش  ود م   اس  ت  ن  ت  اج ن  ی  ز ب  الا م  ش  اھ ده از
ھ ر و n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن ͬ ش  ود. م   ͅ  رار ت   اب  ت  دا از دوب  اره ی  ͷ ھ ا و ص  ف  ر ال  ͽ  وی ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ، ھ ر از
دن  ب  ال  ۀ اع  داد، ͅ  ت  ای ی   ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ن  م  ای  ش از اس  ت  ف  اده ب  ا ͬ ت  وان م   ل  ذا .cFn+i = ci ھ م  واره ،۱ ≤ i ≤ Fn−۱

را اع  داد ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ن  م  ای  ش اب  ت  دا، م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای ک  رد. ش  ن  اس  ای  ͬ ب  ه خ  وب  ͬ را f ت  اب  ع ب  رد ب  ن  اب  رای  ن و (cn)n∈N

ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان

ب  ه ص  ورت ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ اع  داد م  ج  م  وع ب  ه ص  ورت ͅ  ت  ای  ͬ ی   ن  م  ای  ش دارای ،n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر .٨�٢ ح  ق  ی  ق  ت
.۱ ≤ j < ℓ ھ ر ب  رای ij > ij+۱ + ۱ آن در ک  ه اس  ت، n = Fi۱ + Fi۲ + . . .+ Fiℓ

را n ع  دد از ͅ  ت  ر ک  وچ   ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ع  دد ب  زرگ  ت  ری  ن اب  ت  دا اس  ت ک  اف  ͬ ن  م  ای  ش  ͬ، چ  ن  ی  ن آوردن ب  دس  ت ب  رای اث  ب  ات.
را G۱ از ک  م  ت  ر ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ع  دد ب  زرگ  ت  ری  ن ح  ال .n = Fi۱ +G۱ ص  ورت ای  ن در ͬ ن  ام  ی  م. م   Fi۱ را آن ب  ی  اب  ی  م،
ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ع  دد ب  زرگ  ت  ری  ن ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در زی  را ب  اش  د؛ Fi۱−۱ ͬ ت  وان  د ن  م   ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ع  دد ای  ن ͬ ی  اب  ی  م. م  

دارد. Fi۱ ان  ت  خ  اب ب  ا ت  ن  اق  ض ک  ه اس  ت، Fi۱ + Fi۱−۱ = Fi۱+۱ ب  ا ب  راب  ر n از ͅ  ت  ر ک  وچ  
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ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ب  رای ن  م  ای  ش  ͬ رون  د، ای  ن ادام  ۀ ب  ا ͬ ن  ام  ی  م. م   Fi۲ را G۱ از ͅ  ت  ر ک  وچ   ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ع  دد ب  زرگ  ت  ری  ن
ی  ع  ن  ͬ ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ، دن  ب  ال  ۀ  ͬ وی  ژگ   از ن  م  ای  ش ای  ن ͅ  ت  ای  ͬ ی   ͬ آی  د. م   ب  دس  ت ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ اع  داد ب  رح  س  ب n

ͬ ش  ود. م   ن  ت  ی  ج  ه Fn = Fn−۱ + Fn−۲

ن  م  ای  ش م  ورد در ب  ی  ش  ت  ر م  ط  ال  ع  ۀ (ب  رای اس  ت اع  داد ١ زِک˼  ن  درˀف ن  م  ای  ش ھ م  ان واق  ع در ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ن  م  ای  ش
ک  ن  ی  د). م  ش  اھ ده را [١٩] م  رج  ع ط  ب  ی  ع  ͬ، اع  داد زک  ن  درف

ب  رد م  ت  ع  اق  ب  اً و (cn)n∈N دن  ب  ال  ۀ م  ورد در زی  ر ح  ق  ی  ق  ت ھ ای ب  الا، م  ش  اھ دات و اع  داد ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ن  م  ای  ش از
ͬ ش  ود. م   ن  ت  ی  ج  ه f ت  اب  ع

.٩�٢ ح  ق  ی  ق  ت

.f(Fi) = Fi+۱−۱ ص  ورت، ای  ن غ  ی  ر در و f(Fi) = Fi+۱ ب  اش  د، زوج i اگ  ر ،i ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای .١

آن  ͽ  اه ب  اش  د، m = Fi۱ + Fi۲ + . . . + Fiℓ ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ن  م  ای  ش دارای m ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد اگ  ر .٢
ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در و f(m) = Fi۱+۱ + Fi۲+۱ + . . . + Fiℓ+۱ ب  اش  د، زوج iℓ ک  ه ص  ورت  ͬ در

.f(m) = Fi۱+۱ + Fi۲+۱ + . . .+ Fiℓ+۱ − ۱

ان  دی  س واق  ع در f(m) ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، f ت  اب  ع م  ش  خ  ص  ۀ دن  ب  ال  ۀ (cn)n∈N دن  ب  ال  ۀ ͅ  ه ای  ن   ب  ه ت  وج  ه ب  ا اث  ب  ات.
ع  م  ل اع  م  ال از (cn)n≤Fi+۱ م  ت  ن  اھ ͬ دن  ب  ال  ۀ ͬ ک  ه آن  ج  ای   از اس  ت. (cn)n∈N دن  ب  ال  ۀ در ۱ ع  دد وق  وع m‐اُم  ی  ن
ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ۱ ع  دد Fi دق  ی  ق  ا دارای م  ت  ن  اھ ͬ دن  ب  ال  ۀ ای  ن ل  ذا ͬ آی  د، م   ب  دس  ت ۱ ب  ا ۰ و ۱۰ ب  ا ۱ ج  ای  ͽ  زی  ن  ͬ
ی  ͷ ھ ای ت  ع  داد م  ش  اب  ه، ب  ه ط  ور .f(Fi) = Fi+۱ − ۱ ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در و ب  اش  د زوج i اگ  ر f(Fi) = Fi+۱

ای  ن ک  ه اس  ت، Fi۱ + Fi۲ + . . .+ Fiℓ ب  ا ب  راب  ر ،N = Fi۱+۱ + Fi۲+۱ + . . .+ Fiℓ+۱ ک  ه (cn)n≤N دن  ب  ال  ۀ
ͬ ک  ن  د. م   اث  ب  ات را ح  ق  ی  ق  ت دوم ق  س  م  ت م  ش  اھ ده

ͬ ش  ود. م   ن  ت  ی  ج  ه زی  ر ح  ق  ی  ق  ت ب  الا، ح  ق  ی  ق  ت از

ظ  اھ ر n ع  دد ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ن  م  ای  ش در ک  ه ان  دی  س  ͬ ͅ  ت  ری  ن ک  وچ   ،n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای .١٠�٢ ح  ق  ی  ق  ت
ب  اش  د. ف  رد ان  دی  س آن اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر cn = ۱ ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه ͬ ک  ن  د. م   م  ش  خ  ص را cn ͬ ش  ود، م  

اس  ت دن  ب  ال  ه ای ͅ  م  ل م   درح  ق  ی  ق  ت ک  ردی  م، م  ع  رف  ͬ ای  ن  ج  ا در م  ا ک  ه (cn)n∈N دن  ب  ال  ۀ ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه .١١�٢ ͅ  ت  ه ن  
ͬ ش  ود. م   ت  ع  ری  ف ۲+ ⌊φn⌋ − ⌊φ(n+ ۱)⌋ ب  ا و ͬ گ  وی  ن  د م   ف  ی  ب  ون  ات  چ  ٢ͬ ک  ل  م  ۀ آن ب  ه ک  ه

زی  ر ح  ق  ی  ق  ت دن  ب  ال  ه، ای  ن ͬ ھ ای وی  ژگ   م  ه  م  ت  ری  ن از ͬ  ͅ ی   ام  ا دارد، زی  ادی ͬ ھ ای وی  ژگ   ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ دن  ب  ال  ۀ
ͬ ک  ن  ی  م. م   اس  ت  ف  اده آن از ب  ع  دی زی  رف  ص  ل  در ک  ه اس  ت

١Zeckendorf representation
٢Fibonacci word



٢۴ وی  ت  هˀ  ف پ  ای  ی  ن  ͬ دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٢ ف  ص  ل

ش  روع ۱ و ۰ ب  ا و اس  ت دوری (Fi mod k)i∈N دن  ب  ال  ۀ ،k > ۱ ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای .١٢�٢ ح  ق  ی  ق  ت
ͬ ش  ود. م  

اع  داد ب  اق  ی  م  ان  ده ھ ای دن  ب  ال  ۀ اگ  ر ک  ه دھ ی  م ن  ش  ان اس  ت ک  اف  ͬ ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ، دن  ب  ال  ۀ ت  ول  ی  د ن  ح  وۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا اث  ب  ات.
ای  ن از ب  ع  د ل  ذا ͬ ش  ود. م   ظ  اھ ر م  ت  وال  ͬ ب  ه ص  ورت ͷ  ی و ص  ف  ر ج  ای  ͬ در آن  ͽ  اه ب  ن  وی  س  ی  م، را k ب  ر ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ

ͬ ش  ون  د. م   ͅ  رار ت   اب  ت  دا از ب  اق  ی  م  ان  ده ھ ا دن  ب  ال  ۀ م  ت  وال  ͬ، ِͷ  ی و ص  ف  ر
دن  ب  ال  ۀ ͬ ک  ه آن  ج  ای   از اس  ت. ع  ض  و k۲ دارای ح  داک  ث  ر {(Fi mod k, Fi+۱ mod k) : i ∈ N} م  ج  م  وع  ۀ
ک  ه ب  ه ط  وری م  وج  ودن  د چ  ن  ان m و n اع  داد ک  ب  وت  ری لان  ۀ اص  ل ط  ب  ق پ  س ھ س  ت  ن  د، ن  ام  ت  ن  اھ ͬ ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ اع  داد
از ص  ورت ای  ن در .m < n ک  ن  ی  د ف  رض م  س  ال  ه، ک  ل  ی  ت از ش  دن ک  اس  ت  ه ب  دون .Fn+۱

k≡ Fm+۱ و Fn
k≡ Fm

اس  ت. ب  رق  رار زی  ر راب  ط  ۀ ب  ن  اب  رای  ن Fi−۱ = Fi+۱ − Fi ،i ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ͬ ک  ه آن  ج  ای  

Fn−۱
k≡ Fm−۱, Fn−۲

k≡ Fm−۲, · · · , Fn−m+۱
k≡ F۱ = ۱, Fn−m

k≡ F۰ = ۰

م  وض  وع  ه اص  ول  ب  رای ͬ  ͅ ک  م   ل  م ھ ای ٢ . ٢

س  اخ  ت  ار اص  ل ب  ن  دی در ل  م ھ ا ای  ن از ͬ ک  ن  ی  م. م   اث  ب  ات و ب  ی  ان ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد م  ورد در را ل  م ھ ای  ͬ زی  رب  خ  ش، ای  ن در
درن  ظ  ر L := {f,+, {pn}n∈N, ۰,۱} ب  ه ص  ورت را س  اخ  ت  ار ای  ن زب  ان م  ن  ظ  ور، ای  ن ب  رای ͬ ک  ن  ی  م. م   اس  ت  ف  اده

ͬ گ  ی  ری  م. م  
ͬ ک  ن  د. م   ق  ط  ع را ھ م  ن  ه  ش  ت  ͬ ک  لاس ھ ای ھ م  ۀ ،f ت  اب  ع ب  رد ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان اب  ت  دا در

.f(n) k≡ m ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ،m و k ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای .١٣�٢ ل  م

ح  ق  ی  ق  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  اش  د. m ع  دد ͅ  ت  ای ی   ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ن  م  ای  ش m = Fi۱ + . . . + Fiℓ ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.
،f(n) = m ک  ه n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ب  ن  اب  رای  ن و دارد ق  رار f ت  اب  ع ب  رد در m آن  ͽ  اه ب  اش  د، ف  رد ع  ددی iℓ اگ  ر ،٢-١٠

ب  اش  د. زوج ع  ددی iℓ ک  ن  ی  د ف  رض ب  ن  اب  رای  ن .f(n) k≡ m ی  ع  ن  ͬ اس  ت، م  ع  ادل  ه ای  ن ج  واب
۰ ب  ا و اس  ت دوری k ع  دد ب  ر ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ اع  داد دن  ب  ال  ۀ ب  اق  ی  م  ان  دۀ ،٢-١٢ ح  ق  ی  ق  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا ͬ ک  ه آن  ج  ای   از
ب  ه .Fi

k≡ ۱ ھ م  چ  ن  ی  ن و i > i۱ +۱ ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان Fi ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ع  دد ب  ن  اب  رای  ن ͬ ش  ود، م   ش  روع ۱ و
f ت  اب  ع ب  رد در m− ۱ دی  ͽ  ر، ط  رف  ͬ از .Fi − ۱ = ku ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان u ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن
f ت  اب  ع ب  رد در ھ م  زم  ان ک  ه ن  دارن  د وج  ود م  ت  وال  ͬ ع  ن  ص  ر دو ھ ی  چ و ن  دارد ق  رار ت  اب  ع ب  رد در m زی  را دارد؛ ق  رار

.Fi +m− ۱
k≡ m ای  ن ع  لاوه ب  ر و دارد ق  رار f ت  اب  ع ب  رد در Fi +m− ۱ ب  ن  اب  رای  ن ن  ب  اش  ن  د.



٢۵ وی  ت  هˀ  ف پ  ای  ی  ن  ͬ دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٢ ف  ص  ل

ͬ ت  وان  د م   ن  ی  ز ت  اب  ع پ  ی  ش ت  ص  وی  رِ گ  ی  رد، ق  رار ھ م  ن  ه  ش  ت  ͬ ک  لاس ھ ر در ͬ ت  وان  د م   f ت  اب  ع ب  رد ͅ  ه ای  ن   ع  لاوه ب  ر ام  ا
گ  ی  رد. ق  رار ھ م  ن  ه  ش  ت  ͬ ک  لاس ھ ر در

ج  واب دارای ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد در زی  ر م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ،m′ و k′ ،m ،k ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ت  م  ام ب  رای .١۴�٢ ل  م
xاس  ت.

k≡ m

f(x)
k′≡ m′

(٣)

ن  م  ای  ش Fi۱ + . . . + Fiℓ ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. x k≡ m م  ع  ادل  ۀ ب  رای ج  واب  ͬ m ک  ه اس  ت واض  ح اث  ب  ات.
،m′′ = m اگ  ر ب  اش  د. m′′ ب  ا ب  راب  ر k′ ب  ر f(m) ب  اق  ی  م  ان  دۀ ک  ن  ی  د ف  رض ھ م  چ  ن  ی  ن ب  اش  د. m ع  دد ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ
.m′′ ̸= m ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض پ  س اس  ت. دس  ت  ͽ  اه ب  رای ج  واب  ͬ m خ  ود زی  را ͬ م  ان  د، ن  م   ب  اق  ͬ اث  ب  ات ب  رای چ  ی  زی
،Fj

k′≡ ۰ ،Fj
k≡ ۰ ک  ه ی  اف  ت ط  وری را Fj ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ع  دد ͬ ت  وان م   ،٢-١٢ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ص  ورت ای  ن در

ب  ا ک  ه اس  ت ای  ن ش  رط ای  ن (ع  ل  ت ب  اش  د i۱ + ۱ از ب  زرگ  ت  ر و زوج ع  ددی j ھ م  چ  ن  ی  ن و f(Fj) = Fj+۱
k′≡ ۱

ن  م  ای  ش ͷ  ی خ  ود ͬ ھ ا، ف  ی  ب  ون  ات  چ   ح  اص  ل  ج  م  ع ،m ع  دد ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ن  م  ای  ش ب  ه ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ع  دد ای  ن اف  زودن
ب  ا ص  ورت ای  ن در ب  اش  د). ن  ش  ده ظ  اھ ر م  ت  وال  ͬ ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ دو ھ ی  چ ح  اص  ل ای  ن در ی  ع  ن  ͬ ب  اش  د، ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ

.f(m) + f(Fj)
k′≡ m′′ + ۱ ام  ا .f(m+ Fj) = f(m) + f(Fj) ،٢-٩ ح  ق  ی  ق  ت ب  ه ت  وج  ه

ب  اق  ی  م  ان  دۀ ول  ͬ ͅ  ن  د ن   ت  غ  ی  ی  ری k ب  ر ع  دد آن ب  اق  ی  م  ان  دۀ ک  ه ب  ی  اب  ی  م ع  ددی ͬ ت  وان  ی  م م   ب  ار ھ ر روش، ای  ن ͅ  رار ت   ب  ا
ع  دد ͬ ت  وان  ی  م م   م  ن  اس  ب، ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ع  دد چ  ن  د اف  زودن ب  ا ب  ن  اب  رای  ن ش  ود. ب  ی  ش  ت  ر واح  د ͷ  ی k′ ب  ر ع  دد آن ت  ص  وی  ر

.f(n) k′≡ m′ و n k≡ m ک  ه ب  ی  اب  ی  م ط  وری را n م  ان  ن  د ط  ب  ی  ع  ͬ

(۰,۱) ب  ازۀ در ،n ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ھ م  ۀ ب  رای ،[φn] ت  وزی  ع درب  ارۀ زی  ر ح  ق  ی  ق  ت ب  ا ͬ  ͅ ن  زدی   ارت  ب  اط ب  الا ل  م
دارد.

اس  ت. چ  ͽ  ال (۰,۱) ب  ازۀ در ([φn])n∈N دن  ب  ال  ۀ (١-١٨ (ق  ض  ی  ۀ ک͔  رون˼  ͺ˼  ر). (ق  ض  ی  ۀ ١۵�٢ ح  ق  ی  ق  ت

ک  ن  ی  م. ب  ی  ان را ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ و ١۴-٢ ل  م ب  ی  ن ارت  ب  اط ت  ا ͬ ک  ن  د م   ͷ  ک  م م  ا ب  ه زی  ر ل  م

.
[
φ
k
n
]
∈ ( i

k
, i+۱

k
) اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر f(n) k≡ i ،۰ ≤ i < k ھ ر و k ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای .١۶�٢ ل  م

،f ت  اب  ع ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا .f(n) k≡ i ک  ن  ی  د ف  رض ،k و n ش  ده ˄ داده ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ب  رای اث  ب  ات.
داش  ت. خ  واھ ی  م ک  ن  ی  م، ت  ق  س  ی  م k ب  ر را ت  س  اوی ط  رف  ی  ن اگ  ر .φn = f(n) + [φn]

φ

k
n =

f(n)

k
+

[φn]

k
=
f(n)− i

k
+

[φn] + i

k



٢۶ وی  ت  هˀ  ف پ  ای  ی  ن  ͬ دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٢ ف  ص  ل

،۰ < [φn] < ۱ چ  ون دی  ͽ  ر، ط  رف  ͬ از .
[
φ
k
n
]
=

[
[φn]+i

k

]
پ  س اس  ت، ب  خ  ش  پ  ذی  ر k ب  ر f(n)− i ͬ ک  ه آن  ج  ای   از

خ  ودش ب  ا [φn]+i
k

اع  ش  اری ق  س  م  ت پ  س . i+۱
k

≤ ۱ زی  را ؛ [φn]+i
k

< ۱ ب  ن  اب  رای  ن . i
k
< [φn]+i

k
< i+۱

k
پ  س

.
[
φ
k
n
]
∈ ( i

k
, i+۱

k
) ل  ذا اس  ت. ب  راب  ر

.φ
k
n = ⌊φ

k
n⌋+

[
φ
k
n
]

داری  م ج  زءص  ح  ی  ح ت  اب  ع ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا .
[
φ
k
n
]
∈ ( i

k
, i+۱

k
) ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال

ف  رض ب  ه ت  وج  ه ب  ا .φn = k⌊φ
k
n⌋ + k

[
φ
k
n
]

داش  ت خ  واھ ی  م ک  ن  ی  م، ض  رب k در ط  رف  ی  ن اگ  ر
.f(n) k≡ i پ  س .f(n) = k⌊φ

k
n⌋+ i ب  ن  اب  رای  ن ،i < k

[
φ
k
n
]
< i+ ۱

ک  ن  ی  م. ب  ی  ان ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ه ب  رای م  ع  ادل  ͬ ͬ ت  وان  ی  م م   ل  م، ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال

ع  دد ی  اف  ت  ن ب  رای ب  ن  اب  رای  ن .f(kn) k≡ i اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر [φn] ∈ ( i
k
, i+۱

k
) ب  الا، ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا .١٧�٢ م  لاح  ظ  ه

ک  اف  ͬ ب  ͽ  ی  رد، ق  رار (۰,۱) ب  ازۀ از ( i
k
, i+۱

k
) ͷ  ک  وچ ب  س  ی  ار م  ط  ل  وب زی  رب  ازۀ در [φn] ک  ه ب  ه ط  وری n ط  ب  ی  ع  ͬ

ک  ن  ی  م. ح  ل را زی  ر ھ م  ن  ه  ش  ت  ͬ م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ک  ه xاس  ت
k≡ ۰

f(x)
k≡ i.

ق  رار م  ط  ل  وب ب  ازۀ در [φn] ک  ه اس  ت ع  ن  ص  ری n = m
k

آن  ͽ  اه ب  اش  د، ب  الا دس  ت  ͽ  اه ب  رای ج  واب  ͬ m اگ  ر ح  ال
اس  ت. ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ب  رای م  ع  ادل ب  ی  ان  ͬ واق  ع در ١۴-٢ ل  م ک  ه گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه ͬ ت  وان م   ب  ن  اب  رای  ن دارد.

ق  اب  ل س  اخ  ت  ار ای  ن در ن  ی  ز اع  ش  اری ق  س  م  ت ح  ت  ͬ و ن  داری  م [φx] ب  رای ن  م  ادی L زب  ان در ͬ ک  ه آن  ج  ای   از
ͬ ھ ای وی  ژگ   از ب  رخ  ͬ ت  ا ͬ س  ازد م   ق  ادر را م  ا ک  ه اس  ت ج  ال  ب ب  س  ی  ار ج  ه  ت ای  ن از ب  الا م  لاح  ظ  ۀ ن  ی  س  ت، ت  ع  ری  ف
ب  ی  ن را ت  رت  ی  ب ͬ ت  وان  ی  م م   ،f ت  اب  ع ͬ ھ ای وی  ژگ   از اس  ت  ف  اده ب  ا واق  ع، در ک  ن  ی  م. ب  ی  ان را اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای
n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد دو ھ ر ب  رای ک  ه ک  ردی  م ب  ی  ان ف  ص  ل اب  ت  دای در م  ث  ال، ب  رای ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای
زم  ان  ͬ اول ح  ال  ت ک  ه .f(n +m) = f(n) + f(m) + ۱ ی  ا f(n +m) = f(n) + f(m) ھ م  واره ،m و

ͬ دھ د. م   رخ دوم ح  ال  ت ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در و [φn] + [φm] < ۱ ک  ه ͬ دھ د م   رخ
ب  ی  ان زی  ر ب  ه ص  ورت را ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ͬ ت  وان م   اع  ش  اری، ق  س  م  ت ھ ای ب  ی  ن ت  رت  ی  ب ب  ودن ب  ی  ان پ  ذی  ر ب  ه ت  وج  ه ب  ا

ک  رد.
∀x, y

(
[φx] < [φy] → ∃z [φx] < [φz] < [φy]

)
س  اخ  ت. f ت  اب  ع از اس  ت  ف  اده ب  ا ͬ ت  وان م   را z ع  ن  ص  ر ام  ا

آن  ͽ  اه ،[φm] < [φn] اگ  ر ،n و m ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد دو ھ ر ب  رای .١٨�٢ ل  م

[φm] <
[
φ
(
m+

(
f(n−m) + (n−m)

))]
< [φn].



٢٧ وی  ت  هˀ  ف پ  ای  ی  ن  ͬ دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٢ ف  ص  ل

اس  ت. ب  رق  رار زی  ر راب  ط  ۀ n ص  ح  ی  ح ع  دد ھ ر ب  رای ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان اب  ت  دا در اث  ب  ات.

[φ(f(n) + n)] < [φn]

،f(f(n) + n) = f(f(n)) + f(n) + ۱ ،n ص  ح  ی  ح ع  دد ھ ر ب  رای چ  ون ،f ت  اب  ع ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا
چ  ون دی  ͽ  ر، ط  رف  ͬ از .[φ(f(n) + n)] = [φf(n)] + [φn] − ۱ ل  ذا و [φf(n)] + [φn] > ۱ پ  س

.[φ(f(n) + n)] < [φn] ب  ن  اب  رای  ن ،[φf(n)] + [φn]− ۱ < [φn]

اس  ت واض  ح ص  ورت ای  ن در .[φm] < [φn] ک  ه ب  اش  ن  د دل  خ  واه ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد دو n و m ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال
داری  م: ف  وق، اس  ت  دلال ب  ه ت  وج  ه ب  ا ط  رف  ͬ از .[φ(n−m)] = [φn]− [φm] ]ک  ه

φ
(
f(n−m) + (n−m)

)]
< [φ(n−m)] = [φn]− [φm].

داش  ت: خ  واھ ی  م ب  ی  اف  زای  ی  م، را [φm] ب  الا راب  ط  ه ˄ ط  رف  ی  ن ب  ه اگ  ر ح  ال

[φm] +
[
φ
(
f(n−m) + (n−m)

)]
< [φn].

ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه اس  ت، ͷ  ی از ک  م  ت  ر ب  الا راب  ط  ۀ راس  ت س  م  ت چ  ون ]ح  ال
φ
(
m+

(
f(n−m) + (n−m)

))]
= [φm] +

[
φ
(
f(n−m) + (n−m)

)]
.

راس  ت س  م  ت ک  ه اس  ت واض  ح آن، ب  ر ع  لاوه و
[
φ
(
m+

(
f(n−m) + (n−m)

))]
< [φn] ب  ن  اب  رای  ن

اس  ت. ب  ی  ش  ت  ر [φm] از ب  الا ت  س  اوی

اص  م از زی  را اس  ت، خ  ط  ͬ ت  رت  ی  ب راب  ط  ۀ ͷ  ی ک  ردی  م، ت  ع  ری  ف اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ب  ی  ن ک  ه ت  رت  ی  ب  ͬ راب  ط  ۀ
.n = m اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر [φn] = [φm] ،n و m ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد دو ھ ر ب  رای ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه φ ب  ودن

ل  م ͬ ک  ن  ی  م، م   اس  ت  ف  اده آن  ه  ا از ف  ص  ل ای  ن در ک  ه اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای م  ه  م ͬ ھ ای وی  ژگ   ک  ردن ب  ی  ان پ  ذی  ر ب  رای
اس  ت. م  ف  ی  د ب  س  ی  ار زی  ر

،m و n م  ت  م  ای  ز و ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد دو ھ ر ب  رای ک  ه اس  ت م  وج  ود ب  ه گ  ون  ه ای R(x, y) م  ان  ن  د L ـ  ـف  رم  ول  ͬ .١٩�٢ ل  م
.[φn] < [φm] اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر ⟨N,+, f, ۰,۱⟩ |= R(n,m) ھ م  واره

ک  ن  ی  د ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را R(x, y) ف  رم  ول اث  ب  ات.

∀z
(
f(x+ z) = f(x) + f(z) + ۱ → f(y + z) = f(y) + f(z) + ۱

)
. (۴)

از φz و φx اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای م  ج  م  وع اگ  ر ،z ع  دد ھ ر ب  رای ک  ه ͬ ک  ن  د م   ب  ی  ان R(x, y) ف  رم  ول ح  ق  ی  ق  ت در
ͬ دھ د. م   رخ ن  ی  ز φz و φy اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای م  ج  م  وع ب  رای ات  ف  اق ھ م  ی  ن آن  ͽ  اه ش  ود، ب  ی  ش  ت  ر ͷ  ی
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.[φn] + [φr] < [φm] + [φr] ھ م  واره ،r ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن ،[φn] < [φm] ک  ن  ی  د ف  رض
اس  ت. R(m,n) ف  رم  ول ب  ی  ان دق  ی  ق  ا ع  ب  ارت، ای  ن ک  ه .[φm] + [φr] > ۱ آن  ͽ  اه ،[φn] + [φr] > ۱ اگ  ر پ  س
.[φn] ̸< [φm] ک  ه ب  اش  ن  د م  ت  م  ای  ز ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد دو n و m ک  ن  ی  د ف  رض دی  ͽ  ر، ط  رف اث  ب  ات ب  رای
ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن .[φn] > [φm] ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ھ س  ت  ن  د، م  ت  م  ای  ز n و m ͅ  ه ای  ن   ب  ه ت  وج  ه ب  ا
م  ان  ن  د ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ،(١۵-٢) ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ب  ن  اب  ه ح  ال .۱ − [φn] < ۱ − [φm] ت  رت  ی  ب، ب  ودن خ  ط  ͬ
ن  ت  ی  ج  ه ،۱ − [φn] < [φr] از ح  ال، ͬ گ  ی  رد. م   ق  رار ع  دد دو ای  ن ب  ی  ن [φr] ک  ه ب  ه ط  وری دارد وج  ود r
ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه پ  س ،[φr] < ۱ − [φm] ͬ ک  ه آن  ج  ای   از ام  ا .f(n + r) = f(n) + f(r) + ۱ ͬ ش  ود م  

اس  ت. R(n,m) ف  رم  ول ن  ق  ی  ض ع  ب  ارت ای  ن ک  ه .f(m+ r) = f(m) + f(r)

⟨N,+, f, ۰,۱⟩ س  اخ  ت  ار در اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ب  ی  ن خ  ط  ͬ ت  رت  ی  ب راب  ط  ۀ ت  ع  ری  ف پ  ذی  ری در ب  الا ل  م زی  ب  ای  ͬ
ͬ ش  ود، م   ت  ع  ب  ی  ر (۴) ف  رم  ول ب  ا ک  ه ،R(x, y) دوم  وض  ع  ͬ م  ح  م  ول ͷ  ی ب  ا را س  اخ  ت  ار زب  ان ب  ن  اب  رای  ن، اس  ت.

ͬ دھ ی  م. م   ت  وس  ی  ع

.L∗ = L ∪ {R} دھ ی  د ق  رار .٢٠�٢ ن  م  ادگ  ذاری

روی خ  ط  ͬ ت  رت  ی  ب راب  ط  ۀ ͷ  ی م  ح  م  ول، ای  ن ک  ردی  م. ت  ع  ب  ی  ر را R م  ح  م  ول ،٢-١٩ ل  م در .٢١�٢ م  لاح  ظ  ه
م  وض  وع  ه اص  ول در ب  ای  د R م  ح  م  ول وی  ژگ  ͬ ای  ن پ  س اس  ت، φn ب  ه ص  ورت اع  داد اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای

ش  ود. گ  ن  ج  ان  ده

ن  ی  ز زی  ر ف  رم  ول  ھ ای زب  ان ای  ن در ک  ه ͬ ش  ود م   ب  اع  ث دوم  وض  ع  ͬ، راب  ط  ه ای ن  م  اد ای  ن ب  ا زب  ان اغ  ن  اء ام  ا
ش  رط زی  ر، ب  ه ص  ورت ف  رم  ول ھ ای ک  ه دی  د خ  واھ ی  م م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ھ ای ح  ل م  س  ی  ر در ب  اش  ن  د. ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر
ن  ق  ش  ͬ ح  ذف س  ور اث  ب  ات در زب  ان، در ف  رم  ول ھ ا ای  ن ب  ی  ان پ  ذی  ری ب  ن  اب  رای  ن ھ س  ت  ن  د. دس  ت  ͽ  اه ھ ا ب  رخ  ͬ ح  ل پ  ذی  ری

ͬ ک  ن  د. م   ای  ف  ا اس  اس  ͬ

[φx] + [φy] < [φz]

m۱ [φx۱] + · · ·+mk [φxk] < n۱ [φy۱] + · · ·+ nk [φyk] + ℓ

ف  رم  ول دو ای  ن اس  ت. ص  ح  ی  ح ع  ددی ℓ و ھ س  ت  ن  د ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ͬ  ͽ  ھ م ni و mi ض  رای  ب ب  الا، ف  رم  ول ھ ای در
م  ع  رف  ͬ را م  ع  ادل ف  رم  ول ھ ای ای  ن زی  ر ل  م دو در ک  ه ھ س  ت  ن  د، L∗ زب  ان در اول م  رت  ب  ه ف  رم  ول  ھ ای  ͬ ب  ا م  ع  ادل

ͬ ک  ن  ی  م. م  

اس  ت. ب  ی  ان پ  ذی  ر L∗ زب  ان در زی  ر م  ع  ادل  ۀ .٢٢�٢ ل  م

[φx] + [φy] < [φz] (۵)
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اس  ت. م  ع  ادل زی  ر ب  دون س  ور ف  رم  ول ب  ا م  ع  ادل  ه ای  ن ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان اث  ب  ات.

f(x+ y) = f(x) + f(y) ∧R(x+ y, z) (۶)

ͬ ھ ای وی  ژگ   ب  ه ت  وج  ه ب  ا ص  ورت، ای  ن در .f(x + y) = f(x) + f(y) ∧ R(x + y, z) ک  ن  ی  د ف  رض اب  ت  دا
ͬ گ  ی  ری  م م   ن  ت  ی  ج  ه ،f(x + y) = f(x) + f(y) ک  ه آن  ج  ا از و ک  ردی  م ب  ی  ان ق  ب  ل ف  ص  ل در ک  ه f ت  اب  ع
،[φ(x+ y)] < [φz] پ  س اس  ت، ب  رق  رار R(x + y, z) چ  ون دی  ͽ  ر، ط  رف  ͬ از .[φ(x+ y)] = [φx] + [φy]

.[φx] + [φy] < [φz] م  ع  ادلا
و [φx]+ [φy] > ۱ آن  ͽ  اه ،f(x+ y) = f(x)+ f(y)+۱ اگ  ر .[φx]+ [φy] < [φz] ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال
.[φ(x+ y)] = [φx]+[φy] ی  ا f(x+y) = f(x)+f(y) ھ م  واره پ  س اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه ،[φz] > ۱ ب  ن  اب  رای  ن

اس  ت. ب  رق  رار R(x+ y, z) ی  ع  ن  ͬ اس  ت، [φz] از ک  م  ت  ر ب  الا ع  ب  ارت راس  ت س  م  ت ف  رض، ط  ب  ق

L∗ زب  ان در زی  ر ف  رم  ول ،ℓ ص  ح  ی  ح ع  دد ھ م  چ  ن  ی  ن و ۱ ≤ i ≤ k ،ni و mi ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ب  رای .٢٣�٢ ل  م
اس  ت. ب  ی  ان ق  اب  ل

m۱ [φx۱] + · · ·+mk [φxk] < n۱ [φy۱] + · · ·+ nk [φyk] + ℓ (٧)

ب  رق  رار xk ،. . . ،x۱ ھ ر ب  رای زی  ر راب  ط  ۀ اع  ش  اری، ق  س  م  ت و ج  زءص  ح  ی  ح ت  اب  ع خ  واص ب  ه ت  وج  ه ب  ا اث  ب  ات.
∨اس  ت:

۰≤ℓ۱<m+k−۱

[φ(m۱x۱ + · · ·+mkxk)] = m۱[φx۱] + · · ·+mk[φxk] + ℓ۱,

در ک  ه اس  ت، ب  رق  رار yk ،. . . ،y۱ ھ ر ب  رای ن  ی  ز زی  ر راب  ط  ۀ م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور ھ م  چ  ن  ی  ن .m = m۱ + . . .+mk ک  ه
.n = n۱ + . . .+ nk راب  ط  ه ∨ای  ن

۰≤ℓ۲<n+k−۱

[φ(n۱y۱ + · · ·+ nkyk)] = n۱[φy۱] + · · ·+ nk[φyk] + ℓ۲

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت ف  رم  ول  ͬ و ب  الا ف  رم  ول ھ ای از ب  ول  ͬ ت  رک  ی  ب  ͬ ب  ا م  ع  ادل (٧) ن  ام  س  او ی ب  ن  اب  رای  ن

[φ(m۱x۱ + · · ·+mkxk)] < [φ(n۱y۱ + · · ·+ nkyk)] + ℓ′,

ب  ی  ان ق  اب  ل L∗ زب  ان در ف  رم  ول ھ ای  ͬ چ  ن  ی  ن ام  ا اس  ت. ℓ۲ و ℓ۱ ،ℓ ب  ه واب  س  ت  ه و م  ن  اس  ب ص  ح  ی  ح ع  دد ͷ  ی ℓ′ ک  ه
ھ س  ت  ن  د.

دس  ت  ͽ  اه ھ ای ح  ل پ  ذی  ری ب  ت  وان  ی  م ب  ای  د ح  ذف س  ور اث  ب  ات ب  رای ش  د، ب  ی  ان م  ق  دم  ه ف  ص  ل در ک  ه ھ م  ان گ  ون  ه
دس  ت  ͽ  اه ͷ  ی ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان اب  ت  دا ک  ن  ی  م. اس  ت  ن  ت  اج ن  ظ  ری  ه از را زب  ان  ͬ ع  ن  اص  ر ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د م  ع  ادلات

ب  اش  د. ف  رم  ول ھ ای  ͬ چ  ه ش  ام  ل ͬ ت  وان  د م   م  ع  ادلات
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از ع  ط  ف  ͬ ت  رک  ی  ب  ͬ ب  ه ص  ورت ی  ͷ م  ت  غ  ی  ره م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ͷ  ی ک  ه ک  ردی  م ب  ی  ان پ  ی  ش ن  ی  ازھ ا ف  ص  ل در
و اس  ت ت  س  اوی راب  ط  ۀ ی  ا زب  ان در م  وج  ود راب  ط  ۀ ͷ  ی ی  ا R ک  ه اس  ت R(t۱, · · · , tn) ب  ه ص  ورت ف  رم  ول ھ ای  ͬ

ھ س  ت  ن  د. زب  ان  ͬ ت  رم ھ ای tiھ ا ھ م  ۀ
زب  ان در م  وج  ود ت  اب  ع ھ ای ب  ردن ͅ  ار ب   ب  ا و زب  ان ث  اب  ت ھ ای م  ت  غ  ی  رھ ا، از اس  ت  ف  اده ب  ا زب  ان  ͬ ت  رم ھ ای ام  ا
س  اخ  ت  ه ج  م  ع ت  اب  ع از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه ت  رم ھ ای  ͬ دارد. وج  ود f ت  اب  ع و + ت  اب  ع دو زب  ان در ͬ آی  د. م   ب  دس  ت
م  ت  غ  ی  رھ ا، از ͷ  ی ھ ر ب  ه ن  س  ب  ت چ  ن  دج  م  ل  ه ای ای  ن درج  ۀ ک  ه ھ س  ت  ن  د چ  ن  دم  ت  غ  ی  ره چ  ن  دج  م  ل  ه ای ھ ای ͬ ش  ون  د، م  

اس  ت. ͷ  ی ح  داک  ث  ر
ͬ ش  ون  د، م   س  اخ  ت  ه f ت  اب  ع از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه ت  رم ھ ای  ͬ در ،f(f(x)) = ۲f(x) + x − ۱ ک  ه آن  ج  ا از
از م  ن  ظ  ورم  ان ک  ه داد، ک  اھ ش ͷ  ی ت  وان ب  ه درن  ه  ای  ت و پ  ای  ی  ن ت  ر ت  وان ھ ای ب  ه را f ت  اب  ع ب  الات  ر ت  وان ھ ای ͬ ت  وان م  
ب  ن  اب  رای  ن .f۱ = f و f۳ = f ◦ f ◦ f م  ث  ال ب  رای اس  ت، خ  ودش ب  ا f ت  اب  ع ت  رک  ی  ب ھ ای ،f م  خ  ت  ل  ف ت  وان ھ ای
ع  ن  اص  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه ت  ͷ م  ت  غ  ی  ره ای ت  رم ھ ای ک  ه ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   ت  رم ھ ا س  اخ  ت ن  ح  وۀ ب  رروی اس  ت  ق  را ب  ا
rx + sf(x) + t ب  ه ص  ورت ͬ ش  ود، م   اس  ت  ف  اده آن  ه  ا از م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ھ ای در و ͬ ش  ون  د م   س  اخ  ت  ه زب  ان  ͬ

اس  ت. ص  ح  ی  ح ع  دد t و ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد s و r ک  ه اس  ت
ب  ی  ن ت  رت  ی  ب راب  ط  ۀ ͅ  ه ای  ن   ب  ه ت  وج  ه ب  ا دارد، وج  ود ب  خ  ش پ  ذی  ری ب  رای زب  ان در ک  ه راب  ط  ه ھ ای  ͬ ع  لاوه ب  ر ام  ا
در ب  ن  اب  رای  ن ،(R(x, y) راب  ط  ۀ (ھ م  ان اس  ت ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر ن  ی  ز φx ب  ه ص  ورت اع  داد اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای
م  ع  ادلات، دس  ت  ͽ  اه ای  ن در دارد. وج  ود ن  ی  ز اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای م  ورد در م  ع  ادلات  ͬ م  ع  ادلات، دس  ت  ͽ  اه ھ ای
ق  س  م  ت  دو ای  ن ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان زی  ر ل  م در ب  اش  د. داش  ت  ه وج  ود اس  ت ͅ  ن م  م   ن  ی  ز [φf(x)] ،[φx] ع  لاوه ب  ر
درن  ظ  ر [φx] ب  رح  س  ب ف  ق  ط ͬ ت  وان م   را م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ھ ای ب  ن  اب  رای  ن، ن  ی  س  ت  ن  د. م  س  ت  ق  ل ͅ  دی  ͽ  ر ی   از اع  ش  اری
ک  رده ای  م. اس  ت  ف  اده زی  ر م  لاح  ظ  ۀ از زی  ر ل  م اث  ب  ات در اس  ت. ب  ی  ان ق  اب  ل L∗ زب  ان در ن  ی  ز رواب  ط ت  م  ام  ͬ ک  ه گ  رف  ت،

اگ  ر ھ م  چ  ن  ی  ن .[φ(x− y)] = [φx]− [φy]−۱ آن  ͽ  اه ،[φx] < [φy] اگ  ر ،y و x ھ ر ب  رای .٢۴�٢ م  لاح  ظ  ه
.[φ(x− y)] = [φx]− [φy] آن  ͽ  اه ،[φx] > [φy]

م  ح  اس  ب  ه زی  ر راب  ط  ۀ از اس  ت  ف  اده ب  ا و [φn] داش  ت  ن ب  ا ͬ ت  وان م   را [φf(n)] ،n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای .٢۵�٢ ل  م
ک  رد.

[φf(n)] = (۱− φ)[φn] + ۱ (٨)

،f(n) = φn− [φn] ͬ ک  ه آن  ج  ای   از ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، ش  ده داده ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͷ  ی n ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.
ͬ ش  ود. م   ن  ت  ی  ج  ه  φ۲ = φ + ۱ از ن  ی  ز آخ  ر ت  س  اوی  .φf(n) = φ(φn− [φn]) = φn + n− φ[φn] پ  س
ح  اص  ل ،۱

φ
و [φn] م  ق  ای  س  ۀ ب  ا .[φf(n)] = [φn − φ[φn]] ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ط  ب  ی  ع  ͬ ع  ددی n چ  ون ح  ال

ک  رد. م  ح  اس  ب  ه ͬ ت  وان م   را ب  الا ع  ب  ارت
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،[φn] < φ[φn] ط  رف  ͬ از .[φ [φn]] = φ [φn] آن  ͽ  اه ،φ[φn] < ۱ م  ع  ادل ب  ه ط  ور ی  ا [φn] < ۱
φ

اگ  ر
ب  ن  اب  رای  ن

[φf(n)] = [φn− φ [φn]] = [φn]− φ [φn] + ۱.

،۱ < φ[φn] < ۲ زی  را ⌊φ[φn]⌋؛ = ۱ ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ۱
φ
< [φn] از آن  ͽ  اه ،۱

φ
< [φn] < ۱

φ−۱ اگ  ر ح  ال
ی  ع  ن  ͬ ،φ[φn] − ۱ < [φn] پ  س ،[φn] < ۱

φ−۱ چ  ون آن، ع  لاوه ب  ر .[φ[φn]] = φ[φn] − ۱ ب  ن  اب  رای  ن
ب  ن  اب  رای  ن .[φ[φn]] < [φn]

[φf(n)] = [φn− φ [φn]] = [φn]− [φ [φn]] = [φn]− φ[φn] + ۱.

. ۱
φ−۱ > ۱ زی  را ͬ دھ د؛ ن  م   رخ ھ ی  چ  ͽ  اه ن  ی  ز [φn] > ۱

φ−۱ ح  ال  ت

م  ث  ال ب  رای ک  ن  ی  م. ب  ی  ان را اع  ش  اری ق  س  م  ت  ھ ای م  ورد در ب  ی  ش  ت  ری ف  رم  ول ھ ای ت  ا ͬ س  ازد م   ق  ادر را م  ا ب  الا ل  م
از ح  ت  ͬ اف  زود. م  ع  ادل  ه ط  رف دو ب  ه را φ از ص  ح  ی  ح  ͬ ض  ری  ب ،(٧) ن  اب  راب  ری در ͬ ت  وان م   ج  دی  د، زب  ان ای  ن در

ک  رد. اس  ت  ف  اده ض  ری  ب ب  ه ع  ن  وان ͬ ت  وان م   ن  ی  ز φ خ  ود

ب  ی  ان ق  اب  ل L∗ زب  ان در زی  ر راب  ط  ۀ ،s و ℓ ص  ح  ی  ح م  ض  ارب و ni و mi ط  ب  ی  ع  ͬ م  ض  ارب ب  رای .٢۶�٢ ن  ت  ی  ج  ه
اس  ت.

m۱φ[φx۱] +m۲[φx۲] · · ·+mk[φxk] < n۱φ[φy۱] + n۲[φy۲] + · · ·+ nk[φyk] + ℓ+ φs (٩)

[φx]− [φf(x)]+۱ ع  ب  ارت ھ ای ب  ا ب  ه ت  رت  ی  ب را φ[φy] و φ[φx] ع  ب  ارت ھ ای اگ  ر ب  الا، ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا اث  ب  ات.
ش  ب  ی  ه ع  ب  ارت  ͬ ب  ه ک  ن  ی  م، ج  ای  ͽ  زی  ن f(s) + [φs] ع  ب  ارت ب  ا را φs ع  ب  ارت ھ م  چ  ن  ی  ن و [φy]− [φf(y)] + ۱ و

اس  ت. ب  ی  ان پ  ذی  ر زب  ان ای  ن در ک  ه ͬ رس  ی  م م   (٧) ن  اب  راب  ری ع  ب  ارت ب  ه

م  وض  وع  ه اص  ول ٢ . ٣

ای  ن اس  ت. ن  ظ  ر م  ورد س  اخ  ت  ار ب  رای ،L∗ زب  ان در Tφ ن  ظ  ری  ۀ م  وض  وع  ۀ اص  ول ب  ی  ان زی  رب  خ  ش، ای  ن در ھ دف  م  ان
ͬ ک  ن  ی  م. م   ارائ  ه ک  ردی  م، ب  ی  ان ق  ب  ل  ͬ زی  رب  خ  ش دو در آن  چ  ه اس  اس ب  ر را اص  ول

پ  ای  ه ای خ  واص (T۱) اص  ول ش  م  ای ک  رد: ب  ی  ان ص  ورت ب  ه ای  ن ͬ ت  وان م   را ن  ظ  ری  ه اص  ول ک  وت  اه، دی  د ͷ  ی در
(T۳) و (T۲) اص  ول ͬ ک  ن  د. م   ب  ی  ان Z ـ  ـگ  روه ھ ا ن  ظ  ری  ۀ ب  رای م  دل  ͬ ب  ه ع  ن  وان را ⟨Z,+, {pn}n∈N, ۰,۱⟩ س  اخ  ت  ار
را R(x, y) راب  ط  ۀ ب  ودن خ  ط  ͬ ت  رت  ی  ب ͬ ک  ن  د. م   ب  ی  ان ۴-٢ و ٢-١ ل  م ھ ای ب  راس  اس را f ت  اب  ع اص  ل  ͬ خ  واص
ت  رت  ی  ب ب  ه ع  ن  وان را R راب  ط  ۀ ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه  اس  ت. ٢-٢١ م  لاح  ظ  ۀ ب  راس  اس ک  ه ͬ ک  ن  د، م   ب  ی  ان (T۴) اص  ل

ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در اع  داد اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای روی ط  ب  ی  ع  ͬ خ  ط  ͬ



٣٢ وی  ت  هˀ  ف پ  ای  ی  ن  ͬ دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٢ ف  ص  ل

ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را Tφ ن  ظ  ری  ۀ م  وض  وع  ه). (اص  ول ٢٧�٢ ت  ع  ری  ف

Z ـ  ـگ  روه ھ ا، ن  ظ  ری  ۀ اص  ول (T۱)

(T۲) ∀x
(
x ̸= −۱ → ∃y

(
(x = f(y)) ∨ (x = f(y) + y)

))
∧ ∀x, y

(
f(x+ y) = f(x) + f(y) ∨

f(x+ y) = f(x) + f(y) + ۱
)

،

(T۳) (f(۰) = ۰) ∧ (f(۱) = ۱) ∧ (f(−۱) = −۲) ∧ ∀x
(
f(f(x)) = f(x) + x − ۱ ∧

f(f(x) + x) = ۲f(x) + x
)

،

(T۴) • ∀x ¬R(x, x)،

• ∀x, y
(
R(x, y) → ¬R(y, x)

)
،

• ∀x, y, z
(
R(x, z) ∧R(z, y) → R(x, y)

)
،

• ∀x, y
(
R(x, y) ∨R(y, x)

)
،

اس  ت. اص  ول از ش  م  ای  ͬ واق  ع در (T۱) اص  ل ک  ه ب  اش  ی  د داش  ت  ه ت  وج  ه

اس  ت. س  ازگ  ار ت  ع  ری  ف، از ق  ب  ل ت  وض  ی  ح  ات ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ظ  ری  ه ای  ن ام  ا

اس  ت. Tφ ن  ظ  ری  ۀ ب  رای م  دل  ͬ ⟨Z,+, f, R, {pn}n∈N, ۰,۱⟩ س  اخ  ت  ار .٢٨�٢ ق  ض  ی  ه

در ھ س  ت  ن  د. ب  ازگ  ش  ت  ͬ ش  م  ارش پ  ذی  ر ش  د، ب  ی  ان ن  ظ  ری  ه ب  رای ک  ه اص  ول  ͬ ک  ه ب  اش  ی  د داش  ت  ه ت  وج  ه ھ م  چ  ن  ی  ن
ͬ گ  ی  ری  م م   ن  ت  ی  ج  ه آن از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه ͬ ک  ن  د، م   ح  ذف را س  ورھ ا ن  ظ  ری  ه ای  ن ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان ب  ع  دی، زی  رب  خ  ش

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر و ک  ام  ل ن  ظ  ری  ه ک  ه
گ  رف  ت  ن ق  رار ک  ه اس  ت ای  ن گ  رف  ت اص  ول ای  ن از ͬ ت  وان م   ک  ه ج  ذاب  ͬ ع  ی  ن ح  ال در و س  اده ن  ت  ی  ج  ه ھ ای از ͬ  ͅ ی  

اس  ت. L زب  ان در ب  دون س  ور م  ع  ادل  ͬ دارای ،f ت  اب  ع ب  رد در ع  ن  ص  ر ͷ  ی

.a = f(f(a)− a+ ۱) اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر دارد ق  رار f ت  اب  ع ب  رد در a ع  ن  ص  ر .٢٩�٢ م  ش  اھ ده

ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال .f(a) = f(f(b)) ص  ورت ای  ن در .b ͷ  ی ب  رای ،a = f(b) ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.
ن  ت  ی  ج  ه در و b = f(a) − a + ۱ ب  ن  اب  رای  ن .f(f(b)) = f(b) + b − ۱ = a + b − ۱ ،(T۳) اص  ل

.f(b) = a = f(f(a)− a+ ۱)

ن  ت  ی  ج  ه اص  ول ای  ن از ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ک  ه اس  ت ای  ن گ  رف  ت ͬ ت  وان م   اص  ول ای  ن از ک  ه دی  ͽ  ری زی  ب  ای ن  ت  ی  ج  ۀ
ک  رده ای  م. اث  ب  ات ٢-١٨ ل  م در را ن  ت  ی  ج  ه ای  ن ک  ه اس  ت، درس  ت ن  ظ  ری  ه ای  ن م  دل ھ ر در درن  ت  ی  ج  ه و ͬ ش  ون  د م  

دی  ͽ  ر، ب  ه ب  ی  ان  ͬ اس  ت. چ  ͽ  ال ت  رت  ی  ب  ͬ (T۴) اص  ل در ب  ی  ان ش  ده خ  ط  ͬ ت  رت  ی  ب .٣٠�٢ ن  ت  ی  ج  ه

Tφ |= ∀x, y
(
[φx] < [φy] → [φ(x+ f(y − x) + y − x)] < [φy]

)
.
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ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری و ح  ذف س  ور ۴ . ٢

M۲ ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض ای  ن ع  لاوه ب  ر و ب  اش  ن  د Tφ ن  ظ  ری  ۀ ب  رای م  دل دو M۲ و M۱ ک  ن  ی  د ف  رض ب  خ  ش ای  ن در
ب  اش  د. م  دل دو ای  ن م  ش  ت  رک زی  رس  اخ  ت  ار ͷ  ی M ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض ھ م  چ  ن  ی  ن ب  اش  د. ℵ۰‐اش  ب  اع م  دل ͷ  ی
را ⟨Z,+, f, {pn}n∈N, ۰,۱⟩ س  اخ  ت  ار ھ م  واره ن  ظ  ری  ه ای  ن م  دل ھ ر زب  ان، ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ه ب  اش  ی  د داش  ت  ه ت  وج  ه
زب  ان در م  ع  ادل  ه م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ش  ام  ل دس  ت  ͽ  اه ھ ر ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان س  ور، ح  ذف  اث  ب  ات م  ن  ظ  ور ب  ه درب  ردارد.
ن  ی  ل ب  رای دارن  د. ج  واب ن  ی  ز M۲ در ب  اش  ن  د، داش  ت  ه ج  واب M۱ در اگ  ر ھ س  ت  ن  د، M در آن پ  ارام  ت  رھ ای ک  ه L∗

ب  ه ط  وری داد، ت  وس  ی  ع ج  ال  ب و ͅ  ت  ا ی   ب  ه ن  ح  وی ͬ ت  وان م   را M زی  رس  اخ  ت  ار ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان اب  ت  دا ھ دف، ای  ن ب  ه
ب  اش  د. ن  ظ  ری  ه ای  ن از م  دل  ͬ ک  ه

.M′ |= Tφ ن  ی  ز و M′ ⊆ M۱ ∩M۲ ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان M ش  ام  ل M′ س  اخ  ت  ار .٣١�٢ ل  م

دھ ی  د ق  رار اث  ب  ات.
M′ =

{x
n
|x ∈M,M۱,M۲ |= pn(x)

}
.

((T۱) (اص  ل Z ـ  ـگ  روه ھ ا ن  ظ  ری  ۀ ب  رای M م  ج  م  وع  ۀ ح  اوی ج  ب  ری اول م  دل ͷ  ی را M′ دی  ͽ  ر، ب  ه ع  ب  ارت  ͬ
ب  ͽ  ی  ری  د. درن  ظ  ر

اس  ت. L ـ  ـس  اخ  ت  ار ͷ  ی ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ب  س  ت  ه f ت  اب  ع ت  ح  ت M′ س  اخ  ت  ار ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ادع  ا اب  ت  دا
.t = a

n
ن  ی  ز و pn(a) ک  ه ط  وری ب  ه م  وج  ودن  د n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد و a ∈ M ب  ن  اب  رای  ن .t ∈ M ′ ک  ن  ی  د ف  رض

ب  ا .f(nt) ∈M ی  ع  ن  ͬ ،f(a) ∈M پ  س ،a ∈M و اس  ت L ـ  ـس  اخ  ت  ار ͷ  ی M چ  ون ح  ال .a = nt ب  ن  اب  رای  ن
اس  ت. n ب  ر f(a) ت  ق  س  ی  م ب  اق  ی  م  ان  دۀ ℓ ک  ه ،M۱ |= f(a) = nf(t) + ℓ داری  م ،f ت  اب  ع ͬ ھ ای وی  ژگ   ب  ه ت  وج  ه
درن  ت  ی  ج  ه .f(t) = f(a)−ℓ

n
∈ M ′ پ  س ،f(a)− ℓ ∈ M ͬ ک  ه آن  ج  ای   از ح  ال .M۱ |= pn(f(a)− ℓ) ب  ن  اب  رای  ن

اس  ت. ب  س  ت  ه f ت  اب  ع ت  ح  ت M′

a ∈M ′ ک  ن  ی  د ف  رض م  ن  ظ  ور، ای  ن ب  رای اس  ت. ب  رق  رار M′ س  اخ  ت  ار در (T۲) اص  ل ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان ح  ال
b ∈ M۱ م  ان  ن  د ع  ن  ص  ری ،(T۲) اص  ل ط  ب  ق ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، Tφ ن  ظ  ری  ۀ ب  رای م  دل  ͬ M۱ چ  ون .a ̸= −۱ و

.b ∈M ′ ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان .M۱ |= a = f(b) ∨ a = f(b) + b ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان
چ  ون .M۱ |= f(a) = a + b − ۱ داری  م (T۳) اص  ل ب  ن  اب  ر ص  ورت ای  ن در ،M۱ |= a = f(b) اگ  ر

.b ∈M ′ ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ،M۱ |= b = f(a)− a+ ۱ از ب  ن  اب  رای  ن .f(a) ∈M ′ پ  س ،a ∈M ′

ͬ ش  ود: م   ن  ت  ی  ج  ه (T۳) اص  ل از ص  ورت ای  ن در ،M۱ |= a = f(b) + b اگ  ر

M۱ |= f(a) = f(f(b) + b) = ۲f(b) + b = f(b) + a.

ب  ن  اب  رای  ن ھ س  ت  ن  د، M ′ در f(a) و a چ  ون دی  ͽ  ر، ط  رف  ͬ از .M۱ |= f(b) = f(a) − a ب  ن  اب  رای  ن
.b ∈M ′ پ  س ،M۱ |= b = a− f(b) و f(b) ∈M ′ چ  ون ح  ال .f(b) = f(a)− a ∈M ′
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زی  رس  اخ  ت  ار ب  ه M۲ و M۱ م  دل ھ ای از ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ع  م  وم  ͬ (T۲) اص  ل از دوم ق  س  م  ت ͬ ک  ه آن  ج  ای   از
ͬ رس  د. م   ارث ب  ه آن  ه  ا م  ش  ت  رک

م  ش  ت  رک زی  رس  اخ  ت  ار ب  ه م  دل ھ ا از ھ س  ت  ن  د، ع  م  وم  ͬ چ  ون ن  ی  ز (T۴) و (T۳) اص  ول ک  ه ب  اش  ی  د داش  ت  ه ت  وج  ه
ͬ رس  ن  د. م   ارث ب  ه M′ ب  ه ب  ه وی  ژه و

اس  ت. ب  س  ت  ه x و f(x) از خ  ط  ͬ ت  رک  ی  ب ھ ر وارون ت  ح  ت ج  دی  د، زی  رس  اخ  ت  ار ای  ن

در ،M۱ |= ∃x nf(x) = mx + d اگ  ر ،d ∈ M ′ ھ ر ب  رای و n و m ص  ح  ی  ح ع  دد ھ ر ب  رای .٣٢�٢ ل  م
دارد. ج  واب م  ع  ادل  ه ای  ن ن  ی  ز M′

ط  رف  ی  ن ب  ر را f اگ  ر ح  ال .a ∈ M۱ ͷ  ی ب  رای M۱ |= f(a) = m
n
a + d ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.

،(T۳) اص  ل ب  ن  اب  ر .M۱ |= f(f(a)) = f(m
n
a + d) ص  ورت ای  ن در ک  ن  ی  م، اع  م  ال ت  س  اوی ای  ن

ھ م  چ  ن  ی  ن و ℓ ص  ح  ی  ح ع  دد ،٢-٣١ ل  م ب  ا م  ش  اب  ه اس  ت  دلال  ͬ ب  ا ب  ن  اب  رای  ن ،M۱ |= f(f(a)) = f(a) + a− ۱

ک  ه م  وج  ودن  د چ  ن  ان j ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد

M۱ |= f(a) + a− ۱ =
mf(a) + ℓ

n
+ f(d) + j.

خ  ط  ͬ م  ع  ادل  ۀ ͷ  ی ب  ه ص  ورت ای  ن در ک  ن  ی  م، ج  ای  ͽ  زی  ن m
n
a + d ب  ا را f(a) ت  س  اوی ای  ن ط  رف  ی  ن در اگ  ر ح  ال

از اس  ت. Z ـ  ـگ  رو ه ھ ا ن  ظ  ری  ۀ زب  ان در ک  ه ͬ رس  ی  م، م   ص  ح  ی  ح ض  رای  ب و f(d) و d پ  ارام  ت  رھ ای ب  ا a ب  رح  س  ب
و دارن  د ق  رار M ′ در دس  ت  ͽ  اه ای  ن پ  ارام  ت  رھ ای و  اس  ت Z‐گ  روه ھ ا ن  ظ  ری  ۀ ب  رای م  دل  ͬ M′ ک  ه آن  ج  ای  ͬ
M ′ در a پ  س اس  ت، م  ع  ادل  ه  ای  ن ب  رای ج  واب  ͬ a و اس  ت ج  واب ͷ  ی دق  ی  ق  اً دارای خ  ط  ͬ م  ع  ادل  ۀ ھ ر ھ م  چ  ن  ی  ن

دارد. ق  رار

ب  ی  ان را ت  ͷ م  ت  غ  ی  ره دس  ت  ͽ  اه ھ ای ح  ل پ  ذی  ری ش  رط ب  ای  د ک  ردی  م، ب  ی  ان زی  رف  ص  ل ای  ن اب  ت  دای در ک  ه ھ م  ان گ  ون  ه
اس  ت. م  ع  ادلات  ͬ چ  ه ش  ام  ل م  ع  ادلات، دس  ت  ͽ  اه ͷ  ی ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان اب  ت  دا ک  ن  ی  م.

از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  ن  ه  ا زب  ان  ͬ ی  ͷ م  ت  غ  ی  رۀ ت  رم ھ ا ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ت  اب  ع  ͬ ن  م  اد دو ف  ق  ط ش  ام  ل زب  ان ͬ ک  ه آن  ج  ای   از
پ  خ  ش  ͬ خ  اص  ی  ت  ͬ روی f ت  اب  ع (T۲) اص  ل ب  ن  اب  ر ط  رف  ͬ از ͬ ش  ون  د. م   س  اخ  ت  ه + و f ی  ع  ن  ͬ ت  اب  ع  ͬ، ن  م  اد دو ای  ن
و ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͷ  ی ب  رای ،f(rx+ sf(x) + n) = rf(x) + sf(f(x)) + f(n) + ℓ ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه دارد،
دو ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ن  اب  رای  ن .f(f(x)) = f(x) + x− ۱ ،(T۳) اص  ل ب  ن  اب  ر دی  ͽ  ر، ط  رف  ͬ از .ℓ م  ن  اس  ب

ھ س  ت  ن  د. f(x) و x از خ  ط  ͬ ت  رک  ی  ب ھ ای ب  ه ص  ورت ت  ن  ه  ا زب  ان  ͬ ت  ͷ م  ت  غ  ی  رۀ ت  رم ھ ای ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه اص  ل
ب  ه ص  ورت  ت  ͷ م  غ  ی  ره ات  م  ͬ ف  رم  ول ھ ای ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. R راب  ط  ۀ دارد، وج  ود زب  ان در ک  ه راب  ط  ه ای ن  م  اد ت  ن  ه  ا
ی  ا f(r۱x+ s۱f(x)+n۱) = r۲f(x)+ s۲f(f(x))+n۲ ،r۱x+ s۱f(x)+n۱ = r۲x+ s۲f(x)+n۲

ف  رم  ول، ک  ردن م  رت  ب ب  ا اول، ن  وع ات  م  ͬ ف  رم  ول ھ ای در ,R(r۱x+s۱f(x)+n۱ھ س  ت  ن  د. r۲x+s۲f(x)+n۲)
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اص  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا دوم، ن  وع ات  م  ͬ ف  رم  ول ھ ای در ͬ رس  ی  م. م   rx + sf(x) = n ب  ه ص  ورت ف  رم  ول ھ ای  ͬ ب  ه
،f(r۱x+ s۱f(x)+n۱) = r۱f(x)+ s۱f(f(x))+ f(n۱)+ ℓ ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ای ͷ  ی اف  زودن و (T۲)

ای  ن خ  ود ͅ  ه ای  ن   ض  م  ن ͬ ش  ود، م   اف  زوده دس  ت  ͽ  اه ب  ه ج  دی  د م  ع  ادل  ۀ ک  ه ͬ ک  ن  ی  م، م   س  اده را راس  ت س  م  ت ع  ب  ارت
ب  ا م  ش  اب  ه ص  ورت ای  ن در ک  ه ب  ن  وی  س  ی  م، ͬ ش  ود. م   ت  ب  دی  ل اول ن  وع ب  ا م  ش  اب  ه ات  م  ͬ ف  رم  ول  ͬ ب  ه  ات  م  ͬ، ف  رم  ول ن  وع
اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ب  رح  س  ب م  ع  ادل  ه ای ح  ال  ت ای  ن در ک  ه ک  ن  ی  د دق  ت ͬ ش  ود. م   اول ن  وع ات  م  ͬ ف  رم  ول ھ ای
ل  م اث  ب  ات از پ  س پ  اراگ  راف در ن  ی  ز، س  وم ن  وع از ات  م  ͬ ف  رم  ول ھ ای م  ورد در ͬ ش  ود. م   اف  زوده دس  ت  ͽ  اه ب  ه ن  ی  ز

گ  رف  ت. درن  ظ  ر را R(f(x), n) و R(x, n) س  ادۀ ح  ال  ت ک  ه اس  ت ک  اف  ͬ ت  ن  ه  ا چ  را ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ب  ی  ان ،٢-٣٣
ت  ع  دادی ن  وع ھ ر از ͬ ت  وان  د م   ک  ه اس  ت، زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادلات  ͬ ش  ام  ل م  ع  ادلات، دس  ت  ͽ  اه ھ ر ب  ن  اب  رای  ن
ب  ن  اب  رای  ن دارن  د، ق  رار ن  ی  ز ͬ ھ ا ھ م  ن  ه  ش  ت   ب  رای م  ح  م  ول ھ ای  ͬ س  اخ  ت  ار در ͬ ک  ه آن  ج  ای   از ب  اش  د. داش  ت  ه درب  ر را م  ت  ن  اھ ͬ

اس  ت. ش  ده داده ق  رار دس  ت  ͽ  اه ای  ن در ن  ی  ز ھ م  ن  ه  ش  ت  ͬ م  ع  ادلات

f(r۱x+ s۱f(x) + n۱) = r۱f(x) + s۱f
۲(x) + f(n۱) + j۱

r۲x+ s۲f(x) = n۲

R(x, n۳)

R(n۴, x)

R(f(x), n۵)

R(n۶, f(x))

f(x)
r۳≡ j۳

x
r۲≡ j۲

(١٠)

ͷ  ی ب  ا Z در م  ع  ادلات از دس  ت  ͽ  اه ای  ن ح  ل پ  ذی  ری ک  ه داد خ  واھ ی  م ن  ش  ان ٣۴-٢ ن  ت  ی  ج  ۀ در و ادام  ه در
س  ادگ  ͬ، ب  رای اس  ت. ح  ذف س  ور در گ  ام ͬ ت  ری  ن اص  ل   ن  ت  ی  ج  ه، ای  ن اس  ت. ب  ی  ان ق  اب  ل ب  دون س  ور ∗L‐ف  رم  ول

را ف  وق دس  ت  ͽ  اه اول خ  ط م  ع  ادلات ب  ه ص  ورت م  ع  ادلات  ͬ ͬ ت  وان م   چ  ͽ  ون  ه ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان زی  ر ل  م در اب  ت  دا
را م  ع  ادلات  ͬ دس  ت  ͽ  اه ھ ای چ  ن  ی  ن ح  ل پ  ذی  ری ش  رط درن  ت  ی  ج  ه و ک  رد ب  ازن  وی  س  ͬ اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ب  رح  س  ب

ک  رد. ب  ی  ان دس  ت  ͽ  اه ض  رای  ب ب  رح  س  ب ف  ق  ط

دو ھ ر ب  رای ک  ه ب  ه ط  وری اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان L∗ زب  ان در Φ(y۱, y۲) م  ان  ن  د ب  دون س  وری ف  رم  ول .٣٣�٢ ل  م
در زی  ر م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر ⟨Z,+, f, R, ۰,۱⟩ |= Φ(n۱, n۲) ھ م  واره ،n۲ و n۱ ص  ح  ی  ح ع  دد



٣۶ وی  ت  هˀ  ف پ  ای  ی  ن  ͬ دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٢ ف  ص  ل

ب  اش  د. ج  واب دارای Zf(r۱x+ s۱f(x) + n۱) = r۱f(x) + s۱f
۲(x) + f(n۱) + j۱

f(r۲x+ s۲f(x) + n۲) = r۲f(x) + s۲f
۲(x) + f(n۲) + j۲

(١١)

ھ س  ت  ن  د. ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ͬ  ͽ  ھ م j۲ و s۲ ،r۲ ،j۱ ،s۱  ،r۱ ض  رای  ب ͬ ک  ه ج  ای  

در زی  ب  ای  ͬ ب  رای ف  ق  ط ام  ا دارد، ͬ  ͽ  ب  س  ت ن  ی  ز ض  رای  ب ت  م  ام  ͬ ب  ه ش  د، ذک  ر ب  الا ل  م در ک  ه ب  دون س  وری ف  رم  ول
ͅ  رده ای  م. ن   اس  ت  ف  اده ن  م  ادگ  ذاری در را ͬ  ͽ  واب  س  ت ای  ن ن  م  ای  ش،

ک  ن  ی  م. ب  ی  ان زی  ر ب  ه ص  ورت اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ب  رح  س  ب ͬ ت  وان  ی  م م   را (١١) م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه  j۱اث  ب  ات. − [φn۱] < r۱[φx] + s۱[φf(x)] < j۱ − [φn۱] + ۱

j۲ − [φn۲] < r۲[φx] + s۲[φf(x)] < j۲ − [φn۲] + ۱

ج  ای  ͽ  ذاری ب  الا دس  ت  ͽ  اه در را ع  ب  ارت ای  ن اگ  ر .[φf(x)] = (۱ − φ)[φx] + ۱ ،٢۵-٢ ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا ام  ا
ͬ رس  ی  م. م   زی  ر دس  ت  ͽ  اه ب  ه j۱ک  ن  ی  م، − [φn۱] < (r۱ + s۱)[φx]− s۱φ[φx] + s۱ < j۱ − [φn۱] + ۱

j۲ − [φn۲] < (r۲ + s۲)[φx]− s۲φ[φx] + s۲ < j۲ − [φn۲] + ۱

ک  رد. س  اده س  ازی زی  ر ب  ه ص  ورت ͬ ت  وان م   را ب  الا (α۱دس  ت  ͽ  اه − s۱φ)[φx] ∈ (β۱ − [φn۱], β۱ − [φn۱] + ۱)

(α۲ − s۲φ)[φx] ∈ (β۲ − [φn۲], β۲ − [φn۲] + ۱)

زی  ر ب  ه ص  ورت ͬ ت  وان م   را ب  الا م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه .βi = ji − si و αi = ri + si ،i = ۱,۲ ب  رای آن در ک  ه
ن  وش  ت. ن  ی  ز

[φx] ∈
(
β۱ − [φn۱]

α۱ − s۱φ
,
β۱ − [φn۱] + ۱
α۱ − s۱φ

)
[φx] ∈

(
β۲ − [φn۲]

α۲ − s۲φ
,
β۲ − [φn۲] + ۱
α۲ − s۲φ

) (١٢)

، ۱
α+βφ

اع  داد ن  ی  س  ت  ن  د، ص  ف  ر ھ م  زم  ان ک  ه ،β و α ص  ح  ی  ح ع  دد دو ھ ر ب  رای ل  ذا ،φ۲ = φ+۱ ͬ ک  ه آن  ج  ای   از
. ۱
α+βφ

= p+ qφ ک  ه م  وج  ودن  د چ  ن  ان q و p گ  وی  ای اع  داد ب  ن  اب  رای  ن ن  ی  س  ت  ن  د، خ  ط  ͬ م  س  ت  ق  ل Q روی ۱ و φ



٣٧ وی  ت  هˀ  ف پ  ای  ی  ن  ͬ دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٢ ف  ص  ل

qi و pi آن در ک  ه ک  رد، ب  ازن  وی  س  ͬ زی  ر ب  ه ص  ورت ͬ ت  وان م   را (١٢) م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ب  الا، پ  اراگ  راف ب  ن  اب  ر
ای  ن غ  ی  ر در زی  را ،αi − βiφ ̸= ۰ ،i = ۱,۲ ب  رای ک  ه ب  اش  ی  د داش  ت  ه (ت  وج  ه ھ س  ت  ن  د م  ن  اس  ب  ͬ گ  وی  ای اع  داد

دارد). ج  واب ھ م  واره م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه [φx]ص  ورت ∈ (p۱β۱ + q۱β۱φ− p۱[φn۱]− q۱φ[φn۱], p۱β۱ + q۱β۱φ− p۱[φn۱]− q۱φ[φn۱] + ۱)

[φx] ∈ (p۲β۲ + q۲β۲φ− p۲[φn۲]− q۲φ[φn۲], p۲β۲ + q۲β۲φ− p۲[φn۲]− q۲φ[φn۲] + ۱)

ب  الا ب  ازه ھ ای ھ رگ  اه اس  ت ج  واب دارای (١١) م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ͅ  ر، ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن
ان  ت  ه  ای  ͬ و اب  ت  دای  ͬ ن  ق  اط اس  ت ک  اف  ͬ ب  ازه ھ ا، ای  ن اش  ت  راک ب  ودن ن  ات  ه  ͬ ب  ررس  ͬ ب  رای ام  ا ب  اش  ن  د. داش  ت  ه اش  ت  راک
م  ع  ادل  ه ای ب  ازه ھ ا، ای  ن اب  ت  دای  ͬ ن  ق  اط م  ق  ای  س  ۀ زی  را اس  ت؛ ب  ی  ان ق  اب  ل زب  ان در ک  اری چ  ن  ی  ن و ک  ن  ی  م م  ق  ای  س  ه را آن  ه  ا

اس  ت. ب  ی  ان پ  ذی  ر ب  دون س  ور ف  رم  ول  ͬ ب  ا L∗ زب  ان در ک  ه اس  ت، (٩) م  ع  ادل  ۀ ب  ه ص  ورت

[φ(rx+sf(x)+n)] < [φ(r′x+s′f(x)+n′)] ب  ه ص  ورت ف  رم  ول ھ ای  ͬ ک  ه گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه ͬ ت  وان م   ب  الا ل  م از
اس  ت. ب  ی  ان ق  اب  ل زب  ان در ،n′ و s′ ،r′ ،n ،s ،r ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ب  رای

ت  اب  ع خ  واص ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  اش  ن  د. ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ͬ  ͽ  ھ م n′ و s′ ،r′ ،n ،s ،r ک  ن  ی  د ف  رض ب  ی  ان پ  ذی  ری. اث  ب  ات
و f(rx + sf(x) + n) = rf(x) + sf۲(x) + f(n) + j ک  ه م  وج  ودن  د چ  ن  ان j′ و j ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ،f
خ  واھ ی  م اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ب  رح  س  ب م  ع  ادلا .f(r′x+ s′f(x)+n′) = r′f(x)+ s′f۲(x)+ f(n′)+ j′

داش  ت.
[φ(rx+ sf(x)n)] = r [φx] + s [φf(x)] + [φn]− j

و
[φ(r′x+ s′f(x) + n′)] = r′ [φx] + s′ [φf(x)] + [φn′]− j′.

اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ب  رق  رار R(rx+ sf(x) + n, r′x+ s′f(x) + n′) راب  ط  ۀ ت  ع  ری  ف، ط  ب  ق ح  ال

[φ(rx+ sf(x)n)] < [φ(r′x+ s′f(x) + n′)] .

داش  ت. خ  واھ ی  م ک  ن  ی  م، ج  ای  ͽ  زی  ن ع  ب  ارت ای  ن در را ب  الا رواب  ط اگ  ر

r [φx] + s [φf(x)] + [φn]− j < r′ [φx] + s′ [φf(x)] + [φn′]− j′

ͬ رس  ی  م. م   زی  ر راب  ط  ۀ ب  ه ب  الا راب  ط  ۀ س  اد ه س  ازی ب  ا

(r − r′) [φx] + (s− s′) [φf(x)] < [φn′]− [φn] + j − j′



٣٨ وی  ت  هˀ  ف پ  ای  ی  ن  ͬ دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٢ ف  ص  ل

ب  دس  ت زی  ر راب  ط  ۀ ب  الا، راب  ط  ۀ در ت  س  اوی ای  ن ج  ای  ͽ  ذاری ب  ا ک  ه ،[φf(x)] = (۱ − φ)[φx] + ۱ ط  رف  ͬ از
ͬ آی  د. م  

(r′′ + s′′φ) [φx] < [φn′]− [φn] + j′′

راب  ط  ه ای  ن ق  ب  ل، ل  م اس  ت  دلال م  ش  اب  ه .j′′ = j − j′ + s′ − s و s′′ = s − s′ ،r′′ = r − r′ + s − s′ ک  ه
اس  ت. م  ن  اس  ب a ͷ  ی ب  رای ،[φx] ∈ (۰, a) ب  ا م  ع  ادل

ق  س  م  ت ھ ای ب  رح  س  ب م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ن  وش  ت  ن ی  ع  ن  ͬ ،(٢-٣٣ (ل  م ق  ب  ل ل  م روش از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ال
م  ش  اھ ده ͬ ش  ود. م   ح  اص  ل زی  ر ن  ت  ی  ج  ۀ م  ع  ادل  ه، ھ ر ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ب  ازه ھ ای داش  ت  ن اش  ت  راک ب  ررس  ͬ و اع  ش  اری
ب  ه ت  وج  ه ب  ا زی  را ͬ ش  ود. ن  م   ای  ج  اد م  ع  ادلات ک  ردن ح  ل ن  ح  وۀ در ت  غ  ی  ی  ری ن  ی  ز ح  ال  ت ای  ن در ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م  
و a′ ب  رای ،[φx] ∈ (a′, b′) ب  ا م  ع  ادل f(x) r′≡ j′ و x r≡ j ب  ه ص  ورت ھ م  ن  ه  ش  ت  ͬ م  ع  ادلات ،٢-١٧ م  لاح  ظ  ۀ

ͬ ک  ن  ن  د. م   ب  ی  ان را خ  اص ب  ازۀ ͷ  ی در [φx] گ  رف  ت  ن ق  رار ب  ه ن  ح  وی م  ع  ادلات، ت  م  ام ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. م  ن  اس  ب، b′

اع  داد ب  رای ک  ه ب  ه ط  وری اس  ت م  وج  ود θ(y۱, . . . , yk) م  ان  ن  د ب  دون س  ور ∗L‐ف  رم  ول ͷ  ی .٣۴�٢ ن  ت  ی  ج  ه
در زی  ر م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر ⟨Z,+, f, R, ۰,۱⟩ |= θ(n۱, . . . , nk) ھ م  واره nk, . . . , n۱ ص  ح  ی  ح

ب  اش  د. ج  واب دارای Z

f(r۱x+ s۱f(x) + n۱) = r۱f(x) + s۱f
۲(x) + f(n۱) + j۱

...

f(rk−۴x+ sk−۴f(x) + nk−۴) = rk−۴f(x) + sk−۴f
۲(x) + f(nk−۴) + jk−۴

R(x, nk−۳)

R(nk−۲, x)

R(f(x), nk−۱)

R(nk, f(x))

f(x)
rk−۳≡ jk−۳

x
rk−۲≡ jk−۲

(١٣)

ھ س  ت  ن  د. ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ͬ  ͽ  ھ م ji و si ،ri ͬ ک  ه ج  ای  

x ͬ ت  وان م   ب  ه راح  ت  ͬ زی  را ک  ن  ی  م، ح  ذف دس  ت  ͽ  اه از ͬ ت  وان  ی  م م   را آخ  ر م  ع  ادل  ۀ ک  ه ب  اش  ی  د داش  ت  ه ت  وج  ه اث  ب  ات.
ب  دس  ت x′ ب  راس  اس م  ع  ادلات  ͬ و ک  رد ج  ای  ͽ  زی  ن دی  ͽ  ر م  ع  ادلات ت  م  ام  ͬ در rk−۲x

′ + jk−۲ ع  ب  ارت ب  ا را
اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای اس  اس ب  ر ک  ه آن م  ع  ادل ب  ا ͬ ت  وان م   را f(x)

rk−۳≡ jk−۳ م  ع  ادل  ۀ ھ م  چ  ن  ی  ن آورد.



٣٩ وی  ت  هˀ  ف پ  ای  ی  ن  ͬ دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٢ ف  ص  ل

ب  ه ص  ورت م  ع  ادلات ھ م  چ  ن  ی  ن ک  رد. ج  ای  ͽ  زی  ن ،b و a م  ن  اس  ب گ  وی  ای اع  داد ب  رای ،[φx] ∈ (a, b) ب  ه ص  ورت
دس  ت  ͽ  اه ب  ن  اب  رای  ن ن  وش  ت. (۱− φ)[φx] < [φnk−۱]− ۱ ب  ه ص  ورت آن م  ع  ادل ب  ا ͬ ت  وان م   را R(f(x), nk−۱)

گ  رف  ت. درن  ظ  ر زی  ر ب  ه ص  ورت ͬ ت  وان م   را (١٣) م  ع  ادلات

(r۱ + s۱ − s۱φ)[φx] ∈ (j۱ − [φn۱]− s۱, j۱ − [φn۱]− s۱ + ۱)

...

(rk−۴ + sk−۴ − sk−۴φ)[φx] ∈ (jk−۴ − [φnk−۴]− sk−۴, jk−۴ − [φnk−۴]− sk−۴ + ۱)

[φx] ∈ ([φnk−۲], [φnk−۳])

(۱− φ)[φx] ∈ ([φnk], [φnk−۱]).

را م  ع  ادلات ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ب  ازه  ھ ای اش  ت  راک ب  ودن ن  ات  ه  ͬ اس  ت ک  اف  ͬ ف  ق  ط دس  ت  ͽ  اھ ͬ، چ  ن  ی  ن ک  ردن ح  ل ب  رای
L∗ زب  ان در ب  دون س  ور ف  رم  ول ͷ  ی ب  ا م  ع  ادل اش  ت  راک ھ ا ای  ن ب  ودن ن  ات  ه  ͬ ،٢-٣٣ ل  م ھ م  ان  ن  د ک  ه ک  ن  ی  م، ب  ررس  ͬ

اس  ت.

اس  ت. ش  ده ف  راھ م ف  ص  ل ای  ن ق  ض  ی  ۀ م  ه  م  ت  ری  ن ارائ  ۀ ب  رای ش  رای  ط ح  ال

ͬ ک  ن  د. م   ح  ذف را س  ورھ ا L∗ زب  ان در Tφ ن  ظ  ری  ۀ .٣۵�٢ ق  ض  ی  ه

ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان .M |= Tφ ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   ،٢-٣١ ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا و ب  خ  ش ای  ن ف  رض  ی  ات ف  رض ب  ا اث  ب  ات.
ب  ا (م  ش  اب  ه ب  اش  د L∗ زب  ان در م  ع  ادل  ه م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ش  ام  ل دس  ت  ͽ  اه پ  اس  خ a ∈ M۱ −M ع  ن  ص  ر اگ  ر ک  ه
و a ش  ام  ل ک  ه M۱ از زی  رس  اخ  ت  اری ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان a′ ∈M۲ −M ع  ن  ص  ر ((١٣) م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه
ب  ه را a ای  زوم  رف  ی  س  م ای  ن ک  ه اس  ت ای  زوم  رف اس  ت، f(a′) و a′ ش  ام  ل ک  ه M۲ از زی  رس  اخ  ت  اری ب  ا اس  ت f(a)

ͬ ن  ͽ  ارد. م   f(a′) ب  ه را f(a) و a′

ک  ه ش  ده داده دس  ت  ͽ  اه ھ ر ب  رای دھ ی  م ن  ش  ان ک  ه اس  ت ک  اف  ͬ ،M۲ ب  ودن اش  ب  اع ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ن  ظ  ور، ای  ن ب  ه
ن  ی  ز M۲ در آن  ͽ  اه ب  اش  د، دس  ت  ͽ  اه ای  ن ب  رای ج  واب  ͬ a اگ  ر اس  ت، M در پ  ارام  ت  ر ب  ا م  ع  ادل  ه م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ش  ام  ل

اس  ت. b م  ان  ن  د ج  واب  ͬ دارای
آن  ه  ا از ک  دام ھ ر ک  ه اس  ت م  ع  ادل  ه م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ش  ام  ل م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ͷ  ی ح  ال  ت ͬ ت  ری  ن ک  ل  
ض  رای  ب و دارن  د ق  رار M در g′ و c, d, e, e′, g پ  ارام  ت  رھ ای آن  ه  ا در ک  ه اس  ت، زی  ر ͅ  ال اش   از ͬ  ͅ ی   ب  ه ص  ورت
م  ع  ادلات، ای  ن از ک  دام ھ ر ن  ق  ی  ض ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ھ م  چ  ن  ی  ن ھ س  ت  ن  د. ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد j و m,n,m′, n′, r, s, t, u

اس  ت. م  ع  ادل  ه آن خ  ود ͅ  ل ب  ه ش  
در دس  ت  ͽ  اه ای  ن آن  ͽ  اه ب  اش  د، M۱ در دس  ت  ͽ  اه ای  ن ب  رای ج  واب  ͬ a اگ  ر دھ ی  م ن  ش  ان ک  ه اس  ت ای  ن م  ا ھ دف

دارد. ج  واب ن  ی  ز M۲



۴٠ وی  ت  هˀ  ف پ  ای  ی  ن  ͬ دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٢ ف  ص  ل



f(rx+ sf(x) + c) = rf(x) + sf۲(x) + f(c) + j

tf(x) = ux+ d

R(x, e)

R(e′, x)

R(f(x), g)

R(g′, f(x))

x
n≡ m

f(x)
n′

≡ m′

(١۴)

در دس  ت  ͽ  اه ج  واب ،٢-٣٢ ل  م ط  ب  ق آن  ͽ  اه ب  اش  د، ،tf(x) = ux+ d ͅ  ل ش   ب  ه م  ع  ادل  ه ای دس  ت  ͽ  اه، در اگ  ر
ب  دون ب  ن  اب  رای  ن گ  رف  ت. درن  ظ  ر ج  واب ھ م  ان را M۲ در دس  ت  ͽ  اه ج  واب ͬ ت  وان م   و دارد ق  رار M خ  ود در M۱

ن  دارد. ق  رار م  ع  ادل  ه ای چ  ن  ی  ن م  ع  ادلات، دس  ت  ͽ  اه در ک  ه ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   م  س  ال  ه، ک  ل  ی  ت از ش  دن ک  اس  ت  ه
دارای ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه دارد، ج  ب  ری م  اھ ی  ت ب  اش  د، م  ع  ادل  ه ای چ  ن  ی  ن ش  ام  ل ک  ه دس  ت  ͽ  اھ ͬ دی  ͽ  ر، ب  ه ع  ب  ارت  ͬ
اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای م  ورد در اط  لاع  ات  ͬ ک  ه م  ع  ادلات، م  اب  ق  ͬ ک  ه دی  د خ  واھ ی  م ادام  ه در اس  ت. ͅ  ت  ا ی   ج  واب  ͬ

دارن  د. غ  ی  رج  ب  ری م  اھ ی  ت  ͬ ب  ه ع  ب  ارت  ͬ ی  ا ن  دارن  د رف  ت  اری چ  ن  ی  ن ͬ ک  ن  ن  د، م   ب  ی  ان
ب  رق  رار ن  ی  ز Tφ ن  ظ  ری  ۀ در ب  ن  اب  رای  ن ͬ ش  ود، م   ث  اب  ت Z ـ  ـگ  روه ھ ا ن  ظ  ری  ۀ در چ  ی  ن  ͬ ب  اق  ی  م  ان  دۀ ق  ض  ی  ۀ ͬ ک  ه آن  ج  ای   از
f(x) و x ب  رای ھ م  ن  ه  ش  ت  ͬ م  ع  ادلات ت  م  ام ͬ ت  وان م   چ  ی  ن  ͬ، ب  اق  ی  م  ان  دۀ ق  ض  ی  ۀ از ب  ردن ب  ه  ره  ب  ا ن  ت  ی  ج  ه، در اس  ت.
خ  ط  ͬ ت  رت  ی  ب راب  ط  ۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا و م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور ک  رد. ت  ب  دی  ل f(x) ب  رای م  ع  ادل  ه ͷ  ی و x ب  رای م  ع  ادل  ه ͷ  ی ب  ه را
و R(f(x), g) ،R(e′, x) ،R(x, e) ͅ  ل ھ ای ش   از ک  دام ھ ر از م  ع  ادل  ه ͷ  ی ت  ن  ه  ا ک  ه ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   ،R

دارد. وج  ود دس  ت  ͽ  اه در R(g′, f(x))
اع  ش  اری ب  ازه ھ ای اش  ت  راک ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ج  واب دارای M۱ در دس  ت  ͽ  اه ای  ن چ  ون ،٣۴-٢ ل  م ب  ا م  ش  اب  ه
در ͅ  ر، ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا دس  ت  ͽ  اه ل  ذا ͬ ک  ن  د)، م   ب  ی  ان را ب  ودن ن  ات  ه  ͬ ب  دون س  ور (ف  رم  ول  ͬ اس  ت ب  وده ن  ات  ه  ͬ

اس  ت. ج  واب دارای ن  ی  ز M۲

اس  ت. ن  ظ  ری  ه ب  ودن ک  ام  ل گ  رف  ت، ͬ ت  وان م   ق  ض  ی  ه ای  ن از ک  ه ن  ت  ی  ج  ه ای م  ه  م ت  ری  ن

اس  ت. م  ع  ادل Th⟨Z,+, f, R, {pn}n∈N, ۰,۱⟩ ب  ا ب  ن  اب  رای  ن و اس  ت ک  ام  ل Tφ ن  ظ  ری  ۀ .٣۶�٢ ن  ت  ی  ج  ه

س  اخ  ت  ار دی  ͽ  ر ط  رف  ͬ از اس  ت. م  دل ک  ام  ل پ  س  دارد، ح  ذف س  ور Tφ ن  ظ  ری  ۀ چ  ون اث  ب  ات.
اس  ت. ک  ام  ل ن  ظ  ری  ه ای  ن پ  س اس  ت. ن  ظ  ری  ه ای  ن ب  رای اول م  دل ͷ  ی ⟨Z,+, f, R, {pn}n∈N, ۰,۱⟩



۴١ وی  ت  هˀ  ف پ  ای  ی  ن  ͬ دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٢ ف  ص  ل

ͬ ش  ود. م   ح  اص  ل اس  ت، ب  ازگ  ش  ت  ͬ ش  م  ارش پ  ذی  ر Tφ ن  ظ  ری  ۀ اص  ول ͅ  ه ای  ن   و ب  الا ق  ض  ی  ه از ن  ه  ای  ͬ ن  ت  ی  ج  ه ح  ال

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر Tφ ن  ظ  ری  ۀ .٣٧�٢ ن  ت  ی  ج  ه

ای  ن پ  س اس  ت، ک  ام  ل و ب  ازگ  ش  ت  ͬ ش  م  ارش پ  ذی  ر Tφ ن  ظ  ری  ۀ ب  رای ش  ده ن  وش  ت  ه اص  ول ک  ه  ͬ آن  ج  ای   از اث  ب  ات.
اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر ن  ظ  ری  ه

م  لاح  ظ  ات ۵ . ٢

⟨Z,+, f, {pn}n∈N, ۰,۱⟩ س  اخ  ت  ار ب  ه را (−) ق  ری  ن  ه س  از ت  ͷ م  وض  ع  ͬ ت  اب  ع ی  ا و ت  ف  اض  ل دوم  وض  ع  ͬ ت  اب  ع اگ  ر
ͬ ش  ود. م   ت  ع  ری  ف زی  ر ف  رم  ول ب  ه ت  وج  ه ب  ا R راب  ط  ۀ س  اخ  ت  ار ای  ن در آن  ͽ  اه ب  ی  اف  زای  ی  م،

R(x, y) ⇐⇒ f(y − x) = f(y)− f(x)

س  اخ  ت  ار ل  ذا اف  زود. زب  ان ب  ه را ت  اب  ع ای  ن آن ب  ه ج  ای و ک  رد ح  ذف زب  ان از را R راب  ط  ۀ ͬ ت  وان م   ب  ن  اب  رای  ن
اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور و ͬ پ  ذی  رد م   ح  ذف س  ور ⟨Z,+,−, f, {pn}n∈N, ۰,۱⟩



٣ ف  ص  ل

اع  داد ͬ ت  رت  ی  ب  ͬ ج  م  ع   س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری
وی  ت  هˀ  ف دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح

ب  ه ض  رب از اث  رھ ای  ͬ چ  ه اف  زودن ی  ع  ن  ͬ ک  ردی  م، ب  ی  ان را آن ھ م م  ق  دم  ه در ک  ه س  وال  ͬ ب  ه پ  اس  خ راس  ت  ای در
ای  ن ف  ص  ل ای  ن در ھ دف  م  ان ͬ ش  ود، م   ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری ن  رف  ت  ن دس  ت از ب  اع  ث ⟨R,+,−, <, ۰,۱,Z⟩ س  اخ  ت  ار
اث  ر ͷ  ی از اس  ت  ف  اده ب  ا س  اخ  ت  ار ای  ن ت  وس  ی  ع دھ ی  م ن  ش  ان م  دل، ن  ظ  ری  ۀ م  ق  دم  ات  ͬ اب  زارھ ای از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه اس  ت

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر م  رب  ع  ͬ، ع  دد ͷ  ی در ض  رب ھ م آن ض  رب،
س  اخ  ت  ار ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری ب  ررس  ͬ ب  ه و ͬ ک  ن  ی  م م   ح  ذف را R س  اخ  ت  ار، ای  ن از اب  ت  دا در ھ دف، ای  ن ب  ه ن  ی  ل ب  رای
م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای ͬ پ  ردازی  م. م   ͬ ن  ͽ  ارد، م   ⌊φx⌋ ب  ه را x ھ ر ک  ه اس  ت ت  اب  ع  ͬ f آن در ک  ه ،⟨Z,+, f, <, ۰,۱⟩
ک  ن  د. ح  ذف م  ن  اس  ب زب  ان  ͬ ͷ  ی در را س  ورھ ا ک  ه ب  ه ط  وری ͬ دھ ی  م م   ارائ  ه س  اخ  ت  ار ای  ن ب  رای ک  ام  ل  ͬ ن  ظ  ری  ه ˄ اب  ت  دا
ت  وج  ه ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان ح  ذف س  ور از ن  ت  ی  ج  ه ای ع  ن  وان ب  ه را س  اخ  ت  ار ای  ن ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری ق  ب  ل، ف  ص  ل م  ش  اب  ه س  پ  س

ک  ردی  م. م  ط  ال  ع  ه ت  رت  ی  ب، ب  دون ͅ  ن ل  ی   را، س  اخ  ت  ار ھ م  ی  ن ق  ب  ل ف  ص  ل در ک  ه ک  ن  ی  د
اس  ت. زی  ر ق  ض  ی  ۀ ف  ص  ل، ای  ن اس  اس  ͬ ق  ض  ی  ۀ ن  خ  س  ت  ی  ن

ب  ر ب  خ  ش  پ  ذی  ری ھ م  ان pn م  ح  م  ول از م  ن  ظ  ور آن در ک  ه ،Zφ = ⟨Z,+,−, f, <, {pn}, ۰,۱⟩ س  اخ  ت  ار ق  ض  ی  ه.
ای  ن ھ م  چ  ن  ی  ن ͬ ک  ن  د. م   ح  ذف م  ن  اس  ب، زب  ان  ͬ در را س  ورھ ا ک  ه اس  ت ب  ازگ  ش  ت  ͬ ن  ظ  ری  ۀ ͷ  ی دارای اس  ت، n

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر س  اخ  ت  ار

ب  رخ  لاف ام  ا ͬ ن  وی  س  ی  م. م   اع  ش  اری ق  س  م  ت ب  رح  س  ب را م  ع  ادلات ق  ب  ل، ف  ص  ل م  ش  اب  ه ح  ذف س  ور اث  ب  ات ب  رای
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ب  ی  ان ب  رای م  ح  م  ول ھ ای  ͬ زب  ان ب  ه ب  ن  اب  رای  ن ن  ی  س  ت، ب  رق  رار ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ب  ازه ھ ر در ͬ ک  ه آن  ج  ای   از ق  ب  ل، ف  ص  ل
ع  دد م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ب  ازه ͷ  ی در ک  ه ͬ ک  ن  د م   ب  ی  ان ح  ق  ی  ق  ت در ال  ͽ  و ͷ  ی ͬ اف  زای  ی  م. م   ع  ددی  ـ  ـاع  ش  اری ال  ͽ  وھ ای
ن  ی  ز آن  ه  ا ب  راب  ر φ اع  ش  اری ق  س  م  ت و دارن  د ͅ  دی  ͽ  ر ی   ب  ه  ن  س  ب  ت خ  اص  ͬ ت  رت  ی  ب اع  داد ای  ن ک  ه ب  ه گ  ون  ه ای دارد وج  ود
ب  ه م  ع  ادلات ح  ل پ  ذی  ری ش  رط ک  ردن واب  س  ت  ه ب  رای م  ح  م  ول  ھ ا ای  ن از دارن  د. ͅ  دی  ͽ  ر ی   ب  ه ن  س  ب  ت خ  اص  ͬ ت  رت  ی  ب

ͬ ک  ن  ی  م. م   اس  ت  ف  اده م  ع  ادلات پ  ارام  ت  رھ ای
س  اخ  ت  ار ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان م  ش  اب  ه، ای  ده ای ب  ا ف  ص  ل، ای  ن ادام  ۀ در و س  پ  س
ن  ی  ز ͬ ن  ͽ  ارد، م   φx ب  ه را x ع  ن  ص  ر ھ ر ک  ه اس  ت ت  اب  ع  ͬ λφ آن در ک  ه ،Rφ := ⟨R,+,−, <, ۰,۱,Z, λφ⟩

اس  ت. زی  ر ق  ض  ی  ۀ ف  ص  ل، ای  ن اس  اس  ͬ ق  ض  ی  ۀ دوم  ی  ن ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر ل  ذا و ͬ پ  ذی  رد م   ح  ذف س  ور

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر آن ع  لاوه ب  ر و اس  ت ح  ذف س  ور دارای Rφ س  اخ  ت  ار ق  ض  ی  ه.

س  اخ  ت  ار ای  ن در زی  را اس  ت؛ ق  ب  ل  ͬ س  اخ  ت  ار دو از آس  ان ت  ر س  اخ  ت  ار ای  ن در م  ع  ادلات ح  ل پ  ذی  ری ش  رط ب  ی  ان
اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ب  ی  ن ت  رت  ی  ب ق  ب  ل  ͬ، س  اخ  ت  ار دو در ک  ه اس  ت ح  ال  ͬ در ای  ن اس  ت، ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر [φx] ت  اب  ع
ب  ه ع  ن  وان را ع  ددی  ـ  ـاع  ش  اری ال  ͽ  وھ ای ھ م  ان ن  ی  ز س  اخ  ت  ار ای  ن در ،Zφ س  اخ  ت  ار م  ش  اب  ه اس  ت. ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر

م  دل ھ ا. ن  ه و ک  ن  د ت  ع  ی  ی  ن را م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ھ ای ح  ل پ  ذی  ری ش  رط ن  ظ  ری  ه ت  ا ͬ اف  زای  ی  م م   زب  ان ب  ه م  ح  م  ول
اب  ت  دا ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر س  اخ  ت  ار دو ای  ن در اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ب  ی  ن ت  رت  ی  ب ک  ه آن  ج  ای  ͬ از

ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در را زی  ر ن  م  ادگ  ذاری ق  ب  ل، ف  ص  ل م  ش  اب  ه

در اول م  رت  ب  ه  ف  رم  ول ͷ  ی [φx] < [φy] ف  رم  ول ش  د، ب  ی  ان ن  ی  ز ق  ب  ل ف  ص  ل در ک  ه ھ م  ان گ  ون  ه .١�٣ ن  م  ادگ  ذاری
خ  واھ ی  م اس  ت  ف  اده ف  رم  ول ای  ن از اب  ه  ام  ͬ ھ ی  چ ب  دون ف  ص  ل، ای  ن ادام  ۀ در ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، {+,−, f, ۰,۱} زب  ان

ک  رد.

در ([١٢]) م  ق  ال  ه ای  ن ن  ه  ای  ͬ ن  س  خ  ۀ و اس  ت ن  ش  ده ارائ  ه ج  ای  ͬ در ب  ه ح  ال ت  ا ف  ص  ل، ای  ن در ش  ده ب  ی  ان ن  ت  ای  ج
اس  ت. آم  اده س  ازی ح  ال

Zφ س  اخ  ت  ار ٣ . ١

س  اخ  ت  ار ب  ه ت  رت  ی  ب اف  زودن از ح  اص  ل ͬ ھ ای پ  ی  چ  ی  دگ   ٣ . ١ . ١

ف  ص  ل در س  اخ  ت  ار ای  ن ب  رای ک  ه ح  ذف س  وری اث  ب  ات ͬ ش  ود م   ب  اع  ث ،⟨Z,+, f, ۰,۱⟩ س  اخ  ت  ار ب  ه ت  رت  ی  ب اف  زودن
ب  ا ح  ذف س  ور اث  ب  ات ب  رای ͅ  ردم  ان روی   ف  ص  ل ای  ن در ͅ  ن  د. ن   ک  ار ت  رت  ی  ب ب  ا س  اخ  ت  ار م  ورد در داده ای  م، ارائ  ه ق  ب  ل
از اس  ت  ف  اده س  اخ  ت  ار، ای  ن ب  رای ح  ذف س  ور اث  ب  ات اص  ل  ͬ ای  دۀ اس  ت. م  ت  ف  اوت ک  ام  لا́ ق  ب  ل ف  ص  ل ͅ  رد روی  
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وج  ود ع  دد م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ش  ده، داده  ب  ازۀ ͷ  ی در ک  ه اس  ت ای  ن ب  ی  ان  ͽ  ر ک  ه اس  ت ع  ددی  ـ  ـاع  ش  اری ال  ͽ  وھ ای
دارن  د. [۰,۱) ب  ازۀ در خ  اص  ͬ ال  ͽ  وی آن  ه  ا، ب  راب  ر φ اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ک  ه دارد

ش  رط ب  ی  ان ب  رای ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ از اس  ت  ف  اده ق  ب  ل، ف  ص  ل س  اخ  ت  ار و س  اخ  ت  ار ای  ن ح  ذف س  ور اث  ب  ات ش  ب  اھ ت
داش  ت  ه ق  رار ن  ظ  ری  ه در اص  ل  ͬ ب  ه ع  ن  وان ب  ای  د ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ل  ذا اس  ت. م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ھ ای از ب  رخ  ͬ ح  ل پ  ذی  ری
ال  ͽ  وھ ای و ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ک  ردن ب  ی  ان  ب  رای ک  ن  ی  م. ب  ی  ان زب  ان در را اص  ل ای  ن ب  ت  وان  ی  م ب  ای  د ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د.
ف  ص  ل در ک  ه ھ م  ان ط  ور ام  ا ب  اش  د. ب  ی  ان پ  ذی  ر اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ب  ی  ن ت  رت  ی  ب ک  ه اس  ت ن  ی  از ع  ددی  ـ  ـاع  ش  اری،
اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ͅ  ه ب  ل   ن  دارد، وج  ود اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ب  رای ن  م  ادی ن  ه ت  ن  ه  ا زب  ان در ک  ردی  م، ب  ی  ان ق  ب  ل
ق  ب  ل، ف  ص  ل در اس  ت. ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر اع  ش  اری، ق  س  م  ت ھ ای ب  ی  ن ت  رت  ی  ب ول  ͬ ن  ی  س  ت  ن  د. ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر زب  ان در ن  ی  ز
ت  رت  ی  ب ھ م  ان درح  ق  ی  ق  ت ک  ه اف  زودی  م R ت  ͷ م  وض  ع  ͬ م  ح  م  ول ͷ  ی زب  ان ب  ه ت  رت  ی  ب، راب  ط  ۀ ای  ن ب  ی  ان ب  رای
ق  ب  ل ف  ص  ل ان  ت  ه  ای در ͬ ک  رد. م   ت  ع  ری  ف ،x م  خ  ت  ل  ف اع  داد ب  رای را، φx اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای روی ب  ر م  ع  م  ول  ͬ
در ک  ه ب  ی  اف  زای  ی  م، را ت  ف  اض  ل دوم  وض  ع  ͬ ت  اب  ع زب  ان ب  ه ͬ ت  وان  ی  م م   م  ح  م  ول، ای  ن ب  ه ج  ای ک  ه ک  ردی  م ب  ی  ان ھ م  چ  ن  ی  ن

اس  ت. ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر زی  ر راب  ط  ۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ت  رت  ی  ب ای  ن ن  ی  ز ج  دی  د زب  ان ای  ن

f(y − x) = f(y)− f(x) ⇐⇒ [φx] < [φy]

ن  ب  اش  د؛ س  اده م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ھ ای ک  ردن ح  ل ک  ه ͬ ش  ود م   ب  اع  ث س  اخ  ت  ار ب  ه ت  رت  ی  ب اف  زودن ام  ا
ش  رط ی  اف  ت  ن ب  رای ͬ ت  وان  ی  م ن  م   ب  ن  اب  رای  ن ن  ی  س  ت، ب  رق  رار ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ دل  خ  واه ب  ازۀ ھ ر در چ  ون درح  ق  ی  ق  ت،
ن  ق  اط ک  ه وق  ت  ͬ ب  ه وی  ژه ب  ͽ  ی  ری  م، ͷ  ک  م ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ از م  ع  ادلات، دس  ت  ͽ  اه ھ ای ح  ل پ  ذی  ری ب  رای م  ع  ادل
اس  ت  ف  اده ی  ع  ن  ͬ دی  ͽ  ری، ای  دۀ س  راغ ب  ه ح  ذف س  ور، اث  ب  ات ب  رای ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  ن  د. ن  ااس  ت  ان  دارد اع  داد ب  ازه، ان  ت  ه  ای  ͬ

ͬ روی  م. م   ع  ددی  ـ  ـاع  ش  اری، ال  ͽ  وھ ا ی از
م  دل در ک  ه ͬ گ  ی  ری  د م   ن  ش  أت آن  ج  ا از ح  ذ ف س  ور، ب  رای ع  ددی  ـ  ـاع  ش  اری ال  ͽ  وھ ای از اس  ت  ف  اده ای  دۀ
در ات  ف  اق  ا و ن  ی  س  ت ت  ص  ادف  ͬ ͬ ک  ن  د، م   ب  ی  ان ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ک  ه ھ م آن چ  ن  ان اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ت  وزی  ع اس  ت  ان  دارد
ک  ه داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   ق  ب  ل، ف  ص  ل ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ث  ال، ب  ه ع  ن  وان اس  ت. پ  ی  ش ب  ی  ن  ͬ ق  اب  ل ک  ام  لا́ وض  ع  ی  ت ھ ا ب  رخ  ͬ

ͬ ک  ن  د. م   ص  دق زی  ر م  ع  ادل  ۀ در ک  ه اس  ت ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͅ  ت  ری  ن ک  وچ   F۲n+۱

f(F۲n + x) = f(F۲n) + f(x) + ۱

اس  ت. زی  ر م  ع  ادل  ۀ ج  واب ک  ه اس  ت ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͅ  ت  ری  ن ک  وچ   F۲n+۲ م  ش  اب  ه، ب  ه ط  ور ھ م  چ  ن  ی  ن

f(F۲n+۱ + x) = f(F۲n+۱) + f(x)

ھ ر ب  رای دی  ͽ  ر، ب  ه ب  ی  ان  ͬ ی  ا .f(F۲n + x) = f(F۲n) + f(x) ھ م  واره ،x ∈ (۰, F۲n−۱) ھ ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن
x 7→ [φx] ت  اب  ع ن  م  ودار اگ  ر دی  ͽ  ر، ب  ه ع  ب  ارت  ͬ .[φ(F۲n + x)] = [φF۲n] + [φx] ھ م  واره ،x ∈ (۰, F۲n−۱)



۴۵ وی  ت  هˀ  ف دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ͬ ت  رت  ی  ب  ͬ ج  م  ع   س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٣ ف  ص  ل

ت  م  ام ک  ه اس  ت (۰, F۲n−۱) ب  ازۀ در ت  اب  ع ن  م  ودار ھ م  ان دق  ی  ق  ا (F۲n, F۲n+۱) ب  ازۀ در ت  اب  ع ن  م  وار ک  ن  ی  م، رس  م را
داده ای  م. ان  ت  ق  ال [φF۲n] ان  دازۀ ب  ه  را ن  ق  اط

م  ث  ال ب  رای دارد. وج  ود اع  داد ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ͅ  ت  ای ی   ن  م  ای  ش از اس  ت  ف  اده ب  ا ن  ی  ز دی  ͽ  ری ال  ͽ  وھ ای ای  ن، ع  لاوه ب  ر
ب  اش  د، زوج ع  ددی i۱ ع  لاوه ب  رآن و ب  اش  د Fi۱ + Fi۲ + . . . + Fiℓ ͅ  ت  ای ی   ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ن  م  ای  ش دارای x اگ  ر

ب  ن  اب  رای  ن و Fi۲ + . . .+ Fiℓ < Fi۱ آن  ͽ  اه

f(x) = f(Fi۱ + (Fi۲ + . . .+ Fiℓ)) = f(Fi۱) + f(Fi۲ + . . .+ Fiℓ).

ͷ  ی ب  ه اض  اف  ۀ م  ق  دار ھ م  ی  ن ب  ا ب  راب  ر ،f ت  اب  ع ت  ح  ت x ع  ن  ص  ر ت  ص  وی  ر آن  ͽ  اه ب  اش  د، ف  رد ع  ددی i۱ اگ  ر ھ م  چ  ن  ی  ن
ن  ی  ز را f(Fi۲ + (Fi۳ + . . .+ Fiℓ)) م  ق  دار ،i۲ ب  ودن ف  رد ی  ا و زوج ب  ه ت  وج  ه ب  ا ͬ ت  وان م   م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور اس  ت.

ک  رد. م  ح  اس  ب  ه
ش  روع ن  ق  اط آن از ال  ͽ  وھ ا ͅ  رار) (ت   ک  ه ھ س  ت  ن  د ن  ق  اط  ͬ ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ، اع  داد اس  ت  ان  دارد، م  دل در ب  ن  اب  رای  ن
ب  ا ب  راب  ر ب  ه ت  رت  ی  ب φF۲n+۱ و φF۲n اع  داد اع  ش  اری ق  س  م  ت ک  ه داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   ھ م  چ  ن  ی  ن ͬ ش  ود. م  

ک  ن  ی  د). م  ش  اھ ده را ٢۵-٣ (ن  ت  ی  ج  ۀ اس  ت ۱− (φ− ۱)n[φ] و (φ− ۱)n−۱[φ]

ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر ⟨Z,+, f, <, ۰,۱⟩ س  اخ  ت  ار در ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ اع  داد م  ج  م  وع  ۀ ک  ه دی  د خ  واھ ی  م ٣-٢٧ ن  ت  ی  ج  ۀ در
ع  لاوه ب  ر ک  رد. ش  ن  اس  ای  ͬ را ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ اع  داد ͬ ت  وان م   ⟨Z,+, f, <, ۰,۱⟩ ن  ظ  ری  ۀ م  دل ھ ر در ب  ن  اب  رای  ن و اس  ت
چ  ه اگ  ر ک  ن  ی  م. ت  وص  ی  ف را م  ت  وال  ͬ ن  ااس  ت  ان  درد ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ع  دد دو م  اب  ی  ن ͅ  رارش  ون  ده ت   ال  ͽ  وھ ای ͬ ت  وان  ی  م م   ای  ن،
دارای ن  ااس  ت  ان  دارد م  دل ͷ  ی ع  ن  اص  ر از ب  رخ  ͬ چ  ون ام  ا ک  ن  ی  م، ش  ن  اس  ای  ͬ را ال  ͽ  وھ ا ک  ه ͬ ش  ود م   ب  اع  ث ن  ت  ی  ج  ه ای  ن
م  دل در آن  ه  ا ال  ͽ  وھ ای ب  ه س  ادگ  ͬ آن  ه  ا، اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ال  ͽ  وی ب  ن  اب  رای  ن ن  ی  س  ت  ن  د، م  ت  ن  اھ ͬ ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ن  م  ای  ش

ن  ی  س  ت. دادی  م، ت  وض  ی  ح ب  الا در ک  ه اس  ت  ان  دارد
ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را آن ن  ادق  ی  ق ت  ع  ری  ف زی  ر در ش  وی  م، آش  ن  ا ع  ددی  ـ  ـاع  ش  اری ال  ͽ  وی ͷ  ی م  ف  ه  وم ب  ا ͅ  ه ای  ن   ب  رای

ال  ͽ  وی ͷ  ی وج  ود از م  ن  ظ  ور ب  اش  د. ⟨Z,+, f, <, ۰,۱⟩ س  اخ  ت  ار ک  ام  ل ن  ظ  ری  ۀ ب  رای م  دل  ͬ M ک  ن  ی  د «ف  رض
چ  ن  ان e۱ < e۲ < . . . < en ع  ن  ص  ر n ب  ازه ای  ن در ک  ه اس  ت ای  ن (a, b) ب  ازۀ در n ط  ول از ع  ددی  ـ  ـاع  ش  اری
ͷ  ی در ͷ  ی ھ ر ͅ  ه ای  ن   ب  ر ع  لاوه [φei] ن  ی  ز و دارد ق  رار (a, b) از (ai, bi) زی  رب  ازۀ ͷ  ی در ei ھ ر ک  ه م  وج  ودن  د

دارن  د.» خ  اص  ͬ ت  رت  ی  ب ن  ی  ز ͅ  دی  ͽ  ر ی   ب  ه ن  س  ب  ت دارن  د، ق  رار ([φci], [φdi]) ب  ازۀ

ح  ذف س  ور و م  وض  وع  ه اص  ول ٣ . ١ . ٢

ب  ͽ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در L۰ ـ  ـس  اخ  ت  ار ͷ  ی را M و L۰ = {+,−, f, <, ۰,۱} دھ ی  د ق  رار
زی  ر ب  ه ص  ورت ب  دون س  ور ف  رم  ول ھ ای ک  ل  ͬ ح  ال  ت زب  ان، در < ت  رت  ی  ب راب  ط  ه ˄ ن  ب  ود در ق  ب  ل، ف  ص  ل ب  ه ت  وج  ه ب  ا



۴۶ وی  ت  هˀ  ف دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ͬ ت  رت  ی  ب  ͬ ج  م  ع   س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٣ ف  ص  ل

.c ∈ M و ھ س  ت  ن  د ص  ح  ی  ح ع  دد j و r۲ ،r۱ ض  رای  ب ف  رم  ول ای  ن در اس  ت.

f(r۱x+ r۲f(x) + c) = r۱f(x) + r۲f
۲(x) + f(c) + j. (١)

ک  رد: ب  ازن  وی  س  ͬ زی  ر ب  ه ص  ورت اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ب  رح  س  ب ͬ ت  وان م   را ف  رم  ول ای  ن

(r − sφ) [φx] ∈ (j′ − [φc۱] , j
′ − [φc۱] + ۱), (٢)

ق  س  م  ت ھ ای ح  س  ب ب  ر م  ع  ادل  ͬ دارای (١) ف  رم  ول چ  ون ب  ن  اب  رای  ن ھ س  ت  ن  د. م  ن  اس  ب  ͬ ص  ح  ی  ح اع  داد j′ و s ،r ک  ه
گ  ف  ت  ه م  ط  ال  ب ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال ͬ گ  ی  ری  م. م   درن  ظ  ر اول م  رت  ب  ه ˄ ف  رم  ول  ͷ  ی ب  ه ع  ن  وان را آن م  ع  ادل اس  ت، اع  ش  اری

اس  ت. ش  ده ف  راھ م ال  ͽ  و ت  ع  ری  ف ب  رای ش  رای  ط ش  ده،

ͬ ھ ای n ـ  ـ ت  ای   ن  ی  ز s̄ و r̄ ،j̄′ ،j̄ و ب  اش  ن  د M در ͬ ھ ای  ͬ n ـ  ـت  ای   ͬ  ͽ  ھ م ē و d̄ ،c̄ ،b̄ ،ā ک  ن  ی  د ف  رض .٢�٣ ت  ع  ری  ف
ای  ن ب  ه م  رت  ب  ط ع  ددی  ـ  ـاع  ش  اری ال  ͽ  وی ͷ  ی از م  ن  ظ  ور ،σ ∈ Sn ش  دۀ داده ١ ج  ای  ͽ  ش  ت ب  رای ب  اش  ن  د. ص  ح  ی  ح
ع  ط  ف  ͬ ت  رک  ی  ب  ͬ اس  ت، bi م  ق  دار ب  ی  ش  ت  ری  ن b و ai م  ق  دار ک  م  ت  ری  ن a ک  ه ،[a, b] ب  ازه ˄ در n ط  ول از و ج  ای  ͽ  ش  ت

اس  ت. زی  ر ف  رم  ول ھ ای از

ei ∈ [ai, bi] ۱ ≤ i ≤ n

(ri − siφ) [φei] ∈ (ji − [φci] , j
′
i − [φdi]) ۱ ≤ i ≤ n

e۱ < · · · < en[
φeσ(۱)

]
< · · · <

[
φeσ(n)

]
(٣)

و s̄ ،r̄ م  ان  ن  د پ  ارام  ت  رھ ا ب  رخ  ͬ ن  م  اد، ای  ن ن  وش  ت  ن در ͬ دھ ی  م. م   ن  م  ای  ش ∆σ,n(ā, b̄; c̄, d̄; ē) ن  م  اد ب  ا را ال  ͽ  و ای  ن
س  اده ت  ر ب  رای اس  ت، م  ش  خ  ص ال  ͽ  و ج  زئ  ی  ات ک  ه ج  اھ ا ب  رخ  ͬ در ک  رده ای  م. ح  ذف زی  ب  ان  وی  س  ͬ، ب  دل  ی  ل ف  ق  ط را ،j̄
ھ ر ال  ͽ  و، ͷ  ی در ک  ه ب  اش  ی  د داش  ت  ه ت  وج  ه ھ م  چ  ن  ی  ن .∆ ͬ ن  وی  س  ی  م م   ب  ه س  ادگ  ͬ پ  ی  چ  ی  دگ  ͬ، از پ  رھ ی  ز و ن  وش  ت  ن

ب  اش  ن  د. م  ت  م  ای  ز پ  ارام  ت  رھ ا ک  ه ن  دارد ل  زوم  ͬ و ب  اش  د ش  ده اس  ت  ف  اده ب  ار  ͷ  ی ب  ی  ش از ͬ ت  وان  د م   پ  ارام  ت  ر

ت  ع  ری  ف (٣) م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ه ∆σ,n(ā, b̄; c̄, d̄; ē) ال  ͽ  وی ھ ر ب  رای .٣�٣ ن  م  ادگ  ذاری
ط  ول ب  ر ت  اک  ی  د ب  رای ن  ی  ز ج  اھ ا ب  رخ  ͬ ͬ اف  زای  ی  م. م   زب  ان ب  ه  R∆(ā, b̄; c̄, d̄) ج  دی  د م  ح  م  ول  ͬ ن  م  اد ͷ  ی ͬ ش  ود، م  
پ  ارام  ت  رھ ای ک  ردن ج  دا ب  رای «؛» ن  م  اد از م  ح  م  ول ای  ن در ͬ ک  ن  ی  م. م   اس  ت  ف  اده R∆,n(ā, b̄; c̄, d̄) ن  م  اد از ال  ͽ  و ای  ن
ق  ب  ل، ف  ص  ل م  ش  اب  ه  ھ م  چ  ن  ی  ن ͬ ک  ن  ی  م. م   اس  ت  ف  اده اع  ش  اری ق  س  م  ت پ  ارام  ت  رھ ای و ع  ددی ق  س  م  ت ب  ه م  رب  وط
را ج  دی  د زب  ان ای  ن و ͬ اف  زای  ی  م م   زب  ان ب  ه ن  ی  ز را اس  ت، n ب  ر ب  ودن ب  خ  ش پ  ذی  ر ب  ی  ان  ͽ  ر ک  ه pn ت  ͷ م  وض  ع  ͬ م  ح  م  ول

١permutation



۴٧ وی  ت  هˀ  ف دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ͬ ت  رت  ی  ب  ͬ ج  م  ع   س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٣ ف  ص  ل

ال  ͽ  وھ ای ھ م  ه ˄ ب  رای R∆ ھ م  ه ˄ م  ج  م  وع  ۀ ب  ا L۰ ∪ {pn}n∈N اج  ت  م  اع ب  ا ب  راب  ر ک  ه ͬ دھ ی  م، م   ن  ش  ان L ن  م  اد ب  ا
اس  ت. زی  ر ف  رم  ول ب  رق  راری ب  ا م  ع  ادل R∆(ā, b̄; c̄, d̄) ک  ه دی  د خ  واھ ی  م ادام  ه در ح  ق  ی  ق  ت، در اس  ت. ∆ ͅ  ن م  م  

∃x̄ ∆σ,n(ā, b̄; c̄, d̄; x̄)

در پ  ی  چ  ی  دگ  ͬ از پ  رھ ی  ز ب  رای ای  ن  ج  ا در ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را L زب  ان در T ن  ظ  ری  ه ˄ .۴�٣ ت  ع  ری  ف
ͬ ک  ن  ی  م. م   اس  ت  ف  اده f(x) + x ت  رم ب  ه ج  ای f̄(x) ن  م  اد از خ  وان  دن، و ن  وش  ت  ن

.⟨Z,+,−, <, {pn}n∈N, ۰,۱⟩ س  اخ  ت  ار ن  ظ  ری  ۀ دی  ͽ  ر ب  ه ب  ی  ان  ͬ پ  رس  ب  رگ  ر، ح  س  اب اص  ول ت  م  ام (Z١)

(Z٢) • ∀x
(
x ̸= −۱ → ∃y

(
(x = f(y))∨

(
x = f̄(y) = f(y) + y

)))
،

• ∀x, y (f(x+ y) = f(x) + f(y) ∨ f(x+ y) = f(x) + f(y) + ۱).

(Z٣) • f(۰) = ۰ ∧ f(۱) = ۱ ∧ f(−۱) = −۲،

• ∀x (f(f(x)) = f(x) + x− ۱ ∧ f(f(x) + x) = ۲f(x) + x)،

• ∀x f(−x) = −f(x)− ۱.

(Z۴) • ∀x ¬([φx] < [φx])،

• ∀x, y
(
([φx] < [φy]) → ¬([φy] < [φx])

)
،

• ∀x, y, z
(
([φx] < [φz]) ∧ ([φz] < [φy]) → ([φx] < [φy])

)
،

• ∀x, y
(
([φx] < [φy]) ∨ ([φy] < [φx])

)
،

• ∀x, y, z
(
[φx] < [φy] → [φx] + [φz] < [φy] + [φz]

)
.

• ∀x, y, z۱, z۲ ([φx] < [φy] → ([φz۱] < [φy] < [φz۲] ↔ [φz۱] < [φ(y − x)] + [φx] < [φz۲]).

• ∀x, y, z۱, z۲ ([φz۱] < [φx] + [φy] < [φz۲] → [φz۱] < [φ(x+ y)] < [z۲]).

:٣-٣ ن  م  ادگ  ذاری در R∆ ھ ر ب  رای (Z۵)

∀ȳ۱, ȳ۲, z̄۱, z̄۲
(
R∆(ȳ۱, ȳ۲; z̄۱, z̄۲) ↔ ∃x̄ ∆σ,n(ȳ۱, ȳ۲; z̄۱, z̄۲; x̄)

)
.

ب  ه ص  ورت ف  رم  ول ھ ای ت  م  ام  ͬ (Z۶)

∀x, y
(
[φ(r۱x+ r۲f(x))] < [φy] ↔ (r′۱ − r′۲φ)[φx] < [φy] + ℓ− r۲

)
,

در ٢۵-٢ ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ه ھ س  ت  ن  د r۲ و r۱ اع  داد ب  ه واب  س  ت  ه ℓ و r′۲ ،r′۱ ص  ح  ی  ح اع  داد آن در ک  ه
ک  رد. ت  ع  ی  ی  ن را آن  ه  ا ͬ ت  وان م   ق  ب  ل، ف  ص  ل



۴٨ وی  ت  هˀ  ف دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ͬ ت  رت  ی  ب  ͬ ج  م  ع   س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٣ ف  ص  ل

.[φ(y − x)] = [φy] − [φx] آن  ͽ  اه ،[φx] < [φy] اگ  ر ک  ه ͬ دان  ی  م م   ح  ق  ی  ق  ͬ اع  داد در .۵�٣ م  لاح  ظ  ه
ب  ا ی  ا زب  ان  ͬ ع  ن  اص  ر ب  ه وس  ی  ل  ۀ ک  ه ن  اب  راب  ری ھ ای  ͬ در ک  ه ͬ س  ازد م   ق  ادر را م  ا ،(Z۴) اص  ل پ  ن  ج  م م  ورد ب  ن  اب  رای  ن

ک  ن  ی  م. ج  ای  ͽ  زی  ن [φy] ع  ب  ارت ب  ا را [φ(y − x)] + [φx] ع  ب  ارت داری  م، ن  م  ادگ  ذاری ب  ه ت  وج  ه

ی  ͷ ب  ع  دی ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ه ˄ ن  ظ  ری  ه، اص  ول م  ه  م  ت  ری  ن از ͬ  ͅ ی   ک  ردی  م، م  ش  اھ ده ق  ب  ل ف  ص  ل در ک  ه ھ م  ان گ  ون  ه
اس  ت. ب  ی  ان پ  ذی  ر زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ی  ز L زب  ان در ک  ه ب  ود، ((T۵) (اص  ل

∀x, y
(
[φx] < [φy] → ∃z [φx] < [φz] < [φy]

)
(Z٧)

ک  ن  ی  م. ح  ذف اص  ول م  ج  م  وع  ۀ از را اص  ل ای  ن ͬ ت  وان  ی  م م   ج  ال  ب، ب  ه روش  ͬ و زی  ر ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا ای  ن  ج  ا در ح  ال

ͬ ک  ن  ی  م. م   ث  اب  ت (Z۴) و (Z٢) اص  ول از اس  ت  ف  اده ب  ا را (Z٧′) ی  ع  ن  ͬ ق  ض  ی  ه، ای  ن دی  ͽ  ر م  ع  ادل م  ن  ظ  ور، ای  ن ب  رای
وج  ودی س  ور از ͅ  ر، ک  رون   ق  ض  ی  ۀ م  ع  ادل ن  س  خ  ۀ ای  ن در ͬ ک  ن  ی  د، م   م  ش  اھ ده ب  ع  د ل  م در ک  ه ھ م  ان  ط  ور ای  ن، ع  لاوه ب  ر
ͷ  ک  م ن  ظ  ری  ه، از ت  وج  ه  ͬ ق  اب  ل  ب  خ  ش ب  رای ج  ب  ری اول م  دل ی  اف  ت  ن در م  ا ب  ه م  س  ال  ه ای  ن ک  ه اس  ت، ن  ش  ده اس  ت  ف  اده

ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در ق  ض  ی  ه ب  ه ع  ن  وان را (Z٧′) و (Z٧) ف  رم  ول ھ ای ف  ص  ل، ای  ن در ب  ن  اب  رای  ن ͬ ک  ن  د. م  

ب  ی  ان  ͬ ب  ه ک  رد، اث  ب  ات را ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ه ˄ س  اخ  ت  ن  ͬ ن  س  خ  ۀ ͬ ت  وان م   (Z۴) و (Z٢) اص  ول از اس  ت  ف  اده ب  ا .۶�٣ ل  م
ͬ دھ ن  د. م   ن  ت  ی  ج  ه را زی  ر ع  ب  ارت اص  ل دو ای  ن دی  ͽ  ر،

∀x, y
(
[φx] < [φy] → [φx] < [φ(x+ f̄(y − x))] < [φy]

)
(Z٧′)

ک  رد: اس  ت  ن  ت  اج را زی  ر ع  ب  ارت ͬ ت  وان م   (Z٢) اص  ل از ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان اب  ت  دا در اث  ب  ات.

∀x (
[
φf̄(x)

]
< [φx]).

ک  ه ،f(f̄(x)) = f(f(x)) + f(x) + i = f̄(f(x)) + i ،x ھ ر ب  رای ،(Z٢) اص  ل دوم ق  س  م  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا
ص  ف  ر ͬ ت  وان  د ن  م   i ب  ن  اب  رای  ن ͬ ک  ن  ن  د. م   اف  راز را ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ،f̄ و f ت  واب  ع ب  رد ͬ ک  ه آن  ج  ای   از ام  ا .i = ۱ ی  ا i = ۰

ب  ی  ان ،٣-١ ن  م  ادگ  ذاری ب  ه ت  وج  ه ب  ا راب  ط  ه، ای  ن ک  ه .f(f(x) + x) = f(f(x)) + f(x) + ۱ پ  س ب  اش  د،
اس  ت. [φf̄(x)] < [φx] ف  رم  ول اول م  رت  ب  ه

ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ب  الا پ  اراگ  راف از .[φc] < [φd] ک  ه ب  اش  ن  د دل  خ  واه ع  ن  ص  ر دو d و c ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال
ک  ن  ی  م، ج  م  ع [φc] ب  ا را ن  اب  راب  ری ای  ن ط  رف  ی  ن اگ  ر ،(Z۴) اص  ل ب  ه ت  وج  ه ب  ا .۰ <

[
φf̄(d− c)

]
< [φ(d− c)]

ͬ رس  ی  م. م   زی  ر ن  اب  راب  ری ب  ه

[φc] <
[
φf̄(d− c)

]
+ [φc] < [φ(d− c)] + [φc]

زی  ر ن  اب  راب  ری ب  ن  اب  رای  ن ک  ن  ی  م، ج  ای  ͽ  زی  ن [φd] ب  ا را [φ(d− c)] + [φc] ͬ ت  وان  ی  م م   ک  ه ͬ  دھ د م   ن  ت  ی  ج  ه اص  ل ھ م  ان
ͬ ش  ود. م   ح  اص  ل

[φc] <
[
φf̄(d− c)

]
+ [φc] < [φd]
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.[φc] <
[
φ(c+ f̄(d− c))

]
< [φd] ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه اص  ل ھ م  ی  ن م  ورد آخ  ری  ن از ح  ال

اس  ت. ج  ب  ری اول م  دل دارای T \ (Z۵) ی  ع  ن  ͬ ن  ظ  ری  ه، ای  ن از زی  ادی ب  خ  ش ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان ادام  ه در

ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. زی  رس  اخ  ت  ار ͷ  ی A ⊆ M و T ن  ظ  ری  ۀ ب  رای م  دل  ͬ M ک  ن  ی  د ف  رض .٧�٣ ق  ض  ی  ه
ن  ظ  ری  ه، اص  ول ت  م  ام ب  رای م  دل  ͬ ھ م  چ  ن  ی  ن و M۰ ⊆ M ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان A ش  ام  ل M۰ L ـ  ـس  اخ  ت  ار

اس  ت. ب  رق  رار س  اخ  ت  ار ای  ن در ن  ی  ز (Z٧) و (Z٧′) ی  ع  ن  ͬ ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ه ˄ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. (Z۵) اص  ل ب  ه ج  ز

،(Z٢) اص  ول ب  رای م  دل  ͬ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ب  س  ت  ه f ت  اب  ع ت  ح  ت پ  رس  ب  رگ  ر ح  س  اب ج  ب  ری اول م  دل اث  ب  ات.
ب  رق  رار زی  رس  اخ  ت  ار ای  ن در ن  ی  ز آن  ه  ا ھ س  ت  ن  د، ع  م  وم  ͬ ن  ی  ز اص  ول ب  ق  ی  ه ک  ه آن  ج  ای  ͬ از اس  ت. (Z۴) و (Z٣)

ھ س  ت  ن  د.

زی  را ͬ ک  ن  د، ن  م   ͅ  ل م  ش   را ح  ذف س  ور اث  ب  ات زب  ان، در ال  ͽ  و وج  ود ک  ه دھ د م  ͬ ک  ه ͬ دھ د م   ن  ش  ان ب  الا ق  ض  ی  ۀ
اس  ت. ب  رق  رار (Z۵) اص  ل ن  ظ  ری  ه، از م  دل دو م  ش  ت  رک زی  رس  اخ  ت  ار در ک  ه ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م  

پ  ارام  ت  رھ ای  ͬ از ال  ͽ  و ت  وص  ی  ف در ͬ ت  وان م   ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان ن  ظ  ری  ه، ای  ن ح  ذف س  ور اث  ب  ات م  س  ی  ر ادم  ه در
زی  ر ل  م در اب  ت  دا ک  رد. اس  ت  ف  اده ن  ی  ز ھ س  ت  ن  د، ص  ح  ی  ح اع  دادی r۲ و r۱ آن در ک  ه r۱a + r۲f(a) ب  ه ص  ورت
ک  رد. اس  ت  ف  اده ھ س  ت  ن  د، ع  ددی ب  ازه ھ ای ب  رای ک  ه پ  ارام  ت  رھ ای  ͬ در ͬ ت  وان م   ع  ب  ارت ھ ا ای  ن از ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان

اع  دادی r۲ و r۱ و a ∈ M۰ پ  رس  ب  رگ  ر، ح  س  اب ب  رای م  دل  ͬ M۰ ⊆ M و M |= T ک  ن  ی  د ف  رض .٨�٣ ل  م
ھ س  ت  ن  د. ب  رق  رار زی  ر م  وارد ص  ورت ای  ن در ب  اش  ن  د. ص  ح  ی  ح

.b۱, . . . , bk ∈M۰ ب  رای ،
∨k

i=۱ x = bi ب  ا اس  ت م  ع  ادل r۱x+ r۲f(x) = a م  ع  ادل  ۀ ال  ف)

ب  ا ی  ا (
∨k

i=۱ x = bi ∨ x < b) ف  رم  ول ب  ا ،r۲ و r۱ ض  رای  ب ب  ه واب  س  ت  ه ،r۱x + r۲f(x) < a ن  اب  راب  ری ب)
اس  ت. م  ع  ادل b, b۱, . . . , bk ∈M۰ ب  رای ،(

∨k
i=۱ x = bi ∨ x > b) ف  رم  ول

از اس  ت  ف  اده ب  ا ص  ورت ای  ن در دھ ی  م، اث  ر r۱x+ r۲f(x) = a ت  س  اوی ط  رف دو ھ ر در را f اگ  ر ال  ف) اث  ب  ات.
ص  ح  ی  ح  ͬ ع  ددی ℓ م  ع  ادل  ه ای  ن در ک  ه ͬ رس  ی  م، م   r۱f(x) + r۲f

۲(x) + ℓ = f(a) م  ع  ادل  ۀ ب  ه (Z٢) اص  ل
ای  ن ج  ای  ͽ  ذاری ب  ا .f۲(x) = f(x) + x− ۱ ک  ه ͬ دان  ی  م م   (Z٣) اص  ل از ح  ال .|ℓ| ≤ |r۱|+ |r۲| ک  ه اس  ت

ͬ رس  ی  م. م   زی  ر م  ع  ادل  ۀ ب  ه ع  ب  ارت،

r۱f(x) + r۲f(x) + r۲x− r۲ + ℓ = f(a)

ͬ رس  ی  م. م   زی  ر م  ع  ادل  ۀ ب  ه r۲ در ب  الا م  ع  ادل  ۀ ط  رف  ی  ن ک  ردن ض  رب ب  ا ح  ال

(r۱ + r۲)r۲f(x) + r۲۲x− r۲۲ + r۲ℓ = r۲f(a)
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در و خ  ط  ͬ م  ع  ادل  ه ای ک  ه ͬ رس  ی  م م   زی  ر م  ع  ادل  ۀ ب  ه ک  ن  ی  م، ج  ای  ͽ  زی  ن a− r۱x ب  ا را r۲f(x) م  ع  ادل  ه ای  ن در اگ  ر
اس  ت. پ  رس  ب  رگ  ر زب  ان

(r۱ + r۲)(a− r۱x) + r۲۲x− r۲۲ + r۲ℓ = r۲f(a)

ج  واب ای  ن ک  ن  ی  د ت  وج  ه اس  ت. M۰ در ͅ  ت  ا ی   ج  واب  ͬ دارای دس  ت  ͽ  اه ای  ن اس  ت، پ  رس  ب  رگ  ر ب  رای م  دل  ͬ M۰ چ  ون
ب  ه ع  ن  وان r۱x+ r۲f(x) ت  رم ک  ه ح  ال  ت  ͬ در ͬ آی  د. م   ب  دس  ت دی  ͽ  ری ج  واب ،ℓ ت  غ  ی  ی  ر ب  ا و اس  ت ℓ ب  ه واب  س  ت  ه ͅ  ت  ا ی  

اس  ت. M۰ در ج  واب م  ت  ن  اھ ͬ دارای م  ع  ادل  ه ن  ب  اش  د، ͷ  ب  ه ی ͷ  ی ت  اب  ع، ͷ  ی
چ  ن  ان K ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد (Z٢) اص  ل ب  ه ت  وج  ه ب  ا ص  ورت ای  ن در .H(x) := r۱x+ r۲f(x) دھ ی  د ق  رار ب)
ای  ن ق  ب  ل، ف  ص  ل م  ش  اب  ه ͬ گ  ی  رد. م   ق  رار H ت  رم ب  رد در ع  دد ͷ  ی دق  ی  ق  اً م  ت  وال  ͬ، ع  ددی K ھ ر از ک  ه اس  ت م  وج  ود
دارد. ͬ  ͽ  ب  س  ت r۲ و r۱ ض  رای  ب ب  ه ت  ن  ه  ا ل  ذا ،H(x+۱)−H(x) ت  ف  اض  ل م  ق  دار ب  ی  ش  ت  ری  ن ب  ا اس  ت ب  راب  ر K ع  دد
ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. H(x) ت  رم ب  رد در a− i ک  ه ب  اش  د ع  ددی ͅ  ت  ری  ن ک  وچ   i ∈ {۱, . . . , K} ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال

.H(c) = a− i ،c ∈M۰ ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض
اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان (r۲ ب  ه (واب  س  ت  ه K ′ ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ک  ه ͬ دھ د م   ن  ت  ی  ج  ه ،(Z٢) اص  ل از م  ج  دد اس  ت  ف  اده ب  ا

ھ س  ت  ن  د. ب  رق  رار زی  ر م  وارد ک  ه

.H(x) > a− i ،x > c+K ′ ھ ر ب  رای و H(x) < a− i داری  م x < c−K ′ ھ ر ب  رای (١

.H(x) > a− i داری  م x > c−K ′ ھ ر ب  رای و H(x) < a− i ،x > c+K ′ ھ ر ب  رای (٢

ͬ گ  ی  رد، ن  م   ق  رار H(x) ت  رم ب  رد در (a− i, a] ب  ازۀ در ع  ن  ص  ری ھ ی  چ ،i ان  ت  خ  اب ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه
۲K ت  ع  داد ح  داک  ث  ر ب  الا، ح  ال  ت دو ھ ر در ع  لاوه ب  ر ای  ن، .H(x) > a ͬ دھ د م   ن  ت  ی  ج  ه H(x) > a− i ب  ن  اب  رای  ن
(١ ح  ال  ت در ب  ن  اب  رای  ن .H(x) ≤ a ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود اس  ت ͅ  ن م  م   (c−K ′, c+K ′) ب  ازۀ در x ع  ن  ص  ر

.b = c+K ′ ن  ی  ز (٢ ح  ال  ت در و b = c−K ′ ͬ دھ ی  م م   ق  رار
r۱ ب  رح  س  ب ب  الای  ͬ ک  ران دارای H−۱(a− i) م  ج  م  وع  ۀ اع  ض  ای ت  ع  داد آن  ͽ  اه ن  ب  اش  د، ͷ  ب  ه ی ͷ  ی H(x) اگ  ر
ک  اف  ͬ ص  ورت ای  ن در .cmax = maxH−۱(a − i) و cmin = minH−۱(a − i) دھ ی  د ق  رار اس  ت. r۲ و
را x > c+K ′ و x < cmin −K ′ ب  ا را x < c−K ′ ش  رط ،(٢ و (١ ح  ال  ت ھ ای در و ب  الا اث  ب  ات در اس  ت
(cmin −K ′, cmax +K ′) ب  ازۀ در م  وج  ود ع  ن  اص  ر از م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد زی  را ک  ن  ی  م. ج  ای  ͽ  زی  ن x > cmax +K ′ ب  ا
ی  ا و ھ س  ت  ن  د م  ع  ادل  ه ج  واب ی  ا x < cmin −K ′ ک  ه x اع  داد ت  م  ام  ͬ ول  ͬ ب  اش  ن  د م  ع  ادل  ه ج  واب اس  ت ͅ  ن م  م  

اس  ت. ب  رق  رار وی  ژگ  ͬ ای  ن ن  ی  ز cmax +K ′ از ب  زرگ  ت  ر اع  داد ت  م  ام ب  رای ن  ی  س  ت  ن  د.
ع  ب  ارت اس  ت ای  ن x > c + K ′ ی  ا و x < c − K ′ ی  ا م  ع  ادل  ه ج  واب ھ ای م  ج  م  وع  ه ͅ  ه ای  ن   ع  ل  ت
.|j| ≤ |r۲| ش  رط ب  ا اس  ت م  ن  اس  ب  ͬ ص  ح  ی  ح ع  دد j ک  ه ،⌊(r۱ + r۲φ)x⌋+ j ب  ا اس  ت ب  راب  ر r۱x+ r۲f(x)

j ب  ا را ت  اب  ع ای  ن اگ  ر ح  ال اس  ت. ن  زول  ͬ ی  ا و ص  ع  ودی ی  ا r۲ و r۱ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ⌊(r۱ + r۲φ)x⌋ ت  اب  ع ح  ال
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ش  رط ب  خ  واھ ی  م اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن ب  خ  ورد. ھ م ب  ر ت  اب  ع ͅ  ن  وای  ͬ ی   ج  اھ ا ب  رخ  ͬ اس  ت ͅ  ن م  م   ک  ن  ی  م، ج  م  ع
ب  رای اس  ت ͅ  ن م  م   (c−K ′, c+K ′) م  ت  ن  اھ ͬ ب  ازۀ ͷ  ی در ت  ن  ه  ا ب  اش  د، ب  رق  رار ⌊(r۱ + r۲φ)x⌋+ j < H(c)

اس  ت ب  رق  رار ن  ام  س  اوی اع  داد ک  ل ب  رای ی  ا دی  ͽ  ر، ن  ام  ت  ن  اھ ͬ ب  ازۀ دو در و ن  ب  اش  د ب  رق  رار ن  اب  راب  ری اع  داد از ب  رخ  ͬ
ن  ی  س  ت. ب  رق  رار ن  ام  س  اوی ی  ا و

ͬ ش  ود. م   اس  ت  ن  ت  اج زی  ر م  لاح  ظ  ۀ دو ل  م، ای  ن از

.٩�٣ م  لاح  ظ  ه

م  دل  ͬ M۰ اگ  ر ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ٣-٧ ق  ض  ی  ۀ از .A ⊆ M و T ن  ظ  ری  ۀ ب  رای م  دل  ͬ M ک  ن  ی  د ف  رض .١
ب  س  ت  ه f ت  اب  ع ت  ح  ت ص  ورت ای  ن در اس  ت، ش  ده ت  ول  ی  د A ب  ه وس  ی  ل  ۀ ک  ه ب  اش  د پ  رس  ب  رگ  ر ح  س  اب ب  رای
ب  اش  د زب  ان در ک  ه ت  رم  ͬ ھ ر وارون ت  ح  ت ح  ت  ͬ M۰ ک  ه ͬ دھ د م   ن  ش  ان ن  ی  ز ب  الا ل  م اول ق  س  م  ت اس  ت.

اس  ت. ب  س  ت  ه ن  ی  ز

ͅ  ن  وا ی   ت  ق  ری  ب  اً رف  ت  اری خ  اص، ب  ه ط  ور ،r۱x + r۲f(x) ت  رم ھ ر ک  ه ͬ دھ د م   ن  ش  ان ب  الا ل  م دوم ق  س  م  ت .٢
م  ت  ن  اھ ͬ ط  ول ای  ن ک  ه م  ت  ن  اھ ͬ ط  ول از خ  اص ب  ازه ھ ای ب  رخ  ͬ در ب  ه ج  ز اس  ت ͅ  ن  وا ی   ت  اب  ع ای  ن ی  ع  ن  ͬ دارد.

ن  ی  س  ت. ب  ی  ش  ت  ر ،|r۲| آن، ب  الای ک  ران از

ھ م  ان  ͬ ت  اب  ع و f ت  اب  ع خ  ط  ͬ ت  رک  ی  ب  ات از آن  ه  ا پ  ارام  ت  رھ ای در ک  ه ال  ͽ  وھ ای  ͬ ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان ح  ال
ھ س  ت  ن  د. (٣) راب  ط  ۀ در ش  ده ب  ی  ان م  ع  م  ول  ͬ ال  ͽ  وھ ای ب  ه ت  ب  دی  ل پ  ذی  ر ب  اش  د، ش  ده اس  ت  ف  اده

ھ م  چ  ن  ی  ن ب  اش  د. پ  رس  ب  رگ  ر ح  س  اب ب  رای م  دل  ͬ و M۰ ⊆ M و M |= T ک  ن  ی  د ف  رض .١٠�٣ ل  م
ب  رای ص  ورت ای  ن در ب  اش  ن  د. ص  ح  ی  ح اع  داد r′۲ و r′۱ ،r۲ ،r۱ و ش  ده داده ال  ͽ  وی ͷ  ی ∆ ک  ن  ی  د ف  رض
ف  رم  ول ،x ∈ M ھ ر ب  رای ک  ه م  وج  ودن  د چ  ن  ان ∆′ ال  ͽ  وی و ā′ ∈ M۰ ع  ن  ص  ر ،M۰ در d̄ و c̄ ،b̄ ،ā ھ ر

اس  ت. R∆
′ (x, ā′, ā, b̄;x, c̄, d̄) ف  رم  ول ب  ا م  ع  ادل R∆(r۱x+ r۲f(x), ā, b̄; r

′
۱x+ r′۲f(x), c̄, d̄)

ب  ه ت  وج  ه ب  ا دارن  د، ق  رار R∆ در ک  ه r۱x+ r۲f(x) < a ب  ه ص  ورت م  ع  ادلات ھ م  ه ˄ ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه اب  ت  دا اث  ب  ات.
ھ س  ت  ن  د. ،a′ ∈M۰ ͷ  ی ب  رای ،x ≤ a′ ب  ه ص  ورت م  ع  ادلات  ͬ ب  ا م  ع  ادل ق  ب  ل، ل  م

اس  ت. زی  ر ف  رم  ول ب  ا م  ع  ادل ن  ی  ز [φ(r۱x+ r۲f(x))] < [φd] ب  ه ص  ورت ن  اب  راب  ری ھ ای ع  لاوه ب  ر ای  ن،

f(d− (r۱x+ r۲f(x)) = f(d)− f(r۱x+ r۲f(x))

ن  اب  راب  ری ب  ا ب  الا م  ع  ادل  ۀ ک  ه م  وج  ودن  د چ  ن  ان s و r ص  ح  ی  ح اع  داد ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. (١) م  ع  ادل  ه ˄ ب  ه ص  ورت ک  ه
اس  ت. م  ع  ادل زی  ر

(r − sφ)[φx] ∈ (j − [φd], j − [φd] + ۱

اس  ت. ل  م ای  ن م  ط  ل  وب و اس  ت ش  ده گ  ف  ت  ه ال  ͽ  و ت  ع  ری  ف در ک  ه اس  ت ص  ورت ھ ای  ͬ ب  ا م  ش  اب  ه ک  ه
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ͬ روی  م. م   ح  ذف س  ور اث  ب  ات اس  ت  ق  ب  ال ب  ه ش  ده، گ  ف  ت  ه ل  م ھ ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا

ͬ  پ  ذی  رد. م   ح  ذف س  ور L زب  ان در T ن  ط  ری  ه ˄ .١١�٣ ق  ض  ی  ه

ب  ی  ان را ح  دس  ͬ و ͬ ک  ن  ی  م م   ب  ی  ان را اث  ب  ات ب  ودن ن  اق  ص ع  ل  ت اث  ب  ات ان  ت  ه  ای در اس  ت، ن  اق  ص اث  ب  ات ای  ن
ک  ن  ی  م. ک  ام  ل را اث  ب  ات ͬ ت  وان  ی  م م   ح  دس، آن از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م  

ب  دون ب  اش  د. م  دل دو ای  ن م  ش  ت  رک زی  رس  اخ  ت  ار M۰ و T ن  ظ  ری  ه ˄ م  دل دو M۲ و M۱ ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.
ت  ا (Z١) اص  ول M در ک  ه ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   ،٣-٧ ق  ض  ی  ۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا و م  س  ال  ه ک  ل  ی  ت از ش  دن ک  اس  ت  ه

اس  ت. ب  رق  رار (Z٧) اص  ل ب  ن  اب  رای  ن و (Z۴)
از ع  ط  ف  ͬ ت  رک  ی  ب ھ ای ش  ام  ل ک  ه ͬ گ  ی  ری  م م   درن  ظ  ر را م  ع  ادلات  ͬ دس  ت  ͽ  اه ح  ذف س  ور، اث  ب  ات ب  ه م  ن  ظ  ور
م  دل در دس  ت  ͽ  اه ای  ن ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض ھ م  چ  ن  ی  ن ب  اش  ن  د. M۰ در پ  ارام  ت  ر ب  ا ات  م  ͬ ن  ق  ی  ض و ات  م  ͬ ف  رم  ول ھ ای

دارد. ج  واب ن  ی  ز M۲ در دس  ت  ͽ  اه ای  ن ک  ه ͬ دھ ی  م  م   ن  ش  ان اس  ت. ج  واب دارای M۱

ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در را زی  ر س  ادۀ م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه اب  ت  دا

x ∈ (a, b)

[φx] ∈ ([φc], [φd])

f(r۱x+ r۲f(x) + e) = r۱f(x) + r۲f
۲(x) + f(e) + j

s۱x+ s۲f(x) < u

R∆,n(x, ā, b̄; x, c̄, d̄)

(۴)

ص  ح  ی  ح اع  داد ن  ی  ز s۲ و s۱ ،j ،r۲ ،r۱ و ھ س  ت  ن  د M۰ در ع  ن  اص  ری ͬ  ͽ  ھ م d̄ و c̄ ،b̄ ،ā ،u ،e آن، در ک  ه
ق  س  م  ت در ھ م و ع  ددی ق  س  م  ت در ͬ ت  وان  د م   ھ م R∆ م  ح  م  ول در x م  ت  غ  ی  ر ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ھ م  چ  ن  ی  ن ھ س  ت  ن  د.
ͷ  ی ف  ق  ط ب  ه ͬ ت  وان م   را م  ع  ادلات از دس  ت  ͽ  اه ای  ن ک  ل ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان ادام  ه در ش  ود. ظ  اھ ر اع  ش  اری
دس  ت  ͽ  اه ͷ  ی ͬ ت  وان م   چ  ͽ  ون  ه ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان ͅ  ت  ه، ن   چ  ن  د ذک  ر ب  ا ن  ی  ز ادام  ه در ک  رد. ت  ب  دی  ل ال  ͽ  و ب  رای م  ح  م  ول

ک  رد. ح  ل س  اده ح  ال  ت ای  ن ب  ا م  ش  اب  ه را پ  ی  چ  ی  ده ت  ر م  ع  ادلات
و ک  رد ادغ  ام ͅ  دی  ͽ  ر ی   ب  ا ͬ ت  وان م   را (۴) م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه س  وم و دوم خ  ط  وط م  ع  ادل  ه ھ ای ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه
j′ و j م  ن  اس  ب ص  ح  ی  ح اع  داد ب  رای ،(r − sφ)[φx] ∈ ([φc′] + j, [φd′] + j′) ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ͷ  ی ب  ه
ک  رد ادغ  ام ھ م ب  ا ͬ ت  وان م   ن  ی  ز را چ  ه  ارم و اول خ  ط ھ ای م  ع  ادلات ،٣-٨ ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا ھ م  چ  ن  ی  ن ک  رد. ت  ب  دی  ل
دس  ت  ͽ  اه ب  ه ت  ب  دی  ل (۴) م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ب  ن  اب  رای  ن ک  رد. ت  ب  دی  ل a′ ≤ x ≤ b′ ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه  ͷ  ی ب  ه را آن  ه  ا و
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ͬ ش  ود. م   زی  ر م  ع  ادلات
x ∈ [a′, b′]

(r − sφ)[φx] ∈ ([φc′] + j, [φd′] + j′)

R∆,n(x, ā, b̄;x, c̄, d̄)

ͷ  ی ب  ه را آن و ک  رد ادغ  ام R∆,n ب  ا را اول ن  اب  راب  ری دو ب  الا دس  ت  ͽ  اه در ͬ ت  وان م   م  ش  اب  ه اس  ت  دلال  ͬ ب  ا ام  ا
و x ب  رای ک  ه ب  ازه ھ ای  ͬ ب  ه ت  وج  ه ب  ا س  پ  س داد. گ  س  ت  رش R∆′,n(x, āa

′, b̄b′; x, c̄c′, d̄d′) ب  زرگ ت  ر ال  ͽ  وی
م  ح  م  ول ب  ی  ان گ  ر ک  ه ب  ه ط  وری ی  اف  ت ∆′′ م  ان  ن  د ج  دی  دی ال  ͽ  وی دارد، وج  ود ال  ͽ  و در φx اع  ش  اری ق  س  م  ت
چ  ون ح  ال اس  ت. ن  ش  ده اس  ت  ف  اده x م  ت  غ  ی  ر از ال  ͽ  و ای  ن در ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ب  اش  د. R∆′′,n+۱(āa

′, b̄b′; c̄c′, d̄d′)

ͬ ک  ه آن  ج  ای   از ھ م  چ  ن  ی  ن دارد، ق  رار M م  ش  ت  رک زی  رس  اخ  ت  ار در ال  ͽ  و، ای  ن در ش  ده اس  ت  ف  اده پ  ارام  ت  رھ ای ت  م  ام
. اس  ت ب  رق  رار ن  ی  ز M۲ در ل  ذا اس  ت. ب  رق  رار M۱ در ال  ͽ  و ای  ن پ  س اس  ت، ج  واب دارای M۱ در دس  ت  ͽ  اه

اس  ت. ج  واب دارای ن  ی  ز M۲ در (۴) م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ،(Z۵) اص  ل ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال
دس  ت  ͽ  اه ھ ر ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان زی  ر، م  وارد ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ذف س  ور، اث  ب  ات ک  ردن ک  ام  ل ب  رای ح  ال

گ  رف  ت. درن  ظ  ر (۴) دس  ت  ͽ  اه ب  ه ص  ورت ͬ ت  وان م   ن  ی  ز را م  ع  ادلات از پ  ی  چ  ی  ده ت  ری

ک  رد. ت  ب  دی  ل ال  ͽ  و ͷ  ی ب  ه ͬ ت  وان م   را ال  ͽ  وھ ا از م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ھ ر ع  ط  ف  ͬ ت  رک  ی  ب ک  ه اس  ت واض  ح .١
دارد. وج  ود ال  ͽ  و ب  رای م  ح  م  ول ͷ  ی ت  ن  ه  ا ،(۴) م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه در ک  ه ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   ب  ن  اب  رای  ن

ک  ه گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه ͬ ت  وان م   ب  ن  اب  رای  ن ،f۲(x) = f(x) + x− ۱ ک  ه آن  ج  ای  ͬ از ،(Z٢) اص  ل ب  ه ت  وج  ه ب  ا .٢
و دارد وج  ود x و f ت  اب  ع از ص  ح  ی  ح ض  رای  ب ب  ا خ  ط  ͬ ت  رک  ی  ب ھ ای ف  ق  ط م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ھ ای در
در ک  ه اس  ت ص  ورت  ͬ ھ م  ان ب  ه ن  ی  ز م  ع  ادلات ای  ن ک  ل  ͬ ح  ال  ت پ  س ن  دارد. وج  ود f ت  اب  ع ب  ی  ش  ت  ر ت  وان ھ ای

اس  ت. ش  ده ب  ی  ان (۴) م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه

ال  ͽ  وی ͬ ت  وان م   ب  اش  د، داش  ت  ه ق  رار R∆ ال  ͽ  وی در f(x) و x خ  ط  ͬ ت  رک  ی  ب  ات اگ  ر ،٣-١٠ ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا .٣
ب  اش  د. ش  ده اس  ت  ف  اده x از ف  ق  ط آن در ک  ه ن  وش  ت ال  ͽ  و ای  ن ب  ا م  ع  ادل ج  دی  دی

ھ ی  چ اث  ب  ات ب  اش  ی  م، داش  ت  ه م  ع  ادلات از ن  وع ھ ر از م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  دادی ،(۴) م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه در اگ  ر .۴
ھ س  ت  ن  د. ن  اب  راب  ری ͷ  ی ب  ه ت  ب  دی  ل ق  اب  ل م  ش  اب  ه، ن  اب  راب  ری ھ ای از م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ھ ر زی  را ͬ ک  ن  د؛ ن  م   ت  غ  ی  ی  ری

٣-٨ ل  م اث  ب  ات ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، r۱x+ r۲f(x) = e′ ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ای ش  ام  ل دس  ت  ͽ  اھ ͬ اگ  ر .۵
دارد. ق  رار م  دل دو م  ش  ت  رک زی  رس  اخ  ت  ار در دس  ت  ͽ  اه ای  ن ج  واب ی  ͽ  ان  ه ک  ه ͬ دھ د م   ن  ش  ان
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دس  ت  ͽ  اه در ن  ی  ز ھ م  ن  ه  ش  ت  ͬ م  ع  ادلات ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، pn م  ح  م  ول ح  اوی زب  ان ͅ  ه ای  ن   ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال .۶
ص  ورت (در م  ع  ادلات ای  ن از م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ھ ر ͬ ک  ه آن  ج  ای   از ح  ال ب  اش  د. داش  ت  ه ق  رار ͬ ت  وان  د م  
ک  رد، ت  ب  دی  ل x n≡ m ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه  ͷ  ی ب  ه چ  ی  ن  ͬ، ͬ م  ان  دۀ ب  اق   ق  ض  ی  ه ˄ ͷ  ک  م ب  ه  ͬ ت  وان م   را س  ازگ  اری)
ت  ب  دی  ل ھ م  ن  ه  ش  ت  ͬ م  ع  ادل  ۀ ͷ  ی ب  ه ͬ ت  وان م   ن  ی  ز را f ت  اب  ع م  ورد در ھ م  ن  ه  ش  ت  ͬ م  ع  ادلات م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ھ ر
را x م  ت  غ  ی  ر م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه در ͬ ت  وان م   ،x n≡ m ھ م  ن  ه  ش  ت  ͬ م  ع  ادل  ۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ص  ورت، ای  ن در ک  رد.
ب  ه را f(mx + n) ͬ ت  وان م   ،(Z١) اص  ل ب  ه ت  وج  ه ب  ا ص  ورت ای  ن در ک  رد. ج  ای  ͽ  زی  ن mx + n ب  ا
ت  ن  ه  ا ک  ه ک  رد ف  رض ͬ ت  وان م   ب  ن  اب  رای  ن ک  رد. ب  دل ،ℓ ص  ح  ی  ح ع  دد ͷ  ی ب  رای ،mf(x) + f(n) + ℓ

ق  ب  ل، ف  ص  ل ب  ه ت  وج  ه ب  ا اس  ت. f(x) n′

≡ m′ ب  ه ص  ورت دارد، وج  ود دس  ت  ͽ  اه در ک  ه ھ م  ن  ه  ش  ت  ͬ م  ع  ادل  ه ˄
ت  رک  ی  ب ب  ا م  ع  ادل ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. م  ع  ادل

[
φ
n′x

]
∈ (m

′

n′ ,
m′+۱
n′ ) ن  اب  راب  ری ب  ا ھ م  ن  ه  ش  ت  ͬ م  ع  ادل  ه ای  ن

اس  ت. [φx] ∈ (a′, b′) ب  ه ص  ورت ن  اب  راب  ری م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ف  ص  ل  ͬ

ج  دی  دی ال  ͽ  وی ͷ  ی خ  ود ال  ͽ  وھ ا، ع  ط  ف  ͬ ت  رک  ی  ب  ات ک  ه ͬ دھ د م   ن  ش  ان ش  د، ب  ی  ان ب  الا در ک  ه م  واردی ت  م  ام  ͬ
ب  رای اث  ب  ات ای  ن ب  ن  اب  رای  ن ن  ی  س  ت. ال  ͽ  و ͷ  ی دی  ͽ  ر دی  ͽ  ر، ال  ͽ  وی  ͬ ن  ق  ی  ض و ال  ͽ  و ͷ  ی ع  ط  ف  ͬ ت  رک  ی  ب ام  ا ھ س  ت  ن  د،
ک  ام  ل ح  ذف س  ور اث  ب  ات ال  ͽ  وھ ا، ت  ع  ری  ف دادن ت  غ  ی  ی  ر ب  ا ک  ه ͬ زن  ی  م م   ح  دس م  ا اس  ت. ح  ذف س  ور،ن  اق  ص

ͬ ش  ود. م  

ق  ض  ی  ۀ از ن  ت  ی  ج  ه م  ه  م  ت  ری  ن زی  ر ن  ت  ی  ج  ۀ ک  ردی  م، ب  ی  ان ق  ب  ل اث  ب  ات ان  ت  ه  ای در ک  ه ح  دس  ͬ ب  ودن درس  ت ف  رض ب  ا
اس  ت. ب  الا

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر و ک  ام  ل T ن  ظ  ری  ۀ .١٢�٣ ن  ت  ی  ج  ه

ن  ظ  ری  ۀ ب  رای اول م  دل ͷ  ی ،⟨Z,+, f, <, ۰,۱⟩ م  دل ͬ ک  ه آن  ج  ای   از و دارد س  ور ح  ذف T ن  ظ  ری  ۀ چ  ون اث  ب  ات.
ک  رد ب  ررس  ͬ ͬ ت  وان م   ب  ه س  ادگ  ͬ ͬ دی  ͽ  ر، ط  رف   از اس  ت. ک  ام  ل ن  ظ  ری  ۀ ͷ  ی T ن  ظ  ری  ۀ ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه اس  ت، T
⟨Z,+, f, <, ۰,۱⟩ س  اخ  ت  ار ن  ت  ی  ج  ه در و T ن  ظ  ری  ۀ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ب  ازگ  ش  ت  ͬ ش  م  ارش پ  ذی  ر ن  ظ  ری  ه اص  ول ک  ه

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر

Sφ ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری ٣ . ٢

اث  ب  ات ب  رای ͬ ت  وان م   را ع  ددی‐اع  ش  اری ال  ͽ  وھ ای اب  زار چ  ͽ  ون  ه ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان ق  س  م  ت ای  ن در
ب  رد. ͅ  ار ب   ن  ی  ز Sφ = ⟨R,+,−, <, ۰,۱,Z, λφ⟩ س  اخ  ت  ار ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری

ات  وم  ات  ا، ن  ظ  ری  ۀ دش  وار ق  ض  ی  ه ھ ای از اس  ت  ف  اده ب  ا [٨] در ھ ی  رون  ی  م  ͬ ک  ردی  م، ب  ی  ان م  ق  دم  ه در ک  ه ھ م  ان  ͽ  ون  ه
ف  ص  ل، ای  ن اول ب  خ  ش و ق  ب  ل ف  ص  ل ھ م  ان  ن  د م  ا، ͅ  رد روی   ام  ا اس  ت. ک  رده  ث  اب  ت را س  اخ  ت  ار ای  ن ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری اث  ب  ات ب  رای م  دل  ͬ ن  ظ  ری  ۀ م  ق  دم  ات  ͬ اب  زارھ ای از اس  ت  ف  اده
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⟨R,+,−, ۰,۱,Z, ⌊·⌋, [·], λφ, <⟩ س  اخ  ت  ار دادن ن  ش  ان ب  رای ف  ق  ط Sφ از ب  ه س  ادگ  ͬ، ف  ص  ل ای  ن ادام  ۀ در
اول  ی  ه س  اخ  ت  ار در اع  ش  اری ق  س  م  ت و ج  زءص  ح  ی  ح ت  اب  ع ی  ع  ن  ͬ م  وج  ود، ج  دی  د ت  اب  ع دو ھ ر ͬ ک  ن  ی  م. م   اس  ت  ف  اده

ھ س  ت  ن  د. ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر
ͬ ک  ه آن  ج  ای   از اس  ت. ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر س  اخ  ت  ار ای  ن در [φx] ت  اب  ع ف  ص  ل، ای  ن ق  ب  ل ق  س  م  ت و ق  ب  ل ف  ص  ل ب  رخ  لاف
م  ح  اس  ب  ۀ ͬ  ͽ  ون  ͽ  چ زی  ر ل  م در ͬ ش  ود، م   ظ  اھ ر ،⌊φx⌋ ت  اب  ع و ت  اب  ع ای  ن ت  رک  ی  ب  ات ات  م  ͬ، ف  رم  ول ھ ای و ت  رم ھ ا در

ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را ت  رک  ی  ب  ات ای  ن

ھ س  ت  ن  د. ب  رق  رار زی  ر م  وارد ح  ق  ی  ق  ͬ، اع  داد در .١٣�٣ ل  م

.⌊φ⌊φx⌋⌋ = ⌊x⌋+⌊x⌋−i و [φ⌊φx⌋] = (۱−φ) [φx]+[x]+i ک  ه اس  ت م  وج  ود i ∈ {۰,۱} ͷ  ی .١

.⌊φ⌊φx⌋⌋ = ⌊φx⌋+ x− ۱ و [φ⌊φx⌋] = (۱− φ)[φx] + ۱ آن  ͽ  اه ،x ∈ Z اگ  ر خ  اص، ب  ه ط  ور

و [φ⌊x⌋] = [φx] − φ[x] + j ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان j ∈ {۰,۱,۲} ص  ح  ی  ح ع  دد .٢
.⌊φ⌊x⌋⌋ = ⌊φx⌋ − j

.k ∈ {۰,۱} ک  ه ،[φ [φx]] = φ [φx]− k .٣

.ℓ ∈ {۰,۱} ک  ه ،[φ[x]] = φ[x]− ℓ .۴

اس  ت. ͷ  ی ی  ا ص  ف  ر ب  ا ب  راب  ر ⌊φ[φx]⌋ م  ق  دار ͬ گ  ی  رد، م   ق  رار آن در [φx] ک  ه ب  ازه ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا .۵

ͬ ش  ود. م   ͷ  ی ی  ا ص  ف  ر ب  ا ب  راب  ر ن  ی  ز ⌊φ[x]⌋ ع  ب  ارت ح  اص  ل ͬ گ  ی  رد، م   ق  رار آن در [x] ک  ه ب  ازه ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا .۶

ھ ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن ،φ۲ = φ + ۱ و φ⌊φx⌋ = φ(φx− [φx]) = φ۲x− φ [φx] ͬ ک  ه آن  ج  ای   از .١ اث  ب  ات.
ھ س  ت  ن  د: ب  رق  رار زی  ر راب  ط  ه ھ ای x ح  ق  ی  ق  ͬ ع  دد

[φ⌊φx⌋] = [(φ+ ۱)x− φ [φx]] (۵)

⌊φ⌊φx⌋⌋ = ⌊(φ+ ۱)x− φ [φx]⌋ (۶)

ͬ گ  ی  ری  م. م   درن  ظ  ر را ح  ال  ت دو [φ [φx]] و [(φ+ ۱)x] ب  ی  ن راب  ط  ۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ع  ب  ارت ھ ا، ای  ن م  ح  اس  ب  ۀ ب  رای
[φ⌊φx⌋] = [(φ+ ۱)x]− [φ [φx]] ص  ورت ای  ن در .[(φ+ ۱)x] > [φ [φx]] ک  ن  ی  د ف  رض .١ ح  ال  ت
وج  ود ح  ال  ت دو ع  ب  ارت ھ ا ای  ن اج  زای از ک  دام ھ ر م  ح  اس  ب  ۀ ب  رای .⌊φ⌊φx⌋⌋ = ⌊(φ+ ۱)x⌋ − ⌊φ [φx]⌋ و

ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در را زی  ر ح  ال  ت چ  ه  ار ب  ن  اب  رای  ن دارد،
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ب  اش  ن  د: ب  رق  رار x ب  رای زی  ر رواب  ط ک  ن  ی  د ف  رض ١ ـ ـ١: [φx]ح  ال  ت + [x] < ۱,

[φx] < ۱
φ
.

(٧)

از م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور .⌊φx + x⌋ = ⌊φx⌋ + ⌊x⌋ و [φx+ x] = [φx] + [x] ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه اول ن  اب  راب  ری از
ب  ه ص  ورت ١ ح  ال  ت ش  رط ب  ن  اب  رای  ن ͬ ش  ود. م   ن  ت  ی  ج  ه ⌊φ [φx]⌋ = ۰ و [φ[φx]] = φ[φx] ، ن  ی  ز دوم ن  اب  راب  ری
و (٧) راب  ط  ۀ ب  ا ش  رط ای  ن م  ق  ای  س  ۀ از ͬ ش  ود. م   ت  ب  دی  ل [x] > (φ− ۱) [φx] م  ع  ادلا˟ ی  ا [φx] + [x] > φ[φx]

داری  م. را زی  ر م  ع  ادل ش  رط ،(φ− ۱)[φx] < ۱− [φx] ح  ال  ت ای  ن در ͅ  ه ای  ن   ب  ه ت  وج  ه ب  ا ھ م  چ  ن  ی  ن

(φ− ۱)[φx] < [x] < ۱− [φx]

داش  ت: خ  واھ ی  م دھ ی  م، ق  رار (۵) م  ع  ادل  ۀ در را ح  ال  ت ای  ن از ش  ده ن  ت  ی  ج  ه ع  ب  ارات اگ  ر ھ م  چ  ن  ی  ن

[φ⌊φx⌋] = [φx] + [x]− [φ [φx]] = [φx] + [x]− φ [φx] = (۱− φ)[φx] + [x] .

ͬ رس  ی  م. م   زی  ر راب  ط  ۀ ب  ه ن  ی  ز (۶) در م  رت  ب  ط م  ق  ادی  ر ج  ای  ͽ  ذاری ب  ا

⌊φ⌊φx⌋⌋ = ⌊φx⌋+ ⌊x⌋ − ⌊φ [φx]⌋ = ⌊φx⌋+ ⌊x⌋

ب  اش  ن  د: ب  رق  رار x ب  رای زی  ر ش  رای  ط ک  ن  ی  د ف  رض ١ ـ ـ٢. [φx]ح  ال  ت + [x] < ۱

[φx] > ۱
φ

ک  ه ن  ی  ز اول ق  س  م  ت .⌊φ[φx]⌋ = ۱ و [φ[φx]] = φ[φx]− ۱ ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ش  رط ای  ن دوم ق  س  م  ت از
از پ  س و ١ ح  ال  ت ش  رط ص  ورت ای  ن در ق  ب  ل، ح  ال  ت م  ش  اب  ه اس  ت. ͅ  رده ن   ت  غ  ی  ی  ری ق  ب  ل ح  ال  ت ب  ه ن  س  ب  ت

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادل ھ ا، ن  وش  ت  ن

(φ− ۱)[φx]− ۱ < [x] < ۱− [φx].

داش  ت: خ  واھ ی  م (۵) ف  رم  ول در ج  ای  ͽ  ذاری ب  ا ھ م  چ  ن  ی  ن

[φ⌊φx⌋] = [φx] + [x]− [φ [φx]] = [φx] + [x]− (φ [φx]− ۱) = (۱− φ)[φx] + [x] + ۱.

ͬ ش  ود. م   ت  ب  دی  ل زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ی  ز (۶) م  ع  ادل  ۀ ع  لاوه ب  رای  ن،

⌊φ⌊φx⌋⌋ = ⌊φx⌋+ ⌊x⌋ − ⌊φ [φx]⌋ = ⌊φx⌋+ ⌊x⌋ − ۱



۵٧ وی  ت  هˀ  ف دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ͬ ت  رت  ی  ب  ͬ ج  م  ع   س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٣ ف  ص  ل

ب  اش  د: زی  ر ش  رط دارای x ک  ن  ی  د ف  رض ١ ـ ـ٣. [φx]ح  ال  ت + [x] > ۱,

[φx] < ۱
φ
.

ق  س  م  ت .⌊φx + x⌋ = ⌊φx⌋ + ⌊x⌋ + ۱ و [φx+ x] = [φx] + [x]− ۱ ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه اول ق  س  م  ت از
م  ع  ادل ش  رط ح  ال  ت، آن م  ش  اب  ه اس  ت  دلال  ͬ ب  ا ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ١ ـ ـ١ ح  ال  ت اول ق  س  م  ت ھ م  ان ھ م ش  رط ای  ن دوم

ͬ آی  د. م   ب  دس  ت زی  ر
[x] > (φ− ۱)[φx] + ۱

ق  س  م  ت و اس  ت ͷ  ی از ب  زرگ  ت  ر ع  ددی ف  وق ن  ام  س  اوی راس  ت س  م  ت ع  ب  ارت زی  را ͬ دھ د، ن  م   زخ ح  ال  ت  ͬ چ  ن  ی  ن
ب  اش  د. ب  ی  ش  ت  ر ͷ  ی از ͬ ت  وان  د ن  م   ع  ددی ھ ی  چ اع  ش  اری

ک  ن  د. ص  دق زی  ر رواب  ط در x ک  ن  ی  د ف  رض ١ ـ ـ۴: [φx]ح  ال  ت + [x] > ۱

[φx] > ۱
φ

دوم راب  ط  ۀ از .⌊φx+ x⌋ = ⌊φx⌋+ ⌊x⌋+۱ و [φx+ x] = [φx] + [x]−۱ ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه اول راب  ط  ۀ از
،١ ح  ال  ت ش  رط در رواب  ط ای  ن دادن ق  رار ب  ا ͬ ش  ود. م   ن  ت  ی  ج  ه ⌊φ[φx]⌋ = ۱ و [φ[φx]] = φ[φx]− ۱ ن  ی  ز

ͬ آی  د. م   ب  دس  ت زی  ر م  ع  ادل ش  رط
[x] > (φ− ۱) [φx]

ب  ا ح  ال اس  ت. ن  ی  ز [x] > ۱ − [φx] راب  ط  ۀ درب  ردارن  دۀ ب  الا ش  رط ،۱ − [φx] < (φ− ۱) [φx] ͬ ک  ه آن  ج  ای   از
داش  ت: خ  واھ ی  م (۵) م  ع  ادل  ۀ در رواب  ط ای  ن ج  ای  ͽ  ذاری

[φ⌊φx⌋] = [φx] + [x]− ۱− [φ [φx]] = [φx] + [x]− ۱− (φ[φx]− ۱) = (۱− φ)[φx] + [x].

ͬ ش  ود. م   ت  ب  دی  ل زی  ر ب  ه ص  ورت ح  ال  ت ای  ن در ن  ی  ز (۶) راب  ط  ۀ ھ م  چ  ن  ی  ن

⌊φ⌊φx⌋⌋ = ⌊φx⌋+ ⌊x⌋+ ۱− ⌊φ [φx]⌋ = ⌊φx⌋+ ⌊x⌋+ ۱− ۱ = ⌊φx⌋+ ⌊x⌋.

[φ⌊φx⌋] = ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ش  رط ای  ن از .[φx + x] < [φ[φx]] ک  ن  ی  د ف  رض .٢ ح  ال  ت
ب  ای  د ق  ب  ل  ͬ، ح  ال  ت م  ش  اب  ه .⌊φ⌊φx⌋⌋ = ⌊φx+ x⌋ − ⌊φ [φx]⌋ − ۱ ھ م  چ  ن  ی  ن و [φx+ x]− [φ [φx]] + ۱

ب  ی  ان خ  لاص  ه ب  ه ط  ور را ح  ال  ت ھ ر ھ س  ت  ن  د، م  ش  اب  ه اس  ت  دلال ھ ا چ  ون و ب  ͽ  ی  ری  م درن  ظ  ر را م  خ  ت  ل  ف ح  ال  ت ۴



۵٨ وی  ت  هˀ  ف دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ͬ ت  رت  ی  ب  ͬ ج  م  ع   س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٣ ف  ص  ل

ͬ ک  ن  ی  م. م  
ب  اش  د. ب  رق  رار x ب  رای زی  ر رواب  ط ک  ن  ی  د ف  رض ٢ ـ ـ١: [φx]ح  ال  ت + [x] < ۱

[φx] < ۱
φ

اس  ت. ب  رق  رار زی  ر راب  ط  ۀ اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای م  ورد در ح  ال  ت ای  ن در

[φ⌊φx⌋] = [φx+ x]− [φ [φx]] + ۱ = [φx] + [x]− φ [φx] + ۱ = (۱− φ) [φx] + [x] + ۱.

اس  ت. ب  رق  رار زی  ر راب  ط  ۀ ن  ی  ز ج  زءص  ح  ی  ح م  ورد در

⌊φ⌊φx⌋⌋ = ⌊φx+ x⌋ − ⌊φ [φx]⌋ − ۱ = ⌊φx⌋+ ⌊x⌋ − ۱.

ای  ن ͬ آی  د. م   ب  دس  ت [x] < (φ−۱)[φx] م  ع  ادل ش  رط ،٢ ح  ال  ت ش  رط در ع  ب  ارات ای  ن ج  ای  ͽ  ذاری ب  ا ھ م  چ  ن  ی  ن
.(φ− ۱)[φx] < ۱− [φx] زی  را درب  ردارد؛ ن  ی  ز را [x] < ۱− [φx] ش  رط راب  ط  ه،

ب  اش  د. ب  رق  رار x ب  رای زی  ر ش  رای  ط ک  ن  ی  د ف  رض ٢ ـ ـ٢. [φx]ح  ال  ت + [x] < ۱

[φx] > ۱
φ

ͬ رس  ی  م. م   زی  ر ب  ه راب  ط  ۀ ک  ن  ی  م، ج  ای  ͽ  زی  ن ٢ ح  ال  ت ش  رط در را رواب  ط ای  ن اگ  ر

[φx] + [x] < φ [φx]− ۱

ͬ ک  ه آن  ج  ای   از و [x] < (φ − ۱)[φx] − ۱ ص  ورت ای  ن در زی  را ͬ دھ د؛ ن  م   رخ ھ ی  چ گ  اه راب  ط  ه ای  ن ام  ا
ب  اش  د. ͬ ت  وان  د ن  م   م  ن  ف  ͬ ع  ددی ھ ی  چ اع  ش  اری ق  س  م  ت و اس  ت م  ن  ف  ͬ راس  ت، س  م  ت ع  ب  ارت ،(φ−۱)[φx] < ۱

ب  اش  د: زی  ر ش  رط دارای x ک  ن  ی  د ف  رض ٢ ـ ـ٣. [φx]ح  ال  ت + [x] > ۱,

[φx] < ۱
φ
.

ͬ رس  ی  م: م   زی  ر راب  ط  ۀ ب  ه  ،٢ ح  ال  ت ش  رط در رواب  ط ای  ن ج  ای  ͽ  ذاری ب  ا

۱− [φx] < [x] < (φ− ۱) [φx] + ۱.



۵٩ وی  ت  هˀ  ف دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ͬ ت  رت  ی  ب  ͬ ج  م  ع   س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٣ ف  ص  ل

داش  ت: خ  واھ ی  م (۵) راب  ط  ۀ در ش  رای  ط ای  ن اع  م  ال ب  ا ھ م  چ  ن  ی  ن

[φ⌊φx⌋] = [φx+ x]− [φ [φx]] + ۱ = [φx] + [x]− ۱− φ [φx] + ۱ = (۱− φ) [φx] + [x].

ͬ آی  د. م   در زی  ر ب  ه ص  ورت ن  ی  ز (۶) م  ع  ادل  ۀ

⌊φ⌊φx⌋⌋ = ⌊φx+ x⌋ − ⌊φ [φx]⌋ − ۱ = ⌊φx⌋+ ⌊x⌋+ ۱− ۱ = ⌊φx⌋+ ⌊x⌋.

ک  ن  د. ص  دق زی  ر رواب  ط در x ک  ن  ی  د ف  رض ٢ ـ ـ۴: [φx]ح  ال  ت + [x] > ۱

[φx] > ۱
φ

ͬ رس  ی  م. م   زی  ر ت  س  اوی ب  ه ن  ی  ز ح  ال  ت ای  ن در

[φ⌊φx⌋] = [φx+ x]− [φ [φx]]+۱ = [φx]+[x]−۱−(φ [φx]− ۱)+۱ = (۱−φ) [φx]+[x]+۱

ͬ ش  ود. م   ح  اص  ل زی  ر راب  ط  ۀ ،(۶) م  ع  ادل  ۀ در ج  ای  ͽ  ذاری ب  ا ھ م  چ  ن  ی  ن

⌊φ⌊φx⌋⌋ = ⌊φx+ x⌋ − ⌊φ [φx]⌋ − ۱ = ⌊φx⌋+ ⌊x⌋+ ۱− ۱− ۱ = ⌊φx⌋+ ⌊x⌋ − ۱

ͬ ش  ود: م   ح  اص  ل زی  ر م  ع  ادل ش  رط ،٢ ح  ال  ت و ح  ال  ت ای  ن ش  رای  ط ادغ  ام از

۱− [φx] < [x] < (φ− ۱) [φx] .

و [φ⌊x⌋] = [φx− φ[x]] داری  م اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای و ج  زءص  ح  ی  ح ت  واب  ع خ  واص از اس  ت  ف  اده ب  ا .٢
.⌊φ⌊x⌋⌋ = ⌊φx− φ[x]⌋ ھ م  چ  ن  ی  ن

و [φ⌊x⌋] = [φx] − [φ[x]] ص  ورت ای  ن در .[φx] ≥ [φ[x]] ک  ن  ی  د ف  رض اول: ح  ال  ت
ب  ن  اب  رای  ن .⌊φ[x]⌋ = ۰ و [φ[x]] = φ[x] آن  ͽ  اه ،[x] < ۱

φ
اگ  ر ح  ال .⌊φ⌊x⌋⌋ = ⌊φx⌋ − ⌊φ[x]⌋

.⌊φ[x]⌋ = ۱ ن  ی  ز و [φ[x]] = φ[x]−۱ آن  ͽ  اه ،[x] > ۱
φ

اگ  ر .⌊φ⌊x⌋⌋ = ⌊φx⌋ و [φ⌊x⌋] = [φx]−φ[x]

.⌊φ⌊x⌋⌋ = ⌊φx⌋ − ۱ و [φ⌊x⌋] = [φx]− φ[x] + ۱ ل  ذا
و [φ⌊x⌋] = [φx] − [φ[x]] + ۱ ص  ورت ای  ن در .[φx] < [φ[x]] ک  ن  ی  د ف  رض دوم: ح  ال  ت
ن  ی  ز و [φ⌊x⌋] = [φx]−φ[x]+۱ آن  ͽ  اه ،[x] < ۱

φ
اگ  ر ق  ب  ل، ح  ال  ت م  ش  اب  ه .⌊φ⌊x⌋⌋ = ⌊φx⌋−⌊φ[x]⌋−۱

[φ⌊x⌋] = [φx]−(φ[x]−۱)+۱ = [φx]−φ[x]+۲ آن  ͽ  اه ،[x] > ۱
φ

اگ  ر ھ م  چ  ن  ی  ن .⌊φ⌊x⌋⌋ = ⌊φx⌋−۱

.⌊φ⌊x⌋⌋ = ⌊φx⌋ − ⌊φ[x]⌋ − ۱ = ⌊φx⌋ − ۲ و



۶٠ وی  ت  هˀ  ف دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ͬ ت  رت  ی  ب  ͬ ج  م  ع   س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٣ ف  ص  ل

ک  رد. ت  ع  ی  ی  ن را k ͬ ت  وان م   زی  ر راب  ط  ۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا .٣

[φ [φx]] =

φ[φx], [φx] < ۱
φ

φ[φx]− ۱, [φx] > ۱
φ

ک  رد. ت  ع  ی  ی  ن را ℓ ͬ ت  وان م   اع  ش  اری ق  س  م  ت ب  ی  ن راب  ط  ۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ی  ز م  ورد ای  ن در ق  ب  ل، م  ورد م  ش  اب  ه .۴

[φ [x]] =


φ [x] , [x] <

۱
φ

φ [x]− ۱, [x] >
۱
φ

ͬ آی  د. م   ب  دس  ت زی  ر راب  ط  ۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ع  ب  ارت ای  ن م  ق  دار .۵

⌊φ [φx]⌋ =


۱, [φx] ≤ ۱

φ

۰, [φx] >
۱
φ

دھ ی  م. ق  رار [x] ،[φx] ب  ه ج  ای ب  الا راب  ط  ۀ در اس  ت ک  اف  ͬ ت  ن  ه  ا ق  ب  ل، م  ورد م  ش  اب  ه .۶

ک  ن  د. ب  ی  ان را ب  الا ح  ق  ای  ق ت  م  ام ک  ه ب  اش  د اص  ول  ͬ ب  ای  د ͬ دھ ی  م، م   ارائ  ه Sφ س  اخ  ت  ار ب  رای ک  ه ن  ظ  ری  ه   ای در
را اس  ت، زی  ر ب  ه ص  ورت ک  ه زب  ان در t(x) ت  ͷ م  ت  غ  ی  رۀ ت  رم ح  ال  ت ͬ ت  ری  ن ک  ل   ب  الا، م  ح  اس  ب  ات ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در

(r۱ + s۱φ)⌊φx⌋+ (r۲ + s۲φ) [φx] + (r۳ + s۳φ)⌊x⌋+ (r۴ + s۴φ) [φx] (٨)

در ک  ه ن  اب  راب  ری ھ ای  ͬ و م  ع  ادلات درن  ت  ی  ج  ه، ھ س  ت  ن  د. ص  ح  ی  ح اع  داد ض  رای  ب ت  م  ام  ͬ ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه
ھ س  ت  ن  د. زی  ر از ص  ورت ھ ای ͬ  ͅ ی   ب  ه ͬ ش  ون  د، م   ظ  اھ ر ات  م  ͬ ن  ق  ی  ض و ات  م  ͬ ف  رم  ول ھ ای

t(x) ≤ a

t(x) ∈ Z

t(x) /∈ Z

ف  رم  ول ب  ا م  ع  ادل زی  را اس  ت، ب  ی  ان ق  اب  ل زب  ان در t(x) ∈ Z ات  م  ͬ ف  رم  ول ک  ه ب  اش  ی  د داش  ت  ه ت  وج  ه
ن  ت  ی  ج  ه م  رب  وط  ه، اص  ول از اس  ت  ف  اده و ⌊t(x)⌋ روی ب  ر ٣-١٣ ل  م اع  م  ال ب  ا ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ⌊t(x)⌋ = t(x)

اس  ت. t(x) ≤ a ب  ه ص  ورت ات  م  ͬ ن  ق  ی  ض ی  ا ات  م  ͬ ف  رم  ول ھ ای ح  ال  ت ͬ ت  ری  ن ک  ل   ک  ه ͬ ش  ود م  



۶١ وی  ت  هˀ  ف دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ͬ ت  رت  ی  ب  ͬ ج  م  ع   س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٣ ف  ص  ل

ف  رم  ول ͷ  ی ص  ورت ͬ ت  ری  ن ک  ل   ک  ن  ی  م، ج  ای  ͽ  زی  ن φx− [φx] ب  ا را ⌊φx⌋ ع  ب  ارت ،(٨) ف  رم  ول در اگ  ر ح  ال
ͬ ش  ود: م   ت  ب  دی  ل زی  ر ب  ه ص  ورت ات  م  ͬ

(r۱ + s۱φ) [φx] + (r۲ + s۲φ)⌊x⌋+ (r۳ + s۳φ)[x] ≤ a. (٩)

و خ  وان  دن در ک  م  ت  ر پ  ی  چ  ی  دگ  ͬ ب  ه م  ن  ظ  ور م  ا ول  ͬ ک  ن  ن  د ت  غ  ی  ی  ر ض  رای  ب ب  رخ  ͬ ͬ ش  ود م   ب  اع  ث ج  ای  ͽ  زی  ن  ͬ ع  م  ل ای  ن
ب  ا را ت  رم ای  ن ف  ص  ل ای  ن ادام  ۀ در ک  رده ای  م. اس  ت  ف  اده ن  ی  ز ف  رم  ول ای  ن در (٨) ف  رم  ول ض  رای  ب ھ م  ان از ن  وش  ت  ن

ͬ دھ ی  م. م   ن  ش  ان t(x) ≤ a ف  رم  ول
ب  ا ھ م  زم  ان را (٩) ف  رم  ول ب  ا م  ش  اب  ه ف  رم  ول ھ ای از م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  دادی ک  ه x م  ان  ن  د ع  ن  ص  ری ی  اف  ت  ن ب  ه م  ن  ظ  ور
در دس  ت  ͽ  اه ح  ل پ  ذی  ری ͬ  ͽ  ون  ͽ  چ زی  ر ل  م ھ ای در ͬ ی  اب  ی  م. م   را [x] و ⌊x⌋ ج  داگ  ان  ه، ب  ه ط  ور ک  ن  د، ب  رآورده ھ م
M ≡ Sφ ک  ه M م  ان  ن  د س  اخ  ت  اری ھ ر در آن  ه  ا اث  ب  ات  و ل  م ھ ا ای  ن ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ررس  ͬ را م  خ  ت  ل  ف ح  ال  ت ھ ای

اس  ت. ZM در ع  ن  ص  ری ص  ح  ی  ح، ع  دد از م  ن  ظ  ور آن  ه  ا اث  ب  ات و زی  ر ل  م ھ ای در ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. درس  ت

ع  ن  اص  ر و K ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ص  ورت ای  ن در .r۲ + s۲φ ̸= ۰ ،(٩) ف  رم  ول در ک  ن  ی  د ف  رض .١۴�٣ ل  م
x ≤ bi ب  ه ص  ورت ف  رم  ول ھ ای  ͬ از ف  ص  ل  ͬ ت  رک  ی  ب  ͬ ب  ا م  ع  ادل (٩) م  ع  ادل  ه ˄ ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان {bi| |i| ≤ K}

.bi = ti(x) ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان ti(x) ت  رم bi ھ ر ب  رای ای  ن، ع  لاوه ب  ر اس  ت.

ͬ ک  ن  ی  م. م   ح  ل چ  ͽ  ون  ه را ،t(x) = a ی  ع  ن  ͬ ت  س  اوی، ح  ال  ت در (٩) م  ع  ادل  ۀ ک  ه ͬ دھ ی  م م   ت  وض  ی  ح اب  ت  دا در اث  ب  ات.
ک  ه م  وج  ودن  د چ  ن  ان n۲ و n۱ ص  ح  ی  ح اع  داد ل  ذا دارن  د، ق  رار (۰,۱) ب  ازه ˄ در دو ھ ر [φx] و [x] ͬ ک  ه آن  ج  ای   از
ک  رد. ت  ب  دی  ل زی  ر م  ع  ادل  ۀ ب  ه ͬ ت  وان م   را (٩) م  ع  ادل  ه ˄ ب  ن  اب  رای  ن .n۱ < (r۱ + s۱φ)[φx] + (r۳ + sφ)[x] < n۲

a− n۲ < (r۲ + s۲φ)⌊x⌋ < a− n۲

اس  ت. زی  ر ن  اب  راب  ری ب  ا م  ع  ادل ع  ب  ارت ای  ن ک  ه

a− n۲

r۲ + s۲φ
< ⌊x⌋ < a− n۱

r۲ + s۲φ

ب  ن  اب  رای  ن . ۱
r۲+s۲φ

= r′۲ + s′۲φ ک  ه ی  اف  ت چ  ن  ان را s′۲ و r′۲ ص  ح  ی  ح اع  داد ͬ ت  وان م   ،φ۲ = φ+ ۱ چ  ون ح  ال
اس  ت. زی  ر ن  اب  راب  ری ب  ا م  ع  ادل ب  الا ن  اب  راب  ری

⌊(r′۲ + s′۲φ)(a− n۲)⌋+ ۱ ≤ x < ⌊(r′۲ + s′۲φ)(a− n۱)⌋+ ۱ (١٠)

ص  ح  ی  ح ع  دد م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ح  داک  ث  ر ھ س  ت  ن  د، ص  ح  ی  ح اع  داد ͬ  ͽ  ھ م ب  الا ن  اب  راب  ری ض  رای  ب ͅ  ه ای  ن   ب  ه ت  وج  ه ب  ا
ب  اش  د. ͬ ت  وان  د م   ص  ح  ی  ح ع  دد م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ح  داک  ث  ر ⌊x⌋ ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه ͬ ک  ن  ن  د. م   ب  رآورده را ب  الا ن  اب  راب  ری
ع  دد ͷ  ی ب  رای ⌊x⌋ = ⌊a′⌋+ i ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان n۲ و n۱ ،s′۲ ،r′۲ ب  ه واب  س  ت  ه K ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ب  ن  اب  رای  ن
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راب  ط  ه ˄ در ͬ ت  وان م   ،i م  ان  ن  د ص  ح  ی  ح  ͬ ع  دد چ  ن  ی  ن ب  رای .a′ = (r′۲ + s′۲φ)a ک  ه ج  ای  ͬ ،|i| ≤ K ص  ح  ی  ح
ک  رد. ج  ای  ͽ  زی  ن x− ⌊a′⌋ − i ب  ا دی  ͽ  ر ب  ه ع  ب  ارت  ͬ ی  ا ک  رد، ج  ای  ͽ  زی  ن x− ⌊x⌋ ب  ا را [x] ع  ب  ارت ،(٩)

ͬ ت  وان م   ،⌊a′⌋ + i ≤ x < ⌊a′⌋ + i + ۱ م  ع  ادل ب  ه ط  ور ی  ا ،⌊x⌋ = ⌊a′⌋ + i راب  ط  ۀ از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ال
⌊φ⌊a′⌋+φi⌋ م  ق  دار اگ  ر ،۱ < φ < ۲ ͬ ک  ه آن  ج  ای   از م  ق  دار، ای  ن م  ح  اس  ب  ه ˄ ب  رای ک  رد. م  ح  اس  ب  ه را ⌊φx⌋ م  ق  دار
ب  ن  اب  رای  ن .j ∈ {۰,۱,۲} ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͷ  ی ب  رای ،⌊φx⌋ = a′′ + j ص  ورت ای  ن در دھ ی  م، ن  م  ای  ش a′′ ب  ا را

ک  ن  ی  م. [φx] ع  ب  ارت ج  ای  ͽ  زی  ن را φx− a′′ − j ع  ب  ارت (٩) م  ع  ادل  ۀ در ͬ ت  وان  ی  م م  

ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ای ش  ام  ل ک  ه م  ع  ادلات  ͬ دس  ت  ͽ  اه ھ ر ص  ورت ای  ن در .r۲ + s۲φ = ۰ ک  ن  ی  د ف  رض .١۵�٣ ل  م
ب  ه ص  ورت ن  اب  راب  ری ھ ای  ͬ م  ت  ن  اھ ͬ ف  ص  ل  ̞ͬ ت  رک  ی  بِ ب  ا م  ع  ادل ،x /∈ ZM ک  ه ب  ه ش  رط  ͬ ب  اش  د (٩) م  ع  ادل  ۀ

.L زب  ان در t′(x) ت  رم ͷ  ی ب  رای a′ = t′(a) آن در ک  ه اس  ت [φ⌊x⌋] ≤ (r + sφ)[x] + a′

ف  ق  ط ب  راس  اس ک  ه ͬ ش  ود، م   زی  ر ن  اب  راب  ری ب  ه ت  ب  دی  ل (٩) ن  اب  راب  ری ،r۲ + s۲φ = ۰ ͬ ک  ه آن  ج  ای   از اث  ب  ات.
اس  ت. اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای

(r۱s۱φ)[φx] + (r۳ + s۳φ)[x] ≤ a

ع  ب  ارت ٣-١٣ ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا ص  ورت ای  ن در ،⌊x⌋ + [x] ق  راردھ ی  م ،x ب  ه ج  ای ن  اب  راب  ری ای  ن در اگ  ر ح  ال
ͬ ش  ود. م   م  ع  ادل زی  ر ن  اب  راب  ری ب  ا ف  وق ن  اب  راب  ری ب  ن  اب  رای  ن ک  ن  ی  م. ب  ی  ان [x] ب  رح  س  ب ͬ ت  وان  ی  م م   را [φ[x]]

[φ⌊x⌋] ≤ (r′ + s′φ)[x] + a′ (١١)

.t′(x) L ـ  ـت  رم ͷ  ی ب  رای a′ = t′(a) و ھ س  ت  ن  د ص  ح  ی  ح اع  داد s′ و r′ ض  رای  ب ن  اب  راب  ری ای  ن در ک  ه

ب  ا ک  ن  د، ص  دق (١١) ب  ه ص  ورت ن  اب  راب  ری ھ ای  ͬ در ک  ه x م  ان  ن  د ع  ن  ص  ری ی  اف  ت  ن ب  رای .١۶�٣ م  لاح  ظ  ه
ک  ه ب  ی  اب  ی  م ب  ه گ  ون  ه ای را y ∈ (۰,۱) ح  ق  ی  ق  ͬ ع  دد و z ص  ح  ی  ح ع  دد اس  ت ک  اف  ͬ ،x /∈ Z ش  رط ب  ه ت  وج  ه
ص  ح  ی  ح  ͬ ع  دد چ  ن  ی  ن وج  ود آن  ͽ  اه ب  اش  د، م  ث  ب  ت ع  ددی (r′ + s′φ)y + a′ اگ  ر ام  ا .[φz] < (r′ + s′φ)y + a′

م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد آن در ک  ه س  ی  س  ت  م ھ ای  ͬ ب  ه ͬ ت  وان م   را س  ی  س  ت  م ای  ن ح  ل روش ͬ ک  ن  د. م   ت  ض  م  ی  ن ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ را
داد. ت  ع  م  ی  م ب  اش  د، (١١) ͅ  ل ب  ه ش   ن  اب  راب  ری

م  ع  ادل  ۀ ج  واب ک  ه x م  ان  ن  د ص  ح  ی  ح ع  ددی ی  اف  ت  ن ص  ورت ای  ن در .r۲ + s۲φ = ۰ ک  ن  ی  د ف  رض .١٧�٣ ل  م
L ـ  ـت  رم ͷ  ی t(x) ک  ه ب  ه ط  وری ،[φx] ≤ t(a) ک  ه اس  ت x م  ان  ن  د ص  ح  ی  ح ع  ددی ی  اف  ت  ن ب  ا م  ع  ادل ب  اش  د، (٩)

اس  ت. م  ن  اس  ب

ب  اش  د، م  ع  ادل  ه ج  واب x اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د، ص  ح  ی  ح ع  ددی م  ع  ادل  ه ج  واب ͬ خ  واھ ی  م م   ͬ ک  ه آن  ج  ای   از اث  ب  ات.
اس  ت. زی  ر ن  اب  راب  ری ب  ا م  ع  ادل (٩) م  ع  ادل  ۀ ب  ن  اب  رای  ن ن  دارد. اع  ش  اری ق  س  م  ت آن  ͽ  اه

[φx] ≤ a

(r۱ + s۱φ)
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اس  ت. L ـ  ـت  رم ͷ  ی ب  ا ب  راب  ر ف  وق ن  اب  راب  ری راس  ت س  م  ت ام  ا

ͬ ش  ود. م   ح  اص  ل زی  ر ن  ت  ی  ج  ه ˄ ب  الا ل  م س  ه از

ب  ا م  ع  ادل ب  اش  د، (٩) ب  ه ص  ورت ن  اب  راب  ری م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  دادی ح  اوی ک  ه دس  ت  ͽ  اه ͷ  ی ح  ل ک  ردن .١٨�٣ ن  ت  ی  ج  ه
ک  ن  ن  د ص  دق زی  ر راب  ط  ۀ در ک  ه اس  ت y ∈ [۰,۱) ع  ن  ص  ر و z م  ان  ن  د ص  ح  ی  ح ع  ددی ی  اف  ت  ن

y ∈ (c, d)z ∈ (e, f)

[φz] < (r + sφ)y + a′

,

.a′ و c, d, e, f, r, s م  ن  اس  ب ع  ن  اص  ر ب  رای

ع  لاوه ک  ه ب  ی  اب  ی  م z م  ان  ن  د ص  ح  ی  ح ع  ددی ت  ا اس  ت ن  ی  از م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ح  ل ب  رای ن  ت  ی  ج  ه، ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا
گ  ی  رد. ق  رار م  ط  ل  وب ب  ازۀ ͷ  ی در ن  ی  ز φz اع  ش  اری ق  س  م  ت ب  اش  د، داش  ت  ه ق  رار ش  ده داده ب  ازۀ ͷ  ی در ͅ  ه ای  ن   ب  ر 
ال  ͽ  وی اب  ت  دا م  ن  ظ  ور، ای  ن ب  رای ب  ب  ری  م. ب  ه  ره ع  ددی  ـ  ـاع  ش  اری ال  ͽ  وھ ای ای  دۀ ھ م  ان از دوب  اره ب  ای  د ب  ن  اب  رای  ن

ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ری  ف را ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ع  ددی  ـ  ـاع  ش  اری

ن  ش  ان ∆σ,n(ā, b̄; c̄, d̄; x̄) ب  ا را آن ک  ه n ط  ول از ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ع  ددی  ـ  ـاع  ش  اری ال  ͽ  وی ͷ  ی .١٩�٣ ت  ع  ری  ف
d̄ و c̄ پ  ارام  ت  رھ ای و n ـ  ـت  ای  ͬ آرای  ه ھ ای  ͬ x̄ م  ت  غ  ی  ر ھ م  چ  ن  ی  ن و b̄ و ā پ  ارام  ت  رھ ای ت  م  ام آن در ک  ه ͬ دھ ی  م، م  
ص  دق زی  ر ن  اب  راب  ری ھ ای در پ  ارام  ت  رھ ا و م  ت  غ  ی  رھ ا ای  ن ک  ه ھ س  ت  ن  د م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه و ھ س  ت  ن  د ۲n ـ  ـت  ای  ͬ آرای  ه ھ ای  ͬ

ͬ ک  ن  ن  د. م  
⌊xi⌋ ∈ [ai, bi]

Xi ∈ [ci, di]

(r۱ + s۱φ)Xσ(۱) ≤ · · · (r۲n + s۲nφ)Xσ(۲n)

(١٢)

X۱, · · · , X۲n ج  دی  د م  ت  غ  ی  ر ب  ا را {[φ⌊x۱⌋], . . . , [φ⌊xn⌋], [x۱], . . . , [xn]} م  ج  م  وع  ه ˄ ف  رم  ول ای  ن در
اع  داد si و ri ض  رای  ب و {۱, . . . ,۲n} م  ج  م  وع  ۀ روی ج  ای  ͽ  ش  ت ͷ  ی σ ھ م  چ  ن  ی  ن و ک  رده ای  م ن  ام گ  ذاری

ھ س  ت  ن  د. ص  ح  ی  ح

را آن و ͬ ک  ن  ی  م م   ارائ  ه ع  ددی  ـ  ـاع  ش  اری ال  ͽ  وی ھ ر ن  م  ای  ش ب  رای م  ح  م  ول  ͬ ف  ص  ل، ای  ن ق  ب  ل ق  س  م  ت ب  ا م  ش  اب  ه
ͬ اف  زای  ی  م. م   زب  ان ب  ه
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ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ح  م  ول ای  ن واق  ع در ͬ اف  زای  ی  م. م   زب  ان ب  ه  را R∆ م  ح  م  ول ،∆ ال  ͽ  وی ھ ر ب  رای .٢٠�٣ ن  م  ادگ  ذاری
ͬ ش  ود. م   ت  ع  ری  ف زی  ر راب  ط  ۀ

∀ȳ۱ȳ۲z̄۱z̄۲
(
R∆(ȳ۱, ȳ۲; z̄۱, z̄۲) ⇐⇒ ∃x̄ ∆σ,n(ȳ۱, ȳ۲; z̄۱, z̄۲)

)
(١٣)

اس  ت. آم  ده ف  راھ م ن  ظ  ری  ه ت  ع  ری  ف ب  رای ش  رای  ط ت  م  ام  ͬ ح  ال

ͬ ک  ن  ی  م: م   ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را T ∗ ن  ظ  ری  ۀ .٢١�٣ ت  ع  ری  ف

،⟨Z,+,−, ۰,۱, ⌊φx⌋, <⟩ |= T ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه .T ن  ظ  ری  ۀ اص  ول ھ م  ۀ (A۱)

(A۲) ∀x
(
⌊x⌋ ∈ Z ∧ ⌊x⌋ ≤ x < ⌊x⌋+ ۱

)
،

(A۳) ∀x (x = ⌊x⌋+ [x])،

ب  اش  د، م  رت  ب آب  ل  ͬ گ  روه ھ ای ن  ظ  ری  ۀ ب  رای م  دل  ͬ ⟨R,+,−, <) س  اخ  ت  ار (A۴)

(A۵) ∀x(x > ۰ → λφ(x) > ۰)،

(A۶) ∀x, y
(
λφ(x+ y) = λφ(x) + λφ(y)

)
،

(A۷) ∀x
(
λφ(λφ(x)) = λφ(x) + x

)
،

ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ۀ ع  ددی  ـ  ـاع  ش  اری ال  ͽ  وھ ای ت  م  ام ب  رای (١٣) راب  ط  ۀ ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه ͅ  ن، م  م   ال  ͽ  وھ ای ھ م  ۀ (A۸)

ب  اش  د. ب  رق  رار ∆ ͅ  ن م  م  

ج  ای  ͽ  زی  ن زی  ر اص  ول ش  م  ای ب  ا ͬ ت  وان م   را ب  الا م  وض  وع  ه اص  ول (A۱) م  ورد ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه .٢٢�٣ م  لاح  ظ  ه
ک  رد.

اس  ت. ب  خ  ش  پ  ذی  ر n ب  ه {⌊x⌋, ⌊x⌋+۱, . . . , ⌊x⌋+n−۱} م  ج  م  وع  ۀ ع  ن  اص  ر از ͬ  ͅ ی   دق  ی  ق  ا x ھ ر ب  رای (A′۱)

اس  ت. پِ  رِس  بِ  رگ˼  ر ح  س  اب ب  رای م  دل  ͬ اع  داد، ج  زءص  ح  ی  ح  ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه (A′۱) از ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه اث  ب  ات.
ت  ن  ه  ا و اگ  ر دارد ق  رار f ت  اب  ع ب  رد در x ص  ح  ی  ح ع  دد ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه (A۵) و (A۴) اص  ول از ھ م  چ  ن  ی  ن
ن  ت  ی  ج  ه ͬ ت  وان م   را (T۲) اص  ل ب  ن  اب  رای  ن .f(⌊φx⌋ − x + ۱) = x ص  ورت ای  ن در ک  ه ،[φx] > ۲ − φ اگ  ر

گ  رف  ت. ن  ت  ی  ج  ه ب  ه راح  ت  ͬ ͬ ت  وان م   ن  ی  ز را T ن  ظ  ری  ۀ اص  ول ب  ق  ی  ۀ گ  رف  ت.

و ب  ودن ک  ام  ل ͬ پ  ذی  رد، م   ح  ذف س  ور ن  ی  ز ن  ظ  ری  ه ای  ن ͅ  ه ای  ن   از ،T ن  ظ  ری  ۀ و ق  ب  ل ق  س  م  ت ب  ا م  ش  اب  ه
ͬ ش  ود. م   ن  ت  ی  ج  ه آن ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری
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اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر و ک  ام  ل ھ م  چ  ن  ی  ن و ͬ ک  ن  د م   ح  ذف را س  ورھ ا T ∗ ن  ظ  ری  ۀ .٢٣�٣ ق  ض  ی  ه

ن  اب  راب  ری م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد و ال  ͽ  و ͷ  ی ش  ام  ل ک  ه م  ع  ادلات از دس  ت  ͽ  اھ ͬ ھ ر ٣-١٨ ن  ت  ی  ج  ۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا اث  ب  ات.
ب  ی  ان ک  ه ل  م ھ ای  ͬ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ج  دی  د ال  ͽ  وی ای  ن پ  ارام  ت  رھ ای ک  ه ͬ ش  ود م   ال  ͽ  و ͷ  ی ب  ه ت  ب  دی  ل ن  ه  ای  ت در ب  اش  د،
ح  ال ͬ آی  ن  د. م   ب  دس  ت ͬ ک  ن  ن  د، م   اث  ر م  وج  ود پ  ارام  ت  رھ ای ب  ر ک  ه زب  ان در م  ن  اس  ب  ͬ ت  رم ھ ا از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ردی  م،
را دس  ت  ͽ  اه ͷ  ی ب  ودن ح  ل پ  ذی  ر ت  ا ͬ ک  ن  ن  د م   ͷ  ک  م م  ا ب  ه ال  ͽ  وھ ا ب  ا م  ت  ن  اظ  ر م  ح  م  ول ھ ای ،Zφ س  اخ  ت  ار ب  ا م  ش  اب  ه

داش  ت  ن. ح  ذف س  ور ب  ج  ز ن  ی  س  ت چ  ی  زی ای  ن و ک  ن  ی  م واب  س  ت  ه پ  ارام  ت  رھ ا و ض  رای  ب ب  ه ت  ن  ه  ا
ت  ول  ی  د ب  رداری ف  ض  ای Q[φ] ک  ه ج  ای  ͬ ،⟨Q[φ],+,−, ۰,۱,Z, ⌊·⌋, [·], λφ, <⟩ س  اخ  ت  ار ک  ه آن  ج  ای  ͬ از ح  ال
ع  لاوه ب  ر اس  ت. ک  ام  ل ن  ظ  ری  ه ای  ن ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ن  ظ  ری  ه ای  ن اول م  دل اس  ت، Q روی {۱, φ} ت  وس  ط ش  ده
ب  ازگ  ش  ت  ͬ ش  م  ارش پ  ذی  ر ک  ردی  م، ارائ  ه ن  ظ  ری  ه ب  رای ک  ه اص  ول  ͬ ت  م  ام ک  ه ک  رد م  ش  اھ ده ͬ ت  وان م   ب  ه س  ادگ  ͬ ای  ن،

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر ن  ظ  ری  ه ای  ن ب  ن  اب  رای  ن ھ س  ت  ن  د،

اع  دادی ن  ظ  ری  ۀ ن  ت  ای  ج ٣ . ٣

دن  ب  ال  ۀ ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان ک  ردی  م، اس  ت  ف  اده ال  ͽ  وھ ا ب  رای ک  ه م  ح  م  ول ھ ای  ͬ از اس  ت  ف  اده ب  دون زی  رب  خ  ش ای  ن در
و ͬ ک  ن  ی  م م   ب  ی  ان را f ت  اب  ع رف  ت  ارھ ای از ب  رخ  ͬ ای  ن، ع  لاوه ب  ر اس  ت. ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر Zφ س  اخ  ت  ار در ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ

ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان ن  ی  ز را ال  ͽ  وھ ا ب  رای م  ح  م  ول وج  ود ل  زوم ھ م  چ  ن  ی  ن
(φx اع  ش  اری (ق  س  م  ت [φx] ب  ه را n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ک  ه ب  اش  د ت  اب  ع  ͬ g : N → (۰,۱) ک  ن  ی  د ف  رض

اس  ت. ب  رق  رار ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد م  ورد در زی  ر ح  ق  ای  ق ͬ ن  ͽ  ارد. م  

ͬ دھ د. م   رخ F۲n در (۰, F۲n+۲) ب  ازۀ در g ت  اب  ع م  ق  دار ک  م  ت  ری  ن .٢۴�٣ ح  ق  ی  ق  ت

(در f(F۲n + x) = f(F۲n) + f(x) داری  م ھ م  واره ،x < F۲n+۱ ھ ر ب  رای ق  ب  ل، ف  ص  ل ب  ه ت  وج  ه ب  ا اث  ب  ات.
اس  ت). ش  ده داده ش  رح ح  ق  ی  ق  ت ای  ن ت  ف  ص  ی  ل ب  ه  ق  ب  ل ف  ص  ل ٢-٧ م  ش  اھ دۀ

ک  رد. اس  ت  ن  ت  اج س  اده ح  ق  ی  ق  ت ای  ن از ͬ ت  وان م   را زی  ر ج  ال  ب ن  ت  ی  ج  ه ھ ای

اس  ت. اک  ی  د ن  زول  ͬ ت  اب  ع  ͬ زوج، ان  دی  س ب  ا ͬ ھ ای ف  ی  ب  ون  ات  چ   روی ب  ر g ت  اب  ع .٢۵�٣ ن  ت  ی  ج  ه

a از ک  م  ت  ر زوج̧ ان  دی  سِ ب  ا ف  ی  ب  ون  ات  چ  ̞ͬ ع  ددِ ب  زرگ  ت  ری  ن در (۰, a) ب  ازۀ در g ت  اب  ع م  ق  دار ک  م  ت  ری  ن .٢۶�٣ ن  ت  ی  ج  ه
ͬ دھ د. م   رخ

س  ادۀ ف  رم  ول ب  ا [φx] < [φy] راب  ط  ۀ ک  ردی  م، ب  ی  ان ف  ص  ل اب  ت  دای در ک  ه ھ م  ان گ  ون  ه
اع  داد م  ج  م  وع  ۀ ت  ع  ری  ف پ  ذی  ری ب  الا، ن  ت  ای  ج ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر f(y− x) = f(y)− f(x)

گ  رف  ت. ن  ت  ی  ج  ه ͬ ت  وان م   را ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ
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اس  ت. ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر ⟨Z,+,−, f, <, ۰,۱⟩ س  اخ  ت  ار در ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ اع  داد م  ج  م  وع  ۀ .٢٧�٣ ن  ت  ی  ج  ه

ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ اع  داد م  ج  م  وع  ۀ و ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ اع  داد م  ج  م  وع  ۀ ب  ی  ان گ  ر ب  ه ت  رت  ی  ب Fibeven و Fib ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.
و ب  اش  د م  ث  ب  ت اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر x ∈ Fibeven ،٢۶-٣ ن  ت  ی  ج  ۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ص  ورت ای  ن در ب  اش  ن  د. زوج ان  دی  س ب  ا

ب  اش  د: ص  ادق زی  ر ف  رم  ول در
∀y

(
۰ < y < x→ [φx] < [φy]

)
.

ب  ه ت  وج  ه ب  ا زی  را ،y ∈ Fibeven ͷ  ی ب  رای x = f(y) ی  ا x ∈ Fibeven اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر x ∈ Fib ب  ن  اب  رای  ن
ت  ص  وی  ر ف  رد، ان  دی  س ب  ا ͬ ھ ای ف  ی  ب  ون  ات  چ   ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه ،f(F۲n) = F۲n+۱ ،(٢-٩ (ح  ق  ی  ق  ت ق  ب  ل ف  ص  ل

ھ س  ت  ن  د. زوج ان  دی  س ب  ا ͬ ھ ای ف  ی  ب  ون  ات  چ  

دارد. ن  ی  ز دی  ͽ  ری ن  ت  ی  ج  ه ˄ ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ، اع  داد م  ج  م  وع  ۀ ت  ع  ری  ف پ  ذی  ری

،⟨N,Fib,+,−, ۰,۱, <⟩ س  اخ  ت  ار ک  ه ک  رد اس  ت  ن  ت  اج ͬ ت  وان م   Zφ س  اخ  ت  ار ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری از .٢٨�٣ م  لاح  ظ  ه
f ت  اب  ع ک  ه ͬ رود م   ان  ت  ظ  ار ای  ن، ع  لاوه ب  ر ͬ ش  ود. م   ت  ع  ب  ی  ر Zφ س  اخ  ت  ار در س  اخ  ت  ار ای  ن زی  را اس  ت؛ ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر

اس  ت. ج  ال  ب  ͬ س  وال ن  ی  ز م  وض  وع ای  ن م  ط  ال  ع  ۀ ن  ش  ود. ت  ع  ری  ف س  اخ  ت  ار ای  ن در

را زوج ͬ ھ ای ف  ی  ب  ون  ات  چ   ک  ه اس  ت ای  ن ھ م آن و داش  ت ب  الا ن  ت  ای  ج از ͬ ت  وان م   ن  ی  ز دی  ͽ  ری س  ادۀ م  ش  اھ دۀ
ک  رد. ت  ع  ری  ف f ت  اب  ع از اس  ت  ف  ادۀ ب  ا ͬ ت  وان م  

.(f + id)n(۱) ب  ا اس  ت ب  راب  ر F۲n ھ م  واره ،n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای .٢٩�٣ م  ش  اھ ده

ͬ ش  ود. م   ث  اب  ت ب  ه راح  ت  ͬ اس  ت  ق  را از اس  ت  ف  اده ب  ا اث  ب  ات.

ͬ اف  ت  د. م   ات  ف  اق ف  رد ان  دی  س ب  ا ͬ ھ ای ف  ی  ب  ون  ات  چ   در g ت  اب  ع م  ق  دار ب  ی  ش  ت  ری  ن ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه  م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور

ͅ  ت  ر ک  وچ   ف  ردِ ان  دی  سِ ب  ا ف  ی  ب  ون  ات  چ  ̞ͬ ب  زرگ  ت  ری  ن در g ت  اب  ع م  ق  دار ب  ی  ش  ت  ری  ن ،(۰, a) ب  ازۀ ھ ر در .٣٠�٣ ح  ق  ی  ق  ت
اس  ت. اک  ی  د ص  ع  ودی ف  رد، ان  دی  س ب  ا ͬ ھ ای ف  ی  ب  ون  ات  چ   روی ب  ر g ت  اب  ع ب  ن  اب  رای  ن ͬ دھ د. م   رخ a از

ھ م  واره ،n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ق  ب  ل ف  ص  ل ۴-٢ ل  م از ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه اب  ت  دا اث  ب  ات.
ص  ف  ر ب  ه ک  ه چ  ه ھ ر [φn] پ  س .[φn] + [φf(n)] > ۱ ب  ن  اب  رای  ن ،f(n + f(n)) = f(n) + f(f(n)) + ۱

ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ،f(F۲n) = F۲n+۱ ͬ ک  ه آن  ج  ای   از ح  ال ͬ ش  ود. م   ن  زدی  ͷ ت  ر ۱ ب  ه ن  ی  ز [φf(n)] ش  ود، ن  زدی  ͷ ت  ر
ب  ا ͬ ھ ای ف  ی  ب  ون  ات  چ   روی g ت  اب  ع ب  ودن ص  ع  ودی ͬ دھ د. م   رخ ف  رد ان  دی  س ھ ای در g ت  اب  ع م  ق  دار ب  ی  ش  ت  ری  ن ک  ه

اس  ت. ب  دی  ه  ͬ ن  ی  ز ف  رد ان  دی  س
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،(۰, a) ش  دۀ داده  ب  ازۀ ھ ر در g ت  اب  ع ک  ه ͬ گ  ی  ری  م م   ن  ت  ی  ج  ه ش  د، گ  ف  ت  ه ب  الا در ک  ه ن  ت  ای  ج  ͬ و ح  ق  ای  ق از
ͬ گ  ی  رد. م   (ف  رد) زوج ان  دی  س ب  ا ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ع  دد ب  زرگ  ت  ری  ن در را خ  ود م  ق  دار) (ب  ی  ش  ت  ری  ن م  ق  دار ک  م  ت  ری  ن
ͬ ن  ͽ  ارد، م   (۰, a) ب  ازۀ در g ت  اب  ع م  ق  دار ک  م  ت  ری  ن ی  ا و ب  ی  ش  ت  ری  ن ب  ه را ش  ده داده a ھ ر ک  ه ت  اب  ع  ͬ دی  ͽ  ر، ب  ه ب  ی  ان  ͬ
ت  ن  ه  ا و اگ  ر G(۰, a) = c دی  ͽ  ر، ب  ه ع  ب  ارت  ͬ ͬ ن  ام  ی  م. م   H و G ب  ه ت  رت  ی  ب را ت  واب  ع ای  ن اس  ت. ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر ت  اب  ع  ͬ
ب  ی  ش  ت  ری  ن g(d) اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر H(۰, a) = d م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور و ب  اش  د g(c) = min{g(x)|x ∈ (۰, a)} اگ  ر
ب  ازۀ ھ ر (۰, a) خ  اص ب  ازۀ ب  ه ج  ای اگ  ر ͬ اف  ت  د م   ات  ف  اق  ͬ چ  ه ام  ا ب  اش  د. {g(x)|x ∈ (۰, a)} م  ج  م  وع  ۀ م  ق  دار

ک  رد؟ ب  ی  ان  ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر ب  ه ص  ورت را ت  واب  ع ای  ن ͬ ت  وان م   ھ م ب  از آی  ا ب  ͽ  ی  ری  م؟ درن  ظ  ر را (a, b) م  ان  ن  د دل  خ  واھ ͬ

n ع  دد ی  اف  ت  ن ب  رای زی  ر روش از ،(a ̸= b) ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد در [a, b] ش  ده داده ب  ازۀ ھ ر ب  رای .٣١�٣ م  لاح  ظ  ه
ک  رد. اس  ت  ف  اده ͬ ت  وان م   ب  اش  د، {g(x)|x ∈ [a, b]} م  ج  م  وع  ۀ م  ق  دار ک  م  ت  ری  ن g(n) ک  ه

ان  دی  س ب  ا ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ب  زرگ  ت  ری  ن ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، داش  ت  ه ق  رار زوج  ͬ ان  دی  س ب  ا ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ [a, b] ب  ازۀ در اگ  ر
آن  ͽ  اه ب  اش  د، ن  داش  ت  ه ق  رار ب  ازه ای  ن در زوج  ͬ ان  دی  س ب  ا ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ھ ی  چ اگ  ر ح  ال اس  ت. م  ط  ل  وب n ھ م  ان زوج
ج  ای  ͽ  زی  ن را [a− F۲k۱ , b− F۲k۱ ] ب  ازۀ ص  ورت ای  ن در .k ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͷ  ی ب  رای [a, b] ⊆ (F۲k۱ , F۲k۱+۲)

F۲k۱ + F۲ℓ آن  ͽ  اه ب  اش  د، ب  ازه ای  ن در زوج ان  دی  س ب  ا ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ب  زرگ  ت  ری  ن F۲ℓ اگ  ر ح  ال ک  ن  ی  د. اص  ل  ͬ ب  ازۀ
[a− F۲k۱ , b− F۲k۱ ] ⊆ [F۲k۲ , F۲k۲+۲] ص  ورت، ای  ن غ  ی  ر در ب  وده ای  م. آن ب  دن  ب  ال ک  ه اس  ت ع  ددی ھ م  ان
[a − F۲k۱ − F۲k۲ , b − F۲k۱ − F۲k۲ ] ب  ازۀ ب  ا را اص  ل  ͬ ب  ازۀ ب  ار ای  ن و k۲ ≤ k۱ ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͷ  ی ب  رای
ت  ع  داد آن  ه  ا ب  ی  ن و ھ س  ت  ن  د ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد دو b و a ͅ  ه ای  ن   ب  ه ت  وج  ه ب  ا رون  د، ای  ن ان  ج  ام ب  ا ͬ ک  ن  ی  م. م   ج  ای  ͽ  زی  ن
ن  ی  ز ح  اص  ل ع  دد و ͬ ش  ود م   م  ت  وق  ف م  ت  ن  اھ ͬ م  رح  ل  ۀ چ  ن  د از پ  س رون  د ای  ن دارد، وج  ود ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد م  ت  ن  اھ ͬ

اس  ت. م  ط  ل  وب ع  دد ھ م  ان ک  ه اس  ت F۲k۱ + F۲k۲ + . . .+ F۲km ب  ه ص  ورت
ط  ب  ی  ع  ͬ، اع  داد از ب  ازه  ھ ر در ͬ ت  وان م   ف  رد، ان  دی  س ب  ا ͬ ھ ای ف  ی  ب  ون  ات  چ   از اس  ت  ف  اده ب  ا ال  ب  ت  ه م  ش  اب  ه روش  ͬ ب  ا

ͬ ک  ن  د. م   اخ  ذ ش  ده، داده ب  ازۀ در را خ  ود م  ق  دار ب  ی  ش  ت  ری  ن آن در g ت  اب  ع ک  ه ی  اف  ت ع  ددی

ͅ  ه ای  ن   ص  ورت ای  ن در .F ∈ Fib(M) و M |= Th(Z,+,−, f, <, ۰,۱) ک  ن  ͬ ف  رض .٣٢�٣ م  لاح  ظ  ه
ب  ودن ͅ  س  ان ی   ھ م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ب  ی  ان پ  ذی  ر M در ͬ اف  ت  د، م   ات  ف  اق F در ،(۰, F ] ب  ازۀ در g ت  اب  ع م  ق  دار ک  م  ت  ری  ن
M در ن  ی  ز F ∈ Fibe(M) ھ ر ب  رای (F, f(F )) و (۰, F ) ب  ازۀ دو در اع  داد اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ال  ͽ  وی
م  ج  م  وع  ۀ در (F ب  لاف  ص  ل (ت  ال  ͬ F از ب  زرگ  ت  ر ع  ن  ص  ر ͅ  ت  ری  ن ک  وچ   f(F ) ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه اس  ت. ب  ی  ان پ  ذی  ر
ب  رای ن  ی  ز م  دل ای  ن در ͬ ت  وان م   را ش  د، داده ت  وض  ی  ح ب  الا م  لاح  ظ  ۀ در ک  ه روش  ͬ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. Fib(M)

ͅ  ار ب   غ  ی  راس  ت  ان  دارد)، ب  ازۀ (ح  ت  ͬ ش  ده داده ب  ازۀ ͷ  ی در g ت  اب  ع م  ق  دار ب  ی  ش  ت  ری  ن ی  ا و ک  م  ت  ری  ن آوردن ب  دس  ت
اع  داد زی  را ن  ش  ود، م  ت  وق  ف م  رح  ل  ه م  ت  ن  اھ ͬ از ب  ع  د غ  ی  راس  ت  ان  دارد، ب  ازه ھ ای در روش ای  ن اس  ت ͅ  ن م  م   ام  ا ب  رد.
م  دل  ͬ ھ ر ب  ه و ک  ل  ͬ ح  ال  ت در ͬ ت  وان ن  م   را روش ای  ن ل  ذا ن  دارن  د. م  ت  ن  اھ ͬ ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ن  م  ای  ش غ  ی  راس  ت  ان  دارد

داد. ت  ع  م  ی  م
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ھ س  ت  ی  م. زی  ر دس  ت  ͽ  اه ب  رای ج  واب  ͬ ی  اف  ت  ن ب  ه دن  ب  ال ب  خ  ش، زی  ر ای  ن ادام  ۀ xدر ∈ (a, b)

g(x) ∈ (g(c), g(d))

ب  ه م  س  ال  ه ای  ن آن  ͽ  اه ب  اش  د، ن  داش  ت  ه وج  ود م  ح  دودی  ت  ͬ x ب  رای اگ  ر دس  ت  ͽ  اه ای  ن در ک  ه ب  اش  ی  د داش  ت  ه ت  وج  ه
اس  ت. ح  ل ق  اب  ل زی  ر ح  ق  ی  ق  ت از اس  ت  ف  اده ب  ا و س  ادگ  ͬ

دارد. ق  رار ([φc], [φd]) ب  ازۀ در φ(c+ f̄(d− c)) ع  دد اع  ش  اری ق  س  م  ت .٣٣�٣ ح  ق  ی  ق  ت

ح  ال .[φf̄(x)] = (۲ − φ)[φx] ھ م  واره دل  خ  واه x ھ ر ب  رای ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه اب  ت  دا اث  ب  ات.
ھ م  چ  ن  ی  ن .[φf̄(d − c)] = (۲ − φ)([φd] − [φc]) ب  ن  اب  رای  ن ،[φc] < [φd] ͬ ک  ه آن  ج  ای   از
ای  ن از .[φc] + (۲ − φ)([φd] − [φc]) < [φd] ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ک  ه ،(۱ − φ)[φc] > (۱ − φ)[φd]

ک  ه اس  ت واض  ح .[φc] + (۲ − φ)([φd] − [φc]) = [φc + φf̄(d − c)] ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ن  اب  راب  ری
.[φc] < [φc] + (۲− φ)([φd]− [φc])

اس  ت. ح  ق  ی  ق  ت ای  ن از ج  ال  ب ن  ت  ی  ج  ه ای ͅ  ر ک  رون   ی  ͷ ب  ع  دی ق  ض  ی  ۀ ب  دون س  ور و اول م  رت  ب  ۀ ب  ی  ان
م  دل ͷ  ی از A زی  رس  اخ  ت  ار ͷ  ی در ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ دن  ب  ال  ۀ ع  ن  اص  ر ک  ه ͬ ش  ود م   ب  اع  ث زب  ان ب  ه G ت  اب  ع اف  زودن
ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه ب  م  ان  ن  د، ب  اق  ͬ ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ن  ی  ز م  دل ای  ن در Th(Z,+,−, f, G,<, ۰,۱) ن  ظ  ری  ۀ از ،M
زوج ان  دی  س ب  ا ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ ب  زرگ  ت  ری  ن ب  ا ب  راب  ر G(۰, a) ،a دل  خ  واه ع  دد ھ ر ب  رای زی  را .Fib(A) ⊆ Fib(M)

ع  ن  اص  ر از غ  ی  ر دی  ͽ  ری ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ اع  داد اس  ت ͅ  ن م  م   M در ک  ه ب  اش  ی  د داش  ت  ه ت  وج  ه اس  ت. a از ک  م  ت  ر
ب  ر ت  اث  ی  ری ͬ ک  ن  ی  م، م   ت  ح  دی  د A م  ج  م  وع  ۀ ب  ه را G ت  اب  ع ک  ه زم  ان  ͬ ع  ن  اص  ر ای  ن وج  ود ول  ͬ ش  ون  د، ی  اف  ت Fib(A)

ن  دارد. ت  اب  ع ای  ن رف  ت  ار
ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را آن  ه  ا از ͬ  ͅ ی   زی  ر ح  ق  ی  ق  ت در ک  ه دارد، ن  ی  ز دی  ͽ  ری ج  ال  ب م  زای  ای زب  ان، در G ت  اب  ع وج  ود

در ع  ن  اص  ری c و b ،a و Th(Z,+,−, f, G,<, ۰,۱) ن  ظ  ری  ۀ ب  رای م  دل  ͬ M ک  ن  ی  د ف  رض .٣۴�٣ ح  ق  ی  ق  ت
ھ س  ت  ن  د. ب  رق  رار زی  ر م  وارد ص  ورت ای  ن در ب  اش  ن  د. M

،p = G(a− c, b− c)+ c اگ  ر ص  ورت ای  ن در .Sc = {x ∈ (a, b) : [φx] > [φc]} ̸= ∅ ک  ن  ی  د ف  رض .١
.[φp] = min{[φx] : x ∈ Sc} آن  ͽ  اه

ص  ورت ای  ن در .q = G(a + c, b + c) − c و S ′
c = {x ∈ (a, b) : [φx] > ۱ − [φc]} ̸= ∅ اگ  ر .٢

.[φq] = min{[φx] : x ∈ S ′
c}



۶٩ وی  ت  هˀ  ف دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ͬ ت  رت  ی  ب  ͬ ج  م  ع   س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٣ ف  ص  ل

[φ(p− c)] = min{[φx] : x ∈ ͬ ک  ن  ی  م م   ادع  ا .[φp] = min{[φx] : x ∈ Sc} ک  ن  ی  د ف  رض .١ م  ورد اث  ب  ات.
ͬ ش  ود. م   ث  اب  ت ͅ  م ح   و G(a− c, b− c) = p− c ص  ورت ای  ن در .(a− c, b− c)}

ͬ ت  وان م   را x ∈ (a− c, b− c) ع  ن  ص  ر ھ ر .[φ(p− c)] = [φp]− [φc] پ  س ،[φp] > [φc] ͬ ک  ه آن  ج  ای   از
.[φ(x′− c)] = [φx′]− [φc] آن  ͽ  اه ،[φx′] > [φc] اگ  ر ح  ال .x′ ∈ (a, b) آن در ک  ه ن  وش  ت x′− c ب  ه ص  ورت
اگ  ر ص  ورت، ای  ن درغ  ی  ر .[φx] = [φ(x′ − c)] > [φ(p− c)] ل  ذا ،[φx′] > [φp] و x′ ∈ (a, b) ͬ ک  ه آن  ج  ای   از
.[φ(x′ − c)] = [φx′] − [φc] + ۱ > [φp] − [φc] = [φ(p − c)] ک  ه اس  ت واض  ح آن  ͽ  اه ،[φx′] < [φc]

اس  ت. {[φx] : x ∈ (a− c, b− c)} م  ج  م  وع  ۀ م  ق  دار ک  م  ت  ری  ن [φ(p− c)] ح  ال  ت دو ھ ر در ب  ن  اب  رای  ن
ͬ ت  وان م   ،١ م  ورد اس  ت  دلال ب  ا م  ش  اب  ه اس  ت  دلال  ͬ ب  ا .[φq] = min{[φx] : x ∈ S ′

c} ک  ن  ی  د ف  رض .٢ م  ورد
.G(a+ c, b+ c) = q + c ب  ن  اب  رای  ن ،[φ(q + c)] = min{[φx] : x ∈ (a = c, b+ c)} ک  ه داد ن  ش  ان

ک  ن  ی  م. ح  ل را ن  ظ  ر م  ورد دس  ت  ͽ  اه ͬ ت  وان  ی  م م   م  ش  اھ ده ھ ا، و ح  ق  ای  ق ای  ن ب  ی  ان ب  ا

ب  ͽ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را زی  ر دس  ت  ͽ  اه .٣۵�٣ aن  ت  ی  ج  ه < x < b,

[φc] < [φx] < [φd],
(١۴)

اس  ت. دس  ت  ͽ  اه ای  ن ب  رای ج  واب  ͬ G(a− c, b− c) + c ک  ه ͬ ک  ن  د م   ب  ی  ان ب  الا ح  ق  ی  ق  ت

ب  ای  د ک  ن  ی  م، ث  اب  ت را ح  ذف س  ور ⟨Z,+,−, f, G,<, ۰,۱⟩ س  اخ  ت  ار ب  رای ب  خ  واھ ی  م اگ  ر .٣۶�٣ م  لاح  ظ  ه
ب  ت  وان ک  ه ͬ رس  د م   ب  ه ن  ظ  ر ٣۵-٣ ن  ت  ی  ج  ۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن ب  ی  اب  ی  م. (١۴) دس  ت  ͽ  اه ب  رای ج  واب  ͬ ب  ت  وان  ی  م
ح  ل را زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادلات  ͬ ب  ای  د ص  ورت ای  ن در ام  ا ک  رد. ث  اب  ت زب  ان، ب  ه G ت  اب  ع اف  زودن ب  ا را ح  ذف س  ور

ͬ ک  ن  د. ن  م   ͬ  ͅ ک  م   دس  ت  ͽ  اه ای  ن ح  ل در م  ا ب  ه زب  ان در G ت  اب  ع وج  ود ک  ه aک  ن  ی  م، < x۱ < x۲ < b

[φc] < [φx۱] < [φx۲] < [φd],
(١۵)

دو ای  ن ͅ  ه ای  ن   ول  ͬ گ  ی  رد ق  رار اس  ت  ف  اده م  ورد م  ج  زا، ب  ه ص  ورت x۲ و x۱ ع  ن  اص  ر ی  اف  ت  ن در ͬ ت  وان  د م   G ت  اب  ع
ت  ض  م  ی  ن ͬ ت  وان  د ن  م   G ت  اب  ع را دارن  د ͅ  دی  ͽ  ر ی   ب  ه ن  س  ب  ت وض  ع  ی  ت  ͬ چ  ه اع  ش  اری و ع  ددی ت  رت  ی  ب ل  ح  اظ از ع  ن  ص  ر

روی  م. ع  ددی  ـ  ـاع  ش  اری ال  ͽ  وھ ای س  راغ ب  ه  م  ا ح  ذف س  ور، اث  ب  ات رون  د در ت  ا ش  د ب  اع  ث م  ش  اھ ده ای  ن ک  ن  د.

ͬ  ͅ ت  وپ  ول  وژی   خ  اص  ی  ت ن  ی  ز ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر م  ج  م  وع  ه ھ ای ب  رخ  ͬ ش  د، گ  ف  ت  ه ب  الا در ک  ه م  لاح  ظ  ات  ͬ ع  لاوه ب  ر
دارن  د. ج  ال  ب  ͬ



٧٠ وی  ت  هˀ  ف دن  ب  ال  ۀ ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ͬ ت  رت  ی  ب  ͬ ج  م  ع   س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .٣ ف  ص  ل

ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، Z از ͬ ک  ران ب   و ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر زی  رم  ج  م  وع  ه ای X ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض .٣٧�٣ م  لاح  ظ  ه
اگ  ر دی  ͽ  ر، ب  ه ب  ی  ان  ͬ اس  ت. ح  دی ن  ق  ط  ۀ دارای [φX] م  ج  م  وع  ۀ ای  ن .[φX] = {[φx] : x ∈ X} ک  ن  ی  د ت  ع  ری  ف
م  وج  ودن  د X در y و x م  ان  ن  د م  ت  م  ای  زی ع  ن  اص  ر ،z ھ ر ب  رای آن  ͽ  اه ب  اش  د، ͬ ک  ران ب   و ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر م  ج  م  وع  ه ای X

اس  ت. درس  ت ن  ی  ز ن  ظ  ری  ه م  دل ھ ای ت  م  ام در گ  زاره ای  ن .۰ < [φx]− [φy] < [φz] ک  ه



۴ ف  ص  ل

ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری
ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͷ  ی ب  ا

س  اخ  ت  ار م  ط  ال  ع  ۀ ب  ه ف  ص  ل ای  ن در ب  اش  د. ͷ  ی از ب  زرگ ت  ر م  ح  اس  ب  ه پ  ذی  ر م  ت  ع  ال  ͬ ع  دد ͷ  ی α ک  ن  ی  د ف  رض
ھ دف ͬ ن  ͽ  ارد. م   ⌊αx⌋ ب  ه را x ع  ن  ص  ر ھ ر ک  ه اس  ت ت  اب  ع  ͬ ،f آن در ک  ه پ  رداخ  ت  ه ای  م، Zα = ⟨Z,+, ۰,۱, f⟩

ͬ ک  ن  ی  م، م   دن  ب  ال ف  ص  ل ای  ن در ک  ه ͅ  ردی روی   اس  ت. س  اخ  ت  ار ای  ن ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری اث  ب  ات ف  ص  ل، ای  ن در م  ا
ب  ودن م  دل  ک  ام  ل از ن  ت  ی  ج  ه ای ب  ه ع  ن  وان را ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری ف  ص  ل، ای  ن در اس  ت. ٢ ف  ص  ل ͅ  رد روی   از م  ت  ف  اوت

اس  ت. زی  ر ق  ض  ی  ۀ ف  ص  ل ای  ن ن  ت  ی  ج  ۀ م  ه  م  ت  ری  ن ب  ن  اب  رای  ن ͬ ک  ن  ی  م، م   ب  ی  ان س  اخ  ت  ار

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر ن  ت  ی  ج  ه در و اس  ت م  دل ک  ام  ل Zα س  اخ  ت  ار ق  ض  ی  ه.

ش  رط ی  اف  ت  ن ب  ه م  ن  ظ  ور ک  ن  ی  م. ب  ررس  ͬ را م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ھ ای ح  ل پ  ذی  ری ب  ای  د ب  الا، ق  ض  ی  ۀ اث  ب  ات ب  رای
ͬ ک  ن  ی  م. م   دس  ت  ه ب  ن  دی ج  ب  ری و غ  ی  رج  ب  ری دس  ت  ۀ دو ب  ه  را م  ع  ادلات اب  ت  دا م  ع  ادلات، دس  ت  ͽ  اه ھ ای ح  ل پ  ذی  ری
ش  رط ن  خ  س  ت، گ  ام در ن  ی  س  ت  ن  د. ج  واب م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد دارای ک  ه ھ س  ت  ن  د م  ع  ادلات  ͬ غ  ی  رج  ب  ری، م  ع  ادلات
گ  ام در ͬ اف  زای  ی  م. م   ن  ظ  ری  ه ب  ه اص  ل ͷ  ی ب  ه ع  ن  وان را ش  رط ای  ن و ͬ آوردی  م م   ب  دس  ت را م  ع  ادلات ای  ن ح  ل پ  ذی  ری
ت  ͷ م  ت  غ  ی  ره ج  ب  ری م  ع  ادلات س  ادۀ ح  ال  ت اب  ت  دا ج  ب  ری، م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ح  ل پ  ذی  ری ش  رط ی  اف  ت  ن ب  رای ب  ع  دی،
ب  ررس  ͬ ب  ه س  پ  س، ͬ ک  ن  ی  م. م   اض  اف  ه ن  ظ  ری  ه ب  ه دی  ͽ  ری اص  ل ب  ه ع  ن  وان را آن م  ع  ادل ش  رط و ͬ گ  ی  ری  م م   ن  ظ  ر در را
ن  ت  ی  ج  ه دوم  ت  غ  ی  ره ح  ال  ت از را چ  ن  دم  ت  غ  ی  ره م  ع  ادلات ح  ل روش ادام  ه در و ͬ پ  ردازی  م م   دوم  ت  غ  ی  ره م  ع  ادلات
ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ͷ  ی ش  ام  ل ت  ن  ه  ا ک  ه ͬ گ  ی  ری  م م   درن  ظ  ر را م  ع  ادلات  ͬ دس  ت  ͽ  اه اب  ت  دا دوم  ت  غ  ی  ره، ح  ال  ت در ͬ گ  ی  ری  م. م  



٧٢ ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͷ  ی ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .۴ ف  ص  ل

در ن  ه  ای  ت ͬ دھ ی  م. م   ق  رار ن  ظ  ری  ه در ج  دی  دی اص  ل ب  ه ع  ن  وان را دس  ت  ͽ  اھ ͬ چ  ن  ی  ن ح  ل پ  ذی  ری ش  رط و اس  ت
ن  ظ  ری  ه ب  ه  اص  ل ͷ  ی ب  ه ع  ن  وان را آن ح  ل پ  ذی  ری ش  رط و ͬ گ  ی  ری  م م   درن  ظ  ر را ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ دو ب  ا دس  ت  ͽ  اه ھ ای
Zα س  اخ  ت  ار در را ن  ظ  ر م  ورد اص  ل درس  ت  ͬ ل  م، ͷ  ی ارئ  ۀ ب  ا اص  ل، ھ ر ب  ی  ان از ق  ب  ل م  رح  ل  ه، ھ ر در ͬ اف  زای  ی  م. م  
ͬ دھ ی  م. م   ن  ش  ان را اس  ت ش  ده س  اخ  ت  ه آن  ج  ا ت  ا ک  ه ن  ظ  ری  ه ای ب  ودن م  دل  ک  ام  ل اص  ل، ب  ی  ان از پ  س و ͬ ک  ن  ی  م م   ب  ی  ان
ب  ه ت  وج  ه ب  ا و ن  ظ  ری  ه ب  ودن ک  ام  ل اس  ت، ش  ده ارائ  ه  ن  ظ  ری  ۀ ب  رای اول  ͬ م  دل Zα س  اخ  ت  ار ͅ  ه ای  ن   از ان  ت  ه  ا، در

ͬ ک  ن  ی  م. م   اس  ت  ن  ت  اج را ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری م  وض  وع  ه، اص  ول ب  ودن ب  ازگ  ش  ت  ͬ
ن  رس  ی  ده چ  اپ ب  ه م  ج  ل  ه ای در ھ ن  وز ح  اض  ر ح  ال در و اس  ت ج  دی  د ک  ام  لا́ ف  ص  ل ای  ن در آم  ده ب  دس  ت ن  ت  ای  ج

اس  ت. م  وج  ود [١١] در آن ارس  ال آم  ادۀ ن  س  خ  ۀ اس  ت.

اول  ی  ه م  وض  وع  ۀ اص  ول ١ . ۴

ای  ن در Z ـ  ـگ  روه ھ ا ن  ظ  ری  ه ˄ اص  ول ت  م  ام ب  ن  اب  رای  ن دارد، ق  رار ⟨Z,+, ۰⟩ س  اخ  ت  ار ب  ه خ  ودی خ  ود س  اخ  ت  ار ای  ن در
ن  ش  ان T۰ ب  ا را آن و ͬ ک  ن  ی  م م   ب  ی  ان س  اخ  ت  ار ای  ن ب  رای ک  ه را (T۰) اص  ل  ͬ اول  ی  ن ل  ذا اس  ت. درس  ت س  اخ  ت  ار

اس  ت. Z ـ  ـگ  روه ھ ا ن  ظ  ری  ۀ اص  ول ھ م  ان ͬ دھ ی  م، م  
ای  ن در آن از ک  ه ق  ض  ی  ه ھ ای  ͬ م  ه  م  ت  ری  ن از ͬ  ͅ ی   ک  ه داری  م س  ع  ͬ ق  ب  ل، ف  ص  ل ھ ای م  ش  اب  ه ب  خ  ش، ای  ن ادام  ۀ در
در اص  ل  ͬ ب  ه ع  ن  وان را آن و ک  ن  ی  م ب  ی  ان اول م  رت  ب  ۀ را ͅ  ر، ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ی  ع  ن  ͬ ͬ ک  ن  ی  م، م   اس  ت  ف  اده ک  ث  رت ب  ه ف  ص  ل

داری  م. ق  ض  ی  ه ای  ن چ  ن  دبˀ  ع  دی ص  ورت ب  ه ن  ی  از ،α ب  ودن غ  ی  رج  ب  ری ب  ه ت  وج  ه ب  ا ام  ا دھ ی  م. ق  رار ن  ظ  ری  ه
ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر ͅ  ه ای  ن   ع  لاوه ب  ر [αx] ب  ه ص  ورت اع  داد ب  ی  ن ت  رت  ی  ب ن  ی  ز س  اخ  ت  ار ای  ن در ،٢ ف  ص  ل ب  ه م  ش  اب  ه
ک  ردی  م، اش  اره ٢ ف  ص  ل در ک  ه ھ م  ان  ط  ور م  ث  ال، ب  رای ͬ ک  ن  د. م   ای  ف  ا م  ا اث  ب  ات ھ ای در را اس  اس  ͬ ن  ق  ش  ͬ اس  ت،
و اگ  ر ℓ = ۰ ک  ه ،ℓ ∈ {۰,۱} ͷ  ی ب  رای ،f(a+ b) = f(a) + f(b) + ℓ ھ م  واره b و a ع  ن  ص  ر دو ھ ر ب  رای

.[αa] + [αb] < ۱ اگ  ر ت  ن  ه  ا
ͅ˼  ر ک  رون˼   چ  ن  دبˀ  ع  دی ت  خ  م  ی  ن ق  ض  ی  ۀ ͬ ت  وان  ی  م م   اس  ت، ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر اع  ش  اری ق  س  م  ت  ھ ای ب  ی  ن ت  رت  ی  ب ک  ه ح  ال

ک  ن  ی  م. ب  ی  ان اول، م  رت  ب  ه ب  ه ص  ورت را ١

خ  ط  ͬ م  س  ت  ق  ل Q روی ۱ و βn ،. . . ،β۱ ح  ق  ی  ق  ͬ اع  داد اگ  ر ͅ  ر). ک  رون   چ  ن  دب  ع  دی (ق  ض  ی  ۀ ١�۴ ح  ق  ی  ق  ت
اس  ت. چ  ͽ  ال (۰,۱)n در {([β۱x], . . . , [βnx]) : x ∈ N} م  ج  م  وع  ۀ آن  ͽ  اه ب  اش  ن  د،

ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه [۴۴٢ ق  ض  ی  ه ،٧] ب  ه ق  ض  ی  ه ای  ن اث  ب  ات م  ش  اھ دۀ ب  رای اث  ب  ات.

ص  ورت ک  ه آن  ج  ای  ͬ از ام  ا ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ از س  اخ  ت  ار ای  ن در f ت  اب  ع ͬ ھ ای وی  ژگ   از ب  س  ی  اری
ب  ی  ان زب  ان ͅ  ان  ات ام   از ب  ه  ره ب  ردن ب  ا را ق  ض  ی  ه ب  ای  د ن  ی  س  ت، زب  ان در اول م  رت  ب  ه ف  رم  ول ͷ  ی ق  ض  ی  ه  ای  ن ظ  اھ ری

١Kronecker’s approximation theorem



٧٣ ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͷ  ی ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .۴ ف  ص  ل

ب  ی  ان ھ س  ت  ن  د، ت  ع  ری  ف ق  اب  ل زب  ان در ک  ه را اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ک  ارب  ردی و م  ه  م خ  اص  ی  ت چ  ن  د اب  ت  دا در ک  ن  ی  م.
ͬ ک  ن  ی  م. م  

،b و a ص  ح  ی  ح ع  دد ھ ر ب  رای .٢�۴ ل  م

.Zα |= f(a+ b) = f(a) + f(b) اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر [αa] < ۱− [αb] .١

ک  ه ،Zα |= ϕ(a, b) اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر [αa] < [αb] .٢

ϕ(x, y) := ∀z (f(z + x) = f(z) + f(x) + ۱ → f(z + y) = f(z) + f(y) + ۱) .

ک  ه ͬ ک  ن  د م   ب  ی  ان ϕ(x, y) ف  رم  ول ک  ه ک  ن  ی  د دق  ت دوم، ق  س  م  ت اث  ب  ات ب  رای اس  ت. س  اده اول م  ورد اث  ب  ات اث  ب  ات.
اس  ت واض  ح آن  ͽ  اه ،[αa] < [αb] اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن .[αy] + [αz] > ۱ آن  ͽ  اه ،[αx] + [αz] > ۱ اگ  ر ،z ھ ر ب  رای

اس  ت. درس  ت Zα در ϕ(a, b) ک  ه
ص  ورت ای  ن در .[αa] > [αb] ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض خ  ل  ف ب  رھ ان ب  ه دوم، ق  س  م  ت دی  ͽ  ر ط  رف اث  ب  ات ب  رای
م  وج  ود چ  ن  ان c م  ان  ن  د ع  ن  ص  ری ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ و ن  اب  راب  ری ای  ن از ح  ال .۱− [αa] < ۱− [αb]

،[αc] + [αa] > ۱ زی  را اس  ت؛ م  س  ال  ه ف  رض ب  ا ت  ن  اق  ض ای  ن و ۱ − [αa] < [αc] < ۱ − [αb] ک  ه اس  ت
.[αc] + [αb] < ۱ ک  ه درح  ال  ͬ

ای  ن ب  ودی  م. ک  رده اس  ت  ف  اده اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ب  ی  ن ت  رت  ی  ب ای  ن ب  ی  ان ب  رای R م  ح  م  ول از ٢ ف  ص  ل در
اس  ت. R راب  ط  ۀ ھ م  ان واق  ع در ،ϕ ف  رم  ول

ف  رم  ول ب  رای ع  م  وم  ͬ م  ع  ادل  ͬ ب  الا ل  م دوم ق  س  م  ت ͅ  ر، ک  رون   ق  ض  ی  ۀ از ن  ت  ی  ج  ه ای ب  ه ع  ن  وان ب  ن  اب  رای  ن
ب  ای  د ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. اع  داد اع  ش  اری ق  س  م  ت م  ورد در ت  رت  ی  ب ب  ی  ان گ  ر  ف  رم  ول ای  ن ͬ دھ د. م   ارائ  ه [αa] < [αb]

پ  ی  ش  ن  ه  اد را زی  ر ن  م  ادگ  ذاری ھ ای ل  م، ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا آن، از ق  ب  ل دھ ی  م. ق  رار م  وض  وع  ه اص  ول در را وی  ژگ  ͬ ای  ن
ͬ ک  ن  ی  م. م  

.٣�۴ ن  م  ادگ  ذاری

ب  ه ط  ور ͬ ک  ن  ی  م. م   اس  ت  ف  اده «[αx] < [αy]» از راح  ت  ͬ ب  رای ϕ(x, y) اول م  رت  ب  ه ف  رم  ول از اس  ت  ف  اده ب  ج  ای .١
«[αa] < [αx] < [αb]» ی  ا «[αx] ∈ ([αa] , [αb])» ع  ب  ارت ھ ای از اب  ه  ام  ͬ ھ ی  چ گ  ون  ه ب  دون و م  ش  اب  ه

ͬ ک  ن  ی  م. م   اس  ت  ف  اده

ب  ه ط  ور و اس  ت f(x+ a) = f(x) + f(a) اول م  رت  ب  ۀ ف  رم  ول ،«[αx] < ۱− [αa]» ع  ب  ارت از م  ن  ظ  ور .٢
اس  ت. f(x+ a) = f(x) + f(a) + ۱ اول م  رت  ب  ۀ ف  رم  ول «[αx] > ۱− [αa]» از م  ن  ظ  ور م  ش  اب  ه،
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ͬ ک  ن  ی  م. م   اس  ت  ف  اده ن  ی  ز «[αy] < [αx]» ن  م  اد ب  ه  ج  ای «۱− [αx] < ۱− [αy]» ن  م  اد از .٣

ͬ ک  ن  ی  م. م   ح  ذف ب  الا ع  ب  ارات ت  م  ام از را ن  م  ادھ ای گ  ی  و م  ه ب  ه  ت  ر، خ  وان˼  ش ب  رای .۴

اع  ش  اری، ق  س  م  ت ھ ای ب  ی  ن ت  رت  ی  ب راب  ط  ۀ ب  ی  ان ب  رای دی  ͽ  ر ن  م  ادھ ای ت  م  ام  ͬ و [αx] < [αy] ن  م  اد از .۵
ب  ه ص  ورت م  ت  ن در ͅ  ه ای  ن   م  ͽ  ر ͬ ک  ن  ی  م، م   اس  ت  ف  اده ح  ق  ی  ق  ͬ) اع  داد روی ط  ب  ی  ع  ͬ (ت  رت  ی  ب ط  ب  ی  ع  ͬ ب  ه م  ع  ن  ای

ک  ن  ی  م. اش  اره آن ب  ه م  س  ت  ق  ی  م

[αx] < [αy] راب  ط  ۀ خ  ط  ͬ ت  رت  ی  ب ب  ی  ان  ͽ  ر اص  ول ای  ن ک  ه اس  ت ن  ی  از اص  ول  ͬ ب  ود، ح  دس ق  اب  ل ک  ه ھ م  ان گ  ون  ه
اص  ول ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ن  ی  ز چ  ͽ  ال خ  ط  ͬ، ت  رت  ی  ب راب  ط  ۀ ای  ن ک  ه ͬ ک  ن  د م   ب  ی  ان ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ آن، ع  لاوه ب  ر ب  اش  د.

ͬ دھ ی  م. م   ق  رار ن  ظ  ری  ه م  وض  وع  ه اص  ول از ͬ  ͅ ی   ب  ه ع  ن  وان را زی  ر

.١ اص  ل

اس  ت. چ  ͽ  ال خ  ط  ͬ ت  رت  ی  ب راب  ط  ۀ ͷ  ی [αx] < [αy] راب  ط  ۀ .١

.[αx] > ۱− [αy] ی  ا [αx] < ۱− [αy] ی  ا ھ م  واره ،y و x ھ ر ب  رای .٢

رواب  ط ب  ررس  ͬ ب  ه ن  ی  ازی ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ب  ودن م  دل ک  ام  ل اث  ب  ات ف  ص  ل، ای  ن در م  ا ھ دف ͬ ک  ه آن  ج  ای   از
و ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ب  ه ن  س  ب  ت را ب  ه  ت  ری ش  ه  ود زی  ر گ  زارۀ اث  ب  ات ک  ه آن  ج  ای  ͬ از وج  ود، ای  ن ب  ا ن  داری  م. ھ م  ن  ه  ش  ت  ͬ

ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را آن ͬ ک  ن  د، م   ف  راھ م م  ا ب  رای [αx] آزادان  ه» «ان  ت  خ  اب ن  ح  وۀ

اس  ت. ص  ح  ی  ح اع  داد در ج  واب ن  ام  ت  ن  اھ ͬ دارای زی  ر م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه .۴�۴ xگ  زاره
m≡ i

f(x)
n≡ j

(١)

ای  ن ح  ل ب  رای ب  ن  اب  رای  ن، .
[
α x

n

]
∈ ( j

n
, j+۱

n
) اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر f(x) n≡ j داری  م ،١۶-٢ ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا اث  ب  ات.

ک  ه ب  ه ط  وری ب  ی  اب  ی  م را y م  ان  ن  د ع  ددی اس  ت ک  اف  ͬ ]دس  ت  ͽ  اه،
(my + i)α

n

]
∈ (

j

n
,
j + ۱
n

).

ک  ه ͬ ی  اب  ی  م م   چ  ن  ان را y ع  ن  ص  ر ͅ  ر، ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ب  ن  اب  ه ص  ورت ای  ن در ، j+۱
n
> [ i

n
α] اگ  ر ح  ال

[mα
n
y
]
< ۱−

[
i

n
α

]
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ھ م  زم  ان و
j

n
−

[
i

n
α

]
<

[mα
n
y
]
<
j + ۱
n

−
[
i

n
α

]
.

ص  ورت ای  ن ]در
(my + i)α

n

]
=

[mα
n
y
]
+

[
i

n
α

]
∈ (

j

n
,
j + ۱
n

).

ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ان  ت  خ  اب ب  ه ن  ح  وی را y ع  ن  ص  ر ͅ  ر، ک  رون   ق  ض  ی  ۀ از اس  ت  ف  اده ب  ا ، j+۱
n
> [ i

n
α] ک  ه ح  ال  ت  ͬ در

[mα
n
y
]
> ۱−

[
i

n
α

]
ن  ی  ز و

۱+
j

n
−

[
i

n
α

]
<

[mα
n
y
]
< ۱+

j + ۱
n

−
[
i

n
α

]
.

ͬ گ  ی  رد. م   ق  رار م  ط  ل  وب ب  ازۀ در
[
(my+i)α

n

]
ب  الا، ح  ال  ت م  ش  اب  ه ن  ی  ز ح  ال  ت ای  ن در

ع  ن  اص  ر اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ب  ودن چ  ͽ  ال م  ث  لا́ گ  رف  ت، ͬ ت  وان م   ج  ال  ب  ͬ ب  س  ی  ار ن  ت  ای  ج گ  زاره ای  ن از
ع  ب  ارت ف  وق گ  زارۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ع  لاوه ب  رای  ن، اس  ت. م  وارد ای  ن از ͬ  ͅ ی   راب  ط  ه، ای  ن ب  ه ن  س  ب  ت Zα در nZα

اس  ت. ب  ی  ان ق  اب  ل زب  ان در ن  ی  ز «[αx] ∈ ( j
n
, j+۱

n
)»

ھ س  ت  ن  د. خ  ط  ͬ م  س  ت  ق  ل Q روی ۱ و αn, . . . , α اع  داد ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، م  ت  ع  ال  ͬ ع  ددی α ͬ ک  ه آن  ج  ای   از
اث  ب  ات ب  رای ش  د، ب  ی  ان ک  ه ھ م  ان ط  ور اس  ت. ب  رق  رار اع  داد ای  ن ب  رای ن  ی  ز ͅ  ر ک  رون   چ  ن  دب  ع  دی ق  ض  ی  ۀ ب  ن  اب  رای  ن
را ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ب  ن  اب  رای  ن ک  ن  ی  م. «ک  ن  ت  رل» ب  ت  وان  ی  م را اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ک  ه اس  ت ن  ی  از ب  ودن م  دل ک  ام  ل
درم  ورد زی  ر ق  ض  ی  ۀ ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده ب  ودن م  دل ک  ام  ل اث  ب  ات در ب  ت  وان  ی  م آن از ت  ا ͬ دھ ی  م م   ت  ع  م  ی  م زی  ر ب  ه ص  ورت
ق  ض  ی  ه ای  ن در اس  ت. ح  ق  ی  ق  ͬ اع  داد در آن م  ع  م  ول  ͬ م  ف  ه  وم ھ م  ان ب  ودن، چ  ͽ  ال از م  ن  ظ  ور و اس  ت ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد

اس  ت. خ  ودش ب  ا f ت  اب  ع ت  رک  ی  ب ب  ار n ،fn از م  ن  ظ  ور ق  ب  ل  ͬ، ف  ص  ل  ھ ای ب  ا م  ش  اب  ه ف  ص  ل، ای  ن ادام  ۀ در و

اس  ت. چ  ͽ  ال (۰,۱)n در زی  ر م  ج  م  وع  ۀ ،n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه). ͅ  ر ک  رون   (ق  ض  ی  ۀ ۵�۴ ق  ض  ی  ه

{([αx], [αf(x)], . . . , [αfn−۱(x)]) : x ∈ N}

ی  اف  ت را x م  ان  ن  د ع  ن  ص  ری ͬ ت  وان م   ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان اب  ت  دا م  ج  م  وع  ه ، ای  ن ب  ودن چ  ͽ  ال اث  ب  ات ب  رای اث  ب  ات.
ک  ن  ی  د ف  رض م  ن  ظ  ور، ای  ن ب  رای ب  ͽ  ی  رن  د. ق  رار م  ط  ل  وب ب  ازه ھ ای در αf(x) و αx اع  ش  اری ق  س  م  ت ک  ه ب  ه ط  وری

ص  ورت ای  ن در .m ≥ ۲ و k ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ب  رخ  ͬ ب  رای [αx] ∈ ( k
αm ,

k+۱
αm )

k

αm−۱
< α [αx] <

k + ۱
αm−۱

.
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ص  ورت ای  ن در ،[α۲x] > k+۱
αm−۱ اگ  ر ح  ال

[αf(x)] = [α(αx− [αx])] = [α۲x]− α [αx] .

اگ  ر م  ش  اب  ه، ب  ه ط  ور ͬ گ  ی  رد. م   ق  رار (۰,۱ − k+۱
αm−۱ ) ب  ازۀ در م  س  ال  ه ف  رض ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ه  ای  ͬ ع  ب  ارت ک  ه

آن  ͽ  اه ،[α۲x] < k+۱
αm−۱

[αf(x)] = [α(αx− [αx])] = [α۲x]− α [αx] + ۱.

چ  ون ح  ال ͬ گ  ی  رد. م   ق  رار (۱ − k
αm−۱ ,۱) ب  ازۀ در ن  ه  ای  ͬ ع  ب  ارت م  ش  اب  ه، ب  ه ط  ور

،α۲ و α اع  داد ب  رای ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ب  ردن ب  ه ک  ار ب  ا ب  ن  اب  رای  ن ،(۰,۱) ⊆ (۰,۱ − k+۱
αm−۱ ) ∪ (۱ − k

αm−۱ ,۱)

.[αf(x)] ∈ (c, d) و [αx] ∈ (a, b) ک  ه ب  ه ط  وری ی  اف  ت x م  ان  ن  د ع  ن  ص  ری ͬ ت  وان م   d و c ،b ،a ھ ر ب  رای
ب  ن  اب  رای  ن ،αfn(x) = αf(fn−۱(x)) چ  ون ب  الا، اس  ت  دلال م  ش  اب  ه اس  ت  دلال  ͬ و اس  ت  ق  را از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ال
ط  رف  ͬ از ک  ن  ی  م. ک  ن  ت  رل را αnf(x) اع  ش  اری ق  س  م  ت ک  ه اس  ت ک  اف  ͬ αfn(x) اع  ش  اری ق  س  م  ت ک  ن  ت  رل ب  رای
آن  ͽ  اه ب  اش  د، ( k

αm ,
k+۱
αm ) ب  ازۀ در αn [αx] اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن .[αnf(x)] = [αn+۱x − αn [αx]] داری  م دی  ͽ  ر

ب  ن  اب  رای  ن داد. ق  رار م  ط  ل  وب ب  ازۀ در را αnf(x) اع  ش  اری ق  س  م  ت ،αn+۱x اع  ش  اری ق  س  م  ت ک  ن  ت  رل ب  ا ͬ ت  وان م  
ق  رار م  ط  ل  وب ب  ازه ھ ای در αf i(x) ق  س  م  ت ھ ای اع  ش  اری ت  م  ام ک  ه ک  رد ان  ت  خ  اب ب  ه گ  ون  ه ای را x ͬ ت  وان م  

ب  ͽ  ی  رن  د.

ͬ ت  وان م   را αf i(x) اع  ش  اری ق  س  م  ت i ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ک  ه ͬ ک  ن  د م   ب  ی  ان ف  وق ق  ض  ی  ۀ دی  ͽ  ر، ب  ی  ان ب  ه
ک  رد. ان  ت  خ  اب ،j ̸= i ھ ر ب  رای ،αf j(x) اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای از م  س  ت  ق  ل و «آزادان  ه»

اس  ت  ف  اده آن از س  اخ  ت  ار ب  ودن م  دل ک  ام  ل اث  ب  ات ب  رای ک  ه اس  ت ق  ض  ی  ه ای م  ه  م  ت  ری  ن ب  الا ق  ض  ی  ۀ ک  ه آن  ج  ای  ͬ از
ب  ی  اف  زای  ی  م. ن  ظ  ری  ه ب  ه اص  ل ͷ  ی ع  ن  وان ب  ه را آن ک  ه اس  ت ن  ی  از ͬ ک  ن  ی  م، م  

ع  دد m ح  داق  ل آن  ͽ  اه ،[αbi] < [αai] اگ  ر ،bn و an ،. . . ،b۱ ،a۱ ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ب  رای .٢ اص  ول ش  م  ای
ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان x ط  ب  ی  ع  ͬ

n∧
i=۰

(
۱− [αai] <

[
αf i(x)

]
< ۱− [αbi]

)
.

ھ م  زم  ان ک  ه ب  ه ط  وری دارد وج  ود x م  ان  ن  د ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ن  ام  ت  ن  اھ ͬ ک  ه ͬ ک  ن  د م   ب  ی  ان واق  ع در اص  ول ش  م  ای ای  ن
م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه ͬ ش  ون  د، م   ت  ول  ی  د اص  ل ھ ا m و n ت  غ  ی  ی  ر ب  ا ھ م  چ  ن  ی  ن گ  ی  رد. ق  رار ش  ده داده ب  ازۀ ھ ر در [αf i(x)]

داری  م. اص  ل ͷ  ی m و n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ک  ه
ح  ال  ͬ در ای  ن اس  ت. αf i(x) اع  ش  اری ق  س  م  ت م  ورد در ف  ق  ط اص  ل، ای  ن ͬ ک  ن  ی  د م   م  ش  اھ ده ک  ه ھ م  ان ط  ور
ض  رای  ب ب  ا و α ح  س  ب ب  ر گ  وی  ای چ  ن  دج  م  ل  ه ای ت  اب  ع H(α) اگ  ر ک  ه دی  د خ  واھ ی  م ب  ع  د ق  س  م  ت ھ ای در ک  ه اس  ت

ب  دان  ی  م. H(α)x اع  ش  اری ق  س  م  ت م  ورد در ن  ی  ز ح  ق  ای  ق  ͬ اس  ت لازم آن  ͽ  اه ب  اش  د، ص  ح  ی  ح
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ت  وج  ه ب  ا را م  ع  ادلات ب  ن  اب  رای  ن ک  ن  ی  م، ح  ل را م  ع  ادلات ب  ای  د ب  ودن، م  دل ک  ام  ل اث  ب  ات ب  رای ͅ  ه ای  ن   ب  ه ت  وج  ه ب  ا
زی  ردس  ت  ۀ دو ب  ه ͬ ش  ود، ن  م   ͅ  ه ای  ن   ی  ا و ͬ ش  ود م   ظ  اھ ر آن  ه  ا در اع  ش  اری ق  س  م  ت م  ورد در ف  رم  ول ھ ای  ͬ ͅ  ه ای  ن   ب  ه
ب  ررس  ͬ را آن  ه  ا ج  داگ  ان  ه زی  رف  ص  ل ھ ای  ͬ در و ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ق  س  ی  م ب  ن  دی ج  ب  ری م  ع  ادلات و غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات
م  ع  ادلات را دارن  د، ج  واب ͬ ن  ه  ای  ت ب   چ  ون ͬ ش  ود، م   ظ  اھ ر اع  ش  اری ق  س  م  ت آن  ه  ا در ک  ه م  ع  ادلات  ͬ ͬ ک  ن  ی  م. م  
در ن  ام  ی  ده ای  م. ج  ب  ری را اس  ت م  ت  ن  اھ ͬ ی  ا ͅ  ت  ا ی   آن  ه  ا ج  واب ک  ه f(x) = a م  ث  ل م  ع  ادلات  ͬ و ن  ام  ی  ده ای  م غ  ی  رج  ب  ری

ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ری  ف دق  ی  ق ب  ه ص  ورت را آن  ه  ا ک  دام، ھ ر ب  ه م  رب  وط زی  رف  ص  ل

غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات ٢ . ۴

غ  ی  رج  ب  ری ف  رم  ول ھ ای ح  د در را ن  ظ  ری  ه ب  ودن م  دل ک  ام  ل ک  ه اس  ت اص  ول  ͬ ارائ  ۀ ھ دف  م  ان زی  رف  ص  ل، ای  ن در
ل  م آن، از ق  ب  ل ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ری  ف دق  ی  ق ب  ه ص  ورت را غ  ی  رج  ب  ری ف  رم  ول ھ ای اب  ت  دا م  ن  ظ  ور ای  ن ب  رای ک  ن  د. ت  ض  م  ی  ن
در ͅ  ه ای  ن   ع  لاوه ب  ر ک  ه ک  رده ای  م م  ع  رف  ͬ اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ب  رح  س  ب ف  رم  ول  ͬ آن در ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ب  ی  ان را زی  ر

ͬ ک  ن  ی  م. م   اس  ت  ف  اده آن از ب  س  ی  ار ن  ی  ز ب  ع  د ق  ض  ای  ای اث  ب  ات ھ ای در اس  ت، ب  ی  ان ق  اب  ل زب  ان

م  وج  ود ψℓ(ā, b̄) ع  م  وم  ͬ ف  رم  ول ،ℓ ص  ح  ی  ح ع  دد ن  ی  ز و bn, . . . , b۱ و an, . . . , a۱ ع  ن  اص  ر ب  رای .۶�۴ ل  م
اس  ت. م  ع  ادل Zα در زی  ر راب  ط  ۀ ب  رق  راری ب  ا ک  ه ب  ه ط  وری اس  ت

[αa۱] + · · ·+ [αan] < [αb۱] + · · ·+ [αbn] + ℓ (٢)

اس  ت. م  ش  اب  ه ن  ی  ز آن اث  ب  ات و اس  ت ٢-۴ ل  م ٢ ق  س  م  ت از ت  ع  م  ی  م  ͬ ل  م، ای  ن ͬ ک  ن  ی  د م   م  ش  اھ ده ک  ه ھ م  ان ط  ور

ھ م  چ  ن  ی  ن و اس  ت م  ن  ط  ق  ͬ درس  ت ھ م  واره ف  رم  ول ͷ  ی ب  ا م  ع  ادل ψℓ آن  ͽ  اه ،ℓ ≥ n اگ  ر ک  ه اس  ت واض  ح اث  ب  ات.
ψℓ ف  رم  ول ص  ورت ای  ن در ،۰ ≤ ℓ < n ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال اس  ت. ت  ن  اق  ض ب  ا م  ع  ادل ψℓ آن  ͽ  اه ،ℓ ≤ −n اگ  ر
ای  ن در ب  ی  اف  زای  ی  م، (٢) راب  ط  ۀ ط  رف دو ھ ر ب  ه را αx م  ان  ن  د ع  ددی اع  ش  اری ق  س  م  ت اگ  ر ک  ه اس  ت ای  ن ب  ی  ان گ  ر
ت  ول  ی  د ب  زرگ  ت  ر ع  ددی ت  س  اوی راس  ت س  م  ت ک  رد، ت  ول  ی  د j م  ان  ن  د ع  ددی ن  اب  راب  ری ای  ن چ  پ س  م  ت اگ  ر ص  ورت

اس  ت. ℓ < j ≤ n ھ ر ب  رای زی  ر ͅ  ل ب  ه ش   ف  رم  ول ھ ای  ͬ از ع  ط  ف  ͬ ت  رک  ی  ب ب  ه ص  ورت ف  رم  ول ای  ن ک  ن  د.

∀x
(
f(a۱ + · · ·+ an + x) = f(a۱) + · · ·+ f(an) + f(x) + j

→
∨

۰<i<n

f(b۱ + · · ·+ bn + x) = f(b۱) + · · ·+ f(bn) + f(x) + (j − ℓ) + i
) (٣)
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اس  ت. زی  ر ͅ  ل ب  ه ش   ف  رم  ول ھ ای  ͬ از ع  ط  ف  ͬ ت  رک  ی  ب ψℓ ص  ورت ای  ن در ،−n < ℓ < ۰ اگ  ر م  ش  اب  ه، ب  ه ص  ورت

∀x
(
f(b۱ + · · ·+ bn + x) = f(b۱) + · · ·+ f(bn) + f(x) + j

→
∨

۰<i<n

f(a۱ + · · ·+ an + x) = f(a۱) + · · ·+ f(an) + f(x) + (j + ℓ) + i
)

ع  م  وم  ͬ ف  رم  ول ͷ  ی ن  ی  ز آن ن  ق  ی  ض ،ψℓ ف  رم  ول ب  ر ع  لاوه ک  ه ͬ ش  ود م   م  ش  اھ ده ف  وق ل  م اث  ب  ات از .٧�۴ ͅ  ت  ه ن  
اس  ت. ن  ی  ز وج  ودی م  ع  ادل  ͬ دارای ψℓ ف  رم  ول ب  ن  اب  رای  ن اس  ت.

ذک  ر ب  ه م  ا ک  ه ھ س  ت  ن  د، ب  ی  ان ق  اب  ل س  اخ  ت  ار ای  ن در ک  ه دارن  د وج  ود ن  ی  ز دی  ͽ  ری رواب  ط ،(٢) راب  ط  ۀ ع  لاوه ب  ر
ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  س  ن  ده داری  م، ن  ی  از آن  ه  ا ب  ه ادام  ه در ک  ه رواب  ط  ͬ

اس  ت. ب  دون س  ور م  ع  ادل  ͬ دارای Zα در زی  ر راب  ط  ۀ .٨�۴ ل  م

[α(na)] = n [αa]− i (۴)

م  ط  ل  وب ب  دون س  ور ف  رم  ول φn,i ص  ورت ای  ن در ،φn,i(a) := f(na) = nf(a) + i دھ ی  د ق  رار اث  ب  ات.
اس  ت.

ͬ ک  ن  ی  م. م   م  ع  رف  ͬ را زی  ر ن  م  اد گ  ذاری ف  وق، ل  م دو ب  ه ت  وج  ه ب  ا

Zα س  اخ  ت  ار در (۴) و (٢) رواب  ط م  ع  ادل ب  ه ت  رت  ی  ب ،φn,i و ψℓ ف  رم  ول ھ ای ͬ ک  ه آن  ج  ای   از .٩�۴ ن  م  ادگ  ذاری
اس  ت  ف  اده اول م  رت  ب  ۀ ف  رم  ول ھ ای ب  ه ع  ن  وان (۴) و (٢) رواب  ط خ  ود از اب  ه  ام  ͬ، ھ ی  چ ب  دون ادام  ه در ھ س  ت  ن  د،

ͬ ک  ن  ی  م. م   اس  ت  ف  اده خ  ودش ط  ب  ی  ع  ͬ ب  ه م  ع  ن  ͬ
∑

ن  م  اد از ف  رم  ول ھ ا در ھ م  چ  ن  ی  ن ͬ ک  ن  ی  م. م  

ͬ پ  ردازی  م. م   غ  ی  رج  ب  ری ف  رم  ول ͷ  ی ت  ع  ری  ف ب  ه ح  ال ن  م  اد گ  ذاری ھ ا، ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا

زی  ر ب  ه ص  ورت ب  ت  وان را آن ھ رگ  اه ͬ ن  ام  ی  م م   غ  ی  رج  ب  ری را θ(x۱, . . . , xl, ā) م  ان  ن  د ف  رم  ول  ͬ .١٠�۴ ت  ع  ری  ف
ک  رد: ب  ازن  وی  س  ͬ

k∑
i=۰

ni۱

[
αf i(x۱)

]
+ · · ·+

k∑
i=۰

nil

[
αf i(xl)

]
<

k∑
i=۰

mi [αai] + ℓ

ھ س  ت  ن  د. ص  ح  ی  ح اع  دادی ℓ و mi, nij ک  ه
ف  رم  ول ھ ای ھ م  ۀ م  ج  م  وع  ۀ ،A م  ج  م  وع  ۀ روی x̄ = (x۱, . . . , xl) ع  ن  اص  ر غ  ی  رج  ب  ری ت  ای  پ از م  ن  ظ  ور ھ م  چ  ن  ی  ن

اس  ت. ā ∈ A ب  ا θ(x̄, ā) غ  ی  رج  ب  ری
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غ  ی  رج  ب  ری ف  رم  ول ھ ای از م  ث  ال  ͬ دو ھ ر [αx] < ۱− [αa] و [αx] < [αa] ،٢-۴ ل  م ط  ب  ق ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه
ھ س  ت  ن  د.

ای  ن م  ث  ال، ب  ه ع  ن  وان ͬ ک  ن  د. م   ب  ی  ان را اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ͬ ھ ای وی  ژگ   ب  رخ  ͬ ،a روی x غ  ی  رج  ب  ری ت  ای  پ
ͬ ک  ن  د. م   ت  ع  ی  ی  ن ͬ ک  ن  د، م   ص  دق زی  ر ف  رم  ول ھ ای در ک  ه را ℓi اع  داد م  ق  دار ت  ای  پ

f(x+ a) = f(x) + f(a) + ℓ۱

f۲(x+ a) = f(f(x) + (f(a) + ℓ۱)) = f۲(x) + f(f(a) + ℓ۱) + ℓ۲

f۳(x+ a) = f(f۲(x) + f(f(a) + ℓ۱) + ℓ۲) = f۳(x) + f(f(f(a) + ℓ۱) + ℓ۲) + ℓ۳

...

زی  ر ب  ه ص  ورت ͬ ت  وان  ی  م م   را ف  رم  ول ھ ا ای  ن ن  م  ادگ  ذاری ھ ا، ب  ه ت  وج  ه ب  ا ام  ا .ℓi ∈ {۰,۱} ک  ه ب  اش  ی  د داش  ت  ه ت  وج  ه
ک  ن  ی  م. ب  ازن  وی  س  ͬ اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ب  رح  س  ب

ℓi = ۰ ℓi = ۱

i = ۱ [αx] + [αa] < ۱ [αx] + [αa] > ۱

i = ۲ [αf(x)] + [α(f(a) + ℓ۱)] < ۱ [αf(x)] + [α(f(a) + ℓ۱)] > ۱

i = ۳
[
αf۲(x)

]
+ [α(f(f(a) + ℓ۱) + ℓ۲)] < ۱

[
αf۲(x)

]
+ [α(f(f(a) + ℓ۱) + ℓ۲)] > ۱

· · · · · · · · ·

دارد. ق  رار ،A م  ج  م  وع  ۀ روی x ع  ن  ص  ر غ  ی  رج  ب  ری ت  ای  پ در ن  ی  ز زی  ر م  ع  ادل  ۀ ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ھ ای  ͬ

f(k۱f(· · · f(ktx+ at) · · · ) + a۱) =
∑
i

mif
i(x) +

∑
i

nif
i(ai) + ℓ

در ع  ن  اص  ری ai و ط  ب  ی  ع  ͬ ع  ددی t ھ س  ت  ن  د، ص  ح  ی  ح اع  داد ͬ  ͽ  ھ م ℓ و ni ،mi ،ki ض  رای  ب م  ع  ادل  ه ای  ن در
ھ س  ت  ن  د. A م  ج  م  وع  ۀ

ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. ط  ب  ی  ع  ͬ ع  ددی k و ͅ  س  ان ی   ط  ول ب  ا ͬ ھ ای  ͬ چ  ن  دت  ای   ℓ̄ و n̄ ،m̄ ک  ن  ی  د ف  رض .١١�۴ ل  م
در زی  ر م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه داش  ت  ن ج  واب ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان χ(ā) = χm̄,n̄,k,l̄(ā) ب  دون س  ور ف  رم  ول

اس  ت. Zα در ف  رم  ول ای  ن ب  رق  راری ب  ا م  ع  ادل ص  ح  ی  ح اع  داد م  ج  م  وع  ۀ
∑
n۱j [αf

j(x)] < b۱ =
∑
m۱j [αaj] + ℓ۱

· · ·∑
nkj [αf

j(x)] < bk =
∑
mkj [αaj] + ℓk

(۵)
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از م  س  ت  ق  ل ͬ ت  وان م   را αf j(x) اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه، ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ط  ب  ق ͬ ک  ه آن  ج  ای   از اث  ب  ات.
در ͬ ت  وان  ی  م م   ب  ن  اب  رای  ن ھ س  ت  ن  د، ͅ  دی  ͽ  ر ی   ب  ه ن  س  ب  ت م  س  ت  ق  ل  ͬ م  ت  غ  ی  رھ ای دی  ͽ  ر، ب  ی  ان  ͬ ب  ه ی  ا ک  رد، ک  ن  ت  رل ͅ  دی  ͽ  ر ی  
ب  ا م  ع  ادل (۵) دس  ت  ͽ  اه داش  ت  ن ج  واب پ  س ͬ دھ ی  م. م   ق  رار xj م  ت  غ  ی  ر αf j(x) ب  ه ج  ای م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ای  ن

اس  ت. R در زی  ر دس  ت  ͽ  اه داش  ت  ن ∑ج  واب
n۱jxj < b۱

...∑
nkjxj < bk

xj ∈ (۰,۱)

(۶)

ط  رف  ͬ از دارد. bi اع  داد م  ق  ای  س  ۀ و ص  ح  ی  ح ض  رای  ب ب  ه ͬ  ͽ  ب  س  ت ح  ق  ی  ق  ͬ، اع  داد در دس  ت  ͽ  اه ای  ن داش  ت  ن ج  واب
ͬ ک  ن  د. م   ف  راھ م غ  ی  رج  ب  ری، ف  رم  ول ھ ای از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ا ب  رای را bi ع  ن  اص  ر م  ق  ای  س  ۀ ͅ  ان ام   ن  م  ادگ  ذاری دی  ͽ  ر،

اس  ت. دس  ت  ͽ  اه پ  ارام  ت  رھ ای درم  ورد ش  رای  ط  ͬ ب  ا م  ع  ادل دس  ت  ͽ  اه ای  ن داش  ت  ن ج  واب ب  ن  اب  رای  ن

ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات ب  رای را زی  ر اص  ول ش  م  ای ف  وق، ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا

.χm̄,n̄,k,l̄(ā) اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر دارد ج  واب (۵) م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه .٣ اص  ول ش  م  ای

ن  ش  ان ب  اش  د. ٣ و ٢ اص  ول ش  م  ای و ١ اص  ل ب  ا ھ م  راه T۰ ن  ظ  ری  ۀ ،(T غ  ی  رج  ب  ری (ن  ظ  ری  ۀ Tnalg ک  ن  ی  د ف  رض
اس  ت. م  دل ک  ام  ل ن  ظ  ری  ه ای  ن غ  ی  رج  ب  ری، ف  رم  ول ھ ای ح  د در ک  ه ͬ دھ ی  م م  

ص  ورت ای  ن در .M۱ ⊆ M۲ ک  ه ب  اش  ن  د Tnalg ن  ظ  ری  ۀ از م  دل دو M۲ و M۱ ک  ن  ی  د ف  رض .١٢�۴ ق  ض  ی  ه
ب  ه ص  ورت م  ع  ادلات از م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ش  ام  ل ک  ه م  ع  ادلات از دس  ت  ͽ  اھ ͬ اگ  ر

k∑
i=۱

n۱i

[
αf i(x۱)

]
+ · · ·+

k∑
i=۱

npi

[
αf i(xp)

]
<

k∑
i=۱

mi [αai] + ℓ

دارد. ج  واب ن  ی  ز M۱ در آن  ͽ  اه ب  اش  د، داش  ت  ه ج  واب M۲ در ،(ai ∈M۱) M۱ در پ  ارام  ت  ر ب  ا

دس  ت  ͽ  اه ای  ن ف  رم  ول ھ ای ھ م  ۀ م  ج  م  وع  ۀ ب  اش  د. M۲ در دس  ت  ͽ  اه ای  ن ج  واب (x۱, . . . , xp) ک  ن  ی  د ف  رض اث  ب  ات.
Γ۱(x۱/ā) ص  ورت ای  ن در ͬ ن  ام  ی  م. م   Γ۱(x۱/ā) را ش  ده اس  ت  ف  اده ā پ  ارام  ت  ر و x۱ م  ت  غ  ی  ر از ف  ق  ط آن  ه  ا در ک  ه
ب  ن  اب  ه پ  س اس  ت، ج  واب دارای M۲ در چ  ون و اس  ت ā روی x۱ غ  ی  رج  ب  ری ت  ای  پ از م  ت  ن  اھ ͬ زی  رم  ج  م  وع  ه ای
ب  دون س  ور ف  رم  ول ای  ن پ  ارام  ت  رھ ای چ  ون ح  ال اس  ت. ب  رق  رار M۲ در آن ب  ا م  ع  ادل ب  دون س  ور ف  رم  ول ،٣ اص  ل
در b۱ ع  ن  ص  ر ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. درس  ت ن  ی  ز M۱ در ب  دون س  ور ف  رم  ول ای  ن پ  س دارن  د، ق  رار M۱ در ͬ  ͽ  ھ م
را x۱ م  ت  غ  ی  ر ح  ال اس  ت. Γ۱(x۱/ā) م  ج  م  وع  ۀ در م  وج  ود م  ع  ادلات ب  رای پ  اس  خ  ͬ ک  ه اس  ت م  وج  ود M۱
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م  ج  م  وع  ۀ ج  دی  د دس  ت  ͽ  اه ای  ن در م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور و ͬ ک  ن  ی  م م   ج  ای  ͽ  زی  ن b۱ ع  ن  ص  ر ب  ا م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه در
Γ۲(x۲/b۱ā) را اس  ت ش  ده اس  ت  ف  اده b۱ و ā پ  ارام  ت  رھ ای و x۲ م  ت  غ  ی  ر از ف  ق  ط آن  ه  ا در ک  ه ف  رم  ول ھ ای  ͬ ھ م  ۀ
پ  ارام  ت  رھ ا ی م  ج  م  وع  ۀ روی x۲ ع  ن  ص  ر غ  ی  رج  ب  ری ت  ای  پ از م  ت  ن  اھ ͬ زی  رم  ج  م  وع  ه ای ن  ی  ز، م  ج  م  وع  ه  ای  ن ͬ ن  ام  ی  م. م  
ͬ ک  ن  د. م   ب  رآورده را م  ج  م  وع  ه ای  ن ف  رم  ول ھ ای ت  م  ام ک  ه اس  ت م  وج  ود M۱ در b۲ ع  ن  ص  ر ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. b۱ و ā

اس  ت. دس  ت  ͽ  اه ای  ن ب  رای پ  اس  خ  ͬ ک  ه ͬ ش  ود م   پ  ی  دا M۱ در b̄ م  ان  ن  د ع  ن  ص  ری رون  د، ای  ن ادام  ۀ ب  ا

ج  ب  ری م  ع  ادلات ٣ . ۴

ای  ن اث  ب  ات در اس  ت. م  دل ک  ام  ل غ  ی  رج  ب  ری، ف  رم  ول ھ ای ح  د در Zα س  اخ  ت  ار ک  ه ک  ردی  م ث  اب  ت ١٢-۴ ق  ض  ی  ۀ در
ب  رای ک  ه ت  ع  م  ی  م ی  اف  ت  ه ای ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ از ت  ن  ه  ا ک  ردی  م، ب  ی  ان س  اخ  ت  ار ب  رای ای  ن  ج  ا ت  ا ک  ه اص  ول  ͬ و ق  ض  ی  ه
ق  ض  ی  ه ای  ن از ف  رات  ر ب  س  ی  ار ͅ  ر، ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ق  درت ام  ا ک  ردی  م. اس  ت  ف  اده ش  د، ب  ی  ان αf i(x) اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای
گ  وی  ای ت  اب  ع ھ ر ب  رای ͬ ت  وان م   را ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ ک  ردی  م، اش  اره ھ م ق  ب  لا ک  ه ھ م  ان  ط  ور م  ث  ال، ب  ه ع  ن  وان اس  ت.
اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ب  رای ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ از ش  د، گ  ف  ت  ه آن  چ  ه ب  ر ع  لاوه ف  ص  ل ای  ن در ک  رد. اس  ت  ف  اده ن  ی  ز H(α)

ͷ  ی F (α) آن در ک  ه ͬ ک  ن  ی  م، م   اس  ت  ف  اده ن  ی  ز ۱
F (α)

x اع  ش  اری ق  س  م  ت ب  رای ک  ل  ͬ ب  ه ط  ور ی  ا ۱
αix ب  ه ش  ب  ی  ه  ع  ن  اص  ری

ب  ه ج  ب  ری م  ع  ادلات ک  ردن وارد ن  ی  ز، ک  ار ای  ن از ھ دف اس  ت. α ب  رح  س  ب ص  ح  ی  ح ض  رای  ب ب  ا چ  ن  دج  م  ل  ه ای ت  اب  ع
آن از ، ۱

F (α)
x اع  ش  اری ق  س  م  ت ب  ررس  ͬ اس  ت. م  دل ک  ام  ل  ی  ت اث  ب  ات ک  ردن ک  ام  ل و غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه

ب  ی  ان را ارت  ب  اط ای  ن ادام  ه در ͬ ک  ن  د، م   ͷ  ک  م ⌊F (α)x⌋ ت  اب  ع بˀ  رد ش  ن  اخ  ت  ن در م  ا ب  ه ک  ه اس  ت اھ م  ی  ت دار س  وی
ک  رد. خ  واھ ی  م

اس  ت  دلال ک  ه اس  ت اص  ول  ͬ ش  م  ای  ارای  ۀ ھ دف ن  ی  ز زی  رف  ص  ل ای  ن در ق  ب  ل  ͬ، زی  رف  ص  ل دو ب  ا م  ش  اب  ه
ͬ گ  ی  ری  م. م   درن  ظ  ر را ͅ  ن م  م   ح  ال  ت ͬ ت  ری  ن ک  ل   در م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه ک  ن  د. ک  ام  ل را م  دل ک  ام  ل  ی  ت
اف  زودن ھ م  زم  ان و غ  ی  ر ج  ب  ری م  ع  ادلات ب  ا ج  ب  ری م  ع  ادلات ک  ردن ج  ای  ͽ  زی  ن ف  ص  ل، ای  ن در اث  ب  ات اص  ل  ͬ ای  دۀ
ان  ج  ام از پ  س اس  ت. غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات در ͬ آی  ن  د، م   ب  وج  ود ج  ب  ری م  ع  ادلات ب  ه وس  ی  ل  ۀ ک  ه ͬ  ھ ای  ͬ   ͽ  واب  س  ت ت  أث  ی  ر

ͬ ش  ون  د. م   ت  ب  دی  ل غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات ب  ه م  ع  ادلات ت  م  ام  ͬ ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   م  ش  اھ ده ک  ار، ای  ن
ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف دق  ی  ق ب  ه ص  ورت را ج  ب  ری ف  رم  ول ھ ای ک  ه اس  ت ن  ی  از اب  ت  دا در

ب  اش  د. داش  ت  ه زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ͬ ھ رگ  اه ͬ ن  ام  ی  م م   ج  ب  ری را θ(x̄, A) ف  رم  ول .١٣�۴ ∑ت  ع  ری  ف
i

f i(m۱ix۱) + · · ·+
∑
i

f i(mnixn) = A

م  ع  ادلات در ظ  اھ رش  ده م  ت  غ  ی  ر ھ ای ت  ع  داد ب  ه ت  وج  ه ب  ا را ھ س  ت  ن  د، ج  ب  ری م  ع  ادلات ش  ام  ل ک  ه دس  ت  ͽ  اه ھ ای  ͬ
ای  ن ع  ل  ت اث  ب  ات، رون  د در ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ررس  ͬ ج  داگ  ان  ه ب  ه ط  ور ج  ب  ری، م  ع  ادلات ت  ع  داد ھ م  چ  ن  ی  ن و ج  ب  ری

ͬ دھ ی  م. م   ش  رح ٣ . ٣ . ۴ زی  رف  ص  ل اب  ت  دای در را دل  ی  ل ای  ن ن  ی  ز م  ا اس  ت، م  ش  اھ ده ق  اب  ل در دس  ت  ه ب  ن  دی



٨٢ ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͷ  ی ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .۴ ف  ص  ل

ت  ͷ م  ت  غ  ی  ره م  ع  ادلات ٣ . ١ . ۴

ای  ن ب  ه اس  ت، Zα ک  ام  ل ن  ظ  ری  ۀ در A ع  ن  ص  ر ذات  ͬ ͬ ھ ای وی  ژگ   از ،f ت  اب  ع بˀ  رد در A م  ان  ن  د ع  ن  ص  ری داش  ت  ن ق  رار
A ع  ن  ص  ر گ  رف  ت  ن ق  رار ص  ورت ای  ن در ،α > ۲ اگ  ر م  ث  ال ب  ه ع  ن  وان ͬ ش  ود. م   ح  ف  ظ زی  رم  دل ھ ا ت  ح  ت ک  ه م  ع  ن  ͬ
ͬ ک  ن  ی  م. م   اث  ب  ات و ب  ی  ان زی  ر گ  زارۀ در را س  اده م  ش  اھ دۀ ای  ن اس  ت. ع  م  وم  ͬ ج  م  ل  ۀ ͷ  ی ب  ا م  ع  ادل f ت  اب  ع ب  رد در

و A + j ع  ددھ ای از ͅ  دام ھ ی  چ   اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت f ت  اب  ع ب  رد در A آن  ͽ  اه ،α > ۲ اگ  ر .١۴�۴ گ  زاره
ن  ب  اش  ن  د. f ت  اب  ع ب  رد در ،۰ < j < ⌊α⌋ ب  رای A− j

ب  ن  اب  رای  ن ،ℓ ∈ {۰,۱} ک  ه f(x+ ۱) = f(x) + f(۱) + ℓ ھ م  واره x ھ ر ب  رای ͬ ک  ه آن  ج  ای   از اث  ب  ات.

⌊α⌋ ≤ f(x+ ۱)− f(x) ≤ ⌊α⌋+ ۱.

ھ ر از ی  ع  ن  ͬ اس  ت. ⌊α⌋ + ۱ ح  داک  ث  ر و ⌊α⌋ ح  داق  ل f ت  اب  ع ب  رد در م  ت  وال  ͬ دوع  ن  ص  ر ھ ر ف  اص  ل  ۀ پ  س
م  ت  وال  ͬ ع  ن  ص  ر ⌊α⌋ ھ ر از ھ م  چ  ن  ی  ن و دارد ق  رار f ت  اب  ع ب  رد در ع  ن  ص  ر ͷ  ی ح  داق  ل م  ت  وال  ͬ ع  ن  ص  ر ⌊α⌋ + ۱

⌊α⌋ ھ ر از چ  ون ب  اش  د. f ت  اب  ع ب  رد در A ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال دارد. ق  رار f ت  اب  ع ب  رد در ع  ن  ص  ر ͷ  ی ح  داک  ث  ر
و . . . ،A − ۱ ع  ن  اص  ر از ͅ  دام ھ ی  چ   پ  س دارد، ق  رار ت  اب  ع ب  رد در ع  ن  ص  ر ͷ  ی ح  داک  ث  ر م  ت  وال  ͬ، ع  ن  ص  ر
ت  اب  ع ب  رد در ن  ی  ز A+ (⌊α⌋ − ۱) و . . . ،A+ ۱ ع  ن  اص  ر م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور و ن  ی  س  ت  ن  د ت  اب  ع ب  رد در A− (⌊α⌋ − ۱)

f ت  اب  ع ب  رد در {A − j, A + j : ۰ < j < ⌊α⌋} م  ج  م  وع  ۀ ع  ن  اص  ر ت  م  ام ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال ن  دارن  د. ق  رار
⌊α⌋ + ۱ ھ ر از ک  ه اس  ت ح  ق  ی  ق  ت ای  ن ب  ا ت  ن  اق  ض ب  اش  د، ن  داش  ت  ه ق  رار ت  اب  ع ب  رد در ن  ی  ز A اگ  ر ح  ال ن  ب  اش  ن  د.

دارد. ق  رار f ت  اب  ع ب  رد در A ب  ن  اب  رای  ن دارد. ق  رار f ت  اب  ع ب  رد در ع  ن  ص  ر ͷ  ی ح  داق  ل م  ت  وال  ͬ ع  ن  ص  ر

چ  ن  دج  م  ل  ه ای F (α) آن در ک  ه ⌊F (α)x⌋ ب  ه ص  ورت ت  اب  ع  ͬ ھ ر ب  رد ت  ا اس  ت ن  ی  از ک  ه دی  د خ  واھ ی  م ادام  ه در
پ  اس  خ  ͽ  و ب  الا گ  زارۀ م  ورد، ای  ن در ک  ه ب  ش  ن  اس  ی  م. را ،(F (α) ∈ Z[α]) اس  ت α ب  ه ن  س  ب  ت ص  ح  ی  ح ض  رای  ب ب  ا
ع  م  وم  ͬ ب  ه ص  ورت را f ت  اب  ع ب  رد در ع  ن  ص  ری داش  ت  ن ق  رار ک  ه ھ س  ت  ی  م دی  ͽ  ر گ  زاره ای ن  ی  ازم  ن  د ب  ن  اب  رای  ن ن  ی  س  ت.

ک  ن  ی  م. ب  رط  رف را ͅ  ل م  ش   ت  ا ͬ ک  ن  ی  م م   س  ع  ͬ اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای از گ  رف  ت  ن ͷ  ک  م ب  ا ل  ذا ک  ن  د. ب  ی  ان
ج  زءص  ح  ی  ح، ت  اب  ع خ  واص از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  اش  د. ͷ  ی از ب  زرگ  ت  ر و غ  ی  رگ  وی  ا ع  ددی α ک  ن  ی  د ف  رض
آن  ͽ  اه ،f(x) = A اگ  ر ح  ال  ت ای  ن در ک  ه .[A

α
] > ۱− ۱

α
اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر دارد، ق  رار f ب  رد در A ک  ه ͬ دان  ی  م م  

ب  رد ش  ن  اخ  ت  ن ب  ه ن  ی  ازی دی  ͽ  ر و اس  ت پ  وش  ا f ت  اب  ع ص  ورت ای  ن در ،۰ < α < ۱ ک  ه ح  ال  ت  ͬ در .x = ⌊A
α
⌋+ ۱

ن  ی  س  ت. f ت  اب  ع
F (α) ب  ا را α ب  الا ع  ب  ارت در اس  ت ک  اف  ͬ ،⌊F (α)x⌋ ت  اب  ع ب  رد ش  ن  اخ  ت  ن ب  رای ک  ل  ͬ، ح  ال  ت در ب  ن  اب  رای  ن

ک  ن  ی  م. ج  ای  ͽ  زی  ن

ھ س  ت  ن  د. ص  ح  ی  ح اع  داد ni آن  ه  ا در ک  ه ،H(x) := n۰x+ n۱f(x) + . . .+ nkf
k(x) ک  ن  ی  د ف  رض .١۵�۴ ل  م

اس  ت. ب  رق  رار زی  ر م  وارد ص  ورت ای  ن در
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ای  ن ک  ه اس  ت ج  واب م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ح  داک  ث  ر دارای آن  ͽ  اه ب  اش  د، ج  واب دارای H(x) = A م  ع  ادل  ۀ اگ  ر .١
ای  ن ج  واب ھ ای ت  ع  داد  ح  داک  ث  ر ب  رای  ن، ع  لاوه دارن  د. ق  رار ͅ  دی  ͽ  ر ی   از م  ت  ن  اھ ͬ ف  اص  ل  ه ای در ج  واب ھ ا

ͬ ش  ود. م   ت  ع  ی  ی  ن Th(Zα) ب  ه وس  ی  ل  ۀ ͅ  دی  ͽ  ر ی   از ج  واب  ھ ا ای  ن ف  اص  ل  ۀ ح  داک  ث  ر ھ م  چ  ن  ی  ن و م  ع  ادل  ه

دارد. ق  رار H(x) ب  رد در ع  ن  ص  ر ͷ  ی م  ت  وال  ͬ، ع  ن  ص  ر K ھ ر از ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان K ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد .٢
x م  ان  ن  د ع  ن  اص  ری j ≤ K ͷ  ی ب  رای اگ  ر ب  رای  ن، ع  لاوه  ͬ ش  ود. م   ت  ع  ی  ی  ن Th(Zα) ب  ه وس  ی  ل  ۀ ن  ی  ز ع  دد ای  ن
اس  ت. K ح  داک  ث  ر x′ از x ف  اص  ل  ۀ آن  ͽ  اه ،H(x′) = A+ j و H(x) = A ک  ه ب  اش  ن  د م  وج  ود چ  ن  ان x′ و

اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان ℓi ص  ح  ی  ح ع  دد ،x ھ ر ب  رای و i ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ادع  ا اب  ت  دا .١ اث  ب  ات.
.f i(x) = ⌊αix⌋+ ℓi ک  ه

ای  ن در ،f i(x) = ⌊αix⌋+ ℓi ک  ن  ی  د ف  رض .f۱(x) = ⌊αx⌋ ک  ه ͬ دان  ی  م م   ͬ ک  ن  م. م   ث  اب  ت اس  ت  ق  را ب  ا را ادع  ا
ص  ورت

f i+۱(x) = f(f i(x)) = ⌊αf ix⌋ = ⌊α(⌊αix⌋+ ℓi)⌋

= ⌊α(αix− [αix] + ℓi)⌋ = ⌊αi+۱x− αi([αix]− ℓi)⌋ (٧)

= ⌊αi+۱x⌋+ ℓi+۱,

.ℓi+۱ ص  ح  ی  ح ع  دد ͷ  ی ب  رای
م  ع  ادل  ۀ x ھ ر ب  رای ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ج  زءص  ح  ی  ح ت  اب  ع خ  واص ھ م  چ  ن  ی  ن و ادع  ا ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا
ای  ن ،(٣ . ٢ . ۴) دوم  ت  غ  ی  ره ج  ب  ری م  ع  ادلات زی  رف  ص  ل (در اس  ت زی  ر ͅ  ل ب  ه ش   م  ع  ادل  ه ای ب  ا م  ع  ادل H(x) = A

داده ای  م): ت  وض  ی  ح ت  ف  س  ی  ر ب  ه  را رون  د

⌊(n۰ + n۱α + · · ·+ nkα
k)x⌋ = A+ j,

دارد. ͬ  ͽ  ب  س  ت ض  رای  ب و f ت  اب  ع ت  وان ھ ای ب  ه ص  ح  ی  ح ع  دد ای  ن ک  ران ھ ای ک  ه ،j ص  ح  ی  ح ع  دد ͷ  ی ب  رای
ج  زءص  ح  ی  ح، ت  اب  ع خ  واص ب  ه ت  وج  ه ب  ا ص  ورت ای  ن در .F (α) = n۰ + n۱α + . . . + nkα

k دھ ی  د ق  رار
ھ س  ت  ن  د. م  ت  وال  ͬ ن  ی  ز ج  واب ھ ا ای  ن ت  م  ام  ͬ ک  ه اس  ت ج  واب ⌊ ۱

F (α)
⌋ + ۱ دارای ⌊F (α)x⌋ = A + j م  ع  ادل  ۀ

م  ع  ادل  ۀ ج  واب ھ ای ح  داک  ث  ر ب  ن  اب  رای  ن ن  ی  س  ت  ن  د. H(x) = A م  ع  ادل  ۀ ج  واب ل  زوم  ا ج  واب ھ ا ای  ن ھ م  ۀ ام  ا
ن  ی  س  ت. ب  ی  ش  ت  ر ع  دد ای  ن از ن  ی  ز ج  واب دو ھ ر ب  ی  ن ف  اص  ل  ۀ ھ م  چ  ن  ی  ن و اس  ت ⌊ ۱

F (α)
⌋+ ۱ ب  ا ب  راب  ر H(x) = A

آن  ͽ  اه ،F (α) > ۱ اگ  ر ھ م  چ  ن  ی  ن اس  ت. م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل Th(Zα) ن  ظ  ری  ه  در ع  دد ای  ن ک  ه اس  ت ذک  ر ق  اب  ل
(ای  ن اس  ت ⌊ A

F (α)
⌋ + ۱ ب  ه ص  ورت ͅ  ت  ای  ͬ ی   ج  واب دارای ب  اش  د، ج  واب دارای اگ  ر ⌊F (α)x⌋ = A م  ع  ادل  ۀ

اس  ت). پ  ی  ش ن  ی  ازھ ا ف  ص  ل در f ت  اب  ع س  وم وی  ژگ  ͬ از ت  ع  م  ی  م  ͬ ن  ت  ی  ج  ه گ  ی  ری،
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خ  واص ب  ه ت  وج  ه ب  ا ام  ا اس  ت. ͬ ک  ران ب   ن  ی  ز H(x) ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ͬ ک  ران ب   Zα در ⌊F (α)x⌋ ب  رد ک  ه آن  ج  ا از .٢
ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان K ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ،x ھ ر ب  رای ض  رای  ب، و f ت  اب  ع

H(x+ ۱)−H(x) < K.

م  ت  وال  ͬ، ع  دد K ھ ر از ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. K از ک  م  ت  ر ،H ت  اب  ع ب  رد در م  ت  وال  ͬ ع  ن  ص  ر دو ھ ر ف  اص  ل  ۀ ی  ع  ن  ͬ
دارد. ق  رار H(x) ب  رد در ع  ن  ص  ر ͷ  ی ح  داق  ل

ن  ظ  ری  ه  اص  ول  ͬ خ  واھ ی  م م   ک  ه آن  ج  ای  ͬ از ͬ اف  زای  ی  م. م   ن  ظ  ری  ه  ب  ه اص  ول ش  م  ای ͷ  ی ب  ه ع  ن  وان را ب  الا ل  م
ب  اش  ی  م. داش  ت  ه ت  وج  ه ͅ  ت  ه ن   ای  ن ب  ه ب  ای  د اص  ل ای  ن ن  وش  ت  ن در ب  اش  د، ب  ازگ  ش  ت  ͬ ش  م  ارش پ  ذی  ر

K ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ک  ه دارد، ق  رار H ت  اب  ع ب  رد در ع  ن  ص  ر ͷ  ی ح  داق  ل م  ت  وال  ͬ، ع  ن  ص  ر K ھ ر از .۴ اص  ول ش  م  ای
ن  ت  ی  ج  ه |H(x)−H(x′)| ≤ K از ،x′ و x ھ ر ب  رای ھ م  چ  ن  ی  ن ش  د. ب  ی  ان ق  ب  ل ل  م در ک  ه اس  ت ع  ددی ھ م  ان

.|x− x′| ≤ K ͬ ش  ود م  

م  دل ک  ام  ل ھ م  چ  ن  ان ک  رده ای  م، م  ع  رف  ͬ ای  ن  ج  ا ت  ا ک  ه ن  ظ  ری  ه ای ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان ق  ب  ل، ق  س  م  ت ھ ای م  ش  اب  ه
اس  ت.

ب  ه ب  اش  ن  د، ۴ اص  ول ش  م  ای ھ م  راه ب  ه Tnalg ن  ظ  ری  ۀ ب  رای م  دل دو M۲ و M۱ ⊆ M۲ ک  ن  ی  د ف  رض .١۶�۴ ل  م
ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. ط  ب  ی  ع  ͬ ع  ددی n و M۱ در ع  ن  ص  ری A ک  ن  ی  د ف  رض ھ م  چ  ن  ی  ن .M۱ ⊆ M۲ ک  ه ط  وری
در x آن  ͽ  اه ،n۰x + n۱f(x) + . . . + nkf

n(x) = A ک  ه ب  اش  د م  وج  ود چ  ن  ان M۲ در x م  ان  ن  د ع  ن  ص  ری اگ  ر
دارد. ق  رار M۱

ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان M۱ در x′ ع  ن  ص  ر ھ م  چ  ن  ی  ن و j ≤ K ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ،۴ اص  ول ش  م  ای ط  ب  ق اث  ب  ات.
ک  ه ͬ دھ د م   ن  ت  ی  ج  ه اص  ول، ش  م  ای ھ م  ی  ن از م  ج  دد اس  ت  ف  اده .n۰x

′ + n۱f(x
′) + . . .+ nkf

n(x′) = A+ j

M۱ در x ع  ن  ص  ر ͬ دھ د م   ن  ت  ی  ج  ه ک  ه اس  ت اس  ت  ان  دارد) و ص  ح  ی  ح (ع  ددی م  ت  ن  اھ ͬ ͅ  دی  ͽ  ر ی   از x′ و x ف  اص  ل  ۀ
دارد. ق  رار

ͬ دھ ی  م. م   اف  زای  ش را م  ت  غ  ی  رھ ا ت  ع  داد س  پ  س و م  ع  ادلات ت  ع  داد اب  ت  دا م  س  ی  ر، ادام  ه در

دوم  ت  غ  ی  ره م  ع  ادلات ٣ . ٢ . ۴

دوم  ت  غ  ی  ره ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ͷ  ی ت  ن  ه  ا ش  ام  ل ک  ه ͬ گ  ی  ری  م م   ن  ظ  ر در را م  ع  ادلات  ͬ دس  ت  ͽ  اه ھ ای اب  ت  دا زی  رف  ص  ل، ای  ن در
و ͬ دھ ی  م م   اف  زای  ش را ج  ب  ری م  ع  ادلات ت  ع  داد س  پ  س ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را آن اص  ل  و ن  ی  از م  ورد ل  م ھ ای و ب  اش  ن  د

ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را آن  ه  ا ب  ه م  رب  وط اص  ول و ل  م ھ ا
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ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ͷ  ی ب  ا دس  ت  ͽ  اه

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت دوم  ت  غ  ی  ره ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ͷ  ی ش  ام  ل ک  ه ب  ͽ  ی  ری  د درن  ظ  ر را م  ع  ادلات  ͬ دس  ت  ͽ  اه
M∑
i=۰

f i(cix) +
N∑
j=۰

f j(cjy) = A, (٨)

م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  دادی دس  ت  ͽ  اه ای  ن در ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض ھ م  چ  ن  ی  ن ھ س  ت  ن  د. ص  ح  ی  ح اع  دادی di و ci آن در ک  ه
ب  اش  د: داش  ت  ه وج  ود ن  ی  ز زی  ر ب  ه ص  ورت غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات

M−۱∑
i=۰

mi

[
αf i(x)

]
+

N−۱∑
j=۰

nj

[
αf j(y)

]
< a, (٩)

اس  ت. ھ م  ان  ͬ ت  اب  ع ھ م  ان f ۰(x) از م  ن  ظ  ور و ھ س  ت  ن  د ص  ح  ی  ح اع  دادی ni و mi ک  ه
Zα ب  رای اص  ول  ͬ ش  م  ای ͷ  ی ب  ه م  ن  ج  ر ک  ه اس  ت زی  اد ج  زی  ی  ات ب  ا م  ح  اس  ب  ات  ͬ ن  ی  ازم  ن  د دس  ت  ͽ  اھ ͬ، چ  ن  ی  ن ح  ل
ن  ب  اش  د، دش  وار رون  د ای  ن ک  ردن دن  ب  ال ͅ  ه ای  ن   ب  رای ک  ن  د. ت  ض  م  ی  ن را دس  ت  ͽ  اھ ͬ چ  ن  ی  ن ح  ل پ  ذی  ری ک  ه ͬ ش  ود م  

ͬ دھ ی  م. م   ت  وض  ی  ح را م  ح  اس  ب  ات ک  ل  ͬ رون  د اب  ت  دا

ͬ ن  وی  س  ی  م م   ⌊F (α)x⌋ + ⌊G(α)y⌋ = A ب  ه ص  ورت را (٨) م  ع  ادل  ۀ اب  ت  دا م  ح  اس  ب  ات. رون  د اج  م  ال  ͬ م  رور
از ج  ل  وگ  ی  ری ب  رای س  پ  س ھ س  ت  ن  د. α م  ت  غ  ی  ر ب  ا ص  ح  ی  ح ض  رای  ب ب  ا چ  ن  دج  م  ل  ه ای دو G(α) و F (α) آن در ک  ه
ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ای  ن پ  اس  خ  ھ ای ب  ن  اب  رای  ن .z = ⌊F (α)x⌋ ͬ دھ ی  م م   ق  رار خ  وان  دن، و ن  وش  ت  ن در پ  ی  چ  ی  دگ  ͬ
غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات در را م  ق  ادی  ر ای  ن ادام  ه، در اس  ت. y = ⌊A−z

G(α)
⌋ + ۱ و x = ⌊ z

F (α)
⌋ + ۱ ب  ه ص  ورت

اث  ر س  پ  س ͬ ی  اب  ن  د. م   ت  غ  ی  ی  ر
[
A−z
G(α)

]
و
[

z
F (α)

]
م  ت  غ  ی  رھ ای ب  راس  اس غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات ل  ذا ͬ ک  ن  ی  م. م   ج  ای  ͽ  ذاری

ق  ض  ی  ۀ از اس  ت  ف  اده ب  ا ان  ت  ه  ا در و ͬ ک  ن  ی  م م   اع  م  ال را اع  ش  اری، ق  س  م  ت ھ ای ب  ر روی ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ͬ  ͽ  واب  س  ت
ͬ دھ ی  م. م   ان  ج  ام گ  ام ب  ه گ  ام را م  ح  اس  ب  ات ای  ن ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ررس  ͬ را دس  ت  ͽ  اه ح  ل پ  ذی  ری ͅ  ر، ک  رون  

ب  ه ص  ورت م  ع  ادلات  ͬ ب  ا را (٩) ͅ  ل ب  ه ش   م  ع  ادلات ن  خ  س  ت. گ  ام
M∑
i=۱

mi[α
ix] +

N∑
j=۱

nj[α
jy] < a (١٠)

ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه  ای ب  ا ن  ی  ز را (٨) م  ع  ادل  ۀ ھ م  چ  ن  ی  ن ͬ ک  ن  ی  م. م   ج  ای  ͽ  زی  ن م  ن  اس  ب a ͷ  ی ب  رای

⌊F (α)x⌋+ ⌊G(α)y⌋ = A (١١)

ای  ن ح  ی  ن در ھ س  ت  ن  د. α ب  ه ن  س  ب  ت ص  ح  ی  ح ض  رای  ب ب  ا چ  ن  دج  م  ل  ه ای دو G و F آن در ک  ه ͬ ک  ن  ی  م، م   ج  ای  ͽ  زی  ن
ب  ی  ان ن  ی  ز را آن  ه  ا ک  ه ͬ ش  ود، م   اف  زوده دس  ت  ͽ  اه ب  ه ن  ی  ز ن  اب  راب  ری و ج  دی  د غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ت  ع  دادی ͬ ھ ا، ج  ای  ͽ  زی  ن  

ͬ ک  ن  ی  م. م  



٨۶ ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͷ  ی ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .۴ ف  ص  ل

چ  ن  ان ℓi ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ،i ≤ M ھ ر و x ھ ر ب  رای ج  زءص  ح  ی  ح، ت  اب  ع ͬ ھ ای وی  ژگ   ب  ه ت  وج  ه ب  ا ان  ج  ام. روش
ک  ه اس  ت م  وج  ود

f i(x) = ⌊αix⌋ − ℓi.

آن در ک  ه اس  ت، اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای م  ورد در زی  ر ع  ب  ارت ب  ا م  ع  ادل ع  ب  ارت ای  ن ،٧ راب  ط  ۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا
.ℓ۰ = ۰

ℓi < [αix]− α[αi−۱x]− αℓi−۱ < ℓi + ۱

ھ ر و y ھ ر ب  رای م  ش  اب  ه، ب  ه ط  ور ͬ اف  زای  ی  م. م   غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ب  ه را ف  وق ن  ام  س  اوی ب  ن  اب  رای  ن
ک  ه اس  ت م  وج  ود ℓ′j ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ،j ≤ N

f j(y) = ⌊αjy⌋ − ℓj

ͬ اف  زای  ی  م. م   غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ب  ه ن  ی  ز را آن اع  ش  اری ق  س  م  ت م  ع  ادل راب  ط  ۀ ھ م  چ  ن  ی  ن و

ℓ′j < [αjy]− α[αj−۱y]− αℓ′j−۱ < ℓ′j + ۱

ج  زءص  ح  ی  ح، ت  اب  ع ͬ ھ ای وی  ژگ   از اس  ت  ف  اده ھ م  چ  ن  ی  ن و (٩) و (٨) م  ع  ادل  ۀ در ع  ب  ارت ھ ا ای  ن ج  ای  ͽ  ذاری ب  ا
ب  رروی ش  رای  ط  ͬ ج  زءص  ح  ی  ح، ت  اب  ع ͬ ھ ا وی  ژگ   از اس  ت  ف  اده ح  ی  ن در ͬ ش  ون  د. م   ح  اص  ل (١١) و (١٠) م  ع  ادلات
م  ع  ادلات ای  ن ͬ اف  زای  ی  م. م   غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ب  ه ن  ی  ز را آن  ه  ا ک  ه ͬ ش  ود م   ای  ج  اد اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای

ھ س  ت  ن  د. زی  ر ب  ه ص  ورت

l <

M∑
i=۱

mi[α
ix] < l + ۱

l′ <

N∑
j=۱

nj[α
jy] < l′ + ۱

(١٢)

□
زی  ر ͅ  ل ب  ه ش   م  ع  ادلات  ͬ ف  ق  ط آن در ک  ه ͬ ش  ود م   ت  ب  دی  ل م  ع  ادلات  ͬ دس  ت  ͽ  اه ب  ه م  ع  ادلات، دس  ت  ͽ  اه ب  ن  اب  رای  ن
دق  ت ھ م  چ  ن  ی  ن ک  رده ای  م. اس  ت  ف  اده دوب  اره a و A پ  ارام  ت  رھ ای از س  ادگ  ͬ، ب  رای م  ا ک  ه ک  ن  ی  د دق  ت دارد. وج  ود

ک  رده ای  م. خ  ودداری ھ م ب  ه ش  ب  ی  ه م  ع  ادلات آوردن از ک  ه ک  ن  ی  د

A = ⌊F (α)x⌋+ ⌊G(α)y⌋ (١٣)
M∑
i=۱

mi[α
ix] +

N∑
j=۱

nj[α
jy] < a (١۴)

ℓi < [αix]− α[αi−۱x]− αℓi−۱ < ℓi + ۱, ۱ < i ≤M (١۵)

ℓ′j < [αjy]− α[αj−۱y]− αℓ′j−۱ < ℓ′j + ۱, ۱ < j ≤ N (١۶)



٨٧ ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͷ  ی ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .۴ ف  ص  ل

دی  ͽ  ر، ط  رف  ͬ از ھ س  ت  ن  د. ص  ح  ی  ح ض  رای  ب دارای غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات ک  ردی  م، ت  ع  ری  ف ق  ب  ل از ک  ه ھ م  ان گ  ون  ه
ب  رای ادام  ه در ن  ی  س  ت  ن  د. غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات پ  س ھ س  ت  ن  د، غ  ی  رگ  وی  ا ض  رای  ب دارای (١۶) و (١۵) م  ع  ادلات

ͬ ک  ن  ی  م. م   اس  ت  ف  اده «ن  ام  ع  ادل  ه» ع  ب  ارت از م  ع  ادلات  ͬ چ  ن  ی  ن
ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ از اس  ت  ف  اده دس  ت  ͽ  اه، ای  ن ح  ل پ  ذی  ری ب  ررس  ͬ م  س  ی  ر در ب  ع  دی گ  ام

ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در را م  خ  ت  ل  ف ح  ال  ت دو ،۱ و ۱
G(α)

، ۱
F (α)

ب  ودن واب  س  ت  ه ی  ا و ب  ودن م  س  ت  ق  ل

م  ان  ن  د ع  ن  ص  ری ی  اف  ت  ن ح  ال  ت، ای  ن در ب  اش  ن  د. خ  ط  ͬ م  س  ت  ق  ل Q روی ۱ و ۱
G(α)

، ۱
F (α)

اع  داد اگ  ر اول: ح  ال  ت
[ z
F (α)

] ∈ (۱− ۱
F (α)

,۱) م  ع  ادلا˟ ی  ا گ  ی  رد، ق  رار ⌊G(α)y⌋ ت  اب  ع ب  رد در A− z و ⌊F (α)x⌋ ت  اب  ع ب  رد در z ک  ه z
را z م  ان  ن  د ع  ن  ص  ری چ  ن  ی  ن وج  ود ͅ  ر ک  رون   ق  ض  ی  ۀ اس  ت. آس  ان  ͬ ک  ار ،[A−z

G(α)
] ∈ (۱ − ۱

G(α)
,۱) ھ م  چ  ن  ی  ن و

ͬ ک  ن  ی  م م   ی  ادآوری اس  ت. چ  ͽ  ال (۰,۱)۲ در ،z ∈ N ب  رای ([ z
F (α)

], [A−z
G(α)

]) زوج  ھ ای زی  را ͬ ک  ن  د؛ م   ت  ض  م  ی  ن
اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر دارد ق  رار ⌊F (α)x⌋ ت  اب  ع ب  رد در z ع  ن  ص  ر ک  ه (f ت  اب  ع چ  ه  ارم وی  ژگ  ͬ و پ  ی  ش ن  ی  از ھ ا ف  ص  ل (در

اس  ت. ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ب  رای ج  واب  ͬ ع  ن  ص  ری، چ  ن  ی  ن ی  اف  ت  ن ب  ن  اب  رای  ن ،[ z
F (α)

] > ۱− ۱
F (α)

ای  ن ام  ا .t′ = A−z
G(α)

و t = z
F (α)

ͬ دھ ی  م م   ق  رار ادام  ه در م  ح  اس  ب  ات، ک  ردن دن  ب  ال در ب  ی  ش  ت  ر س  ادگ  ͬ ب  رای
اص  ل  ͬ م  ت  غ  ی  ر ول  ͬ ن  ی  س  ت  ن  د، ص  ح  ی  ح  ͬ اع  داد ک  ه ھ س  ت  ن  د، t′ و t م  ت  غ  ی  رھ ا چ  ن  د ھ ر ک  ه ب  اش  ی  د داش  ت  ه درن  ظ  ر را ͅ  ت  ه ن  
ای  ن ب  ه ب  ات  وج  ه ح  ال ک  رده ای  م. اس  ت  ف  اده خ  وان  دن و ن  وش  ت  ن در س  ادگ  ͬ ب  رای م  ت  غ  ی  رھ ا ای  ن از م  ا و اس  ت z ھ م  ان

اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ج  واب س  اده ن  وی  س  ͬ،

x = ⌊t⌋+ ۱, y = ⌊t′⌋+ ۱.

ب  ی  اف  زای  ی  م. ب  ای  د م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ب  ه ن  ی  ز را زی  ر ن  ام  ع  ادلات ص  ورت ای  ن در

F (α)− ۱ < F (α)[t] < F (α) (١٧)

G(α)− ۱ < G(α)[t′] < G(α) (١٨)

اس  ت. ⌊G(α)y⌋ و ⌊F (α)x⌋ ت  اب  ع  ب  رد در ب  ه ت  رت  ی  ب ،A− z و z گ  رف  ت  ن ق  رار ش  رط ن  اب  راب  ری ھ ا، ای  ن

و ͬ ک  ن  ی  م م   ج  ای  ͽ  زی  ن [αit] ب  ا را [αix] م  ق  ادی  ر i ≤ M ھ ر ب  رای م  ع  ادلات، در م  رح  ل  ه ای  ن در دوم. گ  ام
ن  ام  ع  ادلات و غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات ب  ن  اب  رای  ن ͬ ک  ن  ی  م. م   [αjy] ج  ای  ͽ  زی  ن را [αjt′] ،j ≤ N ھ ر ب  رای م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور

ͬ ش  ون  د. م   [αjt′] و [αit] ب  رح  س  ب ن  ام  ع  ادلات  ͬ ب  ه ت  ب  دی  ل ͬ  ͽ  ھ م



٨٨ ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͷ  ی ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .۴ ف  ص  ل

م  وج  ود چ  ن  ان ui ص  ح  ی  ح ع  دد پ  س ،⌊t⌋ = t− [t] ک  ه آن  ج  ای  ͬ از ،i ≤M ھ ر و x ھ ر ب  رای ان  ج  ام. روش
ک  ه اس  ت

ui < [αit]− αi[t] + αi < ui + ۱. (١٩)

ص  ورت ای  ن در ک  ه

[αix] = [αit]− αi[t] + αi − ui. (٢٠)

ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان vj ص  ح  ی  ح ع  دد ،j ≤ N ھ ر و y ھ ر ب  رای م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور

vj < [αjt′]− αj[t′] + αj < vj + ۱ (٢١)

ھ م  چ  ن  ی  ن و

[αjy] = [αjt′]− αj[t′] + αj − vj. (٢٢)

ͬ رس  ی  م. م   زی  ر م  ع  ادل  ۀ ب  ه ک  ن  ی  م، ج  ای  ͽ  زی  ن (١۴) م  ع  ادل  ۀ در را (٢٢) و (٢٠) م  ع  ادلات اگ  ر ح  ال

M∑
i=۱

mi[α
it]− [t]

M∑
i=۱

miα
i +

N∑
j=۱

nj[α
jt′]− [t′]

N∑
j=۱

niα
i < a− s (٢٣)

ن  ی  ز را (١۶) و (١۵) م  ع  ادلات ھ م  چ  ن  ی  ن .s =
∑M

i=۱mi(α
i − ui) +

∑N
j=۱ nj(α

j − vj) آن در ک  ه
ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ازن  وی  س  ͬ زی  ر ب  ه ص  ورت

ℓi < [αit]− α[αi−۱t] + ui−۱α− ui < ℓi + ۱, ۱ < i ≤M (٢۴)

ℓ′j < [αjt′]− α[αj−۱t′] + vj−۱α− vj < ℓ′j + ۱, ۱ < j ≤ N (٢۵)

□
ͬ ک  ن  ی  م. م   اع  م  ال اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای روی ب  ر  را ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ت  وس  ط ش  ده ای  ج  اد ͬ  ͽ  واب  س  ت آخ  ر، گ  ام در

{αjt′, . . . , αN t′} و {αit, . . . , αM t} م  ج  م  وع  ۀ دو اع  ض  ای ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه .(ͬ  ͽ  واب  س  ت (اع  م  ال س  وم گ  ام
ͬ ک  ن  د، م   ای  ج  اب اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ک  ه را ͬ  ͽ  واب  س  ت ای  ن گ  ام، ای  ن در ب  ن  اب  رای  ن ھ س  ت  ن  د. واب  س  ت  ه Q روی

ص  ورت ای  ن در .cM ̸= ۰ ک  ه F (α) = c۰ + c۱α + . . .+ cMα
M ک  ن  ی  د ف  رض ͬ ک  ن  ی  م. م   اع  م  ال

αM

F (α)
=

۱
cM

−
(

r۰
F (α)

+
r۱α

F (α)
+ · · ·+ rM−۱α

M−۱

F (α)

)
, (٢۶)



٨٩ ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͷ  ی ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .۴ ف  ص  ل

زی  ر راب  ط  ۀ ب  ه ک  ن  ی  م، ض  رب z در را ب  الا ع  ب  ارت ط  رف  ی  ن اگ  ر .۰ ≤ i < M ھ ر ب  رای ،ri = ci
cM

آن در ک  ه
ͬ رس  ی  م. م  

αMz

F (α)
=

z

cM
−
(

r۰z

F (α)
+
r۱αz

F (α)
+ · · ·+ rM−۱α

M−۱z

F (α)

)
و ک  ن  ی  م ج  ای  ͽ  زی  ن ،t م  ت  غ  ی  ر ب  ا را z

F (α)
ع  ب  ارت و ک  ن  ی  م م  ح  اس  ب  ه را ف  وق راب  ط  ۀ ط  رف  ی  ن اع  ش  اری ق  س  م  ت اگ  ر

ق  س  م  ت ھ ای ͬ  ͽ  واب  س  ت م  ورد در زی  ر م  ع  ادل  ۀ ب  ه ک  ن  ی  م، اس  ت  ف  اده اع  ش  اری ق  س  م  ت ت  اب  ع ͬ ھ ای وی  ژگ   از ھ م  چ  ن  ی  ن
ͬ رس  ی  م. م   اع  ش  اری

[αM t] = −
M−۱∑
i=۰

ri[α
it] + q (٢٧)

را غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ای  ن ͬ ک  ن  د. م   ص  دق زی  ر غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ در ک  ه اس  ت گ  وی  ا ع  ددی q راب  ط  ه، ای  ن در ک  ه
ͬ اف  زای  ی  م. م   م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ب  ه

q < −
M−۱∑
i=۰

ri[α
it] < q + ۱ (٢٨)

م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور

[αN t′] = −
N−۱∑
j=۰

r′j[α
jt′] + q′ (٢٩)

ͬ ش  ود. م   اف  زوده م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ب  ه ن  ی  ز زی  ر غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ھ م  چ  ن  ی  ن و

q′ < −
N−۱∑
j=۰

r′j[α
jt′] < q′ + ۱ (٣٠)

ک  ردن، س  اده  و ف  اک  ت  ورگ  ی  ری از ب  ع  د ک  ن  ی  م، ج  ای  ͽ  ذاری (٢٣) م  ع  ادل  ۀ در را (٢٩) و (٢٧) م  ع  ادلات اگ  ر ح  ال
ͬ رس  ی  م. م   زی  ر م  ع  ادل  ۀ ب  ه

M−۱∑
i=۱

(mi −mMri)[α
it]− [t](mMr۰ +

M∑
i=۱

miα
i) +mMq

+
N−۱∑
j=۱

(nj − nNr
′
j)[α

jt′]− [t′](nNr
′
۰ +

N∑
j=۱

njα
j) + nNq

′ < a− s

(٣١)



٩٠ ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͷ  ی ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .۴ ف  ص  ل

را (٢٩) و (٢٧) م  ع  ادلات ،(٢۵) و (٢۴) م  ع  ادل  ۀ در ب  ه ت  رت  ی  ب ،j = N و i = M ب  رای اگ  ر ھ م  چ  ن  ی  ن
ͬ رس  ی  م. م   زی  ر م  ع  ادلات ب  ه ک  ن  ی  م، ج  ای  ͽ  ذاری

ℓM < −
M−۱∑
i=۰

ri[α
it]− α[αM−۱t] + uM−۱α− uM + q < ℓM + ۱ (٣٢)

ℓ′N < −
N−۱∑
j=۰

r′j[α
jt′]− α[αN−۱t′] + vN−۱α− vN + q′ < ℓ′N + ۱ (٣٣)

ͅ  دی  ͽ  ر ی   از م  س  ت  ق  ل αjt′ و αit اع  ش  اری ق  س  م  ت ،۰ ≤ j < N ھ ر و ۰ ≤ i < M ھ ر ب  رای ͬ ک  ه آن  ج  ای   از ح  ال
ب  ن  اب  رای  ن ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده م  خ  ت  ل  ف  ͬ م  ت  غ  ی  ر ھ ای از آن  ه  ا ب  ه ج  ای ͬ ت  وان  ی  م م   ب  ه راح  ت  ͬ پ  س ھ س  ت  ن  د، ش  دن ک  ن  ت  رل ق  اب  ل
را wj و zi ج  دی  د م  ت  غ  ی  رھ ای ب  ه ت  رت  ی  ب [αjt′] و [αit] ب  ه ج  ای ن  ام  ع  ادلات و غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات در اگ  ر

ͬ رس  ی  م. م   زی  ر م  ع  ادلات ب  ه ک  ن  ی  م، ج  ای  ͽ  زی  ن

M−۱∑
i=۱

m′
izi +

N−۱∑
j=۱

n′
jwj − z۰d− w۰d

′ < a′ (٣۴)

bi < zi + αzi−۱ < bi + ۱, ۱ < i < M (٣۵)

b′j < wi + αwj−۱ < b′j + ۱, ۱ < j < N (٣۶)

bM < −
M−۱∑
i=۰

rizi − αzM−۱ < bM + ۱ (٣٧)

b′N < −
N−۱∑
j=۰

r′jwj − αwN−۱ < b′N + ۱ (٣٨)

،n′
j = nj − nNr

′
j و j < N ھ ر ب  رای و m′

i = mi −mMri ،i < M ھ ر ب  رای م  ع  ادلات ای  ن در ک  ه
ͷ  ی ب  ا دس  ت  ͽ  اه داش  ت  ن ج  واب ب  ن  اب  رای  ن .d′ = nNr

′
۰ +

∑N
j=۱ njα

j و d = mMr۰ +
∑M

i=۱miα
i ھ م  چ  ن  ی  ن

از دس  ت  ͽ  اھ ͬ داش  ت  ن ج  واب ب  ا اس  ت م  ع  ادل غ  ی  رج  ب  ری، م  ع  ادل  ۀ م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد و دوم  ت  غ  ی  ره ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ
را م  ع  ادلات ای  ن اگ  ر ام  ا اس  ت. ف  وق ͅ  ل ش   ب  ه ن  ام  ع  ادلات و غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات ش  ام  ل ف  ق  ط ک  ه م  ع  ادلات
ͅ  دی  ͽ  ر ی   ک  ه اَب  رص  ف  ح  ه ای دو ھ ر آن  ͽ  اه ب  ͽ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در N +M ب  ع  د ب  ا ف  ض  ای در اَب  رص  ف  ح  ه  ای ب  ه ع  ن  وان
ھ ر ب  ن  اب  رای  ن، اس  ت. ج  واب دارای ھ م  واره اَب  رص  ف  ح  ه، دو آن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ک  ن  ن  د، ق  ط  ع را
اس  ت؛ ج  واب دارای ھ م  واره ب  اش  د، (٣٨) و (٣٧) ،(٣۶) ،(٣۵) ب  ه ص  ورت  ن  ام  ع  ادلات  ͬ ش  ام  ل ک  ه دس  ت  ͽ  اھ ͬ
ب  ام  ع  ادلات م  ت  ن  اظ  ر اَب  رص  ف  ح  ۀ ͬ ک  ن  د، م   ق  ط  ع را اَب  رص  ف  ح  ه ھ ا ب  ق  ی  ۀ ͅ  ه ای  ن   ب  ر ع  لاوه آن  ه  ا م  ت  ن  اظ  ر اَب  رص  ف  ح  ۀ زی  را
ک  ه دس  ت  ͽ  اھ ͬ اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ج  واب دارای دس  ت  ͽ  اھ ͬ چ  ن  ی  ن ب  ن  اب  رای  ن ͬ ک  ن  د. م   ق  ط  ع ن  ی  ز را (٣۴) ͅ  ل ب  ه ش  

ب  اش  ن  د. ج  واب دارای اس  ت، (٣۴) ب  ه ص  ورت م  ع  ادلات ھ م  ۀ ش  ام  ل
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ͅ  ل ب  ه ش   ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ͷ  ی ش  ام  ل ک  ه ب  اش  د دس  ت  ͽ  اھ ͬ Ω ک  ن  ی  د ف  رض .١٧�۴ ل  م

M∑
i=۰

f i(cix) +
N∑
j=۰

f j(djy) = A

ب  ه ص  ورت غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ھ م  راه ب  ه ھ س  ت  ن  د، ص  ح  ی  ح اع  دادی di و ci آن در ک  ه

M−۱∑
i=۰

[αf i(cix)] +
N−۱∑
j=۰

[αf j(djy)] < a,

اس  ت. ب  رق  رار زی  ر م  وارد ص  ورت ای  ن در ھ س  ت  ن  د. ص  ح  ی  ح اع  داد ض  رای  ب ت  م  ام  ͬ ک  ه

ͅ  ل ب  ه ش   ش  دۀ اص  لاح  م  ع  ادلات ھ م  ۀ ش  ام  ل ک  ه Ω′ دس  ت  ͽ  اه اگ  ر اس  ت ج  واب دارای Z در Ω دس  ت  ͽ  اه .١
ب  اش  د. ج  واب دارای R در ب  اش  ن  د، (۰,۱) ب  ازۀ در ب  ای  د م  ت  غ  ی  ر ھ ا ͅ  ه ای  ن   ب  ه ھ م  راه (٣۴)

اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر Zα |= ε
Ω

ک  ه ب  ه ط  وری دارد وج  ود دس  ت  ͽ  اه) پ  ارام  ت  رھ ای ح  س  ب (ب  ر ε
Ω

م  ان  ن  د ف  رم  ول  ͬ .٢
ب  اش  د. ج  واب دارای R در Ω′ دس  ت  ͽ  اه

(٣۴) ͅ  ل ب  ه ش   م  ع  ادلات اب  ت  دا دوم، ق  س  م  ت اث  ب  ات ب  رای ک  ردی  م. اث  ب  ات ب  الا در را ل  م ای  ن اول ق  س  م  ت اث  ب  ات.
ح  ل پ  ذی  ری ب  ررس  ͬ ب  رای ش  د، گ  ف  ت  ه ب  الا ک  ه م  ط  ال  ب  ͬ ط  ب  ق ص  ورت ای  ن در ب  ͽ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در اب  رص  ف  ح  ه ب  ه ع  ن  وان را
دی  ͽ  ر، ط  رف  ͬ از ک  ن  ی  م. ب  ررس  ͬ را اب  رص  ف  ح  ه ھ ا ای  ن ب  ودن م  ت  ق  اط  ع ی  ا و م  وازی اس  ت ک  اف  ͬ دس  ت  ͽ  اھ ͬ، چ  ن  ی  ن
ک  اف  ͬ پ  س اس  ت، ج  واب دارای ھ م  واره م  ت  ن  اظ  ر دس  ت  ͽ  اه ب  اش  ن  د، م  ت  ق  اط  ع ص  ف  ح  ه اب  ر دو ک  ه ح  ال  ت  ͬ در چ  ون
اب  رص  ف  ح  ه دو ام  ا، ک  ن  ی  م. ح  ل را آن  ه  ا م  ت  ن  اظ  ر م  ع  ادلات ھ س  ت  ن  د، م  وازی اب  رص  ف  ح  ه دو ک  ه ح  ال  ت  ͬ در ف  ق  ط اس  ت
ن  س  ب  ت ای  ن ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ادع  ا ب  اش  د. ͅ  س  ان ی   آن  ه  ا م  ت  ن  اظ  ر ض  رای  ب ن  س  ب  ت اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر ھ س  ت  ن  د م  وازی ھ م ب  ا

اس  ت. گ  وی  ا ͬ دھ ی  م، م   ن  ش  ان λ ب  ا را آن ک  ه ͅ  س  ان ی  
ب  ق  ی  ۀ ض  رای  ب ک  ه ن  ی  س  ت گ  وی  ا λ درص  ورت  ͬ ت  ن  ه  ا ب  ن  اب  رای  ن ن  ی  س  ت، گ  وی  ا w۰ و z۰ ض  ری  ب ف  ق  ط چ  ون
.n′

j = ۰ و m′
i = ۰ ب  اش  ی  م داش  ت  ه ،۱ ≤ j < N ھ ر و ۱ ≤ i < M ھ ر ب  رای ی  ع  ن  ͬ ب  اش  د، ص  ف  ر م  ج  ه  ول ھ ا

ک  ه ͬ ش  ود، م   mM

∑M
i=۰ riα

i ب  ا ب  راب  ر z۰ ض  ری  ب ب  ن  اب  رای  ن .nj = nNr
′
j و mi = mMri ص  ورت ای  ن در ام  ا

و اس  ت ͅ  س  ان ی   (٣۴) ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ۀ دو ھ ر ب  رای پ  س ͬ ش  ود، م   م  رب  وط ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ب  ه ri ض  رای  ب چ  ون
w۰ ض  ری  ب ب  رای م  ش  اب  ه، ب  ه ط  ور ͬ ک  ن  د. م   ت  غ  ی  ی  ر اس  ت، ص  ح  ی  ح ع  ددی ک  ه ،mM ض  ری  ب م  ع  ادلات ای  ن در ت  ن  ه  ا

اس  ت. گ  وی  ا ع  ددی λ ن  ی  ز ح  ال  ت ای  ن در ب  ن  اب  رای  ن ب  رد. ب  ه ک  ار ͬ ت  وان م   را اس  ت  دلال ھ م  ی  ن ن  ی  ز،
از (ب  ع  د اب  رص  ف  ح  ه دو ھ ر ث  اب  ت ض  رای  ب ک  ه اس  ت ک  اف  ͬ م  وازی، اب  رص  ف  ح  ۀ دو ح  ل پ  ذی  ری ب  ررس  ͬ ب  رای
ت  وج  ه ب  ا ام  ا ک  رد. م  ق  ای  س  ه ھ م ب  ا را ت  وازی) ن  س  ب  ت در ک  ردن ض  رب ی  ع  ن  ͬ غ  ی  رث  اب  ت، ض  رای  ب س  ازی ͅ  س  ان ی  
ب  ه ع  ن  وان اس  ت. ب  ی  ان ق  اب  ل اول م  رت  ب  ه  ف  رم  ول ت  وس  ط ث  اب  ت ض  ری  ب دو ک  ردن م  ق  ای  س  ه ق  ب  ل، زی  رف  ص  ل ب  ه
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[F (α) · ۱] از ͬ ت  وان م   F (α) ب  ه ج  ای زی  را اس  ت. اول م  رت  ب  ه ف  رم  ول  ͬ ب  ا م  ع  ادل ،[αx] < F (α) ع  ب  ارت م  ث  ال
ͬ ش  ود. م   م  ش  خ  ص دس  ت  ͽ  اه ض  رای  ب ت  وس  ط ک  ه اس  ت م  ت  ن  اھ ͬ ع  ددی ⌊F (α) · ۱⌋ ط  رف  ͬ از زی  را ک  رد، اس  ت  ف  اده
اس  ت. ب  ی  ان ق  اب  ل ن  ی  ز [F (α) · ۱] م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور پ  س اس  ت، ب  ی  ان ق  اب  ل ن  ی  ز [αi · ۱] ھ ر چ  ون ن  ی  ز، دی  ͽ  ر ط  رف  ͬ از

ب  اش  د. ج  واب دارای R در Ω′ دس  ت  ͽ  اه اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر Zα |= ε
Ω

ک  ه دارد وج  ود ε
Ω

ف  رم  ول ب  ن  اب  رای  ن

ͬ اف  زای  ی  م. م   ن  ظ  ری  ه  ب  ه را زی  ر اص  ول ش  م  ای ب  الا، ل  م ب  ه ت  وج  ج  ه ب  ا

ب  اش  د. ب  رق  رار ε
Ω

اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ج  واب دارای Ω دس  ت  ͽ  اه .۵ اص  ول ش  م  ای

ت  ا داری  م ن  ی  از م  ا ح  ال  ت ای  ن در ب  اش  ن  د. خ  ط  ͬ واب  س  ت  ۀ Q روی ۱ و ۱
G(α)

، ۱
F (α)

اع  داد اگ  ر دوم: ح  ال  ت
روش چ  ون ک  ن  ی  م. ت  رک  ی  ب ͅ  دی  ͽ  ر ی   ب  ا را دوم  ت  غ  ی  ره و ی  ͷ م  ت  غ  ی  ره ج  ب  ری م  ع  ادلات ح  ل ب  رای ق  ب  ل  ͬ روش ھ ای

ͬ ش  وی  م. ن  م   ج  زئ  ی  ات وارد ق  س  م  ت ای  ن در اس  ت، ق  ب  ل  ͬ روش ھ ای ب  ه ش  ب  ی  ه م  ع  ادلات ح  ل
ب  ه ط  وری م  وج  ودن  د r۳ و r۲ ،r۱ گ  وی  ای اع  داد آن  ͽ  اه ب  اش  ن  د، خ  ط  ͬ واب  س  ت  ه Q روی ۱ و ۱

G(α)
، ۱
F (α)

اگ  ر
ͬ ک  ن  ن  د. م   ص  دق زی  ر راب  ط  ۀ در ک  ه

r۱
F (α)

+
r۲
G(α)

= r۳

اس  ت، ب  زرگ  ت  ر اک  ی  داً G(α) و F (α) چ  ن  دج  م  ل  ه ای ھ ای درج  ۀ از F (α)G(α) چ  ن  دج  م  ل  ه ای درج  ۀ چ  ون ح  ال
ی  ع  ن  ͬ ھ س  ت  ن  د، خ  ط  ͬ واب  س  ت  ۀ Q روی G(α) و F (α) ص  ورت، ای  ن در ک  ه ب  اش  د. ص  ف  ر ب  ای  د ح  ت  م  ا r۳ ب  ن  اب  رای  ن
م  ع  ادل  ه  ای ب  ه ت  ب  دی  ل (٨) اص  ل  ͬ م  ع  ادل  ۀ ب  ن  اب  رای  ن .G(α) = rF (α) ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان r گ  وی  ای ع  دد

ͅ  ل ب  ه ش  

⌊F (α)(x+ ry)⌋ = A, (٣٩)

⌊F (α)z⌋ ب  رد در A اس  ت ک  اف  ͬ ب  اش  د، ح  ل پ  ذی  ر م  ع  ادل  ه  ای چ  ن  ی  ن ͅ  ه ای  ن   ب  رای ͬ ش  ود. م   م  ن  اس  ب، A ͷ  ی ب  رای
ب  اش  د. ص  ادق زی  ر راب  ط  ه ھ ای در ک  ه ب  ی  اب  ی  م ط  وری را A′ م  ان  ن  د ع  ن  ص  ری ب  ای  د ب  ن  اب  رای  ن گ  ی  رد. ق  رار

x+ ry = A′

⌊ A

F (α)
⌋+ ۱ = A′

ص  ورت ای  ن در ک  ن  ی  م، ج  ای  ͽ  زی  ن A′ − ry ب  ا را x ن  ام  ع  ادلات و غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات ت  م  ام  ͬ در اگ  ر ح  ال
درج  ۀ اگ  ر ای  ن  ج  ا در ک  ه ب  اش  ی  د داش  ت  ه ت  وج  ه ͬ ش  ون  د. م   ت  ͷ م  ت  غ  ی  ره ن  ام  ع  ادلات، و غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات
αiy اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ھ م  ۀ ب  ه αMy اع  ش  اری ق  س  م  ت ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، M ب  ا ب  راب  ر F چ  ن  دج  م  ل  ه ای

اس  ت. واب  س  ت  ه i < M ب  رای
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ن  ح  وۀ اس  ت. اس  ت  ف  اده ق  اب  ل م  ع  ادلات  ͬ چ  ن  ی  ن ب  ودن ح  ل پ  ذی  ر در ن  ظ  ری  ه اص  ول ھ ای ن  ی  ز ح  ال  ت ای  ن در ام  ا
داده ای  م. ت  وض  ی  ح زی  ر در را م  ع  ادلات چ  ن  ی  ن ح  ل پ  ذی  ری در اص  ول از اس  ت  ف  اده

ͅ  ه ای  ن   ب  رای ح  ال اس  ت. ح  ل ق  اب  ل م  ع  ادل  ه ای  ن ص  ورت ای  ن در ب  اش  د، ⌊F (α)z⌋ ت  اب  ع ب  رد در A اگ  ر
م  ان  دن  ͬ ب  اق   س  ازگ  ار ک  ه اس  ت ک  اف  ͬ ب  اش  د، س  ازگ  ار ن  ام  ع  ادلات و غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات ب  ا ج  ب  ری م  ع  ادلات
ͬ ک  ن  ی  م، م   ج  ای  ͽ  زی  ن A′ − ry ب  ا را x ک  ه وق  ت  ͬ ی  ع  ن  ͬ ج  دی  د، دس  ت  ͽ  اه در αix اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ͬ ھ ای وی  ژگ  

ھ س  ت  ن  د. y م  ت  غ  ی  ر ب  رح  س  ب ف  ق  ط ͬ  ͽ  ھ م ن  ام  ع  ادلات و غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات ب  ن  اب  رای  ن ک  ن  ی  م. ب  ررس  ͬ را
را زی  ر ن  ت  ی  ج  ۀ ب  اش  د، ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ͷ  ی ف  ق  ط ش  ام  ل ک  ه م  ت  غ  ی  ر دو ب  ا م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ب  رای ب  ن  اب  رای  ن

ک  رد. اس  ت  ن  ت  اج ͬ ت  وان م  

۵ و ۴ اص  ول ش  م  ای ھ م  راه ب  ه  Tnalg ش  ام  ل ک  ه ب  اش  د ن  ظ  ری  ه  ای ب  رای م  دل  ͬ M ک  ن  ی  د ف  رض .١٨�۴ ن  ت  ی  ج  ه
ج  واب دارای ن  ی  ز آن زی  رم  دل ھ ر در آن  ͽ  اه ب  اش  د، ج  واب دارای M در Ω دس  ت  ͽ  اه اگ  ر ص  ورت ای  ن در ب  اش  د.

اس  ت.

M در A′ م  ان  ن  د ع  ن  ص  ری اگ  ر ک  ه دھ ی  م ن  ش  ان اس  ت ک  اف  ͬ ت  ن  ه  ا ش  د، گ  ف  ت  ه ب  الا در آن  چ  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا اث  ب  ات.
ھ م  ان در ن  ی  ز A′ آن  ͽ  اه دارد، ق  رار M از زی  رم  دل ͷ  ی در A ک  ه ⌊F (α)A′⌋ = A ک  ه ب  ه ط  وری ب  اش  د م  وج  ود

اس  ت. ب  رق  رار ن  ی  ز ͅ  م ح   ای  ن ھ س  ت  ن  د، ب  س  ت  ه ت  واب  ع ت  ح  ت زی  رم  دل ھ ا ͅ  ه ای  ن   ب  ه ت  وج  ه  ب  ا ک  ه دارد. ق  رار زی  رم  دل

ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ دو ب  ا دس  ت  ͽ  اه

از م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  دادی و زی  ر ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ دو ش  ام  ل ک  ه ب  ͽ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را دم  ت  غ  ی  ره ای م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ح  ال
ب  اش  د. (٩) ص  ورت ب  ه  غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات

H۱(x, y) = A۱

H۲(x, y) = A۲

(۴٠)

گ  ام م  ش  اب  ه دس  ت  ͽ  اه، ای  ن ح  ل ب  رای اس  ت. (٨) م  ع  ادل  ۀ ͅ  ل ب  ه ش   ج  ب  ری م  ع  ادلات ای  ن از ک  دام ھ ر آن در ک  ه
رون  د، ای  ن در ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ب  دی  ل زی  ر م  ع  ادلات ب  ه را ج  ب  ری م  ع  ادلات اب  ت  دا ،٣ . ٢ . ۴ زی  رب  خ  ش در ن  خ  س  ت،

ͬ ش  ود. م   اف  زوده دس  ت  ͽ  اه ب  ه ن  ی  ز ن  ام  ع  ادل  ه و غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات ت  ع  دادی

⌊F۱(α)x⌋+ ⌊G۱(α)y⌋ = A۱ (۴١)

⌊F۲(α)x⌋+ ⌊G۲(α)y⌋ = A۲ (۴٢)

ب  ه ص  ورت ،(۴١) ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ج  واب ھ ای ک  ردی  م، ب  ی  ان ٣ . ٢ . ۴ زی  رب  خ  ش در آن  چ  ه م  ش  اب  ه ح  ال
اس  ت. y = ⌊ A۱−z

G۱(α)
⌋+ ۱ و x = ⌊ z

F۱(α)
⌋+ ۱
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زی  ر م  ع  ادل  ۀ ب  ه س  اده س  ازی از ب  ع  د دھ ی  م، ق  رار (۴٢) م  ع  ادل  ۀ در را (۴١) م  ع  ادل  ۀ ج  واب  م  ق  ادی  ر ای  ن اگ  ر
ͬ رس  ی  م. م  

⌊I(α)z⌋ = B + j (۴٣)

و A۲ ب  ه ت  وج  ه ب  ا B م  ق  دار و ص  ح  ی  ح ع  ددی j ص  ح  ی  ح، ض  رای  ب ب  ا گ  وی  ا ت  اب  ع ͷ  ی I(α) آن در ک  ه
ͬ ش  ود. م   ت  ع  ی  ی  ن ⌊G۲(α)

G۱(α)
A۱⌋

ͷ  ی ح  داق  ل م  ت  وال  ͬ، ع  دد K ھ ر از ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان K ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ،١۵-۴ ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال
|⌊I(α)z⌋ − ⌊I(α)z′⌋| < K اگ  ر ،z′ و z ھ ر ب  رای ھ م  چ  ن  ی  ن و ͬ گ  ی  رد م   ق  رار ⌊I(α)z⌋ ت  اب  ع ب  رد در ع  دد

.|z − z′| < K ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه  آن  ͽ  اه
ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ج  واب م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  دادی ح  داک  ث  ر دارای (۴٣) م  ع  ادل  ۀ ،١۵-۴ ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا اک  ن  ون
ب  رای ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. م  ت  ن  اھ ͬ y = ⌊ A۱−z

G۱(α)
⌋ + ۱ و x = ⌊ z

F۱(α)
⌋ + ۱ ک  ه (x, y) ص  ح  ی  ح زوج ھ ای ت  ع  داد

ب  اش  د. م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ج  واب ک  ه دارد وج  ود (x, y) م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ح  داک  ث  ر ش  ده، داده A۲ و A۱ ھ ر
از م  ت  ن  اھ ͬ ف  اص  ل  ۀ در زوج م  رت  ب ھ ا، ای  ن م  ول  ف  ۀ ھ ر ،(x۲, y۲) و (x۱, y۱) ج  واب دو ھ ر ب  رای ع  لاوه ب  رای  ن،
و |x۱ − x۲| ف  اص  ل  ۀ ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه ͬ ش  ود. م   ت  ع  ی  ی  ن ض  رای  ب ت  وس  ط ف  اص  ل  ه ای  ن ک  ه دارن  د ق  رار ͅ  دی  ͽ  ر ی  

ͬ ش  ود. م   ت  ع  ی  ی  ن ج  ب  ری م  ع  ادلات ض  رای  ب ت  وس  ط و اس  ت م  ت  ن  اھ ͬ |y۱ − y۲| ھ م  چ  ن  ی  ن
ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان H۲(x, y) و H۱(x, y) ھ ر ب  رای را زی  ر اص  ول ش  م  ای م  ط  ال  ب، ای  ن ج  م  ع ب  ن  دی ب  رای

ͷ  ی و ۰ ≤ j ≤ K ع  دد ،A۲ و A۱ ھ ر ب  رای ک  ه اس  ت م  وج  ود چ  ن  ان K ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد .۶ اص  ول ش  م  ای
ͬ ش  ود، م   ح  اص  ل (۴٠) دس  ت  ͽ  اه در A۱ ب  ه ج  ای A۱ + j ج  ای  ͽ  زی  ن  ͬ از ک  ه دس  ت  ͽ  اھ ͬ ب  رای (x, y) ج  واب

اگ  ر ،(x۲, y۲) و (x۱, y۱) ج  واب دو ھ ر ب  رای ع  لاوه ب  ر ای  ن، دارد. وج  ود

max{|H۱(x۱, y۱)−H۱(x۲, y۲)|, |H۲(x۱, y۱)−H۲(x۲, y۲)|} < K,

ھ م  واره آن  ͽ  اه
max{|x۱ − x۲|, |y۱ − y۲|} < K.

ͬ ش  ود. م   ح  اص  ل زی  ر ن  ت  ی  ج  ۀ اص  ل، ای  ن از

اگ  ر ب  اش  د. ۶ ت  ا ۴ اص  ول ش  م  ای ھ م  راه ب  ه Tnalg ش  ام  ل ک  ه ب  اش  د ن  ظ  ری  ه ای T ک  ن  ی  د، ف  رض .١٩�۴ ن  ت  ی  ج  ه
ک  ه م  ع  ادلات  ͬ دس  ت  ͽ  اه ھ ر ص  ورت ای  ن در .M۱ ⊆ M۲ ک  ه ب  ه ط  وری ب  اش  ن  د ن  ظ  ری  ه ای  ن م  دل دو M۲ و M۱

دارای M۲ در اگ  ر ب  اش  د، M۱ در پ  ارام  ت  ر ب  ا غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  دادی و ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ دو ش  ام  ل
دارد. ن  ی  زج  واب M۱ در ب  اش  د، ج  واب
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م  ع  ادل  ۀ دو ح  داق  ل ش  ام  ل دس  ت  ͽ  اه اگ  ر اس  ت، ش  ده ͅ  ی  ل ت  ش   م  ت  غ  ی  ر دو از ک  ه م  ع  ادلات  ͬ دس  ت  ͽ  اه در ب  ن  اب  رای  ن
م  دل ھ ر زی  رم  دل ھ ای ت  م  ام در ج  واب ھ ا ای  ن و اس  ت ج  واب م  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد دارای دس  ت  ͽ  اه آن  ͽ  اه ب  اش  د، ج  ب  ری
ت  ع  داد و ب  اش  د م  ت  غ  ی  ر دو از ب  ی  ش  ت  ر م  ت  غ  ی  رھ ا ت  ع  داد ک  ه ح  ال  ت  ͬ ب  ه ͬ ت  وان م   را وی  ژگ  ͬ ای  ن ھ س  ت  ن  د. ͅ  س  ان  ی  

داد. ت  ع  م  ی  م ن  ی  ز ب  اش  د، ب  ی  ش  ت  ر م  ت  غ  ی  رھ ا ت  ع  داد از م  ع  ادلات

م  ت  غ  ی  ر دو از ب  ی  ش ب  ا م  ع  ادلات ٣ . ٣ . ۴

م  ع  ادلات م  ت  غ  ی  ر، دو ب  ا م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ح  ل ب  رای ک  ردی  م، م  ش  اھ ده ٣ . ٢ . ۴ زی  رب  خ  ش در ک  ه ط  ور ھ م  ان
ب  اع  ث ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ آن ک  ه، ن  خ  س  ت ͬ ش  ون  د. م   اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای روی ب  ر ͬ  ͽ  واب  س  ت دو ای  ج  اد ب  اع  ث ج  ب  ری
ت  رک  ی  ب ب  ه ص  ورت ͬ ت  وان م   را آن  ه  ا از ͬ  ͅ ی   ب  ن  اب  رای  ن و ن  ش  ون  د م  س  ت  ق  ل αi

F (α)
گ  وی  ای ع  ب  ارت ھ ای ھ م  ۀ ک  ه ͬ ش  ود م  

ت  ع  ی  ی  ن م  اب  ق  ͬ اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ی  ز آن اع  ش  اری ق  س  م  ت ن  ت  ی  ج  ه در و ن  وش  ت م  اب  ق  ͬ از خ  ط  ͬ
ای  ن ک  ه ش  ون  د ͅ  دی  ͽ  ر ی   از گ  وی  ا ض  ری  ب  ͬ G(α) و F (α) چ  ن  دج  م  ل  ه ای ت  واب  ع اس  ت ͅ  ن م  م   ع  لاوه ب  رای  ن، ͬ ش  ود. م  
ͬ  ͅ ی   ب  راس  اس ج  ب  ری، م  ع  ادل  ۀ پ  ارام  ت  رھ ای از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ت  وان را م  ت  غ  ی  رھ ا از ͬ  ͅ ی   ͬ ش  ود م   ب  اع  ث ͬ  ͽ  واب  س  ت
در ش  د. خ  واھ د م  ت  أث  ر ͬ  ͽ  واب  س  ت ای  ن از ن  ی  ز م  ت  غ  ی  ر آن ب  ا م  رت  ب  ط اع  ش  اری ق  س  م  ت  ھ ای ب  ن  اب  رای  ن و ن  وش  ت دی  ͽ  ر
ب  ه ع  ن  وان را م  ع  ادلات ح  ل روش ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   س  ع  ͬ و ͬ دھ ی  م م   اف  زای  ش را م  ع  ادلات ت  ع  داد زی  رب  خ  ش، ای  ن

ک  ن  ی  م. ب  ی  ان ق  ب  ل  ͬ ق  س  م  ت ھ ای از ت  ع  م  ی  م  ͬ
ن  ی  ز ج  ال  ت ای  ن در دادی  م، ک  اھ ش را م  ع  ادلات ت  ع  داد دوم  ت  غ  ی  ره، ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ دو ح  ال  ت در ک  ه ھ م  ان گ  ون  ه
ͬ  ͅ ی   ب  ت  وان  ی  م م  ا ک  ه ͬ ش  ود م   ب  اع  ث ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ھ ر ح  ق  ی  ق  ت در دھ ی  م. ک  اھ ش را م  ع  ادلات ت  ع  داد ͬ ت  وان  ی  م م  
ب  ه ن  ی  ز ن  ام  ع  ادل  ه و غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ت  ع  دادی ب  ی  ن، ای  ن در ب  ن  وی  س  ی  م. م  ت  غ  ی  رھ ا م  اب  ق  ͬ اس  اس ب  ر را م  ت  غ  ی  رھ ا از

ͬ دھ ی  م. م   ت  وض  ی  ح را روش ای  ن ادام  ه در ͬ ش  ود. م   اف  زوده دس  ت  ͽ  اه
ح  ال  ت س  پ  س و ͬ گ  ی  ری  م م   ن  ظ  ر در را اس  ت چ  ن  دم  ت  غ  ی  ره ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ͷ  ی ش  ام  ل ت  ن  ه  ا ک  ه دس  ت  ͽ  اھ ͬ اب  ت  دا
و ت  ͷ م  ت  غ  ی  ره ح  ال  ت ک  ه آن  ج  ای  ͬ از اس  ت. زی  ر ب  ه ص  ورت k ـ  ـم  ت  غ  ی  ره ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ͷ  ی ͬ دھ ی  م. م   ش  رح را ک  ل  ͬ

.k > ۲ ک  ن  ی  د ف  رض ب  ن  اب  رای  ن ک  ردی  م، ب  ررس  ͬ ق  ب  لا را دوم  ت  غ  ی  ره

N۱∑
i=۰

f i(c۱ix۱) + · · ·+
Nk∑
i=۰

f i(ckixk) = A (۴۴)

ک  ه ن  وش  ت، زی  ر ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ای ب  ه  ͬ ت  وان م   را م  ع  ادل  ه ای  ن ،٣ . ٢ . ۴ زی  رف  ص  ل در ن  خ  س  ت گ  ام م  ش  اب  ه
دس  ت  ͽ  اه ب  ه ن  ی  ز ن  ام  ع  ادل  ه و غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ت  ع  دادی ͬ ش  ود م   ب  اع  ث زی  ر، ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ای  ن ب  ازن  وی  س  ͬ

ش  ود. اف  زوده

⌊F۱(α)x۱⌋+ · · ·+ ⌊Fk(α)xk⌋ = A (۴۵)
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ت  وج  ه اس  ت. ص  ح  ی  ح ض  رای  ب و α م  ت  غ  ی  ر ب  رح  س  ب چ  ن  دج  م  ل  ه ای  ͷ  ی Fi(α) ،i ھ ر ب  رای م  ع  ادل  ه، ای  ن در ک  ه
دوب  اره م  ع  ادل  ه، ب  ازن  وی  س  ͬ ای  ن در زی  اد، ن  م  ادھ ای ن  وش  ت  ن از پ  رھ ی  ز و ن  وش  ت  ن در س  ادگ  ͬ ب  رای ک  ه ب  اش  ی  د داش  ت  ه
ح  ل ب  رای ب  اش  د. م  ت  ف  اوت (۴۴) م  ع  ادل  ۀ در م  وج  ود A ب  ا اس  ت ͅ  ن م  م   ح  ق  ی  ق  ت در ک  ه ک  رده ای  م، اس  ت  ف  اده A از
م  خ  ت  ل  ف ح  ال  ت س  ه ،Q روی ͅ  دی  ͽ  ر ی   ب  ه ن  س  ب  ت چ  ن  دج  م  ل  ه ای ھ ا ای  ن خ  ط  ͬ ͬ  ͽ  واب  س  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ع  ادل  ه، ای  ن

ͬ گ  ی  رم. م   درن  ظ  ر

از ش  دن ک  اس  ت  ه  ب  دون ب  اش  د. چ  ن  دج  م  ل  ه ای ͷ  ی از گ  وی  ای  ͬ ض  ری  ب چ  ن  د ج  م  ل  ه ای ھ ا ھ م  ۀ اگ  ر اول. ح  ال  ت
۱ < i ≤ k ھ ر ب  رای ی  ع  ن  ͬ ب  اش  ن  د. F۱(α) از گ  وی  ای  ͬ ض  ری  ب چ  ن  دج  م  ل  ه ای ھ ا ھ م  ۀ ک  ن  ی  د ف  رض م  س  ال  ه، ک  ل  ی  ت
زی  رف  ص  ل در ب) ح  ال  ت م  ش  اب  ه ح  ال  ت ای  ن در .Fi(α) = riF۱(α) ک  ه ب  اش  د م  وج  ود چ  ن  ان ri گ  وی  ای ع  دد
ب  ه ن  ی  ز ن  ام  ع  ادلات  ͬ و غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادلات  ͬ ͅ  ه ای  ن   ض  م  ن ͬ ش  ود، م   ت  ب  دی  ل زی  ر م  ع  ادل  ۀ ب  ه (۴۵) م  ع  ادل  ۀ ،٣ . ٢ . ۴

ͬ ش  ود. م   اف  زوده دس  ت  ͽ  اه

⌊F۱(α)(x۱ + r۲x۲ + · · ·+ rkxk)⌋ = A

ن  ظ  ری  ه اص  ول ک  ه اس  ت ن  ام  ع  ادل  ه ͷ  ی درح  ق  ی  ق  ت م  ع  ادل  ه ای چ  ن  ی  ن ک  ردی  م، م  ش  اھ ده ق  ب  لا ک  ه ھ م  ان ط  ور ام  ا
ͬ دھ د. م   ن  ت  ی  ج  ه را م  ع  ادلات  ͬ چ  ن  ی  ن ح  ل پ  ذی  ری

ب  ت  وان را چ  ن  دج  م  ل  ه ای ب  ق  ی  ۀ ک  ه ب  ه ط  وری ب  اش  ن  د م  وج  ود F۲(α) و F۱(α) چ  ن  دج  م  ل  ه ای دو اگ  ر دوم. ح  ال  ت
ͬ ش  ود. م   ت  ب  دی  ل زی  ر م  ع  ادل  ۀ ب  ه (۴۵) م  ع  ادل  ۀ ص  ورت ای  ن در ن  وش  ت. آن  ه  ا ب  راس  اس

⌊F۱(α)(x۱ + r۲x۲ + · · ·+ rℓxℓ)⌋+ ⌊F۲(α)(y۱ + r′۲y۲ + · · ·+ r′kyk)⌋ = A

ح  اص  ل، م  ع  ادل  ۀ ک  رده ای  م. ب  ررس  ͬ ٣ . ٢ . ۴ زی  رف  ص  ل ال  ف) ح  ال  ت در را ص  ورت ای  ن ب  ه م  ع  ادلات  ͬ ح  ل پ  ذی  ری
ͬ ش  ود. م   ح  ل دوم  ت  غ  ی  ره ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ͷ  ی ح  ال  ت م  ش  اب  ه

ͅ  دی  ͽ  ر ی   از گ  وی  ای  ͬ ض  ری  ب ھ ی  چ ک  دام ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود چ  ن  دج  م  ل  ه ای س  ه ح  داق  ل اگ  ر س  وم. ح  ال  ت
در ھ م  چ  ن  ی  ن و ب  اش  ن  د چ  ن  دج  م  ل  ه ای ھ ا ای  ن F۳(α) و F۲(α) ،F۱(α) ک  ن  ی  د ف  رض م  ث  ال، ب  ه ع  ن  وان ن  ب  اش  ن  د.

ک  ن  ن  د. ص  دق زی  ر م  ع  ادل  ۀ

⌊F۱(α)x۱⌋+ ⌊F۲(α)x۲⌋+ ⌊F۳(α)x۳⌋ = A

A− (z۱ + z۲) = ⌊F۱(α)x۱⌋ و z۲ = ⌊F۲(α)x۲⌋ ،z۱ = ⌊F۱(α)x۱⌋ ب  ه ص  ورت م  ع  ادل  ه ای  ن ج  واب ھ ای
ش  رای  ط در ک  ه اس  ت z۲ و z۱ ص  ح  ی  ح اع  داد ی  اف  ت  ن ب  ا م  ع  ادل ب  الا، م  ع  ادل  ۀ ب  رای ج  واب  ͬ ی  اف  ت  ن ب  ن  اب  رای  ن اس  ت.
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ک  ن  د. ص  دق زی  ر

۱− ۱
F۱(α)

<

[
z۱

F۱(α)

]
< ۱, (۴۶)

۱− ۱
F۲(α)

<

[
z۲

F۲(α)

]
< ۱, (۴٧)

۱− ۱
F۳(α)

<

[
A− (z۱ + z۲)

F۳(α)

]
< ۱. (۴٨)

ن  ی  ز ب  اش  ن  د، خ  ط  ͬ واب  س  ت  ۀ Q روی ۱ و ۱
F۳(α)

، ۱
F۲(α)

، ۱
F۱(α)

اگ  ر ح  ت  ͬ ص  ورت ای  ن در ک  ه، ک  ن  ی  د ت  وج  ه
z۲

F۲(α)
و z۱

F۱(α)
اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای از ت  اث  ی  رپ  ذی  ری ب  دون و آزادان  ه را A−(z۱+z۲)

F۳(α)
اع  ش  اری ق  س  م  ت ͬ ت  وان م  

ی  اف  ت ب  ه گ  ون  ه ای ͬ ت  وان م   را r۲ و r۱ گ  وی  ای اع  داد آن  ͽ  اه ب  اش  ن  د، خ  ط  ͬ واب  س  ت  ۀ اع  داد ای  ن اگ  ر زی  را، ک  رد. ک  ن  ت  رل
اس  ت. ب  رق  رار زی  ر راب  ط  ۀ ک  ه

۱
F۳(α)

=
r۱

F۱(α)
+

r۲
F۲(α)

اگ  ر ک  ه رس  ی  د ن  ت  ی  ج  ه ای  ن ب  ه ͬ ت  وان م   چ  ن  دج  م  ل  ه ای ھ ا، ای  ن ت  وان م  ورد در س  اده ب  ررس  ͬ ͷ  ی ب  ا ک  ه ک  ن  ی  د دق  ت
(روی ھ س  ت  ن  د خ  ط  ͬ واب  س  ت  ۀ ن  ی  ز ۱ ع  دد ب  دون آن  ͽ  اه ب  اش  ن  د، خ  ط  ͬ واب  س  ت  ۀ ۱ و ۱

F۳(α)
، ۱
F۲(α)

، ۱
F۱(α)

اع  داد
اس  ت. ب  رق  رار اع  ش  اری ھ ا ق  س  م  ت م  ورد در زی  ر راب  ط  ۀ ب  ن  اب  رای  ن .(Q[

A− (z۱ + z۲)

F۳(α)

]
=

[
r۱
A− (z۱ + z۲)

F۱(α)
+ r۲

(A− z۱ + z۲)

F۲(α)

]
(۴٩)

ت  اث  ی  ر ب  دون را z۲
F۱(α)

و z۱
F۲(α)

اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ͬ ت  وان م   ͬ ک  ن  ی  د، م   م  ش  اھ ده راب  ط  ه ای  ن در ک  ه ھ م  ان ط  ور ام  ا
ھ س  ت  ن  د، خ  ط  ͬ م  س  ت  ق  ل Q روی ۱ و ۱

F۲(α)
و ۱

F۱(α)
چ  ون ک  ه ک  ن  ی  د دق  ت ک  رد. ک  ن  ت  رل آزادان  ه ق  ب  ل  ͬ، م  ق  ادی  ر از

z۱
F۱(α)

اع  ش  اری ق  س  م  ت از ت  اث  ی  رپ  ذی  ری ب  دون و آزادان  ه ͬ ت  وان م   را z۱
F۲(α)

اع  ش  اری ق  س  م  ت م  ث  ال ب  ه ع  ن  وان پ  س
ک  رد. ک  ن  ت  رل

م  وج  ود م  س  ت  ق  ل چ  ن  دج  م  ل  ه ای ھ ای و م  ت  غ  ی  رھ ا ت  ع  داد اگ  ر ک  ه گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه ͬ ت  وان م   م  ش  اب  ه، اس  ت  دلال  ͬ ب  ا
را س  ی  س  ت  م ح  ل پ  ذی  ری ب  ن  اب  رای  ن و ک  رد ک  ن  ت  رل آزادان  ه را اع  ش  اری ق  س  م  ت ھ ای ͬ ت  وان م   ن  ی  ز ب  اش  ن  د، س  ه از ب  ی  ش  ت  ر
ب  ن  اب  رای  ن و دارد ͬ  ͽ  ب  س  ت ض  رای  ب ب  ه ف  ق  ط ۱

Fi(α)
گ  وی  ای ت  واب  ع ای  ن ب  ودن واب  س  ت  ه ک  ه ک  ن  ی  د دق  ت ک  رد. ب  ررس  ͬ

ک  ن  د. ب  ررس  ͬ را آن  ه  ا ͬ  ͽ  واب  س  ت ͬ ت  وان  د م   ن  ظ  ری  ه
روش  ͬ اگ  ر دارد. وج  ود k ـ  ـم  ت  غ  ی  ره ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ͷ  ی از ب  ی  ش  ت  ر م  ع  ادلات، دس  ت  ͽ  اه در ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال
ب  ه م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه م  ت  غ  ی  رھ ای ت  ع  داد ک  ن  ی  م، اع  م  ال ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ اول  ی  ن ب  رروی دادی  م، ت  وض  ی  ح ب  الا در ک  ه را
ک  ن  ی  م ک  م  ت  ر را دس  ت  ͽ  اه ای  ن م  ت  غ  ی  رھ ای ت  ع  داد ͬ ت  وان  ی  م م   روش، ای  ن دادن ادام  ه ب  ا ͬ ی  اب  د. م   ک  اھ ش م  ت  غ  ی  ر k − ۱

را م  ت  غ  ی  رھ ا از ͬ  ͅ ی   ک  ه م  رح  ل  ه ھ ر در ک  ه ب  اش  ی  د داش  ت  ه ت  وج  ه ب  رس  ی  م. ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ͷ  ی ب  ه ک  ه ج  ای  ͬ ت  ا



٩٨ ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͷ  ی ب  ا ص  ح  ی  ح اع  داد ج  م  ع  ͬ س  اخ  ت  ار ب  س  ط ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری .۴ ف  ص  ل

ج  ب  ری م  ع  ادلات م  اب  ق  ͬ در را آن س  پ  س و ͬ ن  وی  س  ی  م م   ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ͷ  ی اس  اس ب  ر و م  ت  غ  ی  رھ ا م  اب  ق  ͬ ب  رح  س  ب
ب  رح  س  ب گ  وی  ا ت  واب  ع ،α ب  رح  س  ب چ  ن  دج  م  ل  ه ای ھ ا ب  ه ج  ای ج  دی  د، ج  ب  ری م  ع  ادلات ای  ن در ͬ ک  ن  ی  م، م   ج  ای  ͽ  زی  ن
ب  ن  اب  رای  ن ھ س  ت  ن  د. ض  رای  ب و ج  ب  ری م  ع  ادلات پ  ارام  ت  رھ ای ب  راس  اس گ  وی  ا ت  واب  ع ای  ن ک  ه اس  ت. ش  ده اس  ت  ف  اده α
داش  ت  ن ج  واب ک  ه اس  ت م  وج  ود ξk,ℓ(ā) ف  رم  ول پ  س دارد. ͬ  ͽ  ب  س  ت ض  رای  ب و پ  ارام  ت  رھ ا ب  ه آن ح  ل پ  ذی  ری

ͬ اف  زای  ی  م. م   ن  ظ  ری  ه ب  ه را زی  ر اص  ول ش  م  ای ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ف  رم  ول ای  ن ب  ودن ب  رق  رار ب  ا م  ع  ادل دس  ت  ͽ  اه،

دارای ،ā پ  ارام  ت  ر ب  ا غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ ℓ و ج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ k ش  ام  ل م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه ھ ر .٧ اص  ول ش  م  ای
.ξk,ℓ(ā) اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ج  واب

ͬ ن  ام  ی  م. م   Tα ن  ظ  ری  ۀ را Tnalg ھ م  راه ب  ه ٧ ت  ا ۴ اص  ول ش  م  ای م  ج  م  وع  ۀ .٢٠�۴ ت  ع  ری  ف

ت  وج  ه ب  ا ھ م  چ  ن  ی  ن، اس  ت. س  ازگ  ار ن  ظ  ری  ه ای  ن پ  س اس  ت، ن  ظ  ری  ه ای  ن ب  رای م  دل  ͬ Zα س  اخ  ت  ار ͬ ک  ه آن  ج  ای   از
اس  ت. ن  ظ  ری  ه ای  ن ب  رای اول  ͬ م  دل Zα ب  ن  اب  رای  ن ͬ ش  ود، م   ن  ش  ان  ده آن م  دل ھ ر در Zα س  اخ  ت  ار زب  ان، ب  ه

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر و ک  ام  ل م  دل ک  ام  ل، ،Tα ن  ظ  ری  ۀ .٢١�۴ ق  ض  ی  ه

از ͬ ش  ود. م   ح  اص  ل ک  ردی  م، ب  ی  ان اص  ل ھ ر از ب  ع  د ک  ه ن  ت  ای  ج  ͬ و ن  ظ  ری  ه اص  ول از ن  ظ  ری  ه ب  ودن م  دل ک  ام  ل اث  ب  ات.
ب  ازگ  ش  ت  ͬ اص  ول م  ج  م  وع  ۀ چ  ون ھ م  چ  ن  ی  ن، اس  ت. ک  ام  ل ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، اول م  دل دارای ن  ظ  ری  ه ای  ن ͬ ک  ه آن  ج  ای  

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر Tα ن  ظ  ری  ۀ پ  س اس  ت،

ن  ی  ز Zα س  اخ  ت  ار ب  ن  اب  رای  ن و اس  ت م  ق  دم  ات  ͬ م  ع  ادل  Th(Zα) ب  ا Tα ن  ظ  ری  ۀ ک  ه ͬ ش  ود م   ن  ت  ی  ج  ه ق  ض  ی  ه ای  ن از
اس  ت. ب  رق  رار زی  ر ن  ت  ی  ج  ۀ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر Zα س  اخ  ت  ار ،α غ  ی  رج  ب  ری ع  دد ھ ر ب  رای .٢٢�۴ ن  ت  ی  ج  ه



۵ ف  ص  ل

آت  ͬ پ  ژوھ ش ھ ای

ب  رای دی  ͽ  ر س  والات  ͬ ط  رح ب  ه ھ م  چ  ن  ی  ن و ش  ده ب  ررس  ͬ س  اخ  ت  ارھ ای م  ورد در م  لاح  ظ  ات  ͬ ب  ی  ان ب  ه ف  ص  ل ای  ن در
ͬ پ  ردازی  م. م   آت  ͬ پ  ژوھ ش ھ ای

وی  ت  هˀ  ف دن  ب  ال  ۀ و ص  ح  ی  ح اع  داد ١ . ۵

را x ک  ه اس  ت ت  اب  ع  ͬ f آن در ک  ه Zφ = ⟨Z,+, f, R, {pn}n∈N, ۰,۱⟩ س  اخ  ت  ار ک  ه دادی  م ن  ش  ان ٢ ف  ص  ل در
آی  ا ام  ا دارد. ح  ذف س  ور س  اخ  ت  ار ای  ن ک  ه ک  ردی  م ث  اب  ت ف  ص  ل آن در اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر ͬ ن  ͽ  ارد، م   ⌊φx⌋ ب  ه

آی  د؟ ب  دس  ت ج  ال  ب ت  ری ح  ذف س  ور ص  ورت آن در ک  ه ک  رد، ت  ع  ری  ف را R راب  ط  ۀ ای  ن L زب  ان در ͬ ت  وان م  

دارد؟ وج  ود L زب  ان در R(x, y) راب  ط  ۀ ب  رای س  ور ب  دون م  ع  ادل  ͬ آی  ا .١ س  وال

ج  ب  ری ع  ددی ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ه ی ٢ . ۵

چ  ه ام  ا اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر α غ  ی  رج  ب  ری ح  ق  ی  ق  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای Zα س  اخ  ت  ار ک  ه دادی  م ن  ش  ان ،۴ ف  ص  ل در
ارائ  ه ۴ ف  ص  ل در ک  ه را م  دل ک  ام  ل  ی  ت  ͬ اث  ب  ات ک  ه ͬ رس  د م   ب  ه ن  ظ  ر ب  اش  د؟ غ  ی  رم  رب  ع  ͬ و ج  ب  ری α اگ  ر ͬ اف  ت  د م   ات  ف  اق  ͬ
ک  ن  ی  م ت  وج  ه ھ م ͅ  ت  ه ن   ای  ن ب  ه ب  ای  د ام  ا ک  رد. اس  ت  ف  اده ن  ی  ز ب  اش  د، ج  ب  ری ع  ددی α ک  ه ح  ال  ت  ͬ ب  رای ͬ ت  وان م   ک  ردی  م،
ق  س  م  ت ھ ای در ج  دی  دی  ͬ   ͽ  واب  س  ت آن، ک  م  ی  ن  ۀ چ  ن  دج  م  ل  ه ای و α ب  ودن ج  ب  ری ب  ه خ  اط  ر ح  ال  ت، ای  ن در ک  ه
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ب  ه ص  ورت n درج  ۀ ک  م  ت  ری  ن ب  ا چ  ن  دج  م  ل  ه ای ͷ  ی در α اگ  ر درح  ق  ی  ق  ت، ͬ آی  د. م   ب  وج  ود اع  ش  اری

αn + kn−۱α
n−۱ + · · ·+ k۰ = ۰ (١)

دس  ت  ͽ  اه ھ ای در ک  ه ͬ ش  ود م   ب  اع  ث راب  ط  ه ای  ن آن  ͽ  اه ھ س  ت  ن  د، ص  ح  ی  ح اع  داد ض  رای  ب آن در ک  ه ک  ن  د، ص  دق
ش  ود. ای  ج  اد ج  دی  دی ͬ  ͽ  واب  س  ت م  ع  ادلات،

را ٣ . ٢ . ۴ زی  رب  خ  ش م  ش  اب  ه دوم  ت  غ  ی  ره  ای م  ع  ادلات از دس  ت  ͽ  اھ ͬ م  ث  ال ب  رای م  ط  ل  ب، ای  ن دق  ی  ق ت  ر ب  ی  ان ب  رای
ک  ه [αix] ت  م  ام ب  ه [αnx] ک  ه ͬ ک  ن  د م   ای  ج  اب (١) م  ع  ادل  ۀ ،x م  ت  غ  ی  ر ب  رای م  ث  لا ص  ورت ای  ن در ب  ͽ  ی  ری  د. درن  ظ  ر
ب  رروی را آن  ه  ا ٣ . ٢ . ۴ زی  رف  ص  ل در ک  ه اس  ت ͬ ھ ای  ͬ   ͽ  واب  س  ت ب  ر ع  لاوه ،ͬ  ͽ  واب  س  ت ای  ن ش  ود. واب  س  ت  ه ،i < n

ک  ردی  م. اع  م  ال م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه
ن  ی  ز چ  ن  دج  م  ل  ه ای دو ب  ودن واب  س  ت  ه ش  رای  ط ک  ه ͬ ش  ود م   ب  اع  ث (١) م  ع  ادل  ۀ ،ͬ  ͽ  واب  س  ت ع  لاوه ب  ر ای  ن ام  ا
ن  ت  ی  ج  ه ͬ ت  وان ن  م   ،Q روی ۱ و ۱

G(α)
، ۱
F (α)

گ  وی  ای ت  واب  ع ب  ودن خ  ط  ͬ واب  س  ت  ۀ از ک  ه م  ع  ن  ͬ ب  ه ای  ن ک  ن  د. ت  غ  ی  ی  ر
ب  ه ص  ورت آن  ه  ا ͬ  ͽ  واب  س  ت ول  ͬ ھ س  ت  ن  د. خ  ط  ͬ واب  س  ت  ۀ Q روی G(α) و F (α) دو چ  ن  دج  م  ل  ه ای ک  ه گ  رف  ت
م  ع  ادلات دس  ت  ͽ  اه در ن  ی  ز ͬ  ͽ  واب  س  ت چ  ن  ی  ن پ  س .(r′ و r گ  وی  ای اع  داد (ب  رای اس  ت F (α) = r + r′G(α)

م  دل ک  ام  ل در م  ن  اس  ب  ͬ، اص  ول ش  م  ای اف  زودن ب  ا ن  ی  ز ͬ  ͽ  واب  س  ت چ  ن  ی  ن ک  ه ͬ رس  د م   ب  ه ن  ظ  ر ام  ا ͬ ش  ود. م   ای  ج  اد
چ  ن  ی  ن ن  وش  ت  ن در ک  ه ͅ  ت  ه ن   ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا ͅ  ن  د. ن   وارد خ  ل  ل  ͬ ، آن ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری درن  ت  ی  ج  ه و س  اخ  ت  ار ب  ودن
ب  ررس  ͬ ͷ  ی ب  ا ͬ ت  وان م   را زی  ر ح  دس ش  ود، اع  م  ال ͬ ھ ا   ͽ  واب  س  ت م  ورد در ظ  راف  ت ھ ا ب  رخ  ͬ ب  ای  د اص  ول  ͬ ش  م  ای

ک  رد. ث  اب  ت س  اده

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر ،α ح  ق  ی  ق  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای Zα س  اخ  ت  ار .١ ح  دس

ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر م  ج  م  وع  ه ھ ای ٣ . ۵

ف  رم  ول ھ ای ب  وس  ی  ل  ۀ ک  ام  لا ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر م  ج  م  وع  ه ھ ای ب  ن  اب  رای  ن دارد، ح  ذف س  ور Zφ س  اخ  ت  ار ک  ه آن  ج  ای  ͬ از
ب  ررس  ͬ ب  ن  اب  رای  ن ن  ی  س  ت، ح  ذف س  ور دارای ،Zα س  اخ  ت  ار چ  ون ام  ا ͬ ش  ون  د. م   م  ش  خ  ص L∗ زب  ان در ب  دون  س  ور

اس  ت. ج  ال  ب  ͬ س  وال س  اخ  ت  ار، ای  ن ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر م  ج  م  وع  ه ھ ای
ف  رم  ول ھ ای وس  ی  ل  ۀ ب  ه ک  ه ھ س  ت  ن  د آن  ه  ای  ͬ اول، دس  ت  ۀ ھ س  ت  ن  د. ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر م  ج  م  وع  ه دس  ت  ه دو L زب  ان در
ت  وج  ه ب  ا ح  ال  ت ای  ن در ک  ه ͬ ش  ون  د. م   ت  ع  ری  ف اس  ت، ن  ش  ده ظ  اھ ر f م  خ  ت  ل  ف ت  وان ھ ای آن  ه  ا در ک  ه وج  ودی ای
ح  س  اب  ͬ دن  ب  ال  ه ھ ای درح  ق  ی  ق  ت ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر م  ج  م  وع  ه ھ ای Z‐گ  روه ھ ا، ن  ظ  ری  ۀ پ  ذی  رف  ت  ن ح  ذف س  ور ب  ه
ق  اب  ل رف  ت  ارھ ای  ͬ ک  ه ͬ گ  وی  ی  م، م   س  اخ  ت  اری» «م  ج  م  وع  ه ھ ای م  ج  م  وع  ه ھ ای  ͬ چ  ن  ی  ن ای  ن ب  ه ھ س  ت  ن  د. ن  ام  ت  ن  اھ ͬ
ب  ه دارن  د. ت  ص  ادف  ͬ‐س  اخ  ت  اری رف  ت  اری ک  ه ͬ ش  ود م   ت  ع  ری  ف م  ج  م  وع  ه ھ ای  ͬ دی  ͽ  ر، ج  ه  ت در دارن  د. پ  ی  ش ب  ی  ن  ͬ
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ب  ا ح  س  اب  ͬ دن  ب  ال  ۀ ͷ  ی ͬ ت  وان ن  م   م  ج  م  وع  ه ھ ای ای  ن در ی  ع  ن  ͬ دارن  د، ت  ص  ادف  ͬ رف  ت  اری ج  ه  ت  ͬ از ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن
ھ م  ن  ه  ش  ت  ͬ ک  لاس ھ ای ت  م  ام ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه دارن  د، س  اخ  ت  اری رف  ت  اری دی  ͽ  ر س  وی  ͬ از و ی  اف  ت ن  ام  ت  ن  اھ ͬ ط  ول
[٢] در ١ ک  ان˼  ل ول  ͬ ͬ ک  ن  د م   ق  ط  ع را ھ م  ن  ه  ش  ت  ͬ ک  لاس ھ ای ت  م  ام f ت  اب  ع ب  رد م  ث  ال، ب  ه ع  ن  وان ͬ ک  ن  د. م   ق  ط  ع را
ط  ول ب  ا ح  س  اب  ͬ دن  ب  ال  ۀ ھ ی  چ ول  ͬ دارد وج  ود ط  ول  ͬ ھ ر ب  ا ح  س  اب  ͬ دن  ب  ال  ۀ ت  اب  ع ای  ن ب  رد در ک  ه ک  رد ث  اب  ت
ن  ام گ  ذاری چ  ن  ی  ن ͬ دھ ن  د. م   ن  ش  ان خ  ود از «٢ «ت  رک  ی  ب  ͬ رف  ت  اری م  ج  م  وع  ه ھ ای  ͬ چ  ن  ی  ن ͬ ش  ود. ن  م   ی  اف  ت ن  ام  ت  ن  اھ ͬ
ب  ه ص  ورت ف  رم  ول ھ ای  ͬ ت  م  ام  ͬ ب  رگ  زی  ده ای  م. [۶] در ٣ ت  ائ  و ن  ام گ  ذاری اس  اس ب  ر را م  ج  م  وع  ه ھ ا ای  ن ب  رای

ͬ ک  ن  ن  د. م   ت  ع  ری  ف را م  ج  م  وع  ه ھ ای  ͬ چ  ن  ی  ن ∃y(x = fn(y))

ͬ دان  ی  م. ن  م   ͬ ک  ن  ن  د، م   ت  ع  ری  ف آن  ه  ا ک  ه را م  ج  م  وع  ه ھ ای  ͬ رف  ت  ار م  ا ک  ه ͬ م  ان  ن  د م    ͬ ب  اق   ف  رم  ول ھ ای  ͬ ھ م  چ  ن  ان ام  ا
در ک  ان˼  ل ک  ه ن  ت  ی  ج  ه ای ͬ ت  وان م   ح  ال، ای  ن ب  ا .∃y(x = f(y) + f۲(y)) ب  ه ص  ورت ف  رم  ول ھ ای  ͬ م  ث  ال ب  ه ع  ن  وان
چ  ن  دج  م  ل  ه ای ت  اب  ع ھ ر ب  رد ،f ت  اب  ع ب  رد ب  ه ج  ای ک  ه ت  رت  ی  ب ای  ن ب  ه داد، ج  ال  ب ت  ع  م  ی  م  ͬ را اس  ت ک  رده ب  ی  ان [٢]

ͬ ک  ن  ی  م. م   اث  ب  ات س  پ  س و ب  ی  ان زی  ر گ  زارۀ در را ج  ال  ب ت  ع  م  ی  م ای  ن داد. ق  رار را f م  خ  ت  ل  ف ت  وان ھ ای ب  رح  س  ب

ح  س  اب  ͬ دن  ب  ال  ۀ ش  ام  ل ،Zα در h ت  اب  ع ب  رد ص  ورت ای  ن در .h(x) =
∑k

i=۰mif
i(x) ک  ن  ی  د ف  رض .١�۵ گ  زاره

اس  ت. ط  ول  ͬ ھ ر ب  ا

ب  ه ط  وری ب  ی  اب  ی  م را y و x م  ان  ن  د ع  ن  اص  ری اس  ت ک  اف  ͬ ،n دل  خ  واه ط  ول از ح  س  اب  ͬ دن  ب  ال  ۀ داش  ت  ن ب  رای اث  ب  ات.
در ک  ه اس  ت ب  رق  رار زم  ان  ͬ راب  ط  ه ای چ  ن  ی  ن ام  ا .h(x + ℓy) = h(x) + ℓh(y) ھ م  واره ،ℓ ≤ n ھ ر ب  رای ک  ه

ب  اش  د. ب  رق  رار ۱ ≤ i ≤ k ھ ر ب  رای زی  ر غ  ی  رج  ب  ری م  ع  ادل  ۀ Zα

f i(x+ ny) = f i(x) + nf i(y)

ب  اش  د. ب  رق  رار زی  ر راب  ط  ۀ ۰ ≤ i ≤ k − ۱ ھ ر ب  رای ͅ  ه ای  ن   ب  ا اس  ت م  ع  ادل ع  ب  ارت ای  ن

Zα |= ۰ < [αf i(x)] + n[αf i(y)] < ۱

ͬ ک  ن  د. م   م  ی  س  ر م  ا ب  رای را ع  ن  اص  ری چ  ن  ی  ن ی  اف  ت  ن ͅ  ر، ک  رون   ق  ض  ی  ۀ از ج  س  ت  ن ب  ه  ره ح  ال

م  ت  غ  ی  ر ͷ  ی از ب  ی  ش ب  ا ف  رم  ول  ͬ ب  ه وس  ی  ل  ۀ ک  ه م  ج  م  وع  ه ای ح  ت  ͬ ک  ه داد ن  ش  ان ͬ ت  وان م   م  ش  اب  ه اس  ت  دلال  ͬ ب  ا
م  ت  ن  اھ ͬ ط  ول ھ ر از ح  س  اب  ͬ دن  ب  ال  ۀ م  ج  م  وع  ه ھ ا، ای  ن در ی  ع  ن  ͬ دارن  د. خ  اص  ی  ت  ͬ چ  ن  ی  ن ن  ی  ز ͬ ش  ون  د، م   ت  ع  ری  ف

ن  ی  س  ت. ن  ام  ت  ن  اھ ͬ ط  ول ب  ا ح  س  اب  ͬ دن  ب  ال  ۀ ھ ی  چ ش  ام  ل ول  ͬ ͬ ش  ود م   ی  اف  ت
ظ  اھ ر f م  خ  ت  ل  ف ت  وان ھ ای آن در ک  ه ف  رم  ول ھ ای  ͬ ب  ا ک  ه م  ج  م  وع  ه ھ ای  ͬ ک  ه ͬ دھ د م   ن  ش  ان م  ش  اھ ده ای  ن
ط  ول ب  ا ح  س  اب  ͬ دن  ب  ال  ۀ ھ ی  چ ش  ام  ل ک  ه م  ع  ن  ͬ ای  ن ب  ه  دارن  د. اول اع  داد ب  ه ش  ب  ی  ه رف  ت  اری ک  م  اب  ی  ش اس  ت، ش  ده

١Connell
٢hybrid

٣T. Tao
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۴-۴ گ  زارۀ ح  ال، ای  ن ب  ا .[۶] دارد وج  ود م  ت  ن  اھ ͬ ط  ول ھ ر از ح  س  اب  ͬ دن  ب  ال  ۀ آن در ول  ͬ ن  ی  س  ت ن  ام  ت  ن  اھ ͬ
اش  ت  راک در اول اع  داد م  ج  م  وع  ۀ ب  ا اس  ت ͅ  ن م  م   ت  ع  ری  ف پ  ذی  ری م  ج  م  وع  ه ھ ای چ  ن  ی  ن ک  ه ͬ دھ د م   ن  ش  ان

ب  اش  د. م  ت  ف  اوت ھ م  ن  ه  ش  ت  ͬ، ک  لاس ھ ر ب  ا داش  ت  ن ن  ام  ت  ن  اھ ͬ
اس  ت ج  ال  ب ب  س  ی  ار س  وال  ͬ س  اخ  ت  ارھ ا، ای  ن در ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر م  ج  م  وع  ه ھ ای ت  م  ام  ͬ دق  ی  ق ش  ن  اخ  ت  ن ب  ن  اب  رای  ن
ع  ددی α ک  ه ح  ال  ت  ͬ در ͅ  ه، ای  ن   ض  م  ن گ  رف  ت. درن  ظ  ر ج  دی  د پ  ژوھ ش  ͬ م  وض  وع ͷ  ی ب  ه ع  ن  وان را آن ͬ ت  وان م   ک  ه
ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر م  ج  م  وع  ه ھ ای ش  ن  اس  ای  ͬ ͬ ش  ون  د، ن  م   ظ  اھ ر ف  رم  ول ھ ا در دو از ب  زرگ  ت  ر ت  وان ھ ای چ  ون ب  اش  د، م  رب  ع  ͬ

ͬ رس  د. م   ب  ن  ظ  ر آس  ان ت  ر

از ب  ه غ  ی  ر آی  ا ھ س  ت  ن  د؟ چ  ه ص  ورت ب  ه  Zα س  اخ  ت  ار در ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر م  ج  م  وع  ه ھ ای ،α ھ ر ب  رای .٢ س  وال
ͬ ش  ون  د؟ م   ت  ع  ری  ف ن  ی  ز ت  ص  ادف  ͬ م  ج  م  وع  ه ھ ای ت  رک  ی  ب  ͬ، م  ج  م  وع  ه ھ ای و س  اخ  ت  ارم  ن  د م  ج  م  وع  ه ھ ای

ای  ن در ش  ده ت  ع  ری  ف اع  ش  اری ت  رت  ی  ب از دارن  د، س  اخ  ت  ارھ ا ای  ن ک  ه دی  ͽ  ری ج  ال  ب ب  س  ی  ار خ  اص  ی  ت
ن  ظ  ر در را ت  رت  ی  ب راب  ط  ۀ ای  ن ب  ه  وس  ی  ل  ۀ ش  ده ال  ق  ا ت  وپ  ول  وژی اگ  ر ک  ه ت  رت  ی  ب ای  ن ب  ه ͬ گ  ی  رد. م   ن  ش  أت س  اخ  ت  ار ھ ا
و چ  ͽ  ال م  ج  م  وع  ه ھ ای  ͬ ت  رک  ی  ب  ͬ، و س  اخ  ت  ارم  ن  د ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر، م  ج  م  وع  ه ھ ای دس  ت  ه دو ھ ر آن  ͽ  اه ب  ͽ  ی  ری  م،

ھ س  ت  ن  د. ن  ی  ز م  ت  م  م چ  ͽ  ال
ض  رب ⟨R, <,+,Z, αZ, βZ⟩ س  اخ  ت  ار در ک  ه ک  رد ث  اب  ت ھ ی  رون  ی  م  ͬ ک  ردی  م، ب  ی  ان م  ق  دم  ه در ک  ه ھ م  ان  ط  ور
دش  وار ب  س  ی  ار ھ ی  رون  ی  م  ͬ اث  ب  ات ک  ردن دن  ب  ال ب  اش  ن  د. خ  ط  ͬ م  س  ت  ق  ل Q روی β و α ،۱ ھ رگ  اه ͬ ش  ود م   ت  ع  ری  ف

ب  اش  د. ج  ال  ب س  وال  ͬ ͬ ت  وان  د م   ق  ض  ی  ه ای  ن ب  رای م  دل  ͬ ن  ظ  ری  ۀ اث  ب  ات ب  ن  اب  رای  ن اس  ت.

س  اخ  ت  ار در ض  رب ت  ع  ری  ف پ  ذی  ری ب  رای م  دل ن  ظ  ری  ۀ م  ق  دم  ات  ͬ اب  زارھ ای از اس  ت  ف  اده ب  ا اث  ب  ات  ͬ آی  ا .٣ س  وال
دارد. وج  ود ⟨R, <,+,Z, αZ, βZ⟩



١٠٣ ان  ͽ  ل  ی  س  ͬواژه ن  ام  ه ب  ه ف  ارس  ͬ واژه ن  ام  ۀ

ان  ͽ  ل  ی  س  ͬ ب  ه ف  ارس  ͬ واژه ن  ام  ۀ

ا

saturated . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٨ اش  ب  اع،

axiomatization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١١ اص  ل ب  ن  دی،

ب

recursive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١٠ ب  ازگ  ش  ت  ͬ،

ت

type . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٧ ت  ای  پ،

decidability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١٠ ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری،

ح

quantifier elimination . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٧ ح  ذف س  ور،

د

Beatty sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١١ ب  ی  ت  ͬ، دن  ب  ال  ۀ

complete  Beatty sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١١ ک  ام  ل، ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ

lower Wythoff sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١٢ وی  ت  هˀ  ف، پ  ای  ی  ن  ͬ دن  ب  ال  ۀ

Fibonacci sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢٠ ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ، دن  ب  ال  ۀ



١٠۴ ان  ͽ  ل  ی  س  ͬواژه ن  ام  ه ب  ه ف  ارس  ͬ واژه ن  ام  ۀ

س

back and forth system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٩ ب  رگ  ش  ت  ͬ، و رف  ت س  ام  ان  ۀ

م

transcendental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٧١ م  ت  ع  ال  ͬ،

computable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٧١ م  ح  اس  ب  ه پ  ذی  ر،

ه

elementarily equivalent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶ م  ق  دم  ات  ͬ، ھ م ارزِ



١٠۵ ف  ارس  ͬواژه ن  ام  ه ب  ه ان  ͽ  ل  ی  س  ͬ واژه ن  ام  ۀ

ف  ارس  ͬ ب  ه ان  ͽ  ل  ی  س  ͬ واژه ن  ام  ۀ

A

axiomatization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١١ اص  ل ب  ن  دی،

B

back and forth system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٩ ب  رگ  ش  ت  ͬ، و رف  ت س  ام  ان  ۀ

Beatty sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١١ ب  ی  ت  ͬ، دن  ب  ال  ۀ

C

complete  Beatty sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١١ ک  ام  ل، ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ

computable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٧١ م  ح  اس  ب  ه پ  ذی  ر،

D

decidability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١٠ ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری،

E

elementarily equivalent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶ م  ق  دم  ات  ͬ، ھ م ارزِ

F

Fibonacci sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢٠ ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ، دن  ب  ال  ۀ

L



١٠۶ ف  ارس  ͬواژه ن  ام  ه ب  ه ان  ͽ  ل  ی  س  ͬ واژه ن  ام  ۀ

lower Wythoff sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١٢ وی  ت  هˀ  ف، پ  ای  ی  ن  ͬ دن  ب  ال  ۀ

Q

quantifier elimination . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٧ ح  ذف س  ور،

R

recursive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١٠ ب  ازگ  ش  ت  ͬ،

S

saturated . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٨ اش  ب  اع،

T

transcendental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٧١ م  ت  ع  ال  ͬ،

type . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٧ ت  ای  پ،



ن  م  ای  ه

٨ ک  ام  ل، n ـ  ـت  ای  پ

٨ اش  ب  اع،
۴٣ ع  ددی  ـ  ـاع  ش  اری، ال  ͽ  وی

۶ ای  زوم  رف،
٧ ت  ای  پ،

٧ ب  دون س  ور، ت  ای  پ
٧٨ غ  ی  رج  ب  ری، ت  ای  پ

١٠ ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری،
۴۶ ج  ای  ͽ  ش  ت،
٧ ح  ذف س  ور،

۴٧ پ  رس  ب  رگ  ر، ح  س  اب
١١ ب  ی  ت  ͬ، دن  ب  ال  ۀ

١١ ک  ام  ل، ب  ی  ت  ͬ دن  ب  ال  ۀ
٢٠ ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ، دن  ب  ال  ۀ

١٢ وی  ت  هˀ  ف، پ  ای  ی  ن  ͬ دن  ب  ال  ۀ
٩ ب  رگ  ش  ت  ͬ، و رف  ت س  ام  ان  ۀ

٧١ م  ت  ع  ال  ͬ، ع  دد

۴٠ چ  ی  ن  ͬ، ب  اق  ی  م  ان  دۀ ق  ض  ی  ۀ
٧٢ ͅ˼  ر، ک  رون˼   چ  ن  دبˀ  ع  دی ت  خ  م  ی  ن ق  ض  ی  ۀ

٢۵ ،١۴ ͅ  ر، ک  رون   ق  ض  ی  ۀ
٧١ م  ح  اس  ب  ه پ  ذی  ر،

٢٠ ،١٢ ط  لای  ͬ، ن  س  ب  ت

۶ ن  ظ  ری  ه،
٨٠ غ  ی  رج  ب  ری، ن  ظ  ری  ۀ

۶ م  دل˂ ک  ام  ل، ن  ظ  ری  ۀ
۶ ک  ام  ل، ن  ظ  ری  ۀ

٢٢ ف  ی  ب  ون  ات  چ  ͬ، ن  م  ای  ش
۶ م  ق  دم  ات  ͬ، ھ م ارز

١٠٧
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Corollary 2.2. The structure Zφ is decidable.

The results of this section have been published in [10].

3 Decidability of the structure ⟨Z,+, fφ, <, 0, 1⟩
By adding order to the structure of Zφ, the Kronecker theorem cannot be applied for

poof of quantifier-elimination; because we may need to solve an equation of the form

[φx] ∈ (a, b) augmented by x ∈ (c, d), and the Kronecker theorem cannot be applied for

solving this equation. Hence we resorted to some a different idea to prove the decidability

of this structure by directly analysing formulas.

Note that, the Fibonacci sequence is definable in the structure ⟨Z,+, fφ, <, 0, 1⟩ but

cannot be defined by a quantifier-free formula. So the structure ⟨Z,+, fφ, <, 0, 1⟩ does not
admit quantifier-elimination.

The main theorem of this section is the following.

Theorem 3.1. The structure ⟨Z,+, fφ, <, 0, 1⟩ is decidable.

4 Decidability of the structure ⟨Z,+, fα, 0, 1⟩
In this section, we prove the decidability of the structure of Zα, for every computable

non-algebraic number α. To prove the decidability, we prove that this structure is model-

complete and the decidability is then obtained as a result of model-completeness. So the

main theorem of this section is model-completeness of the structure Zα.

Theorem 4.1. For computable non-algebraic α, the structure Zα is model-complete.

Corollary 4.2. The structure Zα is decidable.



In this thesis, we prove the decidability of expansions of the additive structure of

integers by a Beatty sequence. The thesis is structured as follows. The decidability of

the structure Zφ := ⟨Z,+, fφ, 0, 1⟩, where fφ(x) = ⌊φx⌋, and φ is the golden ratio, is

proved in Section 2. In Section 3, we add the order relation to the structure and prove the

decidability of the structure ⟨Z,+, <, fφ, 0, 1⟩. In section 4, we prove that the structure

Zα is decidable for all computable non-algebraic α.

2 Decidability of the structure ⟨Z,+, fφ, 0, 1⟩
In this section we prove that the structure Zφ has quantifier-elimination and it is decidable.

We are already aware that this follows from the decidability of the theory of (R,Z, αZ,+, <

) for a quadratic irrational number α, as proved by Hieronymi in [7]. His proof relies on

the continued fractions and Ostrowski representations and interpreting in the structure

⟨N,P(N),∈, sN⟩. Since the latter is decidable by a classical result of Büchi [1], so is the

former. Also, the decidability of our structure can as well be obtained as a consequence of

two papers of Shallit et al., [5, 13] where they even propose an automata-based decision

algorithms for Fibonacci words.

Nevertheless, although we rely on facts on Fibonacci words and the lower Wythoff

sequence to explain the properties of the function f , our approach is pure model-theoretic

and based on a quantifier-elimination result in a suitable language. This approach was

suggested by Hieronymi, who guessed that a model-theoretic treatment of the properties

of Beatty sequences would lead to the decidability of our structure.

Recall that any sequence of the form Bα = (⌊αn⌋)n∈N for a positive irrational α, is

called a Beatty sequence. For α > 1 and β = α/(α− 1), (Bα,Bβ) form a so-called pair

of complementary Beatty sequences; that is Bα ∪ Bβ = N and Bα ∩ Bβ = ∅ (see [3, 4] for

more on Beatty sequences). The Beatty sequence Bα, in the special case that α = φ, the

golden ratio, is called the lower Wythoff sequence.

We augment the language of Z-groups by the unary function symbol f . This choice of

the language suggests that in order to have a chance for quantifier-elimination, we need to

deal with systems of equations involving congruence relations and the function f . It turns

out that the solvability of such systems is closely related to a classical theorem of Kronecker

that the set of decimal parts of elements of the form φn, for n ∈ N, is dense in the unit

interval (0, 1). We will deploy this connection as a major means for our axiomatization.

The main idea we rely on is that the order of the decimal parts is definable in L. That
is there is an L-formula R(x, y) such that R(m,n) holds for two integers m,n if and only

if the decimal part of φm is smaller than that of φn. Hence we add a binary predicate

R(x, y) to the language, and the main theorem is the following.

Theorem 2.1. The structure ⟨Z,+, fφ, R, {pn}n∈N, 0, 1⟩ admits elimination of quantifiers.
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Abstract

We proof the decidability of four different structures using different methods of

model theory. At first, we proof quantifier-elimination for the structure ⟨Z,+, ⌊φx⌋, 0, 1⟩,
where φ is the golden ratio. We then conclude the decidability is obtained as a result.

We extend this decidability result to the case where an order relation is also added.

A similar result also proof when we consider this structure together with the real

numbers. Finally, we proof that the structure ⟨Z,+, ⌊αx⌋, 0, 1⟩ is model-complete,

for any computable irrational number α, the decidability of the latter structure is a

result of model-completeness.

1 Introduction

While the theory of the structure (Z,+, ·) is famously undecidable (first Gödel incomplete-

ness theorem [6]), tame reducts of this structure have been subject of various literature,

see for example [2, 8, 7, 9]. A classical result in this direction is the decidability of the

theory of the structure (Z,+, {pn}n∈N, 0, 1), known as the theory of Z-groups. In the men-

tioned structure, multiplication in Z is replaced by infinitely many unary predicates pn,

where pn(x) holds if x
n≡ 0. More recent relevant results are, for example, that there are no

intermediate structures between the group of integers and Presburger arithmetic (Conant

in [2]); and that the theory of integers with a predicate for prime numbers is decidable,

provided that Dickson’s conjecture holds (Kaplan and Shelah in [9]).
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