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۱ فصل

گروه ها

بررس نظری، فیزی در دارد. وجود جمع یا ضرب نام به عمل،  ی تنها آنها در که م شود پرداخته ساده ای ساختارهای بررس به گروه ها نظریۀ در

استفاده آنها از ی که دارد فراوان کاربردهای گروه ها نظریۀ ، ریاض در دارد. کاربرد موج تابع دیفرانسیل معادلۀ حل برای بلورها، تقارن گروه های

است. گالوا نظریۀ در حل پذیر، گروه های از استفاده و سیلو قضایای از

گروه تعریف ۱ .۱

و باشد مجموعه ی G کنید فرض .۱ تعریف

˚ : G ˆ G ÝÑ G

باشد: زیر ویژگ های دارای تابع ی

پذیری) (شرکت @a, b, c a ˚ pb ˚ cq “ pa ˚ bq ˚ c .۱

( خنث عضو ی حداقل (وجود De @a e ˚ a “ a ˚ e “ a .۲

وارون) عضو ی حداقل (وجود @a Db a ˚ b “ b ˚ a “ e م کند: برآورده را دوم مورد شرط که باشد عناصری از ی e اگر .۳

نوشت: زیر دقیق تر صورت به م توان را سوم و دوم شرط های

De
´

p@a e ˚ a “ a ˚ e “ aq ^ p@aDb a ˚ b “ b ˚ a “ eq

¯

.

است! همین منظورمان ˚ : GˆG Ñ G که گفته ایم وقت اما باشد؛ G در a ˚ b حاصل a, b P G هر برای باید م نویسند: گروه تعریف در گاه

.۲ توجه

یا a.b یا ab نوشت: خواهیم a ˚ b جای به معمولا صورت این در داد. نشان نیز ¨ یا ` مثل علامت هر با ˚ جای به م توان را گروه عمل .۱

کرد. خواهیم استفاده ab علامت از اوقات بیشتر ما .a ` b

.na بنویسیم: باید an جای به م دهیم، نشان جمع علامت با را گروه عمل وقت .an “ a . . . a
loomoon

nبار

م کنیم: تعریف .۲

هیچ abc م نویسیم وقت واقع در .abc بنویسیم: راحت خیال با pabqc یا apbcq جای به که م دهد اجازه ما به عملا پذیری، شرکت ویژگ .۳

ر م ba بنویسیم ab جای به نداریم اجازه حت .bca یا acb بنویسیم abc جای به که نم دهد اجازه ما به قانون این اما ندارد. وجود ابهام

م شود. گفته آبل یا جابه جایی، گروه است، برابر ba با ab همواره آن در که گروه هایی به . خاص گروه های در

است: تقارن گروه های گروه، مثال های مهم ترین از ی

۲



۱ م دهیم: نشان sympXq با را X به X از پوشا و ی به ی توابع تمام مجموعه باشد. مجموعه ی X کنید فرض .۳ مثال

sympXq “ tf : X Ñ X | f : پوشا و ی به uی

پوشا و ی به ی تابع ی X روی پوشا و ی به ی تابع دو ترکیب که کنید دقت است. گروه ی توابع ترکیب عمل با sympXq م کنیم ادعا

صورت: به ما نظر مورد عمل بنابراین است؛ X روی

˝ : sympXq ˆ sympXq Ñ sympXq

کنیم. بررس را ۱ تعریف شرط های بودن درست باید حال است.

f, g, h P sympXq کنید فرض

برابر هم با زمان h1, h2 : X Ñ X تابع دو که کنید دقت است. برابر pf ˝ gq ˝ h تابع با f ˝ pg ˝ hq تابع که کنیم بررس باید اول: شرط

داریم x P X هر برای که دهیم نشان باید اول شرط تحقیق برای پس .h1pxq “ h2pxq باشیم داشته x P X هر برای که هستند

pf ˝ pg ˝ hqqpxq “ ppf ˝ gq ˝ hqpxq.

داریم: که است واضح اما

pf ˝ pg ˝ hqqpxq “ fppg ˝ hqpxqq “ fpgphpxqqqq “ pf ˝ gqphpxqq “ ppf ˝ gq ˝ hqpxq.

دارد؟ خنث عضو ی حداقل گروه آین آیا دوم: شرط

هر برای که است واضح است). همان تابع همان تابع، (این یرید ب نظر در @x P X idpxq “ x ضابطۀ با را ،id : X Ñ X تابع

.f ˝ id “ id ˝ f داریم f P sympXq

که: طوری به دارد، وجود f´1 تابع پس است. پذیر وارون است، پوشا و ی به ی sympXq در f هر که آنجا از سوم: شرط

id “ f ˝ f´1 “ f´1 ˝ f.

گروه هر گروه هر اساساً که کرد خواهیم ثابت زودی به که است این است، گروه مثال های مهم ترین از ی sympXq گفتیم که این علت .۴ توجه

.X مجموعه ی ی برای است،  sympXq صورت به گروه ی از زیرگروه G

.G Ď sympXq که طوری به دارد، وجود X مجموعه ی ی آنگاه باشد، گروه ی G اگر دقیق تر، طور به

به را a که خط به نسبت را مثلث که یرید ب تابع را ra : R2 Ñ R2 تابع یرید. ب نظر در را a, b, c رئوس به الاضلاع متساوی مثلث .۵ مثال

(به مثلث نقاط به را مثلث نقاط همچنین ندارد، کاری نیستند، مثلث روی که R2 از نقاط به تابع (این م کند بازتاب م کند، وصل رو به رو ضلع

کرد: تجسم نیز ری دی گونۀ به م توان را ra تابع م برد). مجموعه وار صورت

ra : ta, b, cu Ñ ta, b, cu

و

rapaq “ a, rapbq “ c, rapcq “ b.

م گیریم. نظر در را rb, rc بازتاب های مشابهاً

تقارن. معن به symmetry ۱مخفف

۳



r1r1 “ id, r2r2 “ id, r3r3 “ id داریم: توابع ترکیب عمل با حالا

که: طوری به است φ : R2 Ñ R2 مانند تابع مرکزی، نقطۀ حول درجه ۱۲۰ اندازه به دوران ی

.id “ φ2 که است واضح

tid, ra, rb, rc, φ, φ
2u م نویسیم: را کردیم تعریف که را تابع شش همه ی مجموعه ی

شش گروه ی تقارن ها، ترکیب عمل با نیز S3 م دهند. نشان S3 با را آن و م نامند منتظم ضلع سه ی تقارن های مجموعۀ را مجموعه این

گروه تنها که داد خواهیم نشان درس تمرین های در بعداً .r1r2 ‰ r2r1 مثال عنوان به زیرا است، جابه جایی غیر که م دهد یل تش مهم عضوی

است. گروه همین عضوی، ۶ جابه جایی غیر

۴



ببینید): را درس اول جلسۀ (فیلم  کرد مشاهده م توان است. زیر صورت به S3 گروه در موجود انفعالات و فعل

φ “ r3r1 “ r1r2 “ r2r3

φ2 “ r1r3 “ r2r1 “ r3r2

نوشت: م توان بنابراین

،r1φ “ r1r1r2 “ idr2 “ r2

r1φ
2 “ r1r1r3 “ idr3 “ r3

ندارد. وجود مجموعه در اعضا این ترکیب حاصل چون نیست گروه ی tr1, r2, r3u ول است گروه tid, ra, rb, rc, φ, φ
2u که کنید دقت

.b “ c آنگاه ab “ ac اگر صورت، این در باشند. G در دلخواه عناصر ،a, b, c و باشد گروه ی G کنید فرض چپ). از حذف قانون ) ۶ لم

e و ad “ da “ e که طوری به دارد وجود d مانند عنصری که م دانیم گروه ها، سوم ویژگ بنابر .ab “ ac و a, b, c P G کنید فرض اثبات.

داریم: حال است. خنث عنصری

ab “ ac

ùñ dpabq “ dpacq

ùñ pdaqb “ pdaqc

ùñ b “ c.

راست). از حذف (قانون .b “ c آنگاه ،ba “ ca اگر مشابهاً،

اثبات.

ba “ ca

ùñ pbaqd “ pcaqd

ùñ bpadq “ cpadq

ùñ b “ c

b؟ “ c صورت این در آیا ab “ ca اگر .۱ سوال

است. مثبت بالا سوال جواب که نم گویند ما به گروه ها نظریۀ قوانین

کند، صدق گروه ها دوم ویژگ شرط در هرگاه م نامیم خنث عنصر ی را e P G عنصر باشد. گروه ی G کنید فرض .( خنث (عنصر ۷ تعریف

: یعن

@a P G ae “ ea “ a.

.(« خنث «عنصر گفت « خنث عنصر «ی جای به م شود (پس تاست ی خنث عنصر G گروه هر در .۸ لم

صورت: این در باشد. دلخواه عضو ی a P G کنید، فرض باشند. داشته را بودن خنث ویژگ دو هر e1, e2 P G کنید فرض اثبات.

ae1 “ a, ae2 “ a

ùñ ae1 “ ae2

ùñ e1 “ e2.

۵



م دهیم. نشان e با را گروه ی خنثای عضو بعد به این از بالا، لم به بنا

هرگاه: م نامیم a برای وارون عضو ی را b P G عنصر باشد. دلخواه عنصر a P G کنید فرض عنصر). ی (وارون ۹ تعریف

ab “ ba “ e.

دارد. وجود a برای وارون عضو ی فقط صورت این در a P G کنید فرض .۱۰ لم

صورت: این در باشند). a وارون دو هر b2 و b1) باشد b2 و b1 وارون دو دارای a کنید فرض اثبات.

ab1 “ e, ab2 “ e

ùñ ab1 “ ab2

ùñ b1 “ b2.

استفاده گروه عمل برای جمع نماد از وقت م دهیم. نشان a´1 با را a عنصر ی وارون تاست. ی وارون دارای a عنصر هر که گفتیم .۱۱ قرارداد

دهیم. نشان نیز ´a با را a وارون م توانیم م کنیم

باشند. معلوم نمادگذاری این در اجزایش تمام تا داد نشان pG, ˚, eq صورت به است بهتر را G گروه ی

هم مجموعه و زیرگروه ۲ .۱

است، G از زیر گروه ی H م گوییم باشد. زیرمجموعه ی H Ď G کنید فرض همچنین باشد. گروه ی pG, ˚, eq کنید فرض .۱۲ تعریف

است. گروه خودش که زیرمجموعه ای یعن زیرگروه واقع، در باشد. گروه ی خودش pH, ˚, eq هرگاه

اگر: تنها و اگر است G از زیرگروه ی H صورت این در باشد. G از زیرمجموعه ای H و گروه ی G کنید فرض .۱۳ لم

.eG P H .۱

است G در که a وارون که خواسته ایم ما است. G گروه در a عنصر وارون اینجا، در a´1 از منظور که کنید دقت .@a P H a´1 P H .۲

باشد. هم H مجموعۀ در

H در عنصر این که خواسته ایم ما و است، G در عنصری a ˚ b آن گاه a, b P H وقت که کنید دقت دوباره .@a, b P H a ˚ b P H .۳

باشد.

.ab´1 P H باشیم داشته a, b P H هر ازای به اگر تنها و اگر است، زیرگروه ی H Ď G .۱ تمرین

م کنیم: تعریف باشد. دلخواه عنصر ی ،a P G و باشد G از گروه زیر ی H کنید فرض .۱۴ تعریف

aH “ tah | h P Hu.

باشیم: داشته تا باشد a´1 باید H اعضای از ی پس باشد داشته را خنث عضو باید باشد، گروه aH اگر نیست. گروه لزوما aH .۱۵ توجه

نیست. طور این لزوما و aa´1 “ e P aH

اعضای تعداد با aH مجموعۀ اعضای تعداد یعن |aH|؛ “ |H| صورت این در باشد. G گروه از متناه گروه زیر ی H کنید فرض .۱۶ توجه

است. برابر H

۶



تک پس ،h1 “ h2 آنگاه ،ah1 “ ah2 اگر .aH “ tah1, ah2, . . . , ahnu صورت این در که ،H “ th1, h2, . . . , hnu کنید فرض اثبات.

که: طوری به کرد تعریف aH و H بین ی به ی تناظر ی م توان پس متفاوتند. هم با aH اعضای تک

f : H ÝÑ aH, h ÞÑ ah.

هستند. هم اندازه H و aH پس پوشاست و ی به ی نگاشت ی نگاشت، این

.a P aH .۱۷ مشاهده

.a P aH پس .e P H و a “ ae که است واضح اثبات.

.b P aH و a P bH که است واضح ،aH “ bH اگر .۱۸ مشاهده

که است این منظور ه بل .ah “ bh داریم h P H هر برای که نیست این منظورمان عنوان هیچ به ،aH “ bH م گوییم وقت که کنید دقت

است. شده برابر bh1 ی با ah هر یعن است؛ شده برابر ها bh مجموعۀ با ها ah مجموعۀ

.aH Ď bH صورت این در ،a P bH اگر .۱۹ مشاهده

دلخواه عنصر ی ،ah2 P aH کنید فرض .a “ bh1 ،h1 P H عنصر ی برای bH تعریف طبق صورت، این در .a P bH کنید فرض اثبات.

صورت: این در باشد.

ah2 “ b h1h2
loomoon

PH

P bH

.aH Ď bH پس

.bH Ď aH آنگاه ،a P bH اگر .۲۰ مشاهده

اثبات.

a P bH ùñ Dh2 P H a “ bh2

ùñ b “ ah´1
2

.bH Ď aH که م شود نتیجه این از قبل مورد با بنا .b P aH داریم a P bH وقت بنابراین

.۲۱ نتیجه

aH “ bH ðñ a P bH

ðñ b P aH.

.aH “ bH صورت این در aH X bH ‰ ∅ اگر .۲۲ مشاهده

از و a P bH یعن a “ bh2h
´1
1 صورت این در .aH X bH ‰ ∅ یعن .ah1 “ bh2 باشیم داشته h1, h2 P H ی برای کنید فرض اثبات.

.aH “ bH رو این

.aH “ bH یا aH X bH “ ∅ یا صورت این در .a, b P G و باشد آن از زیرگروه H و گروه ی G کنید فرض .۲۳ نتیجه

.aH “ H صورت این در a P H اگر .۲۴ مشاهده

.aH “ H پس |aH| “ |H| که آن جا از حال .aH Ď H بنابراین .ah P H داریم h P H هر برای صورت این در اگر a P H اثبات.

رو این از و e “ aa´1h P aH پس .a´1 P H داریم همچنین است، زیرگروه H که آن جا از صورت، این در a P H اگر راحت تر: اثبات

.aH “ eH “ H

۷



تعداد H اعضای تعداد (یعن |H| | |G| صورت این در باشد. G از زیرگروه ی H و G “ ta1a2, . . . anu کنید فرض (لاگرانژ). ۲۵ قضیه

م کند). عاد را G اعضای

که کنید دقت اثبات.

a1H Ď G

a2H Ď G

...

anH Ď G

باشد xHهایی کامل لیست ai1H, ai2H, . . . , aimH کنید فرض ندارند. اشتراک هیچ یا مساوی اند هم با یا ،ajH و aiH دو هر که کنید توجه

.G “
Ť

aiH که کنید دقت متفاوت اند. دو به دو باهم که

باشند. آن ها میان در ن مم های xH همۀ که گرفته ایم نظر در را aiH زیرا ماست؛ های aiH از ی xH اما .x P xH آنگاه ،x P G اگر م دانیم

.|H| | |G| پس ندارند. هم با اشتراک هیچ مجموعه ها این که م شود پوشیده |H| با برابر اندازه ی با مجموعه تعدادی توسط G بنابراین

عنصر ی مرتبۀ ۳ .۱

که طوری به دارند وجود n و m طبیع اعداد صورت، این در باشد. دلخواه عضو ی a P G و متناه گروه ی G کنید فرض .۲۶ توجه

م شود. نقض G بودن متناه باشند، متفاوت i P N هر ازای هابه ai تک تک اگر زیرا .am “ an

است. e با برابر a از توان صورت این در باشد، دلخواه عضو ی a P G و متناه گروه ی G اگر .۲۷ لم

که طوری به دارند وجود n و m طبیع اعداد قبل مشاهدۀ به بنا صورت این غیر در است. تمام کار باشد، e با برابر a ِ ی توانِ اگر اثبات.

زیرا: است، pa´1qn عنصر an وارون .m ą n مثلا کنید فرض .am “ an

aa ¨ ¨ ¨ aaaaa
loooooomoooooon

n

a´1a´1 ¨ ¨ ¨ a´1a´1a´1a´1a´1
loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

n

“ e.

م کنیم: ضرب an وارون در را am “ an عبارت طرف دو

am´n “ e.

دارد! اثبات به نیاز خود این و م شود، am´n با برابر an وارون در am حاصل ضرب که باشید داشته توجه

به است n طبیع عدد ترین کوچ م دهیم، نشان opaq با را آن که ،a P G عنصر ی مرتبه از منظور باشد، متناه گروه ی G اگر .۲۸ تعریف

.an “ e که طوری

ترین کوچ م توان و است e با برابر آن از توان ی حداقل زیرا است، مرتبه ی دارای عنصر هر است، متناه G گروه وقت قبل، لم به بنا

است. همان عنصر است، ی با برابر آن مرتبۀ که عنصری تنها همچنین گرفت. نظر در را ویژگ این دارای توانِ

۸



دهید: قرار .opaq “ n و a P G و باشد متناه G کنید فرض .۲۹ مشاهده

xayG “ ta1, a2, . . . , an “ eu Ď G.

G در a توسط شده تولید گروه زیر زیرگروه، این به است. G از زیرگروه xayG که دید م توان راحت به م نامیم. G در a عنصر دور را xayG

م شود. گفته دوری گروه ی همچنین xayG به م شود. گفته

است. ویژگ این با عدد ترین کوچ opaq زیرا aopaq “ e که است واضح

.opaq | n صورت، این در an “ e اگر .a P G و باشد متناه گروه ی G کنید فرض .۳۰ لم

نکند، عاد را n عدد opaq اگر اثبات.

n “ kopaq ` r

پس .r ă opaq آن در که

e “ an “ akopaq`r “ akoprqar “ aoprqkar “ ekar “ ar

.r ă opaq ول باشد a مرتبۀ  باید است e با برابر که a توان ترین کوچ زیرا است، تناقض ی ar “ e که این اما

تعداد عدد عنصر، هر مرتبۀ عدد (یعن opaq | |G| صورت این در باشد. دلخواه عنصری a P G و متناه گروه ی G کنید فرض .۳۱ قضیه

م کند). عاد را گروه اعضای

opaq با برابر زیرگروه این اعضای تعداد که است واضح یرید. ب نظر در a توسط شده تولید دوری زیرگروه را H یعن ،H “ xay دهید قرار اثبات.

.|H| “ opaq | |G| داریم لاگرانژ قضیۀ به بنا حال است.

.a|G| “ e داریم a P G هر برای باشد، متناه گروه ی G اگر .۳۲ نتیجه

.a|G| “ paopaqqk “ ek “ e داریم |G| “ kopaq که جا آن از اثبات.

a P G عنصر یعن است؛ دوری عدد ی G صورت، ابن در است. اول عدد ی p که باشد p اندازه ی با گروه ی G کنید فرض .۳۳ قضیه

.G “ ta1, a2, . . . , ap “ eu که طوری به است، موجود

است، تناقض ی که e “ a آنگاه ،opaq “ 1 اگر .opaq “ p یا opaq “ 1 پس ،opaq | p قبل، قضیه ی بنابر .e ‰ a P G کنید فرض اثبات.

.xayG “ G بنابراین .opaq “ p م گیریم نتیجه پس

نرمال زیرگروه و گروه، ی به هم مجموعه ها مجموعۀ تبدیل ۴ .۱

نسبت G از چپ هم مجموعه ی ی aH “ tah | h P Hu صورت به مجموعه هر به باشد، آن از زیرگروه H و گروه ی G اگر .۳۴ تعریف

م شود. گفته راست هم مجموعه ی ی ،Ha “ tha | h P Hu صورت به مجموعه هر به مشابه، طور به م شود. گفته H به

در G چپِ هم مجموعه های همۀ از ل متش مجموعۀ یعن ،taH : a P Gu مجموعۀ باشد. آن از زیرگروه ی H و گروه ی G کنید فرض

به که عمل طبیع ترین کنیم. تبدیل گروه ی به نیز را مجموعه این ان ام صورت در عمل، ی تعریف با که علاقه مندیم یرید. ب نظر در را H

است: زیر عمل م رسد، ذهنمان به احتمالا

aHbH “ abH.

paH, bHq “ pa1H, b1Hq وقت یعن باشد، تابع ی باید گروه، ضرب عمل واقع در است. خوش تعریف آن و دارد، جدی ل مش ی بالا، عمل

شود. b1H در a1H ضرب حاصل همان bH در aH حاصلضرب آنگاه

خواهیم کرده ایم، تعریف را ضرب که گونه ای به بنا حال، .b P b1H و a P a1H صورت این در .paH, bHq “ pa1H, b1Hq کنید فرض

داشت:

aHbH “ abH, a1Hb1H “ a1b1H.

۹



abH؟ “ a1b1H آیا که کنیم چ باید

نظر در را abh عنصر ی abH “ a1b1H که این تحقیق برای .b “ b1h2 پس b P b1H همچنین .a “ a1h1 پس a P a1H که م دانیم

داریم: یرید. ب

abh “ a1h1b
1h2

است. همین نرمال زیرگروه تعریف ایدۀ .abh P a1b1H که م شدیم مطمئن بنویسیم، b1h3 صورت به را h1b
1 نحوی به م شد اگر

داشته a P G هر برای هرگاه است، G از نرمال زیرگروه ی N م گوییم باشد. آن از زیرگروه ی N و باشد گروه ی G کنید فرض .۳۵ تعریف

باشیم:

aN “ Na

ر: دی بیان به

tan | n P Nu “ tna | n P Nu.

باشد. برابر tna | n P Nu مجموعه ی با tan | n P Nu مجموعه ی که خواسته ایم فقط ۳۵ تعریف در که کنید توجه .۳۶ توجه

هرگاه است، G از نرمال زیرگروه ی N پس شود. برابر na با an هر که نخواسته ایم و شود، برابر n1a ی با an هر که خواسته ایم فقط یعن

باشد: برقرار زیر صورت به جابه جایی مقداری

@a P G @n P N Dn1 P N an “ n1a.

معادل اند: باهم زیر موارد صورت، این در باشد. زیرگروه ی N Ď G و دلخواه عضو ی ،a P G و گروه ی G کنید فرض .۳۷ لم

است. برابر م شود ساخته a با که راست هم مجموعه ی با م شود، ساخته a با که چپی هم مجموعه های یعن ،aN “ Na .۱

باشد. مساوی ر دی راست هم مجموعه ی ی با م آید، دست به a با که چپی هم مجموعه ی یعن aN؛ “ Nb ،b P G ی برای .۲

اثبات.

.aN “ Nb نتیجه در ،b “ a دهیم قرار و aN “ Na اگر :۲ به ۱ از

.aN “ Na م کنیم ادعا صورت، این در .aN “ Nb که باشد گونه ای به b P G کنید فرض :۱ به ۲ از

هم با Nb و Na راستِ هممجموعۀ دو پس هست؛ هم Na در a که م دانیم اما .a P Nb داریم aN “ Nb و a P aN که آن جا از

برابرند. هم با پس دارند؛ اشتراک

باشد داشته وجود b P G عنصر اگر که گفتیم فقط .a “ b آنگاه ،aN “ Nb که باشد داشته وجود b P G عنصر اگر که نکردیم ادعا .۳۸ توجه

.Na “ Nb مجموعه: دو عنوان به آنگاه، ،aN “ Nb که

معادل اند: باهم زیر موارد آنگاه باشد. آن از زیرگروه ی N و گروه ی ،G کنید فرض .۳۹ نتیجه

است. نرمال زیرگروه ی N .۱

است. برابر tNb | b P Gu مجموعه ی با taN | a P Gu مجموعه ی .۲

هم مجموعه های همه ی مجموعه ی یعن .tNa | a P Gu “ taN | a P Gu صورت این در باشد. G از نرمال زیرگروه ی N کنید فرض اثبات.

است. واضح ۲ به ۱ پس راست؛ هم مجموعه های همه ی مجموعه ی با است برابر چپ

م کنیم ادعا باشد. ی راست هم مجموعه های همه ی مجموعه ی با چپ هم مجموعه های همه ی مجموعه ی یعن باشد، برقرار ۲ کنید فرض حال

چپ هم مجموعه های همه ی مجموعه ی به متعلق aN باشد. دلخواه a P G کنید فرض .aN “ Na داریم a P G هر برای یعن است. نرمال N

.aN “ Na قبل لم بنابر است. برابر Nb مانند راست هم مجموعه ی ی با aN پس است.
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زیر صورت به را A برای ضرب عمل .A “ taN | a P Gu دهید قرار باشد. آن از نرمال زیرگروه ی N و گروه ی G کنید فرض حال

کنید: تعریف

aH ‹A bH “ pa ‹G bqH

aN bN “ که است چنین آیا آنگاه ،b1N “ bN و a1N “ aN اگر یعن است؟ تعریف خوش گرفته ایم، نظر در ما که عمل آیا .۲ سوال

؟ a1N b1N

داریم: اثبات.

aN “ a1N ùñ a P a1N

ùñ Dn P N a “ a1n

bN “ b1N ùñ b P b1N

ùñ Dn1 P N b “ b1n1

در a1b1n2 صورت به عنصر هر و است a1b1N در abn2 صورت به عنصر هر دهیم نشان است کاف abN “ a1b1N دهیم نشان که این برای

است. مشابه دوم و م دهیم نشان را اول است. abN

داریم یرید. ب نظر در را abN2 دلخواه عنصر

abn2 “ a1nb1n1n2

داریم پس است، n1b
1 صورت به عنصر ی با برابر nb1 است، نرمال زیرگروه ی N که جا آن از

abn2 “ a1nb1n1n2 “ a1b1n1n
1n2 P a1b1N.

م کند؟ گروه ی به تبدیل را A بالا ضرب آیا .۳ سوال

.aNpbNcNq “ paNbNq.cNبدهیم نشان باید شرکت پذیری: شرط اثبات.

داریم:

aNpbNcNq “ aNpbcNq “ abcN

و

paNbNqcN “ pabNqcN “ abcN

است. شرکت پذیر ضرب این پس

داریم: است. خنث عضو eN م کنیم ادعا : خنث عضو وجود شرط

eNaN “ aNeN “ aN

.eN “ ten | n P Nu زیرا eN “ N که کنید توجه

زیرا a´1N با است برابر aN وارون وارون: عضو وجود شرط

aNa´1N “ aa´1N “ eN.

م نامیم. N به نسبت G قسمت خارج گروه را آن و م دهیم نشان G
N علامت با را) بالا جمع عمل (با A گروه .۴۰ تعریف
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چپ همدسته های تعداد با است برابر G
N گروه اعضای تعداد زیرا ؛ |G|

|N |
با است برابر G

N گروه اعضای تعداد است، متناه G گروه وقت .۴۱ توجه

پس م پوشانند. را G هم با و هستند N با هم اندازه کدام هر همدسته ها این .G در N

|G| “ p|N | ˆ همدسته ها qتعداد

یعن

همدسته ها تعداد “
|G|

|N |
.

کش قضیۀ ۵ .۱

عضو e که teu و G از عبارت اند که دارد « بدیه «زیرگروه های نام به زیرگروه دو حداقل G صورت، این در باشد. متناه گروه ی G کنید فرض

است. G گروه خنث

تعداد (یعن G اندازه ی و است دوری گروه ی G صورت، این در باشد. نداشته بدیه زیرگروه های جز به زیرگروه هیچ G کنید فرض .۴۲ لم

است. اول عدد ی (G اعضای

مرتبه اش که باشیم داشته a P G مانند عنصری اگر است. متناه مرتبۀ ی دارای a P G عنصر هر که م دانیم .|G| “ n کنید فرض اثبات.

دارای e از غیر عنصر هر پس عنصر. آن دوری زیرگروه یعن بود: خواهد عنصر آن مرتبۀ اندازۀ به زیرگروه دارای G آنگاه باشد، n از غیر عددی

است. دوری G خاص طور به است؛ |G| با برابر مرتبه ای

داریم a P G هر برای آن گاه ،n “ mk باشیم: داشته مثلا باشد، بخش پذیر m ă n عدد ی به G اندازۀ یعن ،n اگر

pakqm “ amk “ e.

دارد. تناقض قبل بند گفتۀ با این که م شود؛ G اندازۀ از کمتر مرتبه ای با عنصری دارای G یعن

لزوماً آیا کند، عاد را G اندازۀ عددی اگر که بپرسیم خود از طبیع حال کند. عاد را |G| باید عنصر هر مرتبۀ که بودیم گفته (۹ صفحۀ (در قبلا

م دهد: سوال این به نسبی پاسخ کش قضیۀ دارد. وجود G در عدد آن مرتبۀ با عنصری

عدد ی p کنید فرض همچنین .(ab “ ba باشیم داشته a, b P G هر برای (یعن باشد متناه آبل گروه ی G کنید فرض .( (کش ۴۳ قضیه

یعن است، p مرتبه ی با عنصری دارای G صورت، این در .p | |G| که طوری به است اول

Da P G opaq “ p.

مرتبه آن با عنصری م کرد، عاد را گروه اندازۀ p مانند عددی اگر است:  برقرار مقدم انتفاء به م ح باشد، داشته عضو ی فقط G گروه اگر اثبات.

م شد! پیدا

به است. برقرار G برای باشد، برقرار ă |G| اندازۀ با گروه های برای م، ح اگر که دهیم م نشان یرید. ب نظر در دلخواه طور به G گروه ی

دو برای چون است برقرار عضوی سه گروه های برای بوده، برقرار عضوی ها ی برای چون است، برقرار عضوی دو گروه های برای م ح ترتیب، این

ترتیب. همین به و بوده برقرار ها عضوی

اثبات برای چیزی و است دوری G و |G| “ p قبل، تمرین بنابر باشد. نداشته (teu و G زیرگروه های از (غیر زیرگروه هیچ G کنید فرض

که هست p عدد ی فقط حالت، این در که کنید دقت است. p مرتبۀ دارای است G گروه با برابر آن دورِ که عنصری همان واقع در نم ماند. باق

است. درست عدد همان دربارۀ م ح و کند عاد را گروه اندازۀ م تواند

چون است نرمال زیرگروه ی N که کنید توجه .N ‰ G و N ‰ teu که طوری به باشد N مانند زیرگروه دارای G گروه کنید فرض حال

است: آبل G

@a P G @n P N an “ na.

اگر است. G اعضای تعداد از کمتر آن اعضای تعداد است، G زیرگروه N که جا آن از م کند. عاد را G اندازۀ که باشد اول عدد ی p کنید فرض

م رسد. پایان به م ح اثبات و است p مرتبۀ دارای و است G در عنصر همان است. p مرتبه ی با عنصری دارای N استقرا، فرض بنابه p | |N |
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که م دانیم یرید. ب نظر در را G
N گروه .p ∤ |N | کنید فرض

|
G

N
| “

|G|

|N |
.

.p |
|G|

|N |
“ | GN | پس p ∤ |N | و p | |G| چون

با عنصری دارای G
N گروه استقراء، فرض به بنا م کند. عاد را اعضا تعداد این p و است G گروه اعضای تعداد از کمتر G

N گروه اعضای تعداد

پس م شد. ی aN مرتبۀ صورت این غیر در زیرا a R N که کنید دقت باشد. aN عنصر این کنید فرض است. p مرتبه ی

apN “ N.

است: زیر عبارت معن به بالا عبارت اما

ap P N.

داریم ۹ صفحۀ در ۳۱ قضیۀ به بنا

papq|N | “ pa|N |qp “ e.

رخ اول حالت که م دهیم نشان باشد. p یا ی با برابر a|N | مرتبۀ است ن مم یعن م کند. عاد را p آن مرتبۀ که است G در عنصری a|N | یعن

نم دهد.

داشت: خواهیم a|N | “ e اگر

paNq|N | “ e و paNqp “ e.

است. تناقض در ما اول فرض با که p | |N | پس

خودکار ی گرفتن دست در با تنها بودیم، گفته این از پیش تا که قضیه هایی همۀ است. « «آبل گروه های مورد در مهم بسیار قضیۀ  کش قضیۀ

که است خوب پس است. بوده مستقیم غیر اثبات با درس این در قضیه اولین کش قضیۀ لحظه، این تا اما م شدند. اثبات فرضیات نوشتن و

کنیم. مرور هم با را آن اثبات خلاصۀ

داشته N نام به نرمال زیرگروه ی G کنید فرض .p | |G| و باشد متناه آبل گروه ی G کنید فرض . کش قضیۀ اثبات خلاصۀ

p | | GN | آن گاه p ∤ |N | اگر دارد. قرار نیز G در عنصر همین و است p مرتبۀ با عنصری دارای N استقراء، فرض به بنا p | |N | اگر باشد.

pxpq|N | “ e حال .xp P N که طوری به دارد وجود x P G مانند عنصری یعن دارد؛ p مرتبۀ با عنصری G
N استقراء فرض به بنا دوباره و

ماست. نظر مورد عنصر x|N | پس .px|N |qp “ e یعن

کنید. تهیه گرفته اند، قرار استفاده مورد کش قضیۀ اثبات در که قضایایی و لم ها از فهرست .۲ تمرین

n بر باق مانده ها گروه  ۶ .۱

شویم. آشنا گروه ها از مهم دستۀ ی با است قرار درس از قسمت این در

اول روش ۱ .۶ .۱

کنید. دسته بندی n بر اعداد باق مانده حسب بر را Z م دهیم. نشان Z با را آن که یرید ب نظر در را صحیح اعداد مجموعه ی
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هستند. بخش پذیر n بر که است اعدادی دسته معنای به r0s مثلا م دهیم. نشان rxs با را است، x برابر n بر آن ها باق مانده که اعدادی دسته

ی به را Zn م خواهیم است). دسته ی آن عضو (هر است عضو n دارای Zn مجموعۀ که است واضح .Zn “ trxs | x P Zu دهید قرار

این در ما دهیم. نشان خود علاقه   مورد علامت هر با م توانیم را عمل این کنیم. تعریف عمل ی آن روی باید منظور، این برای کنیم. تبدیل گروه

کرد. خواهیم استفاده ` علامت از جا

کنید تعریف

rxs ` rys “ rx ` ys.

داریم: Z3 برای مثلا

r2s ` r1s “ r0s

یا

r2s ` r2s “ r4s “ r1s.

که: گرفت نتیجه م توان آیا صورت این در ، rys “ ry1s و rxs “ rx1s اگر یعن است؟ تعریف خوش  فوق جمع عمل آیا .۴ سوال

rxs ` rys “ rx1s ` ry1s

اگر یعن باشد. سان ی همیشه prxs, rysq صورت به جفت ی جمع حاصل که است معن بدین بالا، در جمع عمل خوش تعریف که کنید دقت

شود. سان ی دوم جفت جمع حاصل با نیز اول جفت جمع حاصل باشد، سان ی prxs, rysq جفت با prx1s, ry1sq جفت

داریم: .rys “ ry1s و rxs “ rx1s کنید فرض شده. تعریف جمع خوش تعریف اثبات

rxs “ rx1s ùñ Dk P Z x ´ x1 “ nk

rys “ ry1s ùñ Dk1 P Z y ´ y1 “ nk

نتیجه در

px ` yq ´ px1 ` y1q “ x ´ x1 ` y ´ y1

“ nk ` nk1

“ npk ` k1q

است. تعریف خوش شده تعریف جمع و rx ` ys “ rx1 ` y1s یعن

اما: داریم. خوش تعریف عمل ی فقط جا، این تا

است؟ گروه ی فوق عمل با Zn آیا .۵ سوال

شرکت پذیری:
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داریم: اما .rxs ` prys ` rzsq “ prxs ` rysq ` rzs که: است چنین آيا که کنیم بررس باید

rxs ` prys ` rzsq “ rxs ` ry ` zs “ rx ` y ` zs

prxs ` rysq ` rzs “ rx ` ys ` rzs “ rx ` y ` zs

: خنث عضو وجود

rxs ` r0s “ rx ` 0s “ rxs چون است خنث عضو r0s

پذیری: وارون

.rxs ` rn ´ xs “ r0s چون rn ´ xs با است برابر rxs عنصر وارون

است. آبل گروه ی pZn,`q که م دانیم همچنین است. دوری که دارد وجود pZn,`q گروه ی n P N عدد هر برای .۴۴ نتیجه

هستند؟ مولد عناصر کدام Zn گروه در .۳ تمرین

دوم روش ۷ .۱

است. قسمت خارج گروه های دربارۀ قبل مان دانسته های بر منطبق که م کنیم بررس را Zn به ر دی نگاه طرز ی زیربخش، این در

جمع همان با (طبیعتاً nZ که م کنیم ادعا یرید. ب نظر در را nZ “ tnx | x P Zu مجموعه ی باشد. طبیع عدد ی n که کنید فرض

کرده ایم: تحقیق را وارون گیری عمل و جمع عمل تحت مجموعه، این بودن بسته زیر در است؛ Z از زیرگروه ی صحیح) اعداد معمول

nx ` ny “ npx ` yq P nZ

pnxq´1 “ ´nx “ np´xq P nZ

است. زیرگروه ی nZ بنابراین

است. نرمال زیرگروه ی nZ م کنیم ادعا حال

و g P G هر برای که است نرمال زمان G از N زیرگروه که گفتیم هستند. نرمال آن زیرگروه های همه ی باشد، آبل گروه ی G اگر .۴۵ توجه

م کند. کار منظور این برای n1 “ n عنصر است، آبل G وقت .gn “ n1g که باشد داشته وجود n1 P N مانند عنصری n P N

.a ` H بنویسیم است بهتر ، aH جای به گروه، جمع ماهیت به توجه با ، H “ nZ و G “ Z دهید قرار

. ab´1 P H هرگاه معادلا یا و a P bH هرگاه aH “ bH که م دانیم .۴۶ توجه

داریم: پس .a ´ b P H هرگاه a ` H “ b ` H ، H “ nZ و G “ Z اگر حالا

a ` H “ b ` H ðñ a ´ b P H

a ` nZ “ b ` nZ ðñ a ´ b P nZ

ðñ n | a ´ b

Z
nZ گروه همان شد، معرف ۱۳ صفحۀ در ۱ .۶ .۱ بخش در که Zn گروه یعن ta ` nZ | a P Zu “ trxsn | n P Zu “ tn̄ | n P Zu پس

است.

Zn “
Z
nZ

.
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اویلر قضیۀ  و ضرب عمل با باق مانده ها گروه ۸ .۱

کنید تعریف یرید. ب نظر در کردیم معرف قبل بخش در که طور همان را Zn “ tr0sn, r1sn, . . . , rn ´ 1snu مجموعه ی

rxs ¨ rys “ rxys

است؟ گروه ی نیز فوق ضرب عمل با Zn مجموعه ی آیا

؟ rxys “ rx1y1s آیا .rys “ ry1s و rxs “ rx1s کنید فرض عمل. تعریف خوش  بررس

rxs “ rx1s ùñ n | x ´ x1

rys “ ry1s ùñ n | y ´ y1

داریم

xy ´ x1y1 “ xy ´ xy1 ` xy1 ´ x1y1

“ px ´ x1qy ` x1py ´ y1q

ندارد. ایرادی خوش تعریف نظر از گرفته ایم نظر در که عمل رو، این از و rxys؛ “ rx1y1s یعن ،n | xy ´ x1y1 که است واضح

است. بدیه پذیری شرکت ویژگ برقراری

کنار را صفر بیایید بودن، گروه برای پس باشد. داشته وارون صفر که داشت انتظار نم توان پس .r0s.rxs “ r0s ما تعریف طبق که کنید توجه

م گیریم. نظر در را Znztr0su مجموعه ی و ذاریم ب

که: است واضح زیرا باشد،  خنث عنصر r1s که است این ما توقع

@x P Znztr0su r1s.rxs “ rxs.r1s “ rxs

هستیم: دبیرستان اعداد نظریۀ یادآوری نیازمند منظور، این برای هستند. وارون دارای عمل، این تحت عناصر کدام که م کنیم بررس زیر در

.mx ` ny “ d که طوری به دارند وجود y و x صحیح اعداد آنگاه ،d “ gcdpm,nq اگر .۴۷ توجه

.n “ mk1 ` r1 م دهیم قرار تقسیم، وریتم ال به بنا .n ą m کنیم فرض اثبات.

را r1 بر m تقسیم باق مانده حالا م کند. عاد را n و m کند، عاد را r1 و m که عددی هر چون ،gcdpn,mq “ gcdpm, r1q که کنید توجه

م کنیم حساب

m “ r1k2 ` r2

رسیدیم، صفر باق مانده به وقت برسیم. صفر باق مانده به تا م کنیم تکرار آنقدر را کار این و gcdpm,nq “ gcdpm, r1q “ gcdpr1, r2q پس

داریم: rs`1 “ 0 اگر مثلا است. ما نظر مورد ب.م.م قبل، مرحله ی تقسیم باق مانده

gcdpm,nq “ gcdpm, r1q “ gcdpr1, r2q “ . . . “ gcdprs´1, rsq “ rs

همان در کار این که کنید فرض بیاید استدلال شدن ساده برای است. ساده امر این تحقیق است. m,n از خط ترکیب ی rs که م کنیم ادعا

م رسد: پایان به دوم مرحلۀ

r1 “ r2k3

داریم آنگاه

r1 “ r2k3 ùñ r2 “ m ´ r1k2

“ m ´ pn ´ mk1qk2

است. n و m از ترکیب ی که
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.mx ` ny “ 1 که طوری به باشند داشته وجود y و x صحیح اعداد اگر تنها و اگر gcdpm,nq “ 1 .۴۸ نتیجه

که باشند گونه ای به x, y اعداد کنید فرض حال دارند. وجود قبل توجه به بنا نظر، مورد ویژگ با x, y اعداد gcdpm,nq “ 1 اگر اثبات.

کند. عاد را m,n نم تواند ۱ از غیر عددی هیچ پس کند. عاد را ۱ باید کند عاد را m,n که عددی هر .mx ` ny “ 1

یعن .gcdpx, nq “ 1 کنید فرض

Dy Dk xy ` nk “ 1

بنابراین

xy ”n 1

است. وارون دارای rxs آن گاه gcdpx, nq “ 1 اگر پس .

y عنصر ر دی بیان به rxs.rys “ rxys “ r1s که طوری به دارد وجود y صورت این در باشد. داشته وارون rxs P Zn م کنیم فرض حالا

که طوری به دارد وجود

xy ”n 1.

.xy ´ nk “ 1 بنابراین xy ´ 1 “ nk که طوری به دارد وجود k یعن

باشد. اول n به نسبت که است پذیر وارون زمان x عنصر پس

.gcdpx, nq “ 1 اگر تنها و اگر دارد وارون rxs شده، تعریف ضرب با Zn ´ tr0su در .۴۹ نتیجه

دهید قرار .۵۰ تعریف

Un “ trxs | x P Znztr0su, px, nq “ 1u

م دهد. یل تش گروه ی pUn, .q آنگاه

است. اول آن به نسبت p از کمتر صفرِ مخالفِ عدد هر واقع در دارد. عضو p´ 1 که است گروه ی pZp, .q باشد، اول عدد ی p اگر .۵۱ توجه

شد: گفته چه آن بر بنا م دهند. نشان φpnq با را هستند اول n به نسبت که است n از کمتر طبیع اعداد تعداد اعداد، نظریۀ در

|Un| “ φpnq |Zp| “ p ´ 1

کرد: اثبات را اعداد نظریۀ  در قضیه دو م توان بالا، روش از استفاده با

،n طبیع عدد هر برای (اویلر). ۵۲ نتیجه

aφpnq n
” 1

rasφpnq “ e داریم یرید. ب نظر در را Un گروه .a|G| “ e آنگاه a P G و باشد گروه ی G اگر که دیدیم ۹ صفحۀ در ۳۲ نتیجه در قبلا  اثبات.

.aφpnq ”n 1 یعن دقیقاً که

داریم: p اول عدد هر برای (لاگرانژ). ۵۳ نتیجه

ap´1 ”p 1.

ببرید. کار به n “ p برای را قبل اثبات همان اثبات.
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آبل گروه های برای سیلو قضیۀ ۹ .۱

قضیه این که کنید توجه است. آبل گروه های برای سولُف) نروژی: درست ترِ (تلفظ سیلو قضیۀ است، گرفته قرار بررس مورد بخش این در آنچه

گروه های کامل» «شناسایی برای قضیه این از که کنید توجه همچنین دید. خواهیم هم را این اثبات بعداً و است برقرار هم آبل غیر گروه های برای

پرداخت. خواهیم بعدی درسهای در هم کار این به م شود. استفاده آبل

داریم: و است |G| از عامل ی p واقع در .pα`1 ∤ |G| و pα | |G| که طوری به باشد اول عدد ی p و متناه آبل گروه ی G کنید فرض

کنید: تعریف .p ∤ m آن در که |G| “ pαm

S “ tx P G | Dn P N xpn

“ eu

“ tx P G | xp “ eu Y tx P G | xp2

“ eu Y tx P G | xp3

“ eu Y . . .

که دید م توان راحت یه

S “ tx P G : xpα

“ eu.

است. زیرگروه ی S Ď G .۵۴ توجه

است. بسته گروه عمل تحت S م دهیم نشان ابتدا اثبات.

.xy P S دهیم نشان باید .x, y P S کنید فرض

x P S ùñ Dn1 P N, xpn1
“ e

y P S ùñ Dn2 P N, xpn2
“ e

که کنید دقت

pxyqp
n1`n2

“ xpn1`n2
` yp

n1`n2

“ pxpn1
qp

n2
.pyp

n1
qp

n2
“ e

بسته وارون گیری به نسبت S نتیجه در و است در آن از توان ، x P G هر وارون بنابراین است. متناه گروه ی G که کنید توجه .xy P S پس

است.

که است این علت است. کاف آن بودن زیرگروه برای باشد، بسته ضرب عمل تحت S همینکه S Ď G و باشد متناه گروه ی G اگر .۵۵ توجه

است. آن از توان عنصر،  هر وارون یعن است، e با برابر a از توان همواره ، متناه گروه های در

دارد؟ وجود نابدیه عنصری S در آیا .۶ سوال

یعن دارد. وجود p مرتبه ی با G در عنصری ، کش قضیه ی بنابر پاسخ.

Dx P G px ‰ e ^ xp “ eq

دارد؟ عضو چند S .۷ سوال

است. p از توان |S| م کنیم ادعا

که طوری به دارد a مانند نابدیه عنصر ی S ، کش قضیه ی بنابر صورت این در کند. عاد را S اندازه ی q ‰ p اول عدد ی کنید فرض اثبات.

نیست. ان پذیر ام امر این و q | pn باشیم داشته باید پس .Dn P N ap
n

“ e م دانیم a P S که آنجا از .aq “ e

.|S| P tp, p2, p3, . . . , pαu پس |S| | |G| است، G زیرگروه ی S که آنجا از بنابراین
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.|S| “ pα .۵۶ ادعا

G
S در نابدیه عنصر ی ، کش قضیه ی بنابر .p | |GS | که است واضح یرید. ب نظر در را G

S گروه .|S| “ pi pi ă αq کنید فرض اثبات.

b؛ P S نتیجه در .bpn`1

“ e یعن .pbpqp
n

“ e که دارد وجود n عدد بنابراین .bp P S و bpS “ e پس .pbSqp “ e که دارد وجود bS مانند

دارد. bS بودن بدیه غیر با تناقض این و

اندازه ی با زیرگروه ی دارای G صورت این در .pα`1 ∤ |G| که حال در pα | |G| و باشد آبل متناه گروه ی G کنید فرض (سیلو). ۵۷ قضیه

است. pα

.۵۸ توجه

بنویسیم: راحت به م شد بالا، قضیۀ اثبات در .۱

S “ tx P G : xpα

“ eu

است. رفته کار به اثبات در که است S مجموعۀ با برابر فوق، مجموعۀ واقع در

کرد). خواهیم اثبات (بعداً است درست هم آبل غیر گروه های برای گفتیم هم قبلا که طور همان سیلو قضیۀ .۲

زیر دارای G صورت این در .pα | |G| و )باشد آبل غیر (یا آبل گروه ی G کنید فرض است: درست هم زیر صورت به سیلو قضیۀ .۳

کرد). خواهیم ثابت (بعداً است pα اندازۀ با گروه

مجموعۀ صورت این در .pα`1 ∤ |G| و pα | |G| و باشد متناه آبل گروه ی G کنید فرض سیلو. قضیۀ اثبات خلاصۀ

است. pα اندازۀ با G از زیرگروه ی S “ tx P G : xpα

“ eu

همومرفیسم  ۱۰ .۱

یا «شباهت» م تواند صورت چه در تابع این باشد. تابع ی φ : G1 ÝÑ G2 کنید فرض باشند. گروه pG2, ‹G2
q و pG1, ‹G1

q کنید فرض

کند. بیان را گروه دو این بودن سان» «ی

باشد، لازم اطلاعات» «حافظ φ که این برای ببرد. G2 در b2 به را G1 در b1 عنصر و G2 در a2 به را G1 در a1 عنصر φ تابع کنید فرض

یعن ببرد. G2 در b2 و a2 جمع حاصل به را G1 در b1 و a1 جمع حاصل که است

a1 ÞÑ a2 b1 ÞÑ b2 a1 ˚G1
b1 ÞÑ a2 ˚G2

b2

م نامیم. «همومرفیسم» ی را نگاشت چنین

هرگاه است همومورفیسم ی φ : G1 Ñ G2 م گوییم .۵۹ تعریف

@a, b P G1 φpa ‹G1 bq “ φpaq ‹G2 φpbq.

م نامیم. ایزومورفیسم ی را آن باشد، پوشا و ی به ی همومورفیسم ی φ که صورت در .۶۰ تعریف

همچنین .ex`y “ ex.ey که طوری به زیرا است. pRą0,ˆq و pR,`q بین ایزمرفیسم ی ex : R ÝÑ Rą0 تابع یعن نمایی، تابع .۶۱ مثال

پوشاست. هم و ی به ی هم ex

.rx ` ys “ rxs ` rys چون است همومورفیسم ی x ÞÝÑ rxs3 ضابطۀ با φ : Z ÝÑ Z3 تابع .۶۲ مثال

۱۹



در منف و منف با برابر مثبت در منف و مثبت با برابر مثبت در مثبت عمل با G2 “ pt`,´u, ‹q و G1 “ pRzt0u,ˆq گروه های .۴ تمرین

کنید تعریف یرید. ب نظر در را مثبت با برابر منف

φ : G1 ÝÑ G2, φpxq “

$

’

&

’

%

` x ě 0

´ x ă 0

است. همومورفیسم ی تابع این چرا کنید بررس

۲۰
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