
ه الرحمن الرحیمبسم اللّ  



اصفهان صنعتͬ دانشͽاه

ریاضͬ علوم دانشͺده

ارزیابِ حلقه ی برای پارامتر بدون وجودی تعریف  یک
Fq((t)) ارزیابی میدان در Fq[[t]]

محض ریاضͬ ارشد کارشناسͬ پایان نامه

یادگاری زهرا

راهنما استاد

خانی محسن دکتر

۱۴۰۲



متعلق نامه پايان اين به مربوط معنوی و مادی مالͺیت حقوق کلیه

حقوق این است. پدیدآورندگان و اصفهان صنعتͬ دانشͽاه به

مالͺیت مشͬ خط اساس بر و اصفهان صنعتͬ دانشͽاه توسط

شد. خواهد بندی سهم و ارزش گذاری دانشͽاه، این فکری

تجاری سازی برای اقدام یا نتايج محتوا، از برداری بهره گونه هر

صنعتͬ دانشͽاه کتبی مجوز با تنها نامه پايان اين دستاوردهای

است. امͺان پذیر اصفهان
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چͺیده:
است: [۱] مقالە  ی از زیر قضیە ی اثبات پایان نامه این اصلͬ هدف

حلقە ها زبان در پارامتر بدون و وجودی فرمول ͷی با Fq((t)) ارزیابی میدان در Fq[[t]] ارزیابِ ”حلقە ی

است.“ تعریف پذیر

است. {
∞∑

i=0
ait

i : ai ∈ Fq}حلقە ی Fq[[t]] از منظور و {
∞∑

i=−n
ait

i : ai ∈ Fq, n ∈ N} میدانِ Fq((t)) از منظور

ͷتوپولوژی میدان های در که ͬ کند م بیان که است [۲۲] در قضیە ای بر متکͬ سنگینͬ نحو به یادشده قضیە ی اثبات

که داد خواهیم نشان دارد. وجود صفر از تعریف پذیر و کراندار ͬͽهمسای ͷی نیستند جدایی پذیر بستە ی که هنسلͬ

ͷی با که دارد وجود صفر از کراندار ͬͽهمسای ͷی آن در رو این از و ͬ کند م صدق قضیە  این شروط در Fq((t)) میدانِ

مجموعە ی ͷی به جالب ترفندی با را ͬͽهمسای این بعدی قدم در ͬ شود. م تعریف Fq از پارامتر با و وجودی فرمول

Fq[[t]] = Fq +Y تساوی به توجه با  سپس است. Fq[[t]] در مشمول و tFq[[t]] شامل که ͬ کنیم م تبدیل Y تعریف پذیرِ

Fq[[t]] که ͬ گیریم م نتیجه (xq−xچندجملە ای ریشە های عنوان (به Fq تعریف پذیری و Y مجموعە ی تعریف پذیری و

ͬ پردازیم. م پارامترها این حذف به نهایت در است. تعریف پذیر Fq از پارامتر با ولͬ وجودی فرمول ͷی با

شدە اند: تشریح کامل طور به زیر مقالە ی دو از بخش هایی پایان نامه،  این طͬ در

1)Will Anscombe and Jochen Koenigsmann. An existential ∅-definition of Fq[[t]] in Fq((t)), The

Journal of Symbolic Logic, 79(4):1336–1343, 2014.

2) Alexander Prestel and Martin Ziegler. Model-theoretic methods in the theory of topological

fields, Journal für die Reine und Angewandte Mathematik, vol. 299 (1978), no. 300, pp. 318–

341.
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پیشͽفتار

است. آن در تعریف پذیر مجموعە های بررسͬ مدل ها، نظریە ی در ساختار ͷی مطالعە ی در مهم موضوعات از ͬͺی

طوری به باشد موجود φ(x) فرمولِ Lͷی هرگاه ͬ شود م خوانده Mتعریف پذیر ساختارِ Lͷی از X زیرمجموعە ی

.X = {a ∈M :M ⊨ φ(a)} که

از بسیاری شناخت گرو در تعریف پذیر، مجموعە های تشخیص جبری، معروف ساختارهای مطالعە   ی در

جبری ۱ چندگونای همان جبری، بستە ی میدان های در تعریف پذیر مجموعە های مثلا́  است. ساختار جبری ͬ های ویژگ

کتاب های به ͬ توانید م زمینه این در بیشتر مطالعە ی (برای است جبری هندسە ی شالودە ی آن ها شناسایی که هستند

شبە جبری مجموعە های حقیقͬ،  بستە ی میدان های در تعریف پذیر مجموعە های همچنین کنید). مراجعه [۱۶] و [۲۰]

کنید). رجوع [۵] کتاب به بیشتر مطالعە ی (برای است حقیقͬ جبری  هندسە ی اساس آن ها مطالعە ی که هستند

آن از زیرحلقه ͷی A و میدان ͷی K کنید فرض هستند. ارزیابی میدان های جبری، اهمیت با ساختارهای از ͬͺی

در ارزیاب حلقە ی هر .x−1 ∈ A یا x ∈ A یا x ∈ K هر ازای به هرگاه است ارزیاب حلقە ی ͷی A ͬ گوییم م باشد.

باشد، A ارزیاب حلقە ی شامل میدان ͷی K اگر واقع در ͬ شود. م ناشͬ آن روی ارزیابی نگاشت ͷی از میدان، ͷی

طوری به است موجود مطلوب) ͬ های ویژگ برخͬ (با (Γ,+,≤) آبل̞ͬ مرتب گروه ͷی به K از v نگاشتِ ͷی آن گاه

(K,Ov) دوتایی ͷی ارزیابی، میدان ͷی از منظور .Ov := {x ∈ K : 0 ≤ v(x)} با است برابر A مجموعە ی که

ناشͬ v : K → Γ ارزیابی̞ نگاشت ͷی از که است ارزیاب حلقە ی ͷی Ov ⊆ K و میدان ͷی K آن در که است

که دارد ماکسیمال ایدە آل ͷی تنها یعنͬ است؛ موضعͬ حلقە ی ͷی Ov که داد خواهیم نشان ۳ فصل در است. شده

ͬ نامیم. م پیمانە ها میدان را آن که است میدان ͷی kv := Ov
mv

رو این از ͬ دهیم. م نشان mv نمادِ با را آن

نمادِ با را آن که ادیͷ ها ــ p میدان خلاصه طور به هستند. ادیͷ ها ــ p ارزیابی، میدان های از مهم مثال ͷی

مجموعە ی به متعلق ai ضریبِ هر آن در که شده تشͺیل
∞∑

i=−n
aip

i صورت به سری هایی از ͬ دهیم م نشان Qp

دید، خواهیم ۱۱ .۳ در آنچه مطابق است. صحیح عدد ͷی n و اول عدد ͷي p و است {0, 1, · · · , p − 1}

ͬ شود. م گفته ͷادی ــ p حلقە ی آن به که است Qp در ارزیاب حلقە ی ͷی Zp := {
∞∑

i=0
aip

i : 0 ≤ ai ≤ p− 1}

ͬ کند. م ایجاد را ارزیاب حلقە ی این v(
∞∑

i=−n
aip

i) := min{i : ai 6= 0} ضابطە ی با v : Qp → Z ارزیابی̞ نگاشت

نگاشت این پیمانە های میدان بنابراین و است ارزیاب حلقە ی این ماکسیمال ایدە آل pZp که دید ͬ توان م سادگͬ به
1variety

نه



. Zp

pZp
= Fp با است برابر ارزیابی

∞∑
i=−n

ait
i صورت به سری هایی از متشͺل Fq((t)) میدانِ ارزیابی، میدان های از دیͽر اهمیت حائز مثال ͷی

با v : Fq((t)) → Z نگاشت است. صحیح عدد ͷي n و Fq به متعلق ai ضریبِ هر آن در که است

با برابر آن ارزیاب حلقە ی که است میدان این روی ارزیابی ͷی v(
∞∑

i=−n
ait

i) := min{i|ai 6= 0} ضابطە ی

ماکزیمالِ ایدە آل تنها که است بررسͬ قابل سادگͬ به ͬ دهیم. م نشان Fq[[t]] نمادِ با را آن که است {
∞∑

i=0
ait

i|ai ∈ Fq}

است. ارزیابی نگاشت این پیمانە های میدان Fq[[t]]
tFq[[t]]

= Fq رو این از و است tFq[[t]] با برابر Fq[[t]]

نظریە ی در برانگیز چالش و جذاب مسائل از ͬͺی ارزیابی میدان های در ارزیاب حلقە های تعریف پذیری موضوع

زمینه این در بسیاری مقالات رو این از است. کرده جلب خود به را فزایندە ای توجه اخیر، سال های در که است مدل ها

مورد تعاریف کنیم. اشاره آ ن ها از برخͬ اصلͬ قضایای به خلاصه صورت به داریم قصد ادامه در که است شده منتشر

هستند. موجود پایان نامه داخل در رو پیش بندهای در شده اشاره نتایج برای نیاز

فرمولِ با Qp در Zp حلقە ی تعریف پذیری معروف نتیجە ی زمینه، این در نتایج ͬ ترین قدیم از ͬͺی

p = 2 اگر و k = 2 آن گاه باشد، 2 مخالف p اگر فرمول این در است. p اول عدد هر برای ∃y 1 + kx2 = y2

داده نشان [۲] مقالە ی در ۲ اَک͔س˂ علاوه به کنید). مراجعه ۴۴ .۲ به قضیه این اثبات مطالعە ی (برای k = 8 آن گاه

ارزیابی̞ میدان در F [[t]] = {
∞∑

i=0
ait

i : i ∈ N} ارزیابِ حلقە ی باشد، آن گاه دلخواه میدان ͷی F اگر که است

ارزیابی میدان روی بسیاری تعریف پذیری نتایج نیز آن از بعد است. تعریف پذیر F ((t)) = {
∞∑

i=−n
ait

i : i ∈ N}

است. گرفته صورت F میدانِ روی شرط هایی دادن قرار با F ((t))

ͷی (K,Ov) اگر که کرد اثبات وی است. شده ارائه [۱۴] مقالە  ی در ۳ کونیͽزمن توسط نتایج این تعمیم اولین

حلقە ها زبان در Ov آن گاه نیست، بخش پذیر ولͬ است ارشمیدسͬ آن ارزیاب گروه که باشد هنسلͬ ارزیابی میدان

تعریف پذیری برای شده ارائه فرمول که ͬ دهد م نشان ،[۱۰] مقالە ی از نتیجه ͷی در ۴ هانگ است. تعریف پذیر

بررسͬ به ۷ فصل (در است گسسته ارزیابی گروه با هنسلͬ ارزیابی میدان های به تعمیم قابل ،ͷادی ــ p حلقە های

این در ͬ تر کل قضیە ای اَک͔س˂، روش و ایدە  از الهام گیری با مقاله، همین در همچنین پرداختە ایم). آن اثبات و نتیجه این

است: زیر شرح به که شده بیان زمینه

هر ازای به ولͬ نباشد بخش پذیر Γ اگر است. هنسلͬ ارزیابی نگاشت ͷی v : K → Γ کنید فرض .۱ .۰ قضیه

است. تعریف پذیر Ov آن گاه باشد، بخش پذیر Γ/∆ قسمت̞ͬ خارج گروه ،Γ از ∆ ناته̞ͬ و محدب زیرگروه

مثال برای کرد. پیدا دست تعریف پذیر ارزیاب حلقە های به ͬ توان م نیز پیمانە ها میدان روی شرایطͬ قراردادن با

بستە ی سودو یا متناهͬ پیمانە های میدان با هنسلͬ ارزیابی میدان ͷی (K,Ov) اگر که شده اثبات [۷] مقالە ی در

است تعریف پذیر پارامتر بدون و وجودی فرمول ͷی Ovبا آن گاه نیست، جبری بستە ی آن جبری بخش که باشد ۵ جبری
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که مواردی بر علاوه است). شده داده شرح ۷ فصل در باشد متناهͬ پیمانە ها میدان که حالتͬ در قضیه این (اثبات

میدان های در ارزیاب حلقە های تعریف پذیری مسئلە ی [۱۸] ،[۱۳] ،[۱۵] جمله از دیͽری متعدد مقالات شد، بیان

ارزیاب حلقە های تعریف پذیری به معطوف توجە شان که مقالاتͬ چنین کنار در اند. دادە  قرار بررسͬ مورد را ارزیابی

ارزیابی میدان در ارزیاب حلقە ی آن ها در که کردە اند معرفͬ مثال هایی [۴] مانند مقالاتͬ است، ارزیابی میدان های در

پارامتر بدون تعریف پذیری روی بر تمرکز [۱۹] ،[۸] ،[۱۲] مانند دیͽر مقالات برخͬ در همچنین نیست. تعریف پذیر

است. بوده کمتر سوری پیچیدگͬ با تعریف پذیری یا و

است. شده اثبات ارزیابی میدان ͷی در خاص ارزیاب حلقە ی ͷی تعریف پذیری پایان نامه این موردنظر مقالە ی در

است: زیر شرح به مقاله این اصلͬ قضیە ی واقع در

تعریف  پذیر حلقە ها زبان در پارامتر بدون وجودی فرمول ͷی با Fq((t)) ارزیابی̞ میدان در Fq[[t]] ارزیابِ «حلقە ی

ادامه در است. شده داده توضیح تفصیل به آن پیش نیازهای همه همراه به قضیه، این اثبات پایان نامه این در است.»

دهیم. شرح خلاصه طور به را اثبات این فرایند داریم قصد

است: پرستل − زیͽلر از زیر قضیە ی بر متکͬ اساساً قضیه، این برهان

تحویل ناپذیر چندجملە ای ͷی نیست. جدایی پذیر بستە ی که باشد هنسلͬ ــ t میدان ͷی (K, τ) کنید فرض .۲ .۰ قضیه

f ′(a) 6= 0 شرط˼ در a ∈ K کنید فرض همچنین ندارد. ریشە ای K در که بͽیرید نظر در K[x] در را f جدایی پذیرِِ و

0 حول کراندار و باز ͬͽهمسای ͷی Uf,a := { 1
f(x) −

1
f(a) : x ∈ K} مجموعە ی صورت، این در ͬ کند. م صدق

است.

ͬ پذیرد: م صورت زیر مراحل طͬ و ۶ فصل در پایان نامه نظر مورد قضیە ی اثبات فوق،  قضیە ی  دانستن فرض̞ با

ازای به Uf,a رو این از ͬ کند، م صدق فوق قضیە ی شروط در K = Fq((t)) که دید خواهیم اول: مرحلە ی ●

از کراندار و باز ͬͽهمسای ͷی Fq((t)) در a مناسبِ عنصر ͷی و Fq((t))[x] در f مناسبِ چندجملە ای ͷی

که فرمولͬ پارامتر های ،۲ .۰ قضیە ی از نتیجه ͷی کارگیری به با مرحله این در است. Fq((t)) میدانِ در صفر

ͬ دهیم. م تقلیل Fq به را ͬ کند تعریف م را ͬͽهمسای این

شامل که رسید Y مجموعە ی ͷی به آن از ͬ توان م Uf,a بودنِِ باز و کرانداری ویژگͬ از استفاده با دوم: مرحلە ی ●

به ͬ شود. م تعریف  Fq از پارامتر با و وجودی فرمول ͷی توسط همچنین و است Fq[[t]] در مشمول و tFq[[t]]

هستند xq−xچندجملە ای Fqریشە ها ی عناصرِ که آنجایی از Fq[[t]]و = Fq + Y که داد نشان ͬ توان م سادگͬ

φ := ∃y(yq − y = 0∧ x ∈ y + Y ) فرمولِ با Fq[[t]] که گرفت نتیجه ͬ توان م پس است، تعریف پذیر Y و

است. تعریف پذیر

چندجملە ای ͷی ابتدا پارامترها این حذف برای است. Fq از پارامتر با و وجودی φ فرمول سوم: مرحلە ی ●

در a عنصر ͷی صورت، این در .l ∤ k که ͬ گیریم م نظر در طوری به را l درجە ی از Fp[x] در تحویل ناپذیر

یازده



ͬ دهیم. م تشͺیل را Uf,a مجموعە ی a و f این از استفاده با حال .D(f)(a) 6= 0 که طوری به دارد وجود Fq

از تعریف پذیر و کراندار ͬͽهمسای ͷی که V :=
⋃
{Uf,a : a ∈ Fq, Df(a) 6= 0} گرفتن نظر در با سپس،

ͷی با تعریف پذیر که برسیم Y مطلوبِ مجموعە ی ͷی به ͬ توانیم م ۲ مرحلە ی از استفاده با و است صفر

ترم های با را آن ها ͬ توان م هستند Fp به متعلق پارامترها چون نهایتاً است. Fp از پارامتر با و وجودی فرمول

ͬ شود. م تبدیل پارامتر بدون فرمول ͷی به φ اینگونه و کرد جایͽزین نظیرشان بستە ی

این از است. نیامده مقالە ای در مشخص صورت همین به شده، فرض دانسته [۱] مقالە ی در که ۲ .۰ قضیە ی اما

به و شده استخراج [۱۸] و [۲۲] منابع مطالعە ی با قضیه این اثبات پایان نامه این مهم اهداف از ͬͺی عنوان به رو، 

است. آمده ۵ فصل در مبسوط صورت

دربارە ی بحث به منطق، از پایە ای مفاهیم معرفͬ از پس پایان نامه، اول فصل در شد،  داده شرح آنچه بر علاوه

معرفͬ را نُرم دار و موضعͬ حلقە های دوم فصل در ͬ پردازیم. م کامل و متناهͬ میدان های ویژه به و جبری مقدمات

و معرفͬ را ارزیابی میدان های ابتدا سوم فصل در ͬ دهیم. م شرح را ͷادی pــ حلقە های و میدان آن از بعد و ͬ کنیم م

چهارم فصل در شده اثبات قضیه مهم ترین ͬ کنیم. م بررسͬ آن ها از مثال ͷی عنوان به را هان سری های میدان سپس

ارزیابی ͷی توسط شده القاء توپولوژی اگروتنهااگر است توپولوژی Vــ میدان، ͷی روی توپولوژی ͷی که است این

باشد. قدرمطلق نگاشت ͷی توسط شده القاء توپولوژی یا

و اثبات ها پیچیدگͬ دلیل به فصل هر پایان در همچنین، است. شده ذکر آن قضایای منبع فصل، هر ابتدای در

نگارنده توسط لم ها از بسیاری اثبات است. شده ارائه فصل آن بحث مورد موضوعات از خلاصه ͷی مطالب، تنوع

ͬ شود. نم یافت شده استفاده منابع در و است شده نوشته پایان نامه

تعهد، که خانͬ محسن دکتر آقای بزرگوارم، راهنمای استاد به نسبت را سپاس و قدردانͬ مراتب مایلم پایان در

شͺل گیری که است ذکر به لازم بیاورم. بجا بوده، الهام بخش برایم همواره ریاضیات حوزە ی در ایشان اشتیاق و شور

نبود. میسˁر زمینه این در ایشان گستردە ی دانش و دلسوزانه پیͽیری های نظرها، بدون پیش رو قالب در پایان نامه این

دوازده



۱ فصل

جبر و منطق از مقدماتͬ

مفهوم مهم ترین منطقͬ، قسمت در است. جبر و منطق از مقدماتͬ به نیاز پایان نامه، این موردنظر مقالە ی توضیح برای

این مطالب بود.  خواهد ما نیاز مورد متناهͬ» میدان های «جبر جبری، قسمت در است. «تعریف پذیری» ما نیاز مورد

شدە است. گردآوری [۱۶] و [۱۱] کتاب های از فصل

منطق از مقدماتͬ مفاهیم ۱ .۱

فرمول ها و ترم ها اول، مرتبه زبان ͷی معرفͬ ۱ .۱ .۱

است F ∪R ∪ C مجزای مجموعە ی سه اجتماع صورتِ به مجموعە ای L اولِ مرتبە  زبان ͷی از منظور .۱ .۱ تعریف

نمادهای مجموعە ی را C و رابطە ای نماد های مجموعە ی را R تابعͬ، نمادهای مجموعە ی را F مجموعە ی آن در که

ͬ شود. م گرفته نظر در f مواضع̧ تعداد عنوان به nf طبیعͬ عدد ͷي f ∈ F هر برای همچنین، ͬ خوانیم. م زبان ثابت

ͬ گیریم. م نظر در R رابطە ی مواضع تعداد عنوان به را nR عددِ ͷي R ∈ R هر برای مشابه، طور به

دیͽر؛ مجموعە ای به مجموعه ͷی از است عمل ͷی تابع ͬ کند. م فرق تابع ͷی با تابعͬ» «نماد ͷی که کنید توجه

است. اسم ͷی صرفاً تابعͬ، نماد اما

·,+ و هستند ثابت نمادهای 0, 1 آن در که است Lring = {+, ·, 0, 1} صورتِ به یͺدار حلقە های زبان .۲ .۱ مثال

هستند. موضعͬ دو تابعͬ نمادهای



۲ منطق از مقدماتͬ مفاهیم .۱ .۱

بͽیرید. نظر در را متغیر ها از {v0, v1, · · · } مجموعە ی ͷی

زیر استقرایی صورت به ترم ها L مجموعە ی باشد. اول مرتبە ی زبان ͷی L کنید فرض ترم ها) L) .۳ .۱ تعریف

ͬ شود: م تعریف

است. ترم ͷی v متغیرِ هر و c ∈ C ثابتِ نماد هر .۱

است. ترم ͷي نیز f(t1, · · · , tn) آن گاه باشد، موضعͬ n تابعͬ نماد ͷی f و باشند ترم t1, · · · , tn اگر .۲

ترم های ندارد، وجود متغیری هیچ آن ها در که ترم هایی L باشد. اول مرتبە ی زبان ͷی L کنید فرض .۴ .۱ تعریف

نماد ͷی f آن ها در که هستند cm یا f(c1, · · · , cn) صورتِ به بسته ترم های دیͽر، بیان به ͬ شوند. م نامیده بسته

هستند. L زبانِ در ثابت نمادهای cm و c1, · · · , cn و تابعͬ

نماد های از استفاده با فرمول ها L نادقیق، بیان به است. فرمول ها Lشناخت بعدی قدم تر م ها، L با آشنایی از پس

ͬ شوند. م تولید تساوی نماد و ¬,∧,∃ منطقͬ ادوات و {v0, v1, · · · } متغیر های ،L اولِ مرتبە ی زبان در رفته کار به

کردە ایم. بیان را فرمول ها Lساخت نحوە ی دقیق(استقرائͬ) طور به زیر تعریف در

حاصل زیر صورت به فرمول ها L مجموعە ی باشد. اول مرتبە ی زبان ͷی L کنید فرض فرمول ها) L) .۵ .۱ تعریف

ͬ شود: م

است. فرمول Lͷی t1 = t2 آن گاه باشند، ترم L دو t2 و t1 اگر .۱

ͷیR(t1, t2, · · · , tn) آن گاه باشد، L در موضعͬ n رابطە ای نماد ͷیR و باشند ترم L چند t1, · · · , tn اگر .۲

است. فرمول L

است. فرمول Lͷی نیز ¬ψ آن گاه باشد، فرمول Lͷی ψ اگر .۳

است. فرمول Lͷی نیز (ψ1 ∧ ψ2) آن گاه باشند، فرمول L دو ψ1, ψ2 اگر .۴

است. فرمول Lͷی نیز ∃xψ آن گاه باشد، فرمول Lͷی ψ اگر .۵

فرمول ها و ترم ها تعبیر و ساختار Lͷی معرفͬ ۲ .۱ .۱

موارد و ساختار) L جهانِ نام̧ (به M مجموعە ی ͷی Mاز ساختارِ Lͷی باشد. اول مرتبە ی زبان ͷی L کنید فرض

است: شده تشͺیل زیر

M ساختارِ در c ثابت تعبیر عنصری چنین به .cM ∈ M مشخص̞ عنصر ͷي c ∈ L ثابت نمادِ هر برای .۱

ͬ گوییم. م



۳ منطق از مقدماتͬ مفاهیم .۱ .۱

ساختارِ در f تابع̞ͬ نماد تعبیر تابع، این به .fM : Mn →M تابع̧ ͷی f ∈ L موضع̞ͬ n تابع̞ͬ نماد هر برای .۲

ͬ گوییم. Mم

ساختارِ در R رابطە ی تعبیر رابطه، این به .M روی RM رابطە ی ͷی R ∈ L موضع̞ͬ n رابطە ای نماد هر برای .۳

ͬ گوییم. Mم

ͬ شود. م Mنوشته = (M, {cM, fM, RM}) صورتِ Mبه ساختارِ Lͷی f, c, R ∈ L هر ازای به

ساختار L ͷی R = (R,+, ·, 0, 1,≤) صورت، این در بͽیرید. نظر در را L = {+, ·, 0, 1, <} زبانِ .۶ .۱ مثال

است.

این راستای در کنیم. تعبیر ساختارها این در را فرمول ها و ترم ها داریم قصد شدیم آشنا ساختارها L با که حال

ͬ کنیم. م معرفͬ را تعبیر نگاشت ابتدا کار،

ͷی ،M جهانِ در تعبیر نگاشت ͷی از منظور باشد. ساختار L ͷیM کنید فرض تعبیر) (نگاشت .۷ .۱ تعریف

ساختارِ L جهانِ آن بˀرد و متغیرهاست مجموعە ی تابع، این دامنە ی است. β : {v0, v1, · · · } →M صورت به تابع

Mاست.

ترم L ͷی t و فوق) تعریف تعبیر(مطابق تابع ͷی β ساختار، L ͷی M کنید فرض ترم ها) (تعبیر .۸ .۱ تعریف

تعریف زیر استقرایی̞ صورت به را آن و ͬ دهیم م نشان tM[β] با را β تعبیرِ نگاشت Mبا ساختارِ در t ترم تعبیر باشد.

ͬ کنیم: م

.tM[β] = β(v) ͬ دهیم: م قرار آن گاه باشد، v متغیرِ ͷی t اگر .۱

.tM[β] = cM ͬ دهیم: م قرار آن گاه باشد، c ثابتِ ͷی t اگر .۲

آن گاه باشد، متغیره n تابع̞ͬ نماد ͷي f و بدانیم M ساختارِ L در را t1, · · · , tn ترم های تعبیر اگر .۳

ͬ کنیم: م تعبیر زیر صورت به را f(t1, · · · , tn)

fM(t1, · · · , tn)[β] = fM(tM1 [β], · · · , tMn [β]).

β(v1) = 1 ضابطە ی با β : {v1, v2.v3} → R تعبیرِ نگاشت با را + · v1c1 · v2v3 ترم̧ ͬ خواهیم م .۹ .۱ مثال

جای به ͬ توانیم م که کنید توجه ابتدا کنیم. تعبیر R = (R,+, ·, 0) ساختارِ در β(v3) = 3 و β(v2) = 2 و

است: زیر صورت به R ساختارِ در فوق ترم تعبیر بنابراین .(v1 · c1) + (v2 · v3) بنویسیم + · v1c1 · v2v3

((v1 · c1) + (v2 · v3))R[β] = 1 · 0 + 2 · 3 = 6



۴ منطق از مقدماتͬ مفاهیم .۱ .۱

M ساختار جهانِ یعنͬ ،M در متغیرها تعبیرِ نگاشت ͷی β و ساختار LͷیM فرمول، Lͷی φ کنید فرض

در است. Mدرست ساختارِ در متغیرها از β ارزیابی با φ فرمولِ که است Mاین |= φ[β] عبارتِ از منظور باشد.

کردە ایم. بیان را تعریف همین استقرایی، و دقیق صورتِ به زیر تعریف

تعریف زیر استقرایی صورت به M |= φ[β] عبارتِ ساختار) ͷی در فرمول ͷی بودن (درست .۱۰ .۱ تعریف

ͬ شود: م

باشند. ترم دو t2 و t1 کنید فرض .۱

M |= (t1 = t2)[β] ⇐⇒ tM1 [β] = tM2 [β].

باهم ساختار این در t2 و t1 ترم های تعبیرهای که است Mدرست ساختارِ در t1 = t2 فرمولِ زمانͬ یعنͬ

باشند. برابر

باشند. ترم t1, · · · , tn و باشد زبان در رابطە ای نماد ͷی R کنید فرض .۲

M |= R(t1, · · · , tn)[β] ⇐⇒ RM(tM1 [β], · · · , tM2 [β]).

یͺدیͽر با ساختار این در ti ترم های تعبیر که است Mدرست ساختارِ در R(t1, · · · , tn) فرمولِ زمانͬ یعنͬ

باشند. RM رابطە ی در

.M 6|= φ[β] Mهرگاه |= ¬φ[β] .۳

باشند. فرمول L دو ψ2 و ψ1 کنید فرض .۴

M |= (ψ1 ∧ ψ2)[β] ⇐⇒ M |= ψ1[β] و M |= ψ2[β]

که طوری به باشد موجود a ∈ M عنصرِ ͷی هرگاه M |= ∃x ψ[β] باشد. فرمول L ͷی ψ کنید فرض .۵

است: زیر صورت به آن ضابطە ی و متغیرهاست تعبیر نگاشت ͷی β a
x آن در Mکه |= ψ[β a

x ]

β
a

x
(v) =


β(v) v 6= x

a v = x

ͬ شود. م گفته آزاد متغیر نگیرد، قرار سور ͷی تأثیر دامنە ی در که متغیری به فرمول، ͷی در .۱۱ .۱ تعریف

و a1, a2, · · · , an ∈ M کنید فرض همچنین، باشد. آن جهان M و ساختار L ͷی M کنید فرض

نگاشت ͷی β اگر باشد. x1, x2, · · · , xn میان در آزاد متغیرهای با فرمول ͷی φ(x1, x2, · · · , xn)

ͬ نویسیم م M |= φ[β] جای به آن گاه باشد، β(xi) = ai ضابطە ی با M در متغیرها از تعبیر

ͬ نویسیم م tM[β] جای به آن گاه باشد، ترم ͷی t(x1, · · · , xn) اگر همچنین، .M |= φ(a1, a2, · · · , an)

.tM(a1, a2, · · · , an)



۵ منطق از مقدماتͬ مفاهیم .۱ .۱

تعریف پذیری ۳ .۱ .۱

ͷی از استفاده با مجموعه آن توصیف امͺان معنای به ساختار“ ͷی در مجموعه ͷی ”تعریف پذیری مفهوم منطق، در

است. خاص زبان ͷی در فرمول

Fq((t)) ساختارِ در Fq[[t]] تعریف پذیری اثبات دنبال به پایان نامه این در شد، اشاره پیشͽفتار در که همان طور

را آن Fq[[t]] مجموعە ی عناصر که حلقە هاست زبان در فرمول ͷی کردن پیدا ما هدف دیͽر، عبارت به هستیم.

و Fq[[t]] به مربوط (جزئیات نکنند صدق آن در مجموعه این از خارج عناصر اما کنند، برآورده Fq((t)) ساختار در

کرد). خواهیم بررسͬ ۲ فصل در را Fq((t))

مجموعە ی ͬ گوییم م . A ⊆ M و باشد M جهان با ساختار L ͷیM کنید فرض (تعریف پذیری) .۱۲ .۱ تعریف

در که باشد موجود φ(x1, · · · , xn, a1, · · · , am) فرمولِ L هرگاه است تعریف پذیر ــ A مجموعە  ی ͷی X ⊆Mn

و a1, ..., am ∈ A آن

X = {(b1, · · · , bn) ∈Mn|M ⊨ φ(b1, · · · , bn, a1, · · · , am)}.

.A = ∅ هرگاه است تعریف پذیر ــ ∅ یا تعریف پذیر پارامتر بدون X ͬ گوییم م همچنین،

را است ناصفر و طبیعͬ عدد ͷی n آن در که {n} مجموعە ی بͽیرید. نظر در را N = (N, <) ساختار .۱۳ .۱ مثال

کرد: تعریف زیر پارامتر بدون فرمول با ͬ توان م

φ(x) = ∃x1, x2, · · · , xn(x1 < x2 ∧ · · ·xn < x ∧ ∀y(y < x→ (y = x0 ∨ · · · ∨ y = xn))).

این در باشد. ساختار L ͷی M = (F [x],+, ·, 0, 1) و میدان ͷي F که کنید فرض .۱۴ .۱ مثال

بنابراین و هستند F اعضای F [x] وارون پذیرِ عناصر تنها زیرا است، تعریف پذیر F ⊆ F [x] صورت

.F = {x ∈ F [x] :M |= x = 0 ∨ ∃y x · y = 1}

مستقیم صورت به ترتیب رابطە ی چه اگر که کنید توجه بͽیرید. نظر در را R = (R, 0, 1, ·,+) ساختارِ .۱۵ .۱ مثال

R در را نامنفͬ حقیقͬ اعداد مجموعە ی φ(x) = ∃y(y · y = x) فرمولِ با ͬ توان م اما ندارد، قرار ساختار این در

هستند. دوم ریشه دارای نامنفͬ اعداد تنها زیرا کرد؛ تعریف

بر زیرا است. Mتعریف پذیر = (Z,+, ·, 0, 1) ساختارِ در Y = {(x, y) ∈ Z2 : x < y} مجموعە ی .۱۶ .۱ مثال

داریم: بنابراین است، کامل مربع چهار جمع حاصل مثبت صحیح عدد هر لاگرانژ، قضیە ی اساس

Y = {(x, y) ∈ Z2 : x < y} = {(x, y) ∈ Z2 :M |= ∃t1 ∃t2 ∃t3 ∃t4 y = x+ t21 + t22 + t23 + t24}



۶ جبری مقدمات .۲ .۱

جبری مقدمات ۲ .۱

است. شده آورده پایان نامه این مطالعە ی برای نیاز مورد جبری مباحث بخش، این در

جبری توسیع ۱ .۲ .۱

.K ⊆ L ͬ نویسیم م و است K میدانِ از توسیع ͷی L ͬ گوییم م آن گاه باشد، آن از زیرمیدان ͷي K و میدان ͷی L اگر

ͬ نامیم م جبری K روی را α ∈ L \K عنصرِ ͷی .K ⊆ L و باشند میدان دو L و K کنید فرض .۱۷ .۱ تعریف

جبری K روی α عنصرِ اگر همچنین، .f(α) = 0 که طوری به باشد موجود f ∈ K[x] چندجملە ای ͷی هرگاه

ͬ نامیم. م متعالͬ را آن نباشد،

بستە ی را K میدانِ باشد. جبری K روی α ∈ L \ K عنصرِ هر هرگاه است جبری K ⊆ L توسیع̧ ͬ گوییم م

از جبری توسیع ͷی باشند. K به متعلق ͬͽهم ،K[x] در موجود چندجملە ای هر ریشە های هرگاه ͬ نامیم م جبری

Kcl نمادِ با را آن و ͬ نامیم م K جبری بستار را دارند ریشه آن در K[x] به متعلق چندجملە ای های همە ی که K میدانِ

ͬ دهیم. م نشان

(در است. K میدانِ روی برداری فضای ͷی L صورت، این در باشد. میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض

است.) L میدانِ جمع عمل همان برداری جمع و L میدانِ ضرب عمل همان اسͺالر ضرب برداری، فضای این

نشان [L : K] با را K میدان روی L برداری فضای بˀعد باشد. میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .۱۸ .۱ تعریف

است. متناهͬ توسیع ͷی K ⊆ L باشد، گوییم متناهͬ [L : K] اگر همچنین ͬ دهیم. م

است. جبری توسیع ͷی آن گاه باشد، متناهͬ توسیع ͷی K ⊆ L اگر باشند. میدان دو L و K کنید فرض .۱۹ .۱ لم

عنصرِ ͷی کنید فرض خلف، برهان با است. Kجبری روی α ∈ L \K عنصرِ هر که دهیم نشان ͬ خواهیم م اثبات.

خطͬ مستقل {1, α, α2, α3, · · · } مجموعە ی عناصر بنابراین است. متعالͬ که طوری به دارد وجود L \ K در α

ͷی داشتن معنای به این و ͬ شود م صفر با برابر آن ها از متناهͬ خطͬ ترکیب ͷی صورت، این غیر در زیرا هستند،

بودن خطͬ مستقل به توجه با رو این از است. تناقض در α بودنِ متعالͬ فرض با که است α ریشە ی با چندجملە ای

دارد. تناقض فرض با این و است نامتناهͬ [L : K] که گرفت نتیجه ͬ توان م ،{1, α, α2, α3, · · · } عناصرِ

چندجملە ای را f ∈ K[x] باشد. K روی جبری عنصر ͷی α ∈ L\K و میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض

را درجه حداقل آن هاست، ریشە ی α که K[x] در چندجملە ای هایی میان از f و f(α) = 0 هرگاه ͬ نامیم م α مینیمالِ

باشد. داشته



۷ جبری مقدمات .۲ .۱

f ∈ K[x] باشد. K روی جبری عنصر ͷی α ∈ L \ K و میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .۲۰ .۱ لم

.f(α) = 0 و باشد تحویل ناپذیر f اگروتنهااگر است α مینیمالِ چندجملە ای

است. تحویل ناپذیر f که ͬ کنیم م ادعا .f(α) = 0 صورت این در باشد. α مینیمالِ چندجملە ای f کنید فرض اثبات.

.deg(g),deg(h) < deg(f) و g, h ∈ K[x] آن در که f = gh یعنͬ باشد، تحویل پذیر f کنید فرض خلف برهان با

است. تناقض در f بودنِ مینیمال با این که h(α) = 0 یا g(α) = 0 یا پس ،f(α) = g(α)h(α) = 0 که آنجا از حال

f کنید فرض خلف، برهان با .f(α) = 0 و باشد تحویل ناپذیر f کنید فرض عکس، جهت اثبات برای

f درجه از کمتر آن درجه که دارد وجود h ∈ K[x] چندجملە ای ͷی بنابراین، نباشد. α مینیمالِ چندجملە ای

که آنجا از .f = hm + r داریم پس ͬ کنیم، م تقسیم h بر را f حال است. α مینیمالِ چندجملە ای و است

h اینکه با این اما باشد. صفر با برابر نیز r(α) باید پس ،h(α) = 0 و f(α) = h(α)m(α) + r(α) = 0

است. h درجە ی از کمتر r درجە ی زیرا دارد، تناقض است α مینیمالِ چندجملە ای

داریم قصد ادامه، در باشد. K روی جبری عنصر ͷی α ∈ L \ K و میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض

کنیم. بررسͬ را L میدانِ درون K و α توسط شده تولید میدان

دید ͬ توان م سادگͬ به بͽیرید. نظر در را ͬ برد م h(α) به را h(x) ∈ K[x] هر که φ : K[x] → L نگاشتِ ابتدا

این هستە ی .{h(α) : h ∈ K[x]} = K[α] با است برابر L در آن تصویر و است همریختͬ ͷی نگاشت این که

است: زیر صورت به نگاشت

ker(φ) = {h ∈ K[x] : h(α) = 0}

صفر با برابر h(α) که ویژگͬ این با h(x) ∈ K[x] دیͽرِ چندجملە ای هر پس است، α مینیمالِ چندجملە ای f طرفͬ از

،Im(φ) = K[α] ∼= K[x]
〈f〉 یͺریختͬ اول قضیە ی به توجه با بنابراین .ker(φ) = 〈f〉 نتیجه در و ͬ کند م عاد را است

است. K[x]
〈f〉 با یͺریخت و L داخل̞ در α و K شامل میدان کوچͺترین K[α] پس

در باشند. L به متعلق α1, · · · , αn عناصر همچنین ،K ⊆ L و باشند میدان L و K کنید فرض .۲۱ .۱ گذاری نماد

ͬ دهیم. م نشان K(α1, · · · , αn) نمادِ با را L داخل α1, · · · , αn و K توسط شده تولید میدان صورت، این

باشد. n درجە ی از f مینیمالِ چندجملە ای با جبری عنصر ͷی K روی α ∈ L \K و K ⊆ L کنید فرض .۲۲ .۱ لم

.[K(α) : K] = n صورت این در

در آنچه مطابق پس است، f مینیمالِ چندجملە ای با K روی جبری عنصر ͷی α ∈ L \ K که آنجا از اثبات.

صورتِ به K(α) عناصر پس است، n با برابر f درجە ی چون نتیجه در است. یͺریخت K[x]
〈f〉 با K(α) دیدیم بالا

توسط K(α) عناصرِ همە ی دیͽر بیان به .a0, a1, · · · , an−1 ∈ K آن در که هستند a0 + a1α+ · · ·+ an−1α
n−1

اگر زیرا هستند، خطͬ مستقل K روی {1, α, · · · , αn−1} عناصرِ طرفͬ، از ͬ شوند. م تولید {1, α, · · · , αn−1}



۸ جبری مقدمات .۲ .۱

با چندجملە ای ͷی ریشە ی α آن گاه شود، صفر با برابر a0 + a1α+ · · ·+ anα
n−1 مانندِ آن ها از خطͬ ترکیب ͷی

برداری فضای برای پایه ͷی {1, α, · · · , αn−1} بنابراین، است. تناقض در فرض با این و است n از کمتر درجە ی

.[K(α) : K] = n پس است، K روی K(α)

.[M : K] = [M : L]× [L : K] صورت، این در .K ⊆ L ⊆M کنید فرض .۲۳ .۱ لم

شده تولید {β1, · · · , βm} توسط˼ L روی M و {α1, · · · , αn} توسط˼ K روی L برداری فضای کنید فرض اثبات.

ͷی ابتدا ادعا این اثبات برای است. K روی M برداری فضای برای پایه ͷي {αiβj}0≤j≤m
0≤i≤n

ͬ کنیم م ادعا باشد.

r1, r2, · · · , rm ضرایبِ آن در که t = r1β1 +r2β1 + · · ·+rmβm صورت، این در بͽیرید. نظر در Mرا در t عنصر

ͷی t اینگونه و ͬ شوند م تولید {α1, α2, · · · , αn} مجموعە ی عناصر توسط ضرایب این بنابراین دارند. قرار L در

است. K روی M برای مولد مجموعە ی ͷی {αiβj}0≤j≤m
0≤i≤n

دیͽر بیان به ͬ شود. م αiβjها از خطͬ ترکیب

خطͬ ترکیب ͷی اگر هستند. خطͬ مستقل {αiβj}0≤j≤m
0≤i≤n

مجموعە ی عناصرِ که ͬ دهیم م نشان حال

آن گاه شود، صفر با برابر si ∈ K آن در که s1α1β1 + s2α2β2 · · · + skαkβk مانندِ αiβjها از

خطͬ مستقل {βj}1≤j≤m مجموعە ی عناصر اینکه به توجه با .(s1α1)β1 + (s2α2)β2 · · ·+ (skαk)βk = 0

مستقل نیز {αi}1≤i≤n مجموعە ی عناصر همچنین، .s1α1 = s2α2 = · · · = skαk = 0 که ͬ شود م نتیجه هستند،

.s1 = s2 = · · · = sk = 0 بنابراین هستند، خطͬ

روی هستند L \K به متعلق که α1, · · · , αn عناصر اگر باشد. میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .۲۴ .۱ نتیجه

است. جبری توسیع ͷی K(α1, · · · , αn) آن گاه باشند، جبری K

صورت این در باشند. جبری L روی K در α2 و α1 و باشد میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .۲۵ .۱ نتیجه

هستند. جبری K روی نیز α1 · α2 و α1 + α2

روی نیز α2 همچنین است. متناهͬ [K(α1) : K] پس است، جبری توسیع ͷی K ⊆ K(α1) که آنجا از اثبات.

متناهͬ [K(α1)(α2) : K(α1)] بنابراین است، جبری نیز K(α1) روی α2 پس K ⊆ K(α1) چون و است جبری K

داریم فوق قضیە ی به بنا طرفͬ، از است.

[K(α1)(α2) : K] = [K(α1)(α2) : K(α1)]× [K(α1) : K]

که ͬ شود م نتیجه هستند متناهͬ دو هر [K(α1) : K] و [K(α1)(α2) : K(α1)] اینکه به توجه با که

است، K از جبری توسیع ͷی K(α1)(α2) ،۱۹ .۱ قضیە ی به بنا بنابراین است. متناهͬ نیز [K(α1)(α2) : K]

هستند. جبری K روی α1 · α2 و α1 + α2 جمله از K(α1)(α2) عناصرِ همە ی پس
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ͷی گرفتن نظر در با اما نیست. آسان مستقیم صورت به α1 · α2 یا α1 + α2 بودنِ جبری اثبات که کنید توجه

کرده سادە تر را اثبات این فوق، صورت به آن با مرتبط قضایای از استفاده و برداری فضای ͷی عنوان به میدانͬ توسیع

است.

E = {α ∈ L : است جبری K روی α} صورت، این در باشد. میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .۲۶ .۱ لم

است. میدان ͷي

K(α1, α2) در α−1
1 و α2 ·α1 ،α1 +α2 صورت، این در بͽیرید. نظر در را E در α2 و α1 دلخواه˼ عنصر دو اثبات.

تعریف به توجه با پس هستند، جبری K روی عناصر این نتیجه در است. K از جبری توسیع ͷی که دارند قرار

است. میدان ͷی E یعنͬ این و دارند قرار E در نیز α−1
1 و α2 · α1 و α1 + α2 عناصرِ ،E مجموعە ی

عناصر صورت این در است. متناهͬ [L : K] که طوری به باشد میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .۲۷ .۱ قضیه

.L = K(α1, · · · , αn) که طوری به موجودند α1, · · · , αn ∈ L جبری

عنصرِ ͷی است. جبری توسیع ͷی ۱۹ .۱ لم̧ به توجه با پس است، متناهͬ توسیع ͷی K ⊆ L فرض، به بنا اثبات.

که کنید توجه .K ⊆ K(α1) ⊆ L بنابراین است، جبری K روی α1 صورت این در بͽیرید. نظر در را α1 ∈ L \K

داشته a0, a1 ∈ K ازای به که کنیم فرض خلف برهان با اگر زیرا است، 1 از بیشتر α1 مینیمالِ چندجملە ای درجە ی

K در α1 که ͬ گیریم م نتیجه است، K به متعلق a0/a1 و α1 = a0/a1 اینکه به توجه با آن گاه ،a1α1−a0 = 0 باشیم

K(α1) اگر ͬ شود. م ثابت حͺم K(α1)که = L اگر حال .[K(α1) : K] ≥ 2 بنابراین و است تناقض این و دارد قرار

و K ⊆ K(α1) ⊆ K(α1, α2) ⊆ L صورت این در بͽیرید. نظر در L \K(α1) در α2 عنصرِ ͷی نبود، برابر L با

ͬ دهد م نتیجه که [K(α1, α2) : K(α1)] ≥ 2 مشابهاً

[L : K] ≥ [K(α1, α2) : K] = [K(α1, α2) : K(α1)]× [K(α1) : K] = 4.

داریم و ͬ شود م متوقف α1, · · · , αn انتخابِ از پس روند این پس است، متناهͬ [L : K] چون

.L = K(α1, · · · , αn)

جدایی پذیر توسیع

عوامل به Kcl در f هرگاه ͬ نامیم م K روی ۱ جدایی پذیر را f ∈ K[x] تحویل ناپذیرِ چندجملە ای ͷی .۲۸ .۱ تعریف

باشد. نداشته تکراری ریشە ی Kcl در دیͽر بیان به شود؛ تجزیه متمایز اول درجە ی

چندجملە ای و جبری K روی α ∈ L \K عنصر هر هرگاه ͬ نامیم م جدایی پذیر را K ⊆ L میدانͬ توسیع ͷی

توسیع هیچ هرگاه است جدایی پذیر بستە ی میدان، ͷی ͬ گوییم م همچنین باشد. جدایی پذیر K روی آن مینیمال

باشد. نداشته جدایی پذیری
1separable
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است. جبری لزوماً جدایی پذیر توسیع هر بوضوح که کنید توجه

عنصرِ هر زیرا است. Q از جدایی پذیر توسیع ͷی Q(
√

2) = {a + b
√

2 : a, b ∈ Q} میدانِ .۲۹ .۱ مثال

صورتِ به چندجملە ای این که است x2 − 2ax + a2 − 2b2 چندجملە ای ریشە ی Q(
√

2) \ Q در a + b
√

2

است. جدایی پذیر بنابراین و ͬ شود م تجزیه (x− a+ b
√

2)(x− a− b
√

2)

K[x] در f(x) تحویل ناپذیرِ چندجملە ای ͷی ریشە ی a ∈ L\K و میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .۳۰ .۱ لم

است. a مینیمالِ چندجملە ای f صورت، این در باشد.

به دارند وجود K[x] در چندجملە ای هایی یعنͬ نیست، a مینیمالِ چندجملە ای f کنید فرض خلف برهان با اثبات.

درجه کمترین با g چندجملە ای ͷی چندجملە ها، این میان از است. آن ها ریشە ی a و کمتر f از آن ها درجە ی که طوری

آن گاه کنیم، تقسیم g بر را f چندجملە ای اگر حال .g(a) = 0 و deg(g) < deg(f) بوضوح پس ͬ کنیم، م انتخاب را

deg(r) < deg(g) چون و r(a) = 0 پس ،f(a) = g(a) = 0 که آنجا از .f = gh+ r داریم تقسیم الͽوریتم طبق

تناقض در f تحویل ناپذیریِ با این که f = gh رو این از .r = 0 که ͬ شود م نتیجه g انتخابِ نحوە ی به توجه با

است.

ریشە ی Kcl در f صورت، این در باشد. K[x] در ناصفر چندجملە ای ͷی f و میدان ͷی K کنید فرض .۳۱ .۱ لم

باشند. داشته مشترک ریشە ی f ′ و f اگروتنهااگر دارد تکراری

رو این از .g ∈ Kcl[x] آن در که f = (x− a)2g بنابراین باشد. f تکراریِ ریشە ی ͷی a ∈ Kcl کنید فرض اثبات.

است. f ′ و f مشترک ریشە ی a یعنͬ f ′(a) = 0 پس ،f ′ = 2(x− a)g + g′(x− a)2

و f = (x− a)g داریم بنابراین باشد. f ′ و f مشترکِ ریشە ی a ∈ Kcl کنید فرض عکس، جهت اثبات برای

که بͽیریم نتیجه ͬ توانیم م نهایتاً .x − a | g پس است، f ′ ریشە ی a که آنجا از .f ′ = (x − a)g′ + g رو این از

است. f تکراریِ ریشە ی a دیͽر عبارت به ،(x− a)2 | f

به هستند. جدایی پذیر تحویل ناپذیر، چندجملە ای های صفر مشخصە ی در که دهیم نشان ͬ خواهیم م بعدی لم در

اگر باشد. میدان ͷی (K,+, ·, 0K , 1K) کنید فرض ͬ کنیم. م یادآوری را میدان ͷی مشخصە ی تعریف ابتدا منظور این

مشخصە ی ͬ گوییم م آن گاه ،n · 1K = 1K + 1K + · · ·+ 1K︸ ︷︷ ︸
nبار

= 0 که طوری به باشد داشته وجود n طبیع̞ͬ عدد ͷی

،n · 1K = 0 که طوری به باشد نداشته وجود nای هیچ اگر .char(K) = n ͬ نویسیم م و است n با برابر K میدانِ

است. صفر ،K مشخصە ی ͬ گوییم م آن گاه

برای است. اول عدد ͷی حتماً K مشخصە ی آن گاه باشد، ناصفر K میدانِ ͷی مشخصە ی اگر که کنید توجه

صورت این در باشد. K میدانِ مشخصە ی s, t 6= 1 آن در که m = s · t کنید فرض خلف برهان با گزاره این اثبات

m زیرا است، تناقض این اما t)؛ · 1K) = 0 یا (s · 1K) = 0 باید بنابراین و m · 1K = (s · 1K)(t · 1K) = 0

دارد. را m · 1K = 0 ویژگ̞ͬ که است طبیعͬ عدد کوچͺترین
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بوضوح 1 ≤ i ≤ p − 1 هر ازای به اینکه به توجه با آن گاه ،char(K) = p و باشد میدان ͷی K اگر .۳۲ .۱ توجه

.(x+ y)p = xp + yp داریم x, y ∈ K هر ازای به پس p |
(p

i

)
است. جدایی پذیر تحویل ناپذیر، چندجملە ا ی هر آن گاه باشد، صفر مشخصە ی با میدان ͷي K اگر .۳۳ .۱ لم

چندجملە ای f ،۲۰ .۱ لم به بنا صورت این در باشد. تحویل ناپذیر چندجملە ای ͷی f ∈ K[x] کنید فرض اثبات.

پس است، صفر با برابر K میدانِ مشخصە ی که آنجا از ͬ شود. م محسوب ریشە  هایش از ͷی هر مینیمال

ریشە ی f ،۳۱ .۱ لم به بنا نتیجه در باشند. داشته مشترک ریشە ی ͬ توانند نم f ′ و f بنابراین و deg(f ′) < deg(f)

است. جدایی پذیر چندجملە ای ͷی f دیͽر عبارت به و ندارد تکراری

است. جدایی پذیر توسیع ͷی جبری توسیع هر آن گاه باشد، صفر K میدانِ مشخصە ی اگر .۳۴ .۱ نتیجه

مثال برای باشد. داشته تکراری ریشە ی ͬ تواند م تحویل ناپذیر چندجملە ای ͷی ناصفر مشخصە ی در .۳۵ .۱ توجه

است. {f(t)
g(t) : f(t), g(t) ∈ Fp[t]} میدانِ Fp(t) از منظور آن در که بͽیرید نظر در را Fp(t)[x] در xp− t چندجملە ایِ

استفاده آیزنشتاین ͷمح تعمیم از منظور این به است. تحویل ناپذیر چندجملە ای این که دهیم نشان ͬ خواهیم م ابتدا

است: زیر شرح به که ͬ کنیم م

ͷی f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ... + a1x + a0 و D یͺتای تجزیە  دامنە ی کسرهای میدان R کنید فرض

برآورده را زیر شروط که طوری به باشد موجود R در p تحویل ناپذیر عنصر ͷی همچنین باشد، R[x] در چندجملە ای

ͬ کند: م

کند. عاد i = 0, 1, ..., n− 1 ازای به را ai ضرایبِ p عنصرِ .۱

نکند. عاد را an ضریبِ p عنصرِ .۲

نکند. عاد را a0 ضریبِ p2 .۳

است. تحویل ناپذیر R[x] در f(x) چندجملە ایِ که گرفت نتیجه ͬ توان م صورت، این در

Fp(t) نتیجه در و است یͺتا تجزیە ی دامنە ی ͷي Fp[t] بوضوح پس است، میدان ͷی Fp که کنید توجه ابتدا

شرط سه t عنصرِ xp − t چندجملە ای برای که دید ͬ توان م سادگͬ به یͺتاست. تجزیە ی دامنە ی ͷی کسرهای  میدان

است. تحویل ناپذیر Fp(t)[x] در xp − t چندجملە ای که ͬ گیریم م نتیجه پس ͬ کند، م برآورده را فوق ͷمح در موجود

که آنجا از بͽیرید. نظر در را Fp(t) از Fp(t)(α) توسیع̧ باشد. xp − t ریشە ی ͷی α کنید فرض حال

داریم بنابراین و است p با برابر نیز Fp(t)(α) میدانِ مشخصە ی پس ،Fp ⊆ Fp(t)(α)

xp − t = xp − αp = (x− α)p

نیست. جدایی پذیر xp − t چندجملە ایِ رو این از و است xp − t تکراری ریشە ی α نتیجه در
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چندجملە ای های صفر، مشخصە ی با میدان ها همانند متناهͬ، میدان های در که دید خواهیم فصل این انتهای در

هستند. جدایی پذیر تحویل ناپذیر،

متناهͬ میدان های ۲ .۲ .۱

یعنͬ ،p پیمانە ی به صحیح اعداد ͬ ماندە  های باق میدان ادامه در باشد. اول عدد ͷی p کنید فرض .۳۶ .۱ گذاری نماد

ͬ دهیم. م نشان Fp نمادِ با را p پیمانۀ در ضرب و جمع با {0, 1, · · · , p− 1} عناصرِ از متشͺل میدان

متناهͬ میدان ͷی اندازە ی

عدد ͷی p آن در که است pn صورتِ به اندازە ای دارای متناهͬ میدان هر که دهیم نشان داریم قصد بخش، این در

لاگرانژ قضیە ی از نتیجە  ͷی که ͬ کنیم م ثابت را زیر لم ابتدا کار، این راستای در است. طبیعͬ عدد ͷی n و اول

آن گاه باشد، آن از زیرگروه ͷی H و متناهͬ گروه ͷی G اگر که ͬ کند م بیان لاگرانژ قضیە ی که ͬ کنیم م یادآوری است.

هر ازای به که است ویژگͬ این با n طبیع̞ͬ عدد کوچͺترین H گروه˼ ͷی توان از ͬ کند.منظور م عاد را G توانِ H توان

.na = 1 باشیم داشته a ∈ H

.nx = 0 داریم x ∈ G هر برای صورت این در .| G |= n و باشد متناهͬ گروه ͷی (G,+) کنید فرض .۳۷ .۱ لم

در باشد. m با برابر زیرگروه این توان کنید فرض بͽیرید. نظر در را x توسط˼ شده تولید دوری زیرگروه اثبات.

.n = km که طوری به دارد وجود k صحیح عدد ͷی پس ،m|n که ͬ کند م ایجاب لاگرانژ قضیە ی صورت این

بنابراین و mx = 0 پس است، x عنصرِ مرتبە ی با برابر 〈x〉 زیرگروه˼ توان که دید ͬ توان م سادگͬ به طرفͬ، از

.nx = (km)x = 0

p آن در که است pn ͷی صورت به K اندازە ی صورت این در باشد. متناهͬ میدان ͷی K کنید فرض .۳۸ .۱ نتیجه

است. طبیعͬ عدد ͷی n و اول عدد ͷی

عدد ͷی بنابراین و 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
میدان اندازە ی به

= 0 داریم فوق لم به بنا پس است، متناهͬ نیز K جمع̞ͬ گروه بوضوح اثبات.

میدانِ شامل p مشخصە ی با میدان هر بوضوح است. p با برابر K میدانِ مشخصە ی که طوری به دارد وجود p اول

متناهͬ به توجه با است. Fp میدانِ روی برداری فضای ͷي بنابراین و Fp از میدانͬ توسیع ͷی K رو این از است؛ Fp

ͷی Fp روی K برداری فضای یعنͬ است؛ n طبیع̞ͬ عدد ͷی با برابر [K : Fp] که گرفت نتیجه ͬ توان م K بودنِ

Fp از ضرایبی با پایه این عناصر از خطͬ ترکیب صورت به ͬ تواند م K در عنصر هر بنابراین دارد. عضوی n پایە ی

است. pn با برابر K اندازە ی که ͬ شود م نتیجه این از و شود نوشته
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متناهͬ میدان ͷی ساختن

ͷی p و طبیعͬ عدد ͷی n آن در که pn ͷی با است برابر متناهͬ میدان  هر اندازە ی که دادیم نشان قبلͬ، بخش در

اندازە ی به متناهͬ میدان ͷی دلخواه، pn هر ازای به گام چند طͬ با داریم قصد بخش، این در حال است. اول عدد

از منظور ماست. مطلوب میدان ،Fp[x] به متعلق xpn − x چندجملە ایِ شͺافندە ی میدان که دید خواهیم بسازیم. pn

xpn−x چندجملە ای ریشە های همە ی و Fp شامل میدان کوچͺترین Fp[x] در xpn−x چندجملە ای شͺافندە ی میدان

است.

میدان Fp ⊆ K کنید فرض بͽیرید. نظر در را Fp[x] به متعلق f = xpn − x چندجملە ای اول: گام ●

کنید فرض خلف برهان با ندارد. تکراری ریشە ی K در f که دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. f شͺافندە ی

داریم صورت، این در .g ∈ K[x] آن در که f = (x − α)2g بنابراین باشد، f تکراریِ ریشە ی α ∈ K

برابر K مشخصە ی پس ،Fp ⊆ K چون طرفͬ از .f ′(α) = 0 نتیجه در و f ′ = 2(x− α)g + g′(x− α)2

است. تناقض در قبلͬ نتیجە ی با این که f ′ = pnxpn−1 − 1 = −1 6= 0 بنابراین و است p با

ͷی ،f = xpn − x چندجملە ای ریشە های از متشͺل E مجموعە ی که ͬ دهیم م نشان گام این در دوم: گام ●

پس ،1, 0 ∈ E بوضوح که کنید توجه است. میدان ͷی E که ͬ دهیم م نشان ابتدا است. Fp شامل̞ میدان

مشخصە ی اینکه به توجه با هستند. E در نیز x − y و xy−1 آن گاه x, y ∈ E اگر دهیم نشان است کافͬ

xpn = x بنابراین دارند، قرار E در y و x طرفͬ از . (x− y)pn = xpn − ypn داریم است p با برابر K میدانِ

(xy−1)pn = xpn(y−1)pn همچنین، .x − y ∈ E نتیجه در و (x − y)pn = x − y پس ،ypn = y و

نشان ͬ خواهیم م حال .xy−1 ∈ E پس ،(xy−1)pn = xy−1 داریم x, y ∈ E اینکه به توجه با مشابهاً و

بنابراین و xp = x داریم فرما ͷکوچ قضیە ی به توجه با آن گاه ،x ∈ Fp اگر است. Fp شامل̞ E که دهیم

.Fp ⊆ E پس هستند، f چندجملە ای ریشە ی ͬͽهم نیز Fp عناصرِ یعنͬ این ،xpn = (xp)p · · · )p︸ ︷︷ ︸
nبار

= x

میدان دیͽر عبارت به است؛ E میدانِ با برابر K میدانِ که دهیم نشان ͬ خواهیم م گام این در سوم: گام ●

ریشە های از متشͺل که E که دیدیم دوم گام در ندارد. f ریشە های از غیر به دیͽری عنصر f شͺافندە ی

پس است، f شͺافندە ی میدان K که آنجا از طرفͬ از .Fp ⊆ E و است میدان ͷی است، f چندجملە ای

بͽیریم نتیجه ͬ توانیم م سادگͬ به بنابراین و است f چندجملە ای ریشە های همە ی و Fp شامل میدان کوچͺترین

.| K |= pn نهایتاً و K = E که

با متناهͬ میدان ͷی آن گاه باشد، دلخواه طبیعͬ عدد ͷی n و اول عدد ͷي p اگر که دادیم نشان اینجا تا بنابراین

است. موجود pn اندازە ی
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است. طبیعͬ عدد ͷي n و اول عدد ͷی p آن در که |K|= pn و باشد متناهͬ میدان ͷی K کنید فرض .۳۹ .۱ نتیجه

ͬ کنند. م صدق xpn = x معادلە ی در K میدانِ عناصر همە ی صورت این در

ناصفرِ عنصر هر برای ،۳۷ .۱ لم̧ به بنا نتیجه در است. عضو pn − 1 دارای K∗ = K \ {0} ضربی̞ گروه اثبات.

صدق xpn = x معادلە ی در K میدانِ عناصر همە ی دیͽر، عبارت به .apn = a پس ،apn−1 = 1 داریم a ∈ K

هستند. xpn − x چندجملە ای متفاوت ریشە های یعنͬ ͬ کنند، م

ͬ رسانیم. م پایان به است ساده توسیع ͷی متناهͬ، توسیع هر اینکه اثبات با را بخش این

.ord(a) = n که طوری به دارد وجود a ∈ G عنصرِ ͷی آن گاه باشد، G آبلͬ و متناهͬ گروه توان n اگر .۴۰ .۱ لم

کنید فرض است. آن عناصر مرتبە ی ک.م.م با برابر متناهͬ گروه ͷی توان که دید ͬ توان م سادگͬ به اثبات.

است موجود a1 ∈ G عنصرِ ͷی صورت، این در باشد. G عناصرِ همە ی مرتبە ی ک.م.م n = pn1
1 pn2

2 · · · p
nk
k

g1 = aq1
1 عنصرِ مرتبە ی پس ،(aq1

1 )p
n1
1 = 1 بنابراین و ord(a1) = pn1

1 q1 یعنͬ ،pn1
1 | ord(a1) که طوری به

مرتبە ی که ͬ کنیم م ادعا .ord(gi) = pni
i که طوری به موجودند g2, · · · , gk عناصرِ مشابه طور به .pn1

1 با است برابر

.(g1g2 · · · gk)n = (g1g2 · · · gk)p
n1
1 p

n2
2 ···pnk

k = 1 که کنید توجه ابتدا است. n با برابر a = g1g2 · · · gk عنصرِ

آن گاه ،(g1g2 · · · gk)m = 1 باشیم داشته نیز m دیͽرِ طبیعͬ عدد ͷی ازای به اگر که دهیم نشان ͬ خواهیم م حال

سادگͬ به .pni
i | m داریم 0 ≤ i ≤ k هر ازای به که ͬ کنیم م اثبات منظور این به .pn1

1 pn2
2 · · · p

nk
k | m

که آنجا از و gmp
n2
2 ···pnk

k
1 (g2 · · · gk)mp

n2
2 ···pnk

k = 1 یعنͬ ،(g1g2 · · · gk)mp
n2
2 ···pnk

k = 1 که گرفت نتیجه ͬ توان م

pn1؛
1 | mp

n2
2 · · · p

nk
k پس ،ord(g1) = pn1

1 چون .gmp
n2
2 ···pnk

k
1 = 1 که ͬ گیریم م نتیجه (g2 · · · gk)mp

n2
2 ···pnk

k = 1

نتیجه در و pni
i | m داریم pniها

i سایر برای مشابە  طور به .pn1
1 | m بنابراین است، اول p2, · · · , pk به نسبت p1 اما

.pn1
1 pn2

2 · · · p
nk
k | m

است. دوری K∗ = K \ {0} ضربی̞ گروه آن گاه باشد، متناهͬ میدان ͷی K اگر .۴۱ .۱ لم

و |K∗|=|K|−1 = pn − 1 بوضوح صورت این در باشد. عضو pn با متناهͬ میدان ͷی K کنید فرض اثبات.

است. xpn − x ناصفرِ ریشە های از متشͺل K∗ گروه˼ ۳۹ .۱ نتیجە ی بر بنا همچنین

همە ی دیͽر بیان به .xe = 1 باشیم داشته x ∈ K∗ هر ازای به یعنͬ ∗Kباشد؛ ضربی̞ گروه توان e کنید فرض حال

از .|K∗|≤ e پس دارد، ریشه تا e حداکثر چندجملە ای این اما هستند. xe − 1 چندجملە ای ریشە ی K∗ گروه˼ عناصر

این از .|K∗|= e نتیجه در و e ≤|K∗| بنابراین ͬ شمارد، م را گروه اندازە ی گروه ͷی توان لاگرانژ قضیە ی طبق طرفͬ

ord(a) = pn− 1 که طوری به دارد وجود K∗ در a عنصرِ ͷی فوق لم به توجه با بنابراین است. pn− 1 همان e رو

است. دوری یعنͬ ͬ شود؛ م تولید a عنصرِ توسط K∗ پس است، عضوی pn − 1 ضربی̞ گروه ͷی K∗ چون و

ͷی صورت، این در است. متناهͬ [L : K] که طوری به باشد میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض .۴۲ .۱ قضیه

.L = K(α) که طوری به دارد وجود L \K در α جبریِ عنصر
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متناهͬ نیز L که ͬ شود م نتیجه است K از متناهͬ توسیع ͷی L اینکه به توجه با آن گاه باشد، متناهͬ K اگر اثبات.

دوری و ͬ شود م تولید α ∈ L عنصرِ ͷی توسط L \ {0} یعنͬ ،L ضربی̞ گروه ۴۱ .۱ لم̧ به بنا صورت این در است.

است.

آن گاه باشد، K از متناهͬ توسیع ͷی L اگر که دیدیم ۲۷ .۱ قضیە ی در باشد. نامتناهͬ K کنید فرض حال

ͬ دهیم م نشان ادامه، در .L = K(α1, α2, · · · , αn) که طوری به دارند وجود α1, α2, · · · , αn ∈ L \ K عناصرِ

با برابر L که حالتͬ (برای .K(α, β) = K(γ) که طوری به دارد وجود γ عنصرِ ͷی آن گاه ،L = K(α, β) اگر که

مینیمالِ چندجملە ای های ترتیب به g و f کنید فرض کرد.) اثبات ͬ توان م مشابه طور به است K(α1, α2, · · · , αn)

و {α = α1, · · · , αm} کنید فرض همچنین .deg(f) = m و deg(g) = n که طوری به باشند K روی β و α

ازای به را (α−αi) + (β − βj)x = 0 چندجملە ای های حال باشند. g و f ریشە های ترتیب به {β = β1, · · · , βn}

طوری به دارد وجود λ ∈ K عنصرِ ͷی پس است، Kنامتناهͬ که آنجا از بͽیرید. نظر در 1 ≤ j ≤ n و 1 ≤ i ≤ i هر

.K(γ) = K(α, β) که ͬ کنیم م ادعا .γ := α+ βλ دهید قرار نیست. فوق چندجملە ای های از ͷهیچی ریشە ی که

K(γ)[x] در f(γ − λx) و g(x) چندجملە ای های از مشترک ریشە ی ͷی β پس ،βλ = γ−α چون که کنید توجه

g(ϵ) = f(γ − λϵ) = 0 آن گاه Kباشد، از توسیعͬ ͷی در چندجملە ای دو این دیͽر مشترک ریشە ی ͷي ϵ اگر است.

نتیجه در .γ − λϵ = αi داریم 1 ≤ i ≤ m ͷی ازای به و ϵ = βj داریم 1 ≤ j ≤ n ͷی ازای به بنابراین و

انتخابِ نحوە ی با این که α− αi + λ(β − βj) = 0 صورت این در اما ،α+ βλ− λβj = α+ λ(β − βj) = αi

.β ∈ K(γ) يعنͬ ،x− β ∈ K(γ)[x] نتیجه در و gcd(g(x), f(γ − λx)) = x− β بنابراین است. تناقض در λ

.K(α, β) = K(γ) که ͬ شود م نتیجه اینگونه و دارد قرار K(γ) در نیز α = γ − βλ رو این از

کامل میدان های ۳ .۲ .۱

این در نیست. جدایی پذیر تحویل نا پذیر، چندجملە ای هر لزوماً p مشخصە ی در دیدیم ۳۵ .۱ توجه در که همان طور

باشد. آن بودن جدایی پذیر با معادل چندجملە ای هر تحویل ناپذیری آن ها در که ͬ پردازیم م میدان هایی به بخش

باشد. جدایی پذیر ،K[x] در تحویل ناپذیر چندجملە ای هر هرگاه ͬ شود م نامیده ۲ کامل K میدانِ ͷی .۴۳ .۱ تعریف

است. کامل صفر، مشخصە ی با میدان هر ۳۳ .۱ لم̧ به توجه با .۴۴ .۱ توجه

یا g ∈ K[x] چندجملە ایِ هر ازای به آن گاه باشد، K[x] در تحویل ناپذیر چندجملە ای ͷی f اگر .۴۵ .۱ توجه

.gcd(f, g) = f یا gcd(f, g) = 1

باشد: برقرار زیر موارد از ͬͺی اگروتنهااگر است کامل K میدانِ ͷي .۴۶ .۱ قضیه
2perfect field



۱۶ جبری مقدمات .۲ .۱

،char(K) = 0 .۱

است. K روی اتومورفیسم ͷی x 7→ xp نگاشتِ و char(K) = p .۲

ͷی x 7→ xp نگاشتِ آن گاه باشد، کامل p مشخصە ی با K میدانِ اگر که دهیم نشان ͬ خواهیم م ابتدا اثبات.

که داد نشان ͬ توان م سادگͬ به است، p با برابر K میدانِ مشخصە ی اینکه به توجه با است. K روی اتومورفیسم

هر برای که داد خواهیم نشان نگاشت این بودن پوشا اثبات برای است. ͷی به ͷی همومورفیسم ͷی فوق نگاشت

و بͽیرید نظر در را K در a عنصرِ ͷی منظور این به .bp = a که طوری به دارد وجود K در b عنصرِ ͷی a ∈ K

،۳۱ .۱ لم̧ به توجه با بنابراین و f ′ = pxp−1 = 0 پس است، p با برابر K مشخصە ی چون .f = xp − a دهید قرار

،K[x] در تحویل ناپذیر چندجملە ای های یعنͬ است، کامل میدان ͷی K اما دارد. تکراری ریشە ی f چندجملە ایِ

آن در که f = gh رو این از و است تحویل پذیر چندجملە ای ͷی f که ͬ گیریم م نتیجه پس ندارند؛ تکراری ریشە ی

صورت این در باشد. f ریشە ی ͷي b ∈ Kcl کنید فرض حال .deg(g), deg(h) < deg(f) = p و g, h ∈ K[x]

داریم است، p با برابر K میدانِ مشخصە ی اینکه به توجه با و bp = a

f = xp − a = xp − bp = (x− b)p = gh.

ویژه به و است K به متعلق آن ضرایب پس ،g ∈ K[x] که آنجا از .0 < d < p آن در که g = (x − b)d بنابراین

u صحیح̧ اعداد بنابراین و هستند اول یͺدیͽر بە  نسبت d و p پس است، اول عدد ͷي p چون طرفͬ، از .bd ∈ K

قرار K در bd و bp چون که کنید توجه .b = (bd)u(bp)v نتیجه در ،du + pv = 1 که طوری به ͬ شوند م يافت v و

حاصل رو این از و (bd)u, (bp)v ∈ K یعنͬ است، K به متعلق نیز دو این توان های پس است، میدان ͷی K و دارند

است. K در b یعنͬ عنصر، دو این ضرب

چندجملە ای ͷی صورت، این در نباشد. کامل K میدانِ کنید فرض خلف برهان با عکس، جهت اثبات برای

f ۳۱ .۱ لم̧ به بنا پس است، تکراری ریشە ی Kclدارای در که طوری به دارد K[x]وجود در f =
n∑

i=0
aix

i تحویل ناپذیرِ

توجه .f ′ = 0 که ͬ شود م نتیجه deg(f ′) ≤ deg(f) که آنجا از و است تحویل ناپذیر f اما دارند؛ مشترک ریشە ی f ′ و

.f = a0+apx
p+a2px

2p+· · · بنابراین و ai = 0 داریم p ∤ i که i هر ازای به یعنͬ ،f ′ =
n∑

i=0
iaix

i−1 = 0 که کنید

فوق چندجملە ای ضرایب از ͷی هر نتیجه در و پوشاست پس است، اتومورفیسم x 7→ xp نگاشتِ فرض، به توجه با

p با برابر K میدانِ مشخصە ی که آنجا از .f = bp
0 + bp

1x
p + bp

2x
p + · · · رو این از است، bi ∈ K ازای به bp

i با برابر

تناقض در f بودنِ تحویل ناپذیر با این و f = bp
0 + bp

1x
p + bp

2x
p + · · · = (b0 + b1x+ b2x

2 + · · · )p پس است،

است.

هستند. کامل متناهͬ، میدان های .۴۷ .۱ نتیجه

عناصر همچنین و است p آن مشخصە ی صورت این در باشد. pn اندازە ی با متناهͬ میدان ͷی K کنید فرض اثبات.

آنجا از است. K روی اتومورفیسم ͷی x 7→ xp نگاشتِ که ͬ کنیم م ادعا هستند. xpn − x چندجملە ایِ ریشە های آن
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پوشاست. نگاشت ͷی x 7→ xp نگاشتِ دیͽر بیان به p(xpn−1)؛ = x پس ،xpn = x داریم K در x هر ازای به که

همریختͬ ͷی مذکور نگاشت که گرفت نتیجه ͬ توان م سادگͬ به است، p با برابر K میدانِ مشخصە ی اینکه به توجه با

است. کامل K میدانِ ۴۶ .۱ قضیە ی به بنا نتیجه در و است ͷی به ͷی

باشد. جدایی پذیر توسیع ͷی آن، متناهͬ توسیع هر اگروتنهااگر است کامل K میدانِ ͷی .۴۸ .۱ قضیه

توسیع ͷی ۱۹ .۱ لم̧ به بنا آن گاه باشد، متناهͬ توسیع ͷی K ⊆ L اگر باشد. کامل میدان ͷي K کنید فرض اثبات.

K که آنجا از است. K[x] در تحویل ناپذیر چندجملە ای ͷی ریشە ی L \K در a عنصرِ هر بنابراین و است جبری

ͷی ریشە ی a ∈ L \K هر نتیجه در است. جدایی پذیر تحویل ناپذیر، چندجملە ای هر پس است، کامل میدان ͷي

است. K از جدایی پذیر توسیع ͷی L رو این از است، K[x] در جدایی پذیر چندجملە ای

که دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. جدایی پذیر ،K میدانِ از متناهͬ توسیع هر کنید فرض عکس، جهت اثبات برای

ͷي α کنید فرض بͽیرید. نظر در f ∈ K[x] تحویل ناپذیرِ چندجملە ای ͷی منظور، این به است. کامل میدان ͷی K

بنا پس است، K از متناهͬ توسیع ͷي L بوضوح بͽیرید. نظر در را L = K(α) میدان حال باشد. Kcl در f ریشە ی

است. جدایی پذیر f یعنͬ ،K[x] در α مینیمالِ چندجملە ای نتیجه در و است جدایی پذیر توسیع ͷی فرض به

فصل: خلاصە ی *

از متشͺل L اولِ مرتبه زبان ͷی کردیم. معرفͬ را اول مرتبە ی زبان ͷی ابتدا منطقͬ، مقدمات به مربوط بخش در

و ترم ها ترتیب به استقرایی صورت به L زبانِ ͷی برای است. رابطە ای نمادهای و تابعͬ نمادهای ثوابت، نمادهای

ساختارِ L ͷی از منظور ͬ شوند. م معنا و تعبیر ساختار L ͷی در فرمول ها و ترم ها این کردیم. تعریف را فرمول ها

مشخص̞ عنصر ͷی L در c ثابتِ نماد هر ازای به آن در که است ساختار L جهان عنوان به M مجموعە ی ͷیM

رابطە ایِ نماد هر ازای به و f : Mn → M تابع̧ ͷی f موضع̞ͬ n تابع̞ͬ نماد هر ازای به همچنین، دارد. وجود cM

فرمولِ در اگر که است این M |= φ(a1, a2, · · · , an) از منظورمان دارد. وجود M روی RM ͷی زبان در R

آن گاه کنیم، جایͽذاری را a1, a2, · · · , an ∈ M عناصرِ x1, x2, · · · , xn متغیر های جای به φ(x1, x2, · · · , xn)

است. Mدرست ساختارِ در φ(a1, a2, · · · , an)

ͷی که دیدیم و شدیم آشنا M ساختار L ͷی در مجموعە  ͷی تعریف پذیری مفهوم با بخش، این انتهای در

پارامتر بدون فرمول ͷی هرگاه است پارامتر بدون تعریف پذیر Mاست) ساختار L جهان M) X ⊆ M مجموعە ی

.X = {a ∈M :M |= φ(a)} که طوری به باشد داشته وجود L زبان ͷی در φ(x)

پرداختیم. جبری مقدمات به بعدی بخش در

a ∈ L\K هر ازای به اگر است. K میدانِ از توسیع ͷی L ͬ گوییم م Kآن گاه ⊆ L و باشند میدان دو L و K اگر

توسیع توسیع، این به آن گاه ،f(a) = 0 که طوری به باشد داشته وجود K[x] در f تحویل ناپذیرِ چندجملە ای ͷی
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ͷی a ∈ L \ K هر ازای به یعنͬ است، جدایی پذیر توسیع ͷي K ⊆ L ͬ گوییم م وقتͬ همچنین ͬ گوییم. م جبری

جدایی پذیر، چندجملە ای ͷی از منظور .f(a) = 0 که طوری به دارد وجود K[x] در f جدایی پذیرِ چندجملە ای

K روی برداری فضای ͷي L آن گاه ،K ⊆ L اگر که کنید توجه ندارد. تکراری ریشە ی Kcl در که است چندجملە ای

هر که دادیم نشان است. متناهͬ K از L توسیع̧ ͬ گوییم م باشد متناهͬ K روی L برداری فضای بˀعد اگر حال است.

طوری به دارد وجود a ∈ L \K عنصرِ ͷی یعنͬ است، ساده توسیع ͷی ویژه طور به و است جبری متناهͬ، توسیع

.L = K(a) که

عدد ͷی p آن در که است pn ͷی صورت به متناهͬ میدان هر اندازە ی که دیدیم بخش، این بعدی قسمت در

در است. xpn − x چندجملە ای ریشە های از متشͺل میدان واقع در میدانͬ چنین است. طبیعͬ عدد ͷي  n و اول

K[x] در f تحویل ناپذیرِ چندجملە ای هر هرگاه ͬ نامیم م کامل را K میدانِ ͷی شدیم. آشنا کامل میدان های با نهایت

و char(K) = p یا صفرباشد آن مشخصە ی یا اگروتنهااگر است کامل K میدانِ ͷی که دیدیم باشد. جدایی پذیر

این میدان، ͷی بودن کامل با معادل شرط ͷی که دادیم نشان علاوه، به باشد. K روی اتومورفیسیم ͷی x 7→ xp

باشد. جدایی پذیر توسیع ͷی آن از متناهͬ توسیع هر که است



۲ فصل

هنسلͬ و نُرم دار موضعͬ، حلقە های

این ضعیفتر، کمͬ شرط باشد. صفر ایدە آل حلقه، ماکسیمال ایدە آل تنها که است این بودن، میدان شروط از ͬͺی

معرفͬ به فصل، این در ͬ شود. م گفته موضعͬ حلقە ای چنین به باشد؛ داشته ماکسیمال ایدە آل ͷی فقط حلقه که است

در که لم هایی مهم ترین از ͬͺی ͬ کنیم. م بررسͬ را آن ها ͬ های ویژگ از برخͬ و پرداخته نُرم دار و موضعͬ حلقە های

R اگر یعنͬ هستند؛ هنسلͬ کامل، نرم دارِ و موضعͬ حلقە های ͬ کند م بیان که است هنسل لم ͬ پردازیم، م آن به ادامه

در ساده ریشە ی ͷی که چندجملە ای هر آن گاه باشد، آن ماکسیمال ایدە آل تنها m و کامل نرم دار و موضعͬ حلقە ی ͷي

مثال های از ͬͺی کنید). رجوع ۱۵ .۲ به کامل نرم د ارِ حلقە  ی تعریف دارد(برای ریشە  ͷی نیز R در باشد، داشته R/m

شالودە ی دقیق طور به و ͬ کنیم م معرفͬ را آن فصل این در که است ادیͷ ها ــ p حلقە ی هنسلͬ، نرم دار حلقە های مهم

داد. خواهیم شرح را آن

است. شده گردآوری [۹] و [۲۱] کتاب های از فصل این مطالب

ͬ کنیم: م اثبات را داریم نیاز آن به ادامه در که جبری مقدماتͬ لم ͷی بحث شروع از پیش

است. میدان ͷی R
I آن گاه باشد، آن ماکسیمال ایدە آل ͷی I و حلقه ͷی R اگر .۱ .۲ لم

دلخواه عنصر ͷی منظور این به دارد. ضربی وارون R
I در ناصفر عنصر هر که دهیم نشان ͬ خواهیم م اثبات.

طوری به دارد وجود R
I در y + I عنصرِ ͷی که ͬ دهیم م نشان و ͬ گیریم م نظر در را R

I در x + I ناصفرِ و

مجموعە ی ابتدا .xy − 1 ∈ I دیͽر بیان به یا xy + I = 1 + I یعنͬ ،(x+ I)(y + I) = 1 + I که

I شامل̞ که است R در ایدە آل ͷی M که دید ͬ توان م سادگͬ به بͽیرید. نظر در را M = {xr + s : r ∈ R, s ∈ I}
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x /∈ I پس است، R
I در ناصفر عنصر ͷی x+ I چون اما دارد؛ قرار M در x1R + 0R = x که کنید توجه ͬ شود. م

1R بنابراین .M = R که ͬ گیریم م نتیجه M 6= I و است R ماکسیمالِ ایدە آل ͷی I که آنجا از .M 6= I بنابراین و

.xy−1 ∈ I نتیجه در و xy+s = 1R که طوری به دارند وجود s ∈ I و y ∈ R عناصرِ یعنͬ Mاست، به متعلق

موضعͬ حلقە های ۱ .۲

اگر باشد. داشتە  ماکسیمال ایدە آل ͷی تنها هرگاه ͬ نامیم م موضعͬ را R یͺدارِ و جابە جایی حلقە ی ͷی .۲ .۲ تعریف

k := R/m میدانِ همچنین، ͬ دهیم. م نمایش (R,m) زوج صورت به را حلقه این آن گاه Rباشد، ماکسیمالِ mایدە آل

ͬ نامیم. م پیمانە ها   میدان را

کانون̞ͬ نگاشت که کرد بررسͬ ͬ توان م سادگͬ به باشد. موضعͬ حلقە ی ͷی (R,m) کنید فرض .۳ .۲ توجه

است. همومورفیسم نگاشت ͷی ͬ برد، م x̄ := x+m به را x ∈ R هر که h : R→ k

ͬ دهیم. م نشان U(R) با را R وارون پذیرِ عناصر صورت این در است. حلقه ͷی R کنید فرض .۴ .۲ گذاری نماد

تشͺیل حلقه وارون ناپذیر عناصر از دقیقاً موضعͬ حلقە ی ͷی ماکسیمال ایدە آل ͬ دهیم م نشان زیر قضیە ی در

است. شده

معادلند: یͺدیͽر با زیر موارد آن گاه باشد، یͺدار و جابە جایی حلقە ی ͷی R اگر .۵ .۲ قضیه

است، موضعͬ حلقە ی ͷی R .۱

ͬ دهند، م ماکسیمال ایدە آل ͷی تشͺیل R وارون ناپذیر عناصر مجموعە  ی .۲

است. بسته جمع عمل تحت R وارون ناپذیر عناصر مجموعە ی .۳

که دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. آن ماکسیمال ایدە آل m و موضعͬ حلقە ی ͷی R کنید فرض : ۲ به ۱ اثبات اثبات.

.m ⊆ R\U(R) بنابراین و ندارند وارون R در آن عناصر پس است، سره اید ە آل ͷیm که آنجا از .m = R \ U(R)

است. سره R حلقە ی در Ra ایدە آلِ پس ،a /∈ U(R) چون بͽیرید. نظر در R \ U(R) در a دلخواه˼ عنصر ͷی حال

ایدە آل ͷی دارای تنها R فرض، به بنا چون و است ماکسیمال ایدە آل ͷی زیرمجموعە ی سره ایدە آل هر طرفͬ، از

گرفت نتیجه ͬ توان م Ra ⊆ m از پس است، یͺدار حلقە ی ͷي R که آنجا از .Ra ⊆ m پس است، m ماکسیمالِ

.R \ U(R) ⊆ m بنابراین ،a ∈ m که

است. بسته جمع عمل تحت بوضوح پس است، ایدە آل ͷی R \ U(R) چون :۳ به ۲ اثبات

که ثابت کنیم ͬ خواهیم م .x + y ∈ R \ U(R) داریم x, y ∈ R \ U(R) هر برای کنید فرض :۱ به ۳ اثبات

که ͬ کنیم م ادعا صورت این در .y ∈ R و x ∈ R \ U(R) کنید فرض است. ماکسیمال ایدە آل ͷی R \ U(R)
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این و است وارون پذیر x که ͬ شود م نتیجه بنابراین x · y ∈ U(R) کنید فرض خلف برهان با .x · y ∈ R \ U(R)

عناصر از متشͺل U(R) که آنجا از همچنین، است. R ایدە آلِ ͷی R \ U(R) که دادیم نشان اینجا تا است. تناقض

ماکسیمال ایدە آل تنها R \ U(R) بنابراین باشد، سره ماکسیمال ایدە آل ͷی شامل ͬ تواند نم پس است، وارون پذیر

است. موضعͬ R نتیجه در و است R حلقە ی

.1 +x ∈ U(R) یا x ∈ U(R) یا داریم x ∈ R هر ازای به آن گاه باشد، موضعͬ حلقە ی ͷی (R,m) اگر .۶ .۲ نتیجه

و x ∈ R \ U(R) همزمان که طوری به باشد موجود R در x عنصرِ ͷی کنید فرض خلف، برهان با اثبات.

مجموعە ی ۵ .۲ قضیە ی ۳ قسمت به بنا .−x ∈ R \ U(R) پس ،x ∈ R \ U(R) چون .1 + x ∈ R \ U(R)

زیرا است، تناقض این که 1 + x− x = 1 ∈ R \ U(R) بنابراین اند، بسته جمع عمل تحت R وارون ناپذیر عناصر

است. وارون پذیر 1 بوضوح

عناصر R[x] در زیرا است، موضعͬ R[x] که بͽیریم نتیجه ͬ توانیم نم باشد موضعͬ حلقە ی ͷي R اگر .۷ .۲ توجه

بسته جمع عمل به نسبت وارون ناپذیر عناصر بنابراین دارد. وارون 1− 2x+ 2x = 1 اما ندارند؛ وارون 1− 2x و 2x

نیست. موضعͬ R[x] نتیجه در و نیستند

هنسلͬ موضعͬ حلقە های ۱ .۱ .۲

چندجملە ایِ ͷی تصویر بخواهیم اگر باشد. آن پیمانە های میدان k = R
m و موضعͬ حلقە ی ͷی (R,m) کنید فرض

کلاس با را f ضریبِ هر است کافͬ بیاوریم بدست k[x] در را R[x] به متعلق f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

.f̄(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n دیͽر عبارت به کنیم؛ جایͽزین آن متناظر پیمانە ی

باشد، داشته ساده ریشە ی k در f̄ اگر f(x) ∈ R[x] هر ازای به هرگاه است هنسلͬ حلقە ی ͷی (R,m) ͬ گوییم م

(۸ .۲ تعریفِ به باشد.(رجوع داشته ریشه R در f آن گاه

میدان های به مربوط ،۵ فصل در که کرد خواهیم بیان نیز را هنسلͬ ویژگͬ با معادل شرط چند بخش، این در

میدان معمولا˟ که است این میدان، ͷی برای هنسلͬ ویژگͬ مزایای از ͬͺی داشت. خواهیم نیاز آن ها به هنسلͬ، ــ t

بررسͬ برای است کافͬ باشد، برقرار میدان ͷی در ویژگͬ این که صورتͬ در و است میدان خود از سادە تر پیمانە ها

موضعͬ حلقە های که است ذکر به لازم کنیم. توجه آن پیمانە های میدان به میدان، ͷی در جبری مسائل از بسیاری

موارد از تئوری چنین جملات هستند. اول مرتبە ی تئوری ͷی مدل حلقە ها، زبان در که هستند ساختارهایی هنسلͬ،

است: شدە  تشͺیل زیر

بودن موضعͬ جمله این است. بسته جمع تحت حلقه وارون ناپذیر عناصر مجموعە ی کند بیان که جملە ای .۱

ͬ کند. م تضمین را حلقه
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بیان را n از مساوی یا کمتر درجە  ی با چندجملە ای های برای بودن هنسلͬ شرط که جملە ای n ≥ 1 هر برای .۲

کند.

ͬ کنیم: م بیان را بودن هنسلͬ دقیق تعریف بحث ادامە ی از پیش

f(x) ∈ R[x] هر برای هرگاه است هنسلͬ R حلقە ی باشد. موضعͬ حلقە ی ͷی (R,m) کنید فرض .۸ .۲ تعریف

دهد: رخ زیر اتفاق

به باشد داشته وجود R در a عنصرِ ͷی آن گاه ،f ′(α) /∈ m و f(α) ∈ m که طوری به باشد موجود α ∈ R اگر

.a− α ∈ m یعنͬ ،a m≡ α و f(a) = 0 که طوری

نظر در را n مساوی یا کمتر درجە ی با f(x) ∈ K[x] چندجملە ای ͷی است. میدان ͷی K کنید فرض .۹ .۲ توجه

است: زیر صورت به K[x, y] در f(x+ y) چندجملە ایِ تیلور بسط بͽیرید.

f(x+ y) =
n∑

i=0
f(i)(x) · yi.

char(R) = 0 اگر و f(1) = f ′ و f(0) = f که است صورت این به و دارد قرار K[x] در f(i)(x) هر فوق عبارت در

است. f مشتق اُمین ــ i همان f (i) آن در که f(i)(x) = f (i)(x)/i! آن گاه

که باشد گونە ای به α ∈ R و هنسلͬ حلقە ی ͷی (R,m) کنید فرض .۱۰ .۲ لم

f(α) ∈ m , f ′(α) /∈ m.

f(b) = 0 اگر یعنͬ a؛ m≡ α و f(a) = 0 که طوری به باشد داشته وجود ͬ تواند م a ∈ R ͷی حداکثر صورت این در

.a = b آن گاه ،b m≡ α و

دیͽر بیان به b؛ m≡ α
m≡ a و f(a) = f(b) = 0 که طوری به دارند وجود R در a و b عنصرِ دو کنید فرض اثبات.

ثابت ادامه در منظور این به .a = b که دهیم نشان ͬ خواهیم م .b = a+x که طوری به دارد وجود m در x عنصرِ ͷی

ایدە آل پیمانە ی به a از توان همان با هم ارز α از توانͬ هر پس ،a m≡ α که آنجایی از است. صفر با برابر x که ͬ کنیم م

وارون پذیر f ′(a) یعنͬ ،f ′(a) /∈ m که ͬ شود م نتیجه f ′(α) /∈ m اینکه از پس .f ′(a) m≡ f ′(α) بنابراین است، m

داریم: f ′(a) وارون پذیریِ به توجه با و ͬ دهیم م تشͺیل a عنصرِ حول را f تیلورِ بسط حال است.

f(a+ x) = f(a) + f ′(a)x+ tx2 = f ′(a)x+ tx2 = f ′(a)x
[
1 + f ′(a)−1tx

]
f؛ ′(a)−1tx ∈ mپس ،f ′(a)−1t ∈ R و است ایدە آل ͷیm چون Rاست. به متعلق t فوق عبارت در که کنید توجه

قرار U(R) در 1 + f ′(a)−1tx عنصرِ ،۶ .۲ نتیجە ی به بنا بنابراین است. وارون ناپذیر f ′(a)−1tx دیͽر عبارت به

رو این از است. U [R] به متعلق نیز f ′(a)
[
1 + f ′(a)−1tx

]
پس ،f ′(a) ∈ U(R) که آنجا از نتیجه در دارد.

.x = 0 اگروتنهااگر f(a+ x) = 0
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معادلند: زیر شرایط صورت این در باشد. موضعͬ حلقە ی ͷی (R,m) کنید فرض .۱۱ .۲ لم

است، هنسلͬ R حلقە ی .۱

در ریشە ای ،d1, · · · , dn ∈ R و c ∈ m و n ≥ 2 آن در که 1 + x+ cd2x
2 + · · ·+ cdnx

n چند جملە ای هر .۲

دارد، U(R)

،d1, · · · , dn ∈ R و c ∈ m و n ≥ 2 آن در که Y n + Y n−1 + cd2Y
n−2 + · · · + cdn چند جملە ای هر .۳

دارد، U(R) در ریشە ای

ͷی صورت این در کنند. برآورده را f(α) = cf ′(α)2 شرط˼ c ∈ m و α ∈ R و f(x) ∈ R[x] کنید فرض .۴

است. cf ′(α) از مضرب ͷی a− α يعنͬ a؛ cf ′(α)
≡ α و f(a) = 0 که طوری به دارد وجود R در a عنصرِ

در d1, · · · , dn ∈ R و c ∈ m که را f(x) = 1 + x+ cd2x
2 + · · ·+ cdnx

n چندجملە ای :۲ به ۱ اثبات اثبات.

.f(−1) m≡ 0 پس ،cdi ∈ m هر که آنجا از .f(−1) = cd2 + · · · + cdn(−1)n داریم x = −1 برای بͽیرید. نظر

است، هنسلͬ حلقە ی ͷی R چون .f ′(−1) m≡ 1 بنابرین ،f ′(−1) = 1 + 2cd2 + · · · + ncdn(−1)n−1 علاوه به

است. U(R) از زیرمجموعە ای  ۶ .۲ نتیجە ی به بنا که دارد −1 +m در ریشە  ͷی f(x) پس

g(Y ) = Y n +Y n−1 + cd2Y
n−2 + · · ·+ cdn دلخواه˼ چندجملە ای در است کافͬ : ۳ و ۲ بودن معادل اثبات

U(R) در ریشە  ͷی g چندجملە ای لم همین در ۲ قسمت با مطابق بنابراین کنیم، جاگذاری را 1/x متغیر Y جای به

دارد.

تیلورِ بسط کنند. برآورده را f(α) = cf ′(α)2 شرط˼ c ∈ m و α ∈ R و f(x) ∈ R[x] کنید فرض :۴ به ۲ اثبات

بͽیرید: نظر در x ∈ R ازای به و α عنصر حول را f

f(α+ x) = f(α) + f ′(α)x+
∑
i≥2

bix
i

داریم: پس ،f(α) = cf ′(α)2 فرض به بنا چون دارد. قرار R در فوق عبارت در bi هر که کنید توجه

f(α+ x) = cf ′(α)2 + f ′(α)x+
∑
i≥2

bix
i.

بنابراین ،y ∈ R آن در که x = cf ′(α)y دهید قرار حال

f(α+ cf ′(α)y) = cf ′(α)2
[

1 + y +
∑
i≥2

cdiy
i

︸ ︷︷ ︸
∗

]

ریشە ی که طوری به دارد وجود U(R) در t عنصرِ ͷی ، لم همین در ۲ قسمت با مطابق .di ∈ R آن در که

.a cf ′(α)
≡ α و f(a) = 0 آن گاه بͽیریم، نظر در α+ cf ′(α)t با برابر را a اگر بنابراین باشد. ∗ چندجملە ای

است. واضح :۱ به ۴ اثبات



۲۴ نُرم دار حلقە های .۲ .۲

نُرم دار حلقە های ۲ .۲

از دستە ای در کنیم. معرفͬ را کرد تعریف نُرم ͷی آن ها روی بر ͬ توان م که حلقە ها از برخͬ داریم قصد بخش، این در

در ͬ نامیم. م کامل“ نُرم دار ”حلقە های را حلقە ها نوع این هستند؛ همͽرا کوشͬ دنبالە های تمام نُرم دار، حلقە های این

کرد. خواهیم اثبات نیز را آن ها به مربوط قضیه چند کامل، نُرم دار حلقە های و حلقه ͷی روی نُرم معرفͬ از پس ادامه،

صورت به تابعͬ R روی نُرم ͷی از منظور باشد. یͺدار و جابە جایی حلقە ی ͷی R کنید فرض .۱۲ .۲ تعریف

:x, y ∈ R هر برای که است |.|: R→ R+

.|1|=| − 1|= 1 و x = 0 اگروتنهااگر |x|= 0 .۱

.|x+ y| ≤ |x|+|y| .۲

.|x · y| ≤ |x|·|y| .۳

ͬ نامیم. م ارشمیدسͬ غیر نرم یا فرانرم را نرم این آن گاه کنیم، فوق تعریف در دوم شرط جایͽزین را زیر شرط اگر

.|x+ y|≤ max{|x|, |y|} .*۲

ͬ دهیم. م نمایش (R, |.|) صورت به را آن روی |.| نُرم ͷی با همراه R حلقە ی ͷی

حلقە ی روی نُرم ͷی داشتن با بنابراین ،|x|=| − x| که گرفت نتیجه ͬ توان م سادگͬ به x ∈ R هر برای .۱۳ .۲ توجه

کرد. تبدیل ͷمتری فضای ͷی به d(x, y) =|x− y| متر با را آن ͬ توان م R

هرگاه ͬ نامیم م کوشͬ را دنباله این باشد. (R, |.|) نرم دارِ حلقە ی در دنباله ͷی (an)n∈N کنید فرض .۱۴ .۲ تعریف

∀ϵ > 0 ∃N ∈ N ∀m,n > N |am − an|< ϵ.

باشد. همͽرا آن در کوشͬ دنباله هر هرگاه ͬ نامیم م کامل را (R, |.|) نُرم دار حلقە ی ͷی .۱۵ .۲ تعریف

دلخواه دنبالە ی هر برای صورت این در باشد. کامل |.| ارشمیدس̞ͬ غیر نُرم به نسبت R حلقە ی کنید فرض .۱۶ .۲ لم

داریم R در (an)n∈N
∞∑

n=0
an ∈ R ⇐⇒ lim

n→∞
|an|= 0.

ͬ دهیم م قرار ابتدا . lim
n→∞

|an|= 0 که دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. R به متعلق
∞∑

n=0
an کنید فرض اثبات.

پس است، R به متعلق
∞∑

n=0
an فرض به بنا و lim

n→∞
Sn =

∞∑
n=0

an که آنجا از .Sn = a0 + a1 + a2 + · · ·+ an
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داریم نُرم ویژگͬ به توجه با بنابراین و lim
n→∞

(Sn+1− Sn) = lim
n→∞

an+1 = 0 نتیجه در . lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

Sn+1

. lim
n→∞

|an|= 0

کوشͬ دنبالە ی ͷی (Sn)n∈N ͬ کنیم م ادعا صورت این در . lim
n→∞

|an|= 0 کنید فرض عکس، جهت اثبات برای

.|Sm − Sn|=|an+1 + an+2 + · · ·+ am|≤ max
n+1≤i≤m

|ai| داریم m > n که طوری به m,n ∈ N هر برای است.

کوشͬ دنبالە ی ͷی (Sn)n∈N که ͬ گیریم م نتیجه فوق نامساوی به توجه با پس است، صفر (|an|)n∈N حد که آنجا از

lim
n→∞

Sn =
∞∑

n=0
an یعنͬ است؛ همͽرا R در (Sn)n∈N دنبالە ی بنابراین است، کامل حلقە ی ͷی R چون حال است.

دارد. قرار R در

به a ∈ R و باشد کامل حلقە ی ͷی R اگر باشد. ارشمیدسͬ غیر نرم دار حلقە ی ͷی (R, |.|) کنید فرض .۱۷ .۲ لم

است. وارون پذیر 1− a آن گاه ،|a|< 1 که باشد گونە ای

از همچنین، .
∞∑

i=0
ai ∈ R داریم ،۱۶ .۲ لم̧ به توجه با بنابراین، . lim

n→∞
|a|n= 0 آن گاه باشد، |a|< 1 اگر اثبات.

عنصرِ آن وارون و است وارون پذیر R حلقە ی در 1 − a که گرفت نتیجه ͬ توان م ،
∞∑

i=0
ai(1 − a) = 1 که آنجایی

ͬ باشد. م
∞∑

i=0
ai

باشیم داشته x ∈ R هر برای اگر باشد. کامل و ارشمیدسͬ غیر نرم دار حلقە ی ͷی (R, |.|) کنید فرض .۱۸ .۲ لم

است. سره ایدە آل ͷی M = {x ∈ R :|x|< 1} آن گاه |x|≤ 1

است سره ایدە آل ͷی M کنیم ثابت اینکه برای است. بررسͬ قابل سادگͬ به M مجموعە ی بودن ایدە  آل اثبات.

وارون x−1 ∈ R کنید فرض خلف برهان با وارون ناپذیرند. M مجموعە ی در موجود عناصر که دهیم نشان باید

پس است، ارشمیدسͬ غیر نرم ͷي |.| چون طرفͬ، از .|xx−1|=|1|= 1 صورت این در باشد، M در x عنصرِ ͷی

وارون ناپذیرند. M در موجود عناصر بنابراین است. تناقض در قبلͬ نتیجه با که |xx−1|≤|x|, |x−1| < 1

هنسل لم ۱ .۲ .۲

صورت به لم این اثبات ایدە ی هستند. هنسلͬ حلقە های از مثالͬ کامل، موضعͬ حلقە  های که ͬ کند م بیان هنسل لم

است: زیر

به متعلق عنصر ͷی اگر ادامه در است. کامل |.| نُرم̧ تحت که باشد موضعͬ حلقە ی ͷی (R,m) کنید فرض

α عنصرِ ͷی و R[x] در f(x) چندجملە ای ͷی حال ͬ کنیم. م تعبیر ۱ ͷکوچ بسیار عنصر ͷی را آن باشد، m ایدە آل

توجه با f(α) صورت این در کنند. برآورده را f ′(α) /∈ m و f(α) ∈ m شروط˼ که طوری به بͽیرید نظر در R در

خواهیم است. وارون پذیر f ′(α) که گرفت نتیجه ͬ توان م f ′(α) /∈ m اینکه از است. ͷکوچ بسیار فوق، تعبیر به
1infinitesimals
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مقدارِ x ِͷکوچ بسیار عنصر ͷی از استفاده و نیوتون روش کارگیری به با ͬ توانیم م آن گاه f(α) 6= 0 اگر که دید

عنصرِ حول را f تیلورِ بسط منظور، این به .|f(α+ x)|<|f(α)| دیͽر بیان به کنیم، f(α) از کوچͺتر را f(α+ x)

ͬ دهیم: م تشͺیل α

f(α+ x) = f(α) + f ′(α)x+ x2(· · · ) + · · · = f ′(α)
(
f ′(α)−1f(α) + x+ x2(· · · ) + · · ·

)
.

عنصر ͷی یعنͬ ،x ∈ m پس است، ایدە آل ͷي m و f(α) ∈ m که آنجا از .x = −f ′(α)−1f(α) دهید قرار حال

داریم: علاوه به است. ͷکوچ بسیار

(۱ .۲)

f(α+x) = f ′(α)
(
f ′(α)−1f(α)−f ′(α)−1f(α)+(f ′(α)−1f(α))2(· · · )+· · ·

)
= f ′(α)

[
f(α)2از ضریبی

]
.

انتخابِ با پس است، ͷکوچ بسیار عنصر ͷی f(α) فرض به بنا و دارد وجود f(α)2 عامل̞ (۱ .۲) در که کنید توجه

ͬ دهیم م انجام α + x برای را فوق مراحل ترتیب این به ͬ شود. م کوچͺتر |f(α)| از |f(α + x)| فوق صورت به x

ادامه در .a m≡ α و f(a) = 0 که طوری به ͬ رسیم م R در a عنصرِ ͷی به همͽرا دنبالە ی ͷی به روش این تکرار با و

ͬ رود. م کار به هنسل لم اثبات در فوق نامتناهͬ فرآیند از دقیق تر نسخه ͷی که دید خواهیم

عنصرِ هر ازای به و باشد |.| ارشمیدس̞ͬ غیر نُرم به نسبت کامل حلقە ی ͷی R کنید فرض هنسل). (لم .۱۹ .۲ لم

که طوری به باشد داشته وجود α ∈ R عنصرِ ͷی f ∈ R[x] ازای به اگر .|x|≤ 1 باشیم داشته R در x

|f(α)|< 1 , f ′(α) ∈ U(R)

.|a− α|< 1 و f(a) = 0 که طوری به دارد وجود R در a یͺتای عنصر ͷی آن گاه

عنصر این که باشد همͽرا R در a عنصر ͷی به که طوری به بیابیم R در (ai)i∈N دنبالە ی ͷی ͬ خواهیم م اثبات.

ͬ کنیم. م استفاده نیوتون درون یابی روش از منظور این به ͬ کند. م برآورده را |a − α| < 1 و f(a) = 0 شرط دو

ͬ دهیم م قرار سپس، است. وارون پذیر f ′(a0) و ϵ :=|f(a0)|< 1 فرض به بنا پس ،a0 = α ͬ دهیم م قرار ابتدا

ادامه، در .|a1 − a0|= |f(a0)|
|f ′(a0)| =|f(a0)|≤ ϵ بنابراین ،|f(a0)|≤ ϵ و |f ′(a0)|= 1 که آنجا از .a1 = a0 − f(a0)

f ′(a0)

ͬ نویسیم: م a0 حولِ را f تیلورِ بسط حال ͬ دهیم. م نشان h با را − f(a0)
f ′(a0) سادگͬ برای

f(a1) = f(a0 + h) = f(a0) + f ′(a0)h+ h2 از .مضربی

پس ،f(a0) + f ′(a0)h = 0 چون

|f(a1)|≤ |f(a0)|2

|f ′(a0)|2
|t|= |f(a0)|2|t|
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بنابراین است، 1 مساویِ یا کمتر R عناصرِ همە ی نُرم فرض، به توجه با اما است. R در عنصر ͷی t آن در که

ادعا، این اثبات برای است. وارون پذیر f ′(a1) که ͬ کنیم م ادعا حال .|f(a1)|≤ |f(a0)|2≤ ϵ2 نتیجه در و |t|≤ 1

بیان به است؛ وارون نا پذیر نیز a1 − a0 پس نیست، وارون پذیر f(a0) و a1 − a0 = − f(a0)
f ′(a0) چون که کنید توجه

f ′(a1) وارون پذیری ،f ′(a0) وارون پذیری از ترتیب بدین و f ′(a1)
R\U(R)
≡ f ′(a0) بنابراین .a1

R\U(R)
≡ a0 دیͽر

ͬ شود. م نتیجە  نیز

|a2 − a1|≤ ϵ2 که بͽیریم نتیجه ͬ توانیم م قبل  مرحلە ی با مشابه .a2 = a1− f(a1)
f ′(a1) ͬ دهیم م قرار دوم مرحلە ی در

داریم n هر ازای به آن در که ͬ رسیم م a0, a1, a2, · · · دنبالە ی ͷی به روش این تکرار با .|f(a2)|≤ ϵ4 و

در دنباله این حد پس است، کامل R حلقە ی که آنجا از است. کوشͬ دنباله این بنابراین ،|an+1 − an|≤ ϵ2n

کوچͺتر مرحله هر در f(an) نُرم دیدیم که همان طور طرفͬ، از .limn→∞ an = a ∈ R دیͽر بیان به دارد؛ وجود آن

داریم: نتیجه در است. صفر به همͽرا (f(an))n∈N دنبالە  ی پس ͬ شود، م

f(a) = f( lim
n→∞

an) = lim
n→∞

f(an) = 0.

نیز a بودنِ یͺتا اثبات .|a− α|≤ ϵ < 1 بوضوح پس ،|an − α|≤ ϵ داریم n هر ازای به اینکه به توجه با همچنین،

است. ۱۰ .۲ لم̧ مشابه دقیقاً

توانͬ سری های از متشͺل حلقە ی ۲ .۲ .۲

میدان در Fq[[t]] خاص̞ حلقە ی تعریف پذیری بررسͬ پایان نامه این اصلͬ هدف شد، اشاره پیش تر که همان طور

دلخواه حلقە ی ͷی R اگر کلͬ طور به کنیم. معرفͬ را میدان و حلقە  این داریم قصد بخش این در است. Fq((t))

با برابر R[[t]] دیͽر بیان به ͬ دهیم؛ م نشان R[[t]] نمادِ با را R حول توانͬ سری های از متشͺل حلقە ی آن گاه باشد،

ͬ دهیم. م نشان R((t)) نمادِ با را R[[t]] کسرهای میدان همچنین است. {
∞∑

i=0
aix

i : ai ∈ R}

دلخواه آبلͬ مرتب گروه ͷی به متعلق اندیس ها آن ها در که ͬ پردازیم م ͬ تری کل سری های بررسͬ به بعد، فصل در

مرتب گروه ͷی Γ آن در که ͬ شوند م داده نمایش ∑
γ∈Γ

aγt
γ ظاهریِ صورت به سری ها این دقیق تر، طور به هستند.

کرد. خواهیم صحبت سری ها این دربارە ی مفصل طور به ۳ .۳ بخش در است. آبلͬ

نشان R[[x]] با را R از ضرایب و x متغیر با توانͬ سری های حلقە ی آن گاه باشد، حلقه ͷی R اگر .۲۰ .۲ گذاری نماد

.R[[x]] := {
∞∑

i=0
aix

i : ai ∈ R} دیͽر بیان به ͬ دهیم؛ م

R در a0 اگروتنهااگر است وارون پذیر
∞∑

i=0
aix

i ∈ R[[x]] صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنید فرض .۲۱ .۲ لم

باشد. وارون پذیر
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به دارد وجود R[[x]] در g =
∞∑

i=0
bix

i صورت این در باشد. وارون پذیر R[[x]] در f =
∞∑

i=0
aix

i کنید فرض اثبات.

است. وارون پذیر a0 بنابراین و a0b0 = 1 یعنͬ ،(
∞∑

i=0
aix

i)(
∞∑

i=0
bix

i) =
∞∑

i=0
(

i∑
k=0

akbi−k)xi = 1 که طوری

چند جملە ای ͷی ͬ خواهیم م است. وارون پذیر R در a0 و f =
∞∑

i=0
aix

i کنید فرض عکس، جهت اثبات برای

.fg = a0b0 + (a1b0 + a0b1)x+ · · · = 1 + 0x+ · · · یعنͬ ،fg = 1 که طوری به R[[x]]بیابیم در g =
∞∑

i=0
bix

i

به .b1 = −a1b0
a0

= −a1a
−2
0 پس ،a1b0 + a0b1 = 0 باید همچنین، .b0 = a−1

0 عبارتͬ به یا b0a0 = 1 باید بنابراین

فوق روش تکرار با .b2 = −a2b0−a1b1
a0

= −a2a
−2
0 + a2

1a
−3
0 بنابراین ،a2b0 + a1b1 + a0b2 = 0 باید مشابه طور

ͬ آوریم. م دست به aiها برحسب را biها تک تک ͬ توانیم م

است. موضعͬ حلقە ی ͷی R[[x]] صورت این در باشد. موضعͬ حلقە ی ͷی (R,m) کنید فرض .۲۲ .۲ نتیجه

اگروتنهااگر است وارون پذیر R[[x]] در f(x) = r0 + r1x+ r2x
2 + · · · توان̞ͬ سری ͷی ،۲۱ .۲ لم به بنا اثبات.

از متشͺل M = {a0 + r1x + r2x
2 + · · · : a0 ∈ m, ri ∈ R} مجموعە ی نتیجه در باشد. وارون پذیر R در r0

قضیە ی به بنا پس است، R[[x]] حلقە ی در ایدە آل ͷی M که دید ͬ توان م سادگͬ به است. R[[x]] وارون نا پذیرِ عناصر

است. موضعͬ حلقە ی ͷی (R[[x]],M) ،۵ .۲

است. tK[[t]] ماکسیمالِ ایدە آل با موضعͬ حلقە ی ͷی K[[t]] آن گاه باشد، میدان ͷی K اگر .۲۳ .۲ توجه

R[[x]] که طوری به دارد وجود R[[x]] روی نُرم ͷی که ͬ کنیم م ادعا باشد. بدیهͬ غیر حلقە ی ͷی R کنید فرض

است: زیر شرح به ادعا این اثبات است. کامل آن به نسبت

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را R[[x]] در f =
∞∑

i=0
aix

i عنصر هر مرتبە ی .۱

orⅾ(f) =


min({i : ai 6= 0}) f 6= 0

∞ f = 0

مجموعە ی ͷی که هستند N مجموعه به متعلق
∞∑

i=0
aix

i توان̞ͬ سری ͷی اندیس های که کنید توجه

بنابراین، دارد. ͬ نیمم م عنصر طبیعͬ، اعداد زیرمجموعە ی هر که معنͬ این به است؛ خوش ترتیب

دارد. وجود همواره min({i : ai 6= 0})

است کافͬ منظور این به است. فرانُرم ͷی |f |:= 2−orⅾ(f) نگاشتِ R[[x]] حلقە ی روی که ͬ دهیم م نشان .۲

کنیم: بررسͬ را ۱۲ .۲ تعریفِ در فرانُرم ͷی ͬ های ویژگ

نتیجه orⅾ(f) تعریفِ نحوە ی به توجه با که orⅾ(f) = ∞ يعنͬ ،2−orⅾ(f) = 0 آن گاه |f |= 0 اگر اولا˟

داریم پس ،orⅾ(1) = orⅾ(−1) = 0 چون همچنین .f = 0 ͬ شود م

|1|= 2−orⅾ(1) = 2−orⅾ(−1) = 20 =| − 1|= 1.



۲۹ نُرم دار حلقە های .۲ .۲

بنابراین و min{orⅾ(f),orⅾ(g)} ≤ orⅾ(f + g) داریم f, g ∈ R[[x]] هر برای که آنجا از ثانیاً

|f + g|= 2−orⅾ(f+g) ≤ 2− min{orⅾ(f),orⅾ(g)} = max{|f |, |g|}.

.|f · g|= 2−orⅾ(f ·g) ≤ 2−(orⅾ(f)+orⅾ(g)) =|f |·|g|پس ،orⅾ(f) + orⅾ(g) ≤ orⅾ(f · g) چون ثالثاً

کوشͬ دنبالە ی ͷی (fn)n∈N کنید فرض است. کامل نُرم این تحت R[[x]] حلقە ی که ͬ دهیم م نشان نهایتاً .۳

است. R[[x]] در دنباله این حد که ͬ کنیم م ادعا باشد. R[[x]] در

و fn ضرایب یعنͬ ،orⅾ(fm − fn) > N آن گاه |fm − fn|< 2−N باشیم داشته m > n ازای به اگر

fn = a0 + a1x + · · · + aNx
N + aN+1x

N+1 + · · · دیͽر بیان به برابرند؛ باهم N توان از قبل تا fm

دنبالە ی ͷي (fn)n∈N فرض به بنا چون حال .fm = a0 + a1x+ · · ·+ aNx
N + bN+1x

N+1 + · · · و

توضیحات مطابق بنابراین و |fm−fn|< 2−N داریم بزرگ کافͬ اندازە ی mبه و n هر برای پس است، کوشͬ

نشان Ki(fn) با را fn در ضریب اُمین ــ i ادامه در برابرند. هم با اُم Nــ توان از قبل تا fm و fn ضرایب فوق

ͬ دهیم م قرار و ͬ آوریم م دست به را a0, a1, a2, · · · گونه این و ai = lim
n→∞

Ki(fn) ͬ کنیم م تعریف ͬ دهیم. م

به همͽرا (fn)n∈N دنبالە ی بنابراین و |fn − f |→ 0 که است واضح f تعریف نحوە ی به بنا .f =
∞∑

i=0
aix

i

است. f ∈ R[[x]]

است. هنسلͬ حلقە ی ͷی R[[t]] آن گاه باشد، حلقه ͷی R اگر .۲۴ .۲ نتیجه

است. کامل حلقە ی ͷی است، شده تعریف بالا در که نرمͬ از استفاده با R[[t]] حلقە ی که کردیم مشاهده اثبات.

است. هنسلͬ حلقە ی ͷی R[[t]] که گرفت نتیجه ͬ توان م هنسل، لم طبق رو، این از

ͬ نامیم. م لوران سری های میدان را آن و ͬ دهیم م نمایش R((t)) با را R[[t]] حلقە ی کسرهای میدان .۲۵ .۲ تعریف

.R((t)) := {
∞∑

i=−n
aix

i : n ∈ N, ai ∈ R} که کرد اثبات ͬ توان م

بررسͬ را تر کلͬ حالت ͷی بعدی فصل در هستند. Z به R((t))متعلق در موجود سری های اندیس های که کنید توجه

با و ∑γ∈Γ aγt
γ صورتِ به سری ها این باشد. Γ آبل̞ͬ مرتب گروه ͷی به متعلق سری هایی چنین اندیس که ͬ کنیم م

به متعلق γ ∈ Γ هر ازای به aγ ثانیاً و خوش ترتیب مجموعە ی ͷی {γ ∈ Γ : aγ 6= 0} اولا˟ هستند: مقابل ویژگͬ دو

نمادِ با را سری هایی چنین از متشͺل مجموعە ی کنید). رجوع ۱۳ .۳ به خوش ترتیب تعریف (برای است R حلقە ی

ͷی R((t)) که است واضح است. میدان ͷی R((tΓ)) که کرد خواهیم اثبات ۲۲ .۳ لم در ͬ دهیم. م نشان R((tΓ))

ͬ شود. م نتیجه R((t)) بودن میدان نیز لم این از بنابراین و هاست R((tΓ)) از خاص حالت



۳۰  ͷادی ــ p اعداد .۳ .۲

 ͷادی ــ p اعداد ۳ .۲

 ͷادی ــ p قدرمطلق ۱ .۳ .۲

ͬ شود. م نامیده ͷادی pــ قدرمطلق که ͬ کنیم م معرفͬ گویا اعداد میدان روی ارشمیدسͬ غیر قدرمطلق ͷی بخش این در

پایان در پرداخت. خواهیم آن به بعدی بخش در که هاست ͷادی ــ p حلقە ی و میدان ساخت مقدمە ی قدرمطلق این

طبیعͬ قدرمطلق یا ͷادی ــ p قدرمطلق ͷی با معادل Q روی قدرمطلقͬ هر ͬ کند م بیان که آوردە ایم قضیە ای بخش این

است.

است. اول عدد ͷی p فصل این سرتاسر در

بͽیرید: نظر در زیر ضابطە ی با را vp : Q→ Z ∪ نگاشت{∞} .۲۶ .۲ تعریف

.p ∤ b و b ∈ Z آن در که x = pnb که طوری به vp(x) = n آن گاه x ∈ Z \ {0} اگر .۱

.vp(x) = vp(a)− vp(b) ͬ کنیم م تعریف پس ،a, b ∈ Z آن در که x = a
b چون آن گاه x ∈ Q \ {0} اگر .۲

.vp(0) =∞ .۳

ͬ نامیم. م ͷادی ــ p ارزیابی را vp نگاشت

معرفͬ ضابطە ی با vp : Q → Z نگاشت که دید ͬ توان م سادگͬ به باشد. اول عدد ͷی p کنید فرض .۲۷ .۲ توجه

است: زیر ͬ های ویژگ دارای x, y ∈ Q هر برای فوق، تعریف در شده

،vp(x+ y) ≥ min{vp(x), vp(y)} .۱

،vp(xy) = vp(x) + vp(y) .۲

.vp(1) = 0 .۳

ضابطە ی با |.|p: Q→ R+ نگاشت .۲۸ .۲ تعریف
|x|p= 2−vp(x) x 6= 0

0 x = 0

ͬ شود. م نامیده ͷادی ــ p قدرمطلق̞

است. Q میدان روی ارشمیدسͬ غیر قدرمطلق ͷی ،|.|p ،ͷادی ــ p قدرمطلق̞ .۲۹ .۲ لم

داریم: x, y ∈ Q هر برای اثبات.



۳۱  ͷادی ــ p اعداد .۳ .۲

به .|x|p= 2−vp(x) 6= 0 بنابراین ،x 6= 0 کنید فرض حال .|x|p= 0 ،۲۸ .۲ تعریف به بنا آن گاه x = 0 اگر .۱

.|1|p=| − 1|p= 20 = 1 پس ،vp(1) = vp(−1) = 0 علاوه

بنابراین ،vp(xy) = vp(x) + vp(y) داریم ۲۷ .۲ توجه به بنا .۲

|xy|p= 2−vp(xy) = 2−(vp(x)+vp(y)) = 2−vp(x)2−vp(y) =|x|p|y|p

داریم ۲۷ .۲ توجه به بنا بنابراین .vp(y) ≥ vp(x) صورت این در .|x|p≥|y|p کنید فرض کلیت از کاستن بدون .۳

.max{|x|p, |y|p} = 2−vp(x) ≥ 2−vp(x+y) =|x+ y|p پس ،vp(x+y) ≥ min{vp(x), vp(y)} = vp(x)

به توجه با ͬ کند. م نمایان بیشتر را ͷادی ــ p قدرمطلق اهمیت است، شده آورده [۹] کتاب از که ۳۲ .۲ قضیە ی

قدرمطلق ͷی صورت به دیͽری و آوردە ایم ۳۱ .۲ تعریفِ در که قدرمطلقͬ ͬͺی داریم Q روی قدرمطلق دو تنها آن

منبع تا۵۹ ۵۷ صفحە ی در را آن ͬ تواند م خواننده اما پوشیدە ایم چشم  پایان نامه این در قضیه این اثبات از .ͷادی ــ p

کند. مطالعه مذکور

کنند. القاء میدان روی یͺسانͬ توپولوژی هرگاه هستند معادل میدان ͷی روی قدرمطلق دو .۳۰ .۲ تعریف

توضیح تفصیل به ۲ .۱ .۴ بخش̞ در قدرمطلق نگاشت ͷی توسط میدان ͷی روی شده القاء توپولوژی به راجع

است. شده داده

نگاشتِ .۳۱ .۲ تعریف

|x|∞=


x x ≥ 0

−x x < 0

ͬ شود. م نامیده Q روی طبیعͬ قدرمطلق

طبیعͬ. قدرمطلق یا ͷادی ــ p قدرمطلق های از ͬͺی با است معادل یا Q روی بدیهͬ غیر قدرمطلق هر .۳۲ .۲ قضیه

کنید. رجوع [۹] کتابِ به اثبات.

با همچنین، است. ارشمیدسͬ غیر گویا اعداد روی بر ͷادی ــ p قدرمطلق دادیم، نشان قبل لم در که همان طور

ͷی بنابراین، است. گویا اعداد روی بر ارشمیدسͬ قدرمطلق ͷی ۳۱ .۲ قدرمطلق که کرد مشاهده ͬ توان م سادگͬ

است. گویا اعداد روی بر ارشمیدسͬ غیر قدرمطلق تنها ͷادی ــ p قدرمطلق که است این فوق قضیه از نتیجه



۳۲  ͷادی ــ p اعداد .۳ .۲

Q̂p ساختن ۲ .۳ .۲

کردیم، بیان ۲۸ .۲ قضیە ی در که همان طور است. طبیعͬ قدرمطلق به نسبت Q شدە ی کامل R میدانِ که ͬ دانیم م

است طبیعͬ دارد. وجود Q روی نیز ͷادی ــ p قدرمطلق صورت به دیͽر قدرمطلق ͷی طبیعͬ، قدرمطلق بر علاوه

پاسخ سوال این به بخش این در چیست؟ ͷادی ــ p قدرمطلق به نسبت گویا اعداد شدە ی کامل بپرسیم خود از که

دادە ایم.

نیست. کامل ͷادی ــ p نُرم̧ تحت گویا اعداد میدان .۳۳ .۲ قضیه

کنید. مراجعه [۹] کتابِ ۶۳ صفحە ی به اثبات.

تشͺیل را قدرمطلق نگاشت این به نسبت آن شدە ی کامل ͬ توانیم م پس نیست، کامل |.|p به نسبت Q که آنجا از

کنیم. اضافه Q به را کوشͬ دنبالە های همە ی حد باید کار، این برای دهیم.

ͬ دهیم. م نمایش Q̂p با و ͬ نامیم م ͷادی ــ p میدانِ را ͷادی ــ p نُرم به نسبت Q شدە ی کامل .۳۴ .۲ تعریف

هستند. گویا اعداد شدە ی کامل میدان های تنها Q̂p و حقیقͬ اعداد ،۳۲ .۲ قضیە ی به بنا .۳۵ .۲ توجه

Ẑp ساختن ۳ .۳ .۲

ثابت دنبالە های طبیعͬ نُرم با بنابراین دارد، دیͽر صحیح عدد ͷی از فاصله ͷی حداقل صحیح عدد هر که آنجا از

چنین حد بوضوح هستند. Z حلقە ی در کوشͬ دنبالە های تنها ͬ شوند) م ثابت بعد به جایی ͷی از دنبالە هایی (یا

اما است. کامل حلقە ی ͷی طبیعͬ قدرمطلق تحت صحیح اعداد حلقە ی پس است، صحیح عدد ͷی دنبالە هایی

غیر کوشͬ دنبالە های بنابراین شوند، ͷنزدی یͺدیͽر به دلخواه اندازە ی به ͬ توانند م صحیح اعداد ͷادی ــ p نُرم تحت

است ͷادی ــ p نُرم تحت صحیح اعداد شدە ی کامل که ͬ کنیم م معرفͬ را حلقە ای بخش این در دارند. وجود نیز ثابت

نشان Ẑp با را آن و ͬ نامیم م ͷادی pــ صحیح اعداد حلقە ی را حلقە ای چنین ͬ کنیم. م بررسͬ را آن از ویژگͬ چند و

ͬ دهیم. م

حلقە ی را آن و ͬ دهیم م نمایش Ẑp با را |.|p نُرم به نسبت Z حلقە ی شدە ی کامل ،p اول عدد ͷی برای .۳۶ .۲ تعریف

ͬ نامیم. م ͷادی ــ p

داریم i اندیس̞ هر ازای به که طوری به است
∞∑

i=0
bip

i صورت به یͺتا نمایش دارای Ẑp در a عنصر هر .۳۷ .۲ لم

.bi ∈ {0, 1, · · · , p− 1}



۳۳  ͷادی ــ p اعداد .۳ .۲

در (an)n∈N کوش̞ͬ دنبالە ی ͷی ،۳۶ .۲ تعریفِ به بنا صورت این در باشد. Ẑp در عنصر ͷی a کنید فرض اثبات.

طبیع̞ͬ عدد هر برای پس است، کوشͬ دنبالە ی ͷی (an)n∈N که آنجا از همͽراست. a به که طوری به دارد وجود Z

به توجه با بنابراین .|an − am|p< 2−t داریم n,m > Nt هر برای که طوری به دارد وجود Nt طبیع̞ͬ عدد ͷی t

.an
pt

≡ am یعنͬ ،vp(an − am) > t داریم نُرم این تعریف نحوە ی

ͬ کنیم: م عمل زیر صورت به نظرمان مورد سری ضرایب آوردن دست به برای حال

n,m > N1 هر ازای به که طوری به دارد وجود N1 طبیع̞ͬ عدد ͷی 1 عدد ازای به فوق، توضیحات به بنا .۱

.b0 ∈ {0, 1, 2, · · · , p− 1} بوضوح و an
p
≡ am

p
≡ b0 داریم

داریم n,m > N2 هر ازای به که طوری به دارد وجود N2 طبیع̞ͬ عدد ͷی 2 عددِ ازای به مشابه طور به .۲

که anها همە ی پس ،N1 ≤ N2 که آنجا از .α1 ∈ {0, 1, 2, · · · , p2− صورت{1 این در .an
p2

≡ am
p2

≡ α1

.α1 = b0 + b1p داریم پس ͬ شوند، م b0 با برابر p پیمانە ی به نیز n > N2

بود. خواهد a یͺتای نمایش
∞∑

i=0
bip

i سری نهایتاً و ͬ آوریم م دست به را αiها سایر طریق همین به

است. pẐp ماکسیمال ایدە آل با هنسلͬ موضعͬ حلقە ی ͷی Ẑp حلقە ی .۳۸ .۲ لم

ͬ کنیم: م عمل زیر صورت به است موضعͬ حلقە ی ͷی (Ẑp, pẐp) کنیم اثبات اینکه برای اثبات.

.|x|p= 1 اگروتنهااگر است وارون پذیر Ẑp در عنصر ͷی که ͬ دهیم م نشان ابتدا .۱

a0 یعنͬ ،p ∤ a0 صورت این در .|x|p= 1 که طوری به باشد Ẑp در عنصر ͷی x =
∞∑

i=0
aip

i کنید فرض

ͷی پس ،a0 ∈ Fp ∈ {0} و است میدان ͷی Fp که آنجا از حال دارد. قرار Fp = {1, · · · , p − 1} در

که طوری به دارد وجود q صحیح̧ عدد ͷی بنابراین است. a0 وارونِ که طوری به دارد وجود Fp در b عنصرِ

داریم: نتیجه در .a0b = pq + 1

xb = a0b+ b
∞∑

i=1
aip

i = 1 + pq + b
∞∑

i=1
aip

i.

وارون پذیر Ẑp در x بنابراین و وارون پذیر Ẑp در xb عنصر ۱۷ .۲ لم به بنا پس ،|pq+b
∞∑

i=0
aip

i|p< 1 بوضوح

است.

ͷی صورت این در باشد. وارون پذیر Ẑp در a =
∞∑

i=0
aip

i عنصرِ ͷی کنید فرض عکس، جهت اثبات برای

نتیجه در .(
∞∑

i=0
aip

i)(
∞∑

i=0
bip

i) =
∞∑

i=0
(

i∑
k=0

akbi−k)pi = 1 که طوری به دارد وجود Ẑp در
∞∑

i=0
bip

i عنصرِ

.|a|p= 1 که ͬ شود م نتیجه این از و a0 6= 0 بنابراین است، وارون پذیر Fp در a0 پس ،a0b0 = 1



۳۴  ͷادی ــ p اعداد .۳ .۲

توضیحات به بنا طرفͬ از است. سره ایدە آل ͷی M = {x ∈ R :|x|p< 1} = pẐp ایدە آل ،۱۸ .۲ لم به بنا .۲

موضعͬ حلقە ی ͷی (Ẑp, pẐp) ،۵ .۲ لم طبق نتیجه در و است وارون ناپذیر عناصر همە ی شامل M فوق،

است.

است. هنسلͬ حلقە ی ͷی هنسل لم به بنا پس است، کامل موضعͬ حلقە ی ͷی Ẑp که آنجا از همچنین 

آن در که Ẑp در a0 +a1p+a2p
2 + · · · دلخواه˼ عنصر ͷی که بͽیرید نظر در را φ : Ẑp → Fp نگاشتِ .۳۹ .۲ توجه

پوشاست همریختͬ ͷی نگاشت این که کرد بررسͬ ͬ توان م سادگͬ به ͬ برد. م a0 به را است ai ∈ {0, 1, · · · , p−1}

موضعͬ حلقە ی پیمانە های میدان بنابراین .Ẑp/pẐp
∼= Fp داریم یͺریختͬ اول قضیە ی به بنا پس ،ker(φ) = pẐp و

است. Fp با برابر ͷادی ــ p

ͷی k و Ẑp در وارون پذیر عنصر ͷی u که طوری به x = pku آن گاه باشد، Q̂p در ناصفر عنصر ͷی x اگر .۴۰ .۲ لم

است. صحیح عدد

ͬ کنیم: م اثبات زیر مرحلە ی چند در را قضیه این اثبات.

حد x که ͬ گیریم م نتیجه Q̂p تعریف به توجه با صورت این در باشد. Q̂p در ناصفر عنصر ͷی x کنید فرض .۱

صورت به ͬ توان م را xi گویای عدد هر که ͬ دانیم م است. (xi)i∈N مانندِ Q اعضای از  ͬ کوش دنبالە ی ͷی

پس بͽیرید، فاکتور mi
ni

کسرِ مخرج و صورت از را p توان های تمام حال .mi, ni ∈ Z آن در که نوشت mi
ni

.k ∈ Z و p ∤ b′
i و p ∤ a′

i که طوری به mi
ni

= pk a′
i

b′
i

و a′ = a0 + a1p + a2p
2 + · · · + anp

n صورت به یعنͬ ،p مبنای در را b′ و a′ صحیح اعداد اگر .۲

و b0 6= 0 و a0 6= 0 پس ،p ∤ b′
i و p ∤ a′

i چون آن گاه بنویسیم، b′ = b0 + b1p+ b2p
2 + · · ·+ bnp

m

،Z ⊆ Ẑp که ͬ دانیم م طرفͬ از .n,m < ∞ پس a′, b′ ∈ Z چون که کنید توجه .ai ∈ {1, · · · , p − 1}

عناصر که دیدیم ۳۸ .۲ لم دراثبات .|a′|p=|b′|p= 1 پس ،b0 6= 0 و a0 6= 0 چون و a′, b′ ∈ Ẑp نتیجه در

Ẑp در b′ و a′ بنابراین شود، 1 با برابر آن ها ͷادی ــ p قدرمطلق که هستند عناصری Ẑp حلقە ی وارون پذیر

است. وارون پذیر Ẑp در نیز a′

b′ رو این از هستند، وارون پذیر

عنصر ͷی u آن در که نوشت pkui صورت به ͬ توان م را (xi)i∈N دنبالە ی در xi هر که دادیم نشان اینجا تا

بنابراین و است صحیح عدد ͷی k و Ẑp در وارون پذیر

pk1u1 pk2u2 pk3u3 · · · → x.



۳۵  ͷادی ــ p اعداد .۳ .۲

طرفͬ از .|pkiui|p=|pki |p|ui|p= 2−ki نتیجه در و |ui|p= 1 پس است، وارون پذیر Ẑp در ui هر که آنجا از .۳

2−k صورت به بعد به اندیسͬ ͷی از xiها نُرم پس است، ناصفر x چون و است xiها نُرم حد با برابر x نُرم

با هستند. pkui صورت به ͬͽهم بعد به اندیسͬ ͷی از xiها دیͽر، بیان به ͬ شود. نم کمتر و ͬ ماند م باقͬ

Ẑp به متعلق lim
i→∞

ui = u پس است، کامل حلقە ی ͷی Ẑp و است کوشͬ (xi)i∈N دنبالە ی اینکه به توجه

.u ∈ Ẑp آن در که x = lim
i→∞

pkui = pk lim
i→∞

ui = pku بنابراین است.

و n ∈ Z که طوری به است
∞∑

i=n
aip

i صورت به یͺتا نمایش دارای Q̂p به متعلق a عنصر هر .۴۱ .۲ لم

.ai ∈ {0, 1, · · · , p− 1}

u که طوری به ͬ شود م نوشته x = pku صورت به Q̂p در عنصر هر که دادیم نشان ۴۰ .۲ لم در اثبات.

پس ،u = a0 + a1p + a2p
2 + · · · داریم ۳۷ .۲ لم به توجه با حال است. Ẑp در وارون پذیر عنصر ͷی

.x = a0p
k + a1p

k+1 + · · ·

.Ẑp = {x ∈ Q̂p :|x|p≤ 1} .۴۲ .۲ لم

بنابراین و |x|p≤ 1 بوضوح پس است،
∞∑

i=0
aip

i یͺتای نمایش دارای Ẑp در x عنصر هر ۳۷ .۲ لم به بنا اثبات.

.Ẑp ⊆ {x ∈ Q̂p :|x|p≤ 1}

۴۰ .۲ لم به توجه با .x ∈ Ẑp که دهیم نشان ͬ خواهیم م .|x|p≤ 1 که باشد گونە ای به x ∈ Q̂p کنید فرض حال

پس ،|x|p≤ 1 فرض به بنا که آنجایی از نتیجه در است. وارون پذیر Ẑp در ui آن در که x = pku داریم

|x|p=|pku|p=|pk|p|u|p= 2−k ≤ 1

u = a0 + a1p+ a2p
2 + · · · پس است، Ẑp در وارون پذیر عنصری u چون طرفͬ، از .k ≥ 0 ͬ دهد م نتیجه این و

متعلق x پس ،k ≥ 0 اینکه به توجه با رو، این از . x = pk(a0 + a1p+ a2p
2 + · · · ) بنابراین و a0 6= 0 آن در که

است. Ẑp به

است: برقرار است شده داده قرار شمول ترتیب با فلش هر آن در که زیر دیاگرام .۴۳ .۲ نتیجه

Ẑp
// Q̂p

Z

OO

//Q

OO



۳۶  ͷادی ــ p اعداد .۳ .۲

Q̂p در Ẑp تعریف پذیری ۴ .۳ .۲

آن گاه باشیم، Mداشته = (M, · · · ) ساختارِ ͷی اگر که گفتیم شدیم. آشنا تعریف پذیری مفهوم با ۱۲ .۱ بخش̞ در

و است اول مرتبه فرمول ͷی φ آن در که A = {x̄ : M |= φ(x̄)} هرگاه است تعریف پذیر A ⊆ Mn ͬ گوییم م

.x̄ = (x1, x2, · · · , xn)

هستیم آن پاسخ دنبال به بخش این در که سوالͬ است. Q̂p میدانِ از زیرحلقە  ͷی Ẑp که دیدیم گذشته بخش در

وجود حلقە ها زبان در φ اولِ مرتبە ی فرمول ͷی آیا دیͽر بیان به است؟ تعریف پذیر Q̂p میدانِ در Ẑp آیا که است این

Ẑp؟ = {x : Q̂p |= φ(x)} که طوری به دارد

است. تعریف پذیر Q̂p در Ẑp مجموعە ی .۴۴ .۲ قضیه

که ͬ دهیم م نشان p 6= 2 برای اثبات.

∀x ∈ Q̂p (x ∈ Ẑp ⇐⇒ ∃y 1 + px2 = y2).

آن گاه a ∈ Ẑp اگر دیͽر بیان به ͬ کند؛ م صدق فوق معادلە ی در آن گاه باشد، Ẑp در a اگر که ͬ دهیم م نشان ابتدا

.f(y) = y2 − (1 + p2) ͬ دهیم م قرار منظور این به است. جواب دارای Q̂p در y2 − (1 + pa2) = 0 معادلە ی

اولا˟ که کنید توجه .f̄(y) = y2 − 1̄ با است برابر Fp یعنͬ ،ͷادی ــ p حلقە ی پیمانە های میدان در f(y) تصویر

ͷی که گرفت نتیجه ͬ توان م Ẑp بودن هنسلͬ به بنا حال .f̄ ′(1̄) = 2̄y = 2̄ 6= 0 پس ،p 6= 2 چون ثانیاً و f̄(1̄) = 0

.y2 − (1 + pa2) = 0 که طوری به دارد وجود Ẑp در y عنصرِ

.x ∈ Ẑp که ͬ دهیم م نشان کند، صدق ∃y 1 + px2 = y2 معادلە ی در x کنید فرض عکس، جهت اثبات برای

در .|x|p> 1 یعنͬ نباشد؛ چنین کنید فرض خلف برهان با .|x|p≤ 1 که دهیم نشان است کافͬ ۴۲ .۲ لم̧ به توجه با

معادلە ی طرف دو روی را vp ِͷادی ــ p نگاشت حال .vp(x) < 0 داریم |.|p قدرمطلق̞ تعریف به توجه با صورت این

پس ،vp(1) = 0 و vp(x) < 0 چون که کنید توجه .vp(1+px2) = vp(x2) داریم پس ͬ کنیم، م اعمال 1+px2 = y2

.vp(1 + px2) = min{0, vp(px2)} = vp(px2) = vp(p) + 2vp(x) = 1 + 2vp(x) بنابراین و vp(1) 6= vp(px2)

است. تناقض این که 2vp(y) = 1 + 2vp(x) داریم نهایتاً پس ،vp(y2) = 2vp(y) طرفͬ از

است. فوق استدلال مشابه نیز آن اثبات و x ∈ Ẑp ⇐⇒ ∃y 1 + 8x2 = y2 داریم: p = 2 که حالتͬ برای

Ẑp معرفͬ برای جبری روش ͷی ۵ .۳ .۲

بͽیرید. نظر در i ≤ j هر برای πj,i : Rj → Ri همومورفیسم̧ نگاشت های با همراه را حلقە ها از {Ri}i∈N خانوادە ی

باشند: زیر  ͬ ویژگ دو دارای نگاشت ها این کنید فرض

باشد، همانͬ Ri روی πi,i نگاشتِ i ∈ N هر ازای به .۱



۳۷  ͷادی ــ p اعداد .۳ .۲

.πk,i = πk,j o πj,i باشیم داشته i ≤ j ≤ k هر برای .۲

(an)n∈N دنبالە های از متشͺل مجموعە ی با است برابر ͬ دهیم م نشان lim←−Rn نماد با را آن که {Ri}i∈N معکوس̞ حد

.i ≤ j هر برای πj,i(aj) = ai و an ∈ Rn که ویژگͬ این با

بین را همومورفیسم نگاشت های کار این راستای در .Ẑp = lim←−Z/p
nZ که دهیم نشان ͬ خواهیم م بخش این در

ویژگͬ دو همومورفیسم ها این ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م معرفͬ n ∈ N هر ازای به Z/pnZ قسمتͬ خارج حلقە های

دارند. را فوق

Z/pnZ حلقە های بین همومورفیسم تعریف

از متشͺل Z/pnZ حلقە ی خانواده، این در بͽیرید. نظر در را  ͬ قسمت خارج حلقە ها ی از {Z/pnZ}n∈N خانوادە ی

در بͽیرید. نظر در j ≥ i ازای به را πj,i : Z/pjZ→ Z/piZ تصویرِ نگاشت است. pn بر صحیح اعداد ͬ ماندە ی باق

در که Z/pjZ در a0 + a1p+ a2p
2 + · · ·+ ai−1p

i−1 + aip
i + · · ·+ aj−1p

j−1 عنصرِِ ͷی نگاشت این واقع

a0 + a1p+ a2p
2 + · · ·+ ai−1p

i−1 ∈ Z/piZ به را هستند {0, 1, 2, · · · , p− 1} مجموعە ی از ͬͽهم ضرایب آن

دو همومورفیسم ها این علاوه به هستند. همومورفیسم نگاشت ها این از ͷی هر که دید ͬ توان م سادگͬ به ͬ برد. م

دارند: را زیر ویژگͬ

است. همانͬ نگاشت ͷی πi,i : Z/piZ→ Z/piZ تصویرِ نگاشت بوضوح .۱

دلخواه˼ عنصر ͷی نگاشت این بͽیرید. نظر در را πk,j = Z/pkZ → Z/pjZ نگاشتِ i ≤ j ≤ k هر برای .۲

Z/pkZ در a0 + a1p+ a2p
2 + · · ·+ ai−1p

i−1 + aip
i + · · ·+ aj−1p

j−1 + ajp
j + · · ·+ ak−1p

k−1

نگاشتِ همچنین، ͬ برد. م Z/pjZ در a0 + a1p+ a2p
2 + · · ·+ ai−1p

i−1 + aip
i + · · ·+ aj−1p

j−1 به را

به را a0 + a1p + a2p
2 + · · · + ai−1p

i−1 + aip
i + · · · + aj−1p

j−1 عنصر πk,j = Z/pjZ → Z/piZ

با برابر πj,i و πk,j نگاشتِ دو ترکیب نتیجه در ͬ برد. م Z/piZ در a0 + a1p + a2p
2 + · · · + ai−1p

i−1

است. πk,i نگاشتِ

pi پیمانە ی به را آن سپس و بنویسیم pj پیمانە ی در را عدد ͷی اگر که است معنͬ این به دوم ویژگͬ که کنید توجه

ببریم. pi پیمانە ی به مستقیم طور به را عدد آن اینکه با است برابر حاصل ببریم

داریم: نهایتاً

lim←−Z/p
nZ =

{
a0 + a1p+ a2p

2 + · · · : 0 ≤ ai ≤ p− 1
}

است. ͷادی ــ p اعداد حلقە ی با برابر مجموعه این ،۴۱ .۲ لم به بنا که

است: شده آورده زیر دیاگرام در شد گفته که آنچه .۴۵ .۲ توجه



۳۸  ͷادی ــ p اعداد .۳ .۲

Ẑp

Z/pZ Z/p2Z Z/p3Z . . .Z/p4Z

π3,1
π4,2

π2,1 π3,2 π4,3

مانندِ Ẑp در سری هر که داریم همومورفیسم ͷی Z/pnZ حلقە ی هر به Ẑp از که کنید توجه

سری نگاشت، این یعنͬ ͬ کند، م قطع ترم اُمین ــ n در را 0 ≤ ai ≤ p − 1 آن در که a0 + a1p+ a2p
2 + · · ·

ͬ برد. م a0 + a1p+ a2p
2 + · · ·+ an−1p

n−1 به را فوق

فصل: خلاصە ی *

است: شده پرداخته اصلͬ موضوع دو به فصل این در

باشد. داشته ماکسیمال ایدە آل ͷی فقط هرگاه ͬ نامیم م ”موضعͬ“ را R حلقە ی ͷی هنسلͬ: موضعͬ حلقە های .۱

میدان همچنین، است. R وارون ناپذیرِ عناصر همە ی شامل و ͬ دهیم م نشان m با را ماکسیمال ایدە آل این

ͬ نامیم. م پیمانە ها“ ”میدان را k = R/m

ویژگͬ حلقە  ͷی ͬ گوییم م پرداختیم. هنسلͬ ویژگͬ با موضعͬ حلقە های از دستە ای بررسͬ به آن از پس

آن سادە ی ریشە ی ͷی که طوری به دارد وجود R در α عنصر ͷی که f ∈ R[x] هر برای هرگاه دارد ”هنسلͬ“

.a m≡ α و f(a) = 0 که طوری به باشد موجود a ∈ R عنصر ͷی باشد، k در

هنسلͬ هستند، همͽرا آن در کوشͬ دنبالە های همە ی که نُرم داری حلقە های که دادە ایم نشان هنسل لم در

ͷی خاص نُرم ͷی تحت است، R حول توانͬ سری های از متشͺل که R[[x]] حلقە ی مثال، عنوان به هستند.

است. هنسلͬ نتیجه در و کامل حلقە ی

که طوری به ͬ برد م k صحیح عدد ͷی به را Q در x عنصر ͷی که vp نگاشتِ :ͷادی ــ p حلقە ی و میدان .۲

با قدرمطلق ͷی vp نگاشت از استفاده با ͬ شود. م نامیده ͷادی ــ p نگاشت ،p ∤ a′, p ∤ b′ و x = pk a′

b′

میدان ͬ نامیم. م ͷادی ــ p قدرمطلق را آن که ͬ کنیم م تعریف گویا اعداد میدان روی |x|p= 2−v(p) ضابطە ی

را آن و ͬ نامیم م ͷادی pــ میدان را ͷادی pــ نُرم با Q شدە ی کامل نیست. کامل ͷادی ــ p نُرم با گویا اعداد



۳۹  ͷادی ــ p اعداد .۳ .۲

نشان Ẑp با را آن و ͬ گوییم م ادیͷ ها ــ p حلقە ی {x ∈ Q̂p :|x|p≤ 1} مجموعە ی به ͬ دهیم. م نمایش Q̂p با

نشان فصل انتهای در علاوه، به است. ͷادی pــ نُرم تحت Z حلقە ی شدە ی کامل واقع در حلقه این ͬ دهیم. م

حلقه، این علاوه به است. n ∈ N هر ازای به Z/pnẐp قسمتͬ خارج حلقە های معکوس حد Ẑp که دادیم

است. pẐp ماکسیمال ایدە آل با موضعͬ

در را Ẑp حلقە ی ∃y 1 + 8x2 = y2 فرمولِ آن گاه p = 2 اگر و ∃y 1 + px2 = y2 فرمولِ آن گاه p 6= 2 اگر

ͬ کند. م تعریف Q̂p میدانِ



۳ فصل

ارزیابی میدان

با آشنایی به فصل، این در دارد. قرار منطق و جبر حوزە ی در پایان نامه این موضوع کردیم، بیان پیش تر که همان طور

پرداختە ایم. ارزیابی میدان های با مرتبط جبری اصطلاحات و مفاهیم

ͷی از ارزیاب حلقە ی هر که ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م معرفͬ را ارزیاب حلقە ی ͷی و ارزیابی نگاشت ادامه در

و ͬ کنیم م معرفͬ را آن  روی ارزیابی و هان سری های میدان فصل، این انتهای در ͬ آید. م دست به ارزیابی نگاشت

داده بسط و گردآوری [۶] و [۲۱] کتاب های از فصل این مطالب ͬ دهیم. م شرح تفصیل به را آن ͬ های ویژگ از برخͬ

است. شده

ارزیابی نگاشت ۱ .۳

نگاشت ͷی v : K → Γ نگاشتِ باشد. آبلͬ مرتب گروه ͷی (Γ,+,≥) و میدان ͷی K کنید فرض .۱ .۳ تعریف

،x, y ∈ K هر برای هرگاه است ارزیابی

،v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)} .۱

،v(x · y) = v(x) + v(y) .۲

.x = 0 ⇐⇒ v(x) =∞ .۳



۴۱ ارزیابی نگاشت .۱ .۳

منظور دوم، ویژگͬ در همچنین است. Γ گروه˼ ترتیب همان ≥ نماد از منظور فوق، تعریف اول  ویژگͬ در .۲ .۳ توجه

است. Γ گروه˼ عمل همان + علامتِ از

صورت این در باشد. ارزیابی نگاشت ͷی v : K → Γ و میدان ͷی K آبلͬ، مرتب گروه ͷی Γ کنید فرض .۳ .۳ لم

ͬ شوند: م نتیجه زیر موارد x, y ∈ K برای

.v(1) = 0 .۱

.v(−1) = 0 .۲

.v(x) = v(−x) .۳

.v(x−1) = −v(x) .۴

.v(x+ y) = v(x) آن گاه ،v(y) > v(x) اگر .۵

اثبات.

نتیجه ͬ توان م رابطه این از .v(1) = v(1 · 1) = v(1) + v(1) داریم: ،۱ .۳ تعریفِِ در ۲  ͬ ویژگ به توجه با .۱

.v(1) = 0 که گرفت

داریم: لم، همین در ۱ قسمت و است آمده ۱ .۳ تعریفِ در که ۲ ویژگͬ از استفاده با .۲

0 = v(1) = v((−1) · (−1)) = v(−1) + v(−1) = 2v(−1).

که ͬ شود م نتیجه 2v(−1) = 0 اینکه از بنابراین ندارد. تاب پس است، مرتب گروه ͷی Γ که آنجایی از

.v(−1) = 0

داریم: لم همین در ۲ قسمت و ۱ .۳ تعریفِ در ۲ ویژگͬ به توجه با .۳

v(−x) = v((−1) · x) = v(−1) + v(x) = v(x).

بنابراین، .0 = v(1) = v(x · x−1) = v(x) + v(x−1) داریم: لم همین در ۱ ویژگͬ به توجه با .۴

.−v(x) = v(x−1)

نوشت: ͬ توان م ،۱ .۳ تعریفِ در ۱ ویژگͬ به توجه با آن گاه ،v(y) > v(x) اگر .۵

v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)} = v(x).



۴۲ ارزیاب حلقە ی .۲ .۳

پس ،v(y) > v(x) که آنجا از اما .v(x + y − y) = v(x) ≥ min{v(x + y), v(y)} طرفͬ از

رو این از ،min{v(x + y), v(y)} = v(x + y) بنابراین و شود v(y) ͬ تواند نم min{v(x+ y), v(y)}

.v(x) ≥ v(x+ y)

ارزیاب حلقە ی ۲ .۳

زیرحلقه این در وارونش یا خودش یا میدان عنصر هر هرگاه ͬ نامیم م ارزیاب حلقە ی ͷی را میدان ͷی از زیرحلقه ͷی

ͬ دهیم م نشان بخش، این در باشد. Γ آبلͬ مرتب گروه ͷی به K میدانِ از ارزیابی نگاشت ͷی v کنید فرض باشد.

است. موضعͬ حلقە ی ͷی همچنین و K میدانِ از ارزیاب حلقە ی ͷی Ov := {x ∈ K : v(x) ≥ 0} که مجموعە ی

ͷی نگاشت آن به مربوط Ov مجموعە ی میدان، ͷی روی ارزیابی نگاشت هر ازای به تنها نه که دید خواهیم نهایتاً،

بنابراین و ͬ شود م ناشͬ آن روی ارزیابی نگاشت ͷی از نیز میدان ͷی در ارزیاب حلقە ی هر بلͺه است، ارزیاب حلقە ی

است. موضعͬ ارزیاب، حلقە ی هر خاص طور به

صورت این در باشد. ارزیابی نگاشت ͷی v : K → Γ و مرتب آبلͬ گروه ͷی Γ میدان، ͷی K کنید فرض .۴ .۳ لم

است. K میدانِ از زیرحلقه ͷی Ov := {x ∈ K : v(x) ≥ 0} مجموعە ی

کنید فرض حال دارند. قرار Ov در 1 و 0 پس ،v(1) = 0 ≥ 0 و v(0) = ∞ ≥ 0 که آنجا از اثبات.

داریم: ارزیابی نگاشت ͬ های ویژگ از استفاده با و v(y) ≥ 0 و v(x) ≥ 0 صورت این در .x, y ∈ Ov

Ov در نیز x · y و x − y بنابراین ،v(x · y) = v(x) + v(y) ≥ 0 و v(x− y) ≥ min{v(x), v(y)} ≥ 0

نتیجه ͬ توان م است، بسته ضرب و تفاضل عمل تحت Ov و دارند قرار Ov در 1 و 0 اینکه به توجه با پس دارند. قرار

است. K از زیرحلقه ͷی Ov که گرفت

صورت این در باشد. ارزیابی نگاشت ͷی v : K → Γ و مرتب آبلͬ گروه ͷی Γ میدان، ͷی K کنید فرض .۵ .۳ لم

mv := {x ∈ K : v(x) > 0} ماکسیمالِ ایدە آل با موضعͬ حلقە ی ͷی Ov = {x ∈ K : v(x) ≥ 0} حلقە ی

است.

(Ov,+) از زیرگروه ͷی (mv,+) که گرفت نتیجه سادگͬ به ͬ توان م ارزیابی، نگاشت ͬ های ویژگ به توجه با اثبات.

مجموعە ی نتیجه در .tx ∈ mv یعنͬ ،v(tx) = v(t)+v(x) > 0 داریم x ∈ mv و t ∈ Ov هر برای همچنین، است.

است. Ov حلقە ی از ایدە آل ͷی mv

ͷی کنید فرض خلف، برهان با است. Ov حلقە ی از ماکسیمال ایدە آل ͷی mv که نشان دهیم ͬ خواهیم م حال

ͷی حداقل که گرفت نتیجه ͬ توان م فرض این از .mv ⊂ I که طوری به دارد وجود Ov حلقە ی از I سرە ی ایدە آل

و v(x−1) = −v(x) = 0 پس ،v(x) = 0 نتیجه در .x /∈ mv و x ∈ I که طوری به دارد وجود Ov در x عنصر



۴۳ ارزیاب حلقە ی .۲ .۳

در 1 = x · x−1 عنصر پس است، Ov حلقە ی از ایدە آل ͷی I اینکه به توجه با است. Ov در نیز x−1 عنصر بنابراین

است. تناقض در I بودنِ سره فرض با این و I = Ov بنابراین دارد، قرار I

mv ͬ دهیم م نشان منظور این به است. Ov حلقە ی ماکسیمال ایدە آل تنها mv که دهیم نشان ͬ خواهیم م نهایتاً

این در ،v(x) > 0 که باشد گونە ای به x ∈ Ov کنید فرض است. Ov حلقە ی وارون ناپذیر عناصر همە ی از متشͺل

است وارون پذیر Ov حلقە ی در x عنصر ͷی که ͬ شود م نتیجه این از .x−1 /∈ Ov بنابراین و 0 > v(x−1) صورت

است، شده تشͺیل Ov حلقە ی وارون ناپذیر عناصر همە ی از mv ماکسیمالِ ایدە آل نتیجه در .v(x) = 0 اگروتنهااگر

است. موضعͬ حلقە ی ͷی (Ov,mv) ،۵ .۲ لم به بنا رو این از

این در باشد. ارزیابی نگاشت ͷی v : K → Γ و مرتب آبلͬ گروه ͷی Γ میدان، ͷی K کنید فرض .۶ .۳ تعریف

ͬ نامیم. م v ارزیابی نگاشت پیمانە های میدان را kv = Ov
mv

میدانِ صورت،

یا x ∈ A یا x ∈ K هر برای هرگاه ͬ نامیم م K برای ارزیاب حلقە ی ͷی را K میدانِ از A زیرحلقە ی .۷ .۳ تعریف

.x−1 ∈ A

ارزیاب حلقە ی ͷي Ov صورت این در باشد. آن روی ارزیابی نگاشت ͷی v و میدان ͷي K کنید فرض .۸ .۳ لم

است.

Ov در x−1 یا x یا که گرفت نتیجه ͬ توان م ،v(x) ≥ 0 یا v(x) < 0 یا x ∈ K هر برای که این به توجه با اثبات.

دارد. قرار

ͬ دهیم م نشان زیر قضیە ی در است. ارزیاب حلقە های تعریف از استفاده ارزیابی میدان های به دیͽر رویͺرد ͷی

ͬ شود. م ناشͬ ارزیابی نگاشت ͷی از ارزیاب حلقە ی هر که

ارزیابی نگاشت ͷی و Γ مرتبِ گروه ͷی آن گاه باشد، A ارزیاب حلقە ی شامل میدان ͷی K اگر .۹ .۳ قضیه

.A = Ov که طوری به دارد وجود v : K → Γ

بͽیرید: نظر در را زیر هم ارزی رابطە ی K عناصر روی اثبات.

x ∼ y ⇐⇒ x/y ∈ A و y/x ∈ A.

همراه Γ = {[x]∼ : x ∈ K} مجموعە ی باشد. A در وارون پذیر عنصر ͷی x/y اگروتنهااگر x ∼ y دیͽر عبارت به

مجموعە ی U(A) آن در که است K/U(A) خارج قسمت̞ͬ گروه Γ واقع در است. گروه ͷی میدان، ضرب عمل با

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را ≥ ترتیبِ Γ گروه˼ روی حال است. A وارون پذیرِ عناصر

[x]∼ ≥ [y]∼ ⇐⇒ x/y ∈ A.



۴۴ ارزیاب حلقە ی .۲ .۳

است. خطͬ ترکیب ͷی Γ روی ≥ که کرد بررسͬ ͬ توان م سادگͬ به است، ارزیاب حلقە ی ͷی A اینکه به توجه با

زیر صورت به را v : K → Γ نگاشتِ حال است. آبلͬ مرتب گروه ͷی (Γ, ·,≥) که دادیم نشان اینجا تا بنابراین

ͬ کنیم: م تعریف

v(x) =


[x]∼ x 6= 0

∞ x = 0

است: ویژگͬ دو دارای نگاشت این

حلقه ͷی A چون .x/y ∈ A آن گاه ،v(x) ≥ v(y) اگر باشند. K در ناصفر عنصر دو y و x کنید فرض .۱

که آنجا از .v(x + y) ≥ v(y) بنابراین دارد، قرار A در x/y + 1 = (x + y)/y پس ،1 ∈ A و است

.v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)} داریم پس min{v(x), v(y)} = v(y)

صورت به را جمع عمل x, y ∈ K عنصر دو هر برای است. ضربی گروه ͷی Γ که کنید توجه .۲

است. برقرار بوضوح v(x.y) = v(x) + v(y) تساوی بنابراین ͬ کنیم؛ م بازنویسͬ [x]∼ + [y]∼ := [x · y]∼

≥ ترتیبِ تعریف و v نگاشتِ تعریف به توجه با است. ارزیابی نگاشت ͷی v نگاشتِ ،۱ .۳ تعریفِ به بنا نتیجه در

داریم: Γ گروه˼ روی

Ov = {x ∈ K : v(x) ≥ 0Γ} = {x ∈ K : [x]∼ ≥ [1]∼} = {x ∈ K : x
1
∈ A} = A.

ارزیاب حلقە ی ͷی Ov ⊆ K و میدان ͷي K هرگاه ͬ شود م نامیده ارزیابی میدان ͷی (K,Ov) زوج .۱۰ .۳ تعریف

باشد.

ͬ کنیم. م بررسͬ را ارزیابی میدان های از مثال چند ادامه، در

.۱۱ .۳ مثال

را vp : Q̂p → Z نگاشتِ شد). معرفͬ ۲ .۳ .۲ بخش̞ در آنچه (مطابق باشد ͷادی pــ میدانِ Q̂p کنید فرض .۱

ͬ توان م سادگͬ به ͬ برد. م min{i : ai 6= 0} به را Q̂p به متعلق x =
∞∑

i=−n
aip

i عنصرِ ͷی که بͽیرید نظر در

داریم: ۳۸ .۲ و ۴۲ .۲ به بنا است. ارزیابی نگاشت ͷی vp که کرد بررسͬ

Ovp = {x ∈ Q̂p : vp(x) ≥ 0} = Ẑp

و

mvp = {x ∈ Q̂p : vp(x) > 0} = pẐp.



۴۵ هان سری های .۳ .۳

a0 به را Ẑp در a0 + a1p+ a2p
2 + · · · دلخواه˼ عنصر ͷی که بͽیرید نظر در را φ : Ẑp → Fp نگاشتِ حال

به بنا پس ،ker(φ) = pẐp و پوشاست همریختͬ ͷی نگاشت این که کرد بررسͬ ͬ توان م سادگͬ به ͬ برد. م

است. Fp با برابر vp نگاشت پیمانە های میدان یعنͬ این و Ẑp/pẐp
∼= Fp داریم یͺریختͬ اول قضیە ی

هرگاه v(f) = n دهید قرار K در f = g(t)
h(t) هر برای .K = C(t) = {f(t)

g(t) : f(t), g(t) ∈ C[t]} کنید فرض .۲

در است. ارزیابی نگاشت ͷی v که کرد بررسͬ ͬ توان م سادگͬ به .g1(0) 6= 0, h1(0) 6= 0 و f = tn · g1(t)
h1(t)

داریم: صورت، این

Ov = {g
h

: h, g ∈ C[t], v(g
h

) ≥ 0} = {g
h

: h, g ∈ C[t], h(0) 6= 0}

و

mv = {g
h

: h, g ∈ C[t], v(g
h

) > 0} = {g
h

: h, g ∈ C[t], h(0) 6= 0, g(0) = 0}.

بوضوح و است پوشا همریختͬ ͷی φ( g(t)
h(t)) = g(0)

h(0) ضابطە ی با φ : Ov → C نگاشت که کنید توجه

.kv = Ov
mv

∼= C داریم یͺریختͬ اول قضیە ی به بنا پس ،ker(φ) = mv

ͷی تعریف باشد(برای هنسلͬ حلقە ی ͷی Ov هرگاه ͬ نامیم م هنسلͬ را (K,Ov) ارزیابی میدان .۱۲ .۳ تعریف

کنید). رجوع ۸ .۲ به هنسلͬ حلقە ی

هان سری های ۳ .۳

که طوری به ساخت ارزیابی میدان ͷی ͬ توان م k میدان و Γ آبلͬ مرتب گروه هر برای که دید خواهیم بخش این در

است. شده گردآوری [۱۷] کتابِ از بخش این مطالب باشد. k آن پیمانە های میدان و Γ با برابر آن ارزیاب گروه

ͬ نیمم م عنصر دارای آن ناتهͬ زیرمجموعە ی هر هرگاه ͬ نامیم م خوش ترتیب مرتبAرا مجموعە ی ͷی .۱۳ .۳ تعریف

باشد.

نداشته وجود نزولͬ نامتناهͬ دنبالە ی هیچ آن در هرگاه است خوش ترتیب A انتخاب، اصل فرض با معادل طور به

باشد.

صورت، این در باشند. خوش ترتیب مجموعە ی دو A,B ⊆ Γ و باشد آبلͬ مرتب گروه ͷي Γ کنید فرض .۱۴ .۳ لم

γ ∈ A+B هر برای همچنین، است. خوش ترتیب مجموعە ی ͷیA+B := {α+β : α ∈ A, β ∈ B}مجموعە ی

است. متناهͬ {(α, β) ∈ A×B : n ∈ N , γ = α+ β} مجموعە ی



۴۶ هان سری های .۳ .۳

باشد A × B مجزای اعضای از نامتناهͬ دنبالە ی ͷي (a0, b0), (a1, b1), · · · کنید فرض خلف، برهان با اثبات.

ͷی A که آنجا از یͺنواست. اکیداً دنبالە ی ͷی (ai)i∈N صورت این در .ai + bi = aj + bj = γ︸ ︷︷ ︸
∗

که طوری به

صعودی اکیداً دنبالە ی ͷي نتیجه در و باشد نزولͬ اکیداً ͬ تواند نم دنبالە  این بنابراین است، خوش ترتیب مجموعە ی

مجموعە ی ͷی B زیرا است، تناقض این و b0 > b1 > · · · باید شود برقرار ∗ رابطە ی اینکه برای طرفͬ، از است.

ندارد. وجود نزولͬ نامتناهͬ دنبالە ی هیچ آن در پس است، خوش ترتیب

ظاهری سری ͷی به باشد. آبلͬ مرتب گروه ͷی (Γ,+,≥) و میدان ͷی k کنید فرض هان) (سری .۱۵ .۳ تعریف

زیرمجموعە ی ͷی supp(f) := {γ ∈ Γ : aγ 6= 0} هرگاه گوییم ۱ هان سری ،aγ ∈ k آن در که f(t) =
∑

γ∈Γ
aγt

γ

باشد. Γ از خوش ترتیب

ضرب و جمع اعمال مجموعه این روی حال ͬ دهیم. م نمایش k((tΓ)) با را هان سری های از متشͺل مجموعە ی

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به ∑را
γ∈Γ

aγt
γ +

∑
γ∈Γ

bγt
γ =

∑
γ∈Γ

(aγ + bγ)tγ

(∑
γ∈Γ

aγt
γ)(∑

γ∈Γ
bγt

γ) =
∑

γ

( ∑
α+β=γ

aαbβ

)
tγ

هر برای ،۱۴ .۳ لم اساس بر زیرا است. خوش تعریف کردیم، تعریف بالا در که ضربی عمل که باشید داشته توجه

نتیجه ͬ توان م بنابراین، است. متناهͬ α+ β = γ که ویژگͬ این با A×B در (α, β) زوج های تعداد ،A+B در γ

ͬ گیرد. م قرار k در نیز ،k میدانِ عنصر تا متناهͬ تعداد از مجموع ͷی عنوان به ، ∑
α+β=γ

aαbβ که گرفت

است. صحیح حوزە ی ͷی بالا، در شده تعریف ضرب و جمع عمل با k((tΓ)) مجموعە ی .۱۶ .۳ توجه

k((tΓ)) روی ارزیابی نگاشت ͷی ۱ .۳ .۳

ثابت جملە ی را گروه صفر اندیس با جملە ی یعنͬ a0 عنصرِ ،f =
∑

γ∈Γ
aγt

γ هانِ سری ͷی در .۱۷ .۳ گذاری نماد

ͬ نامیم. م f سری

به بͽیرید. نظر در v
(∑

γ∈Γ
aγt

γ

)
:= min{γ : aγ 6= 0} ضابطە ی با را v : k((tΓ)) \ {0} → Γ نگاشت

K[[tΓ]] با را آن ارزیاب حلقە ی است. k((tΓ)) صحیح̧ حوزە ی روی ارزیابی نگاشت ͷی v که دید ͬ توان م سادگͬ

است: زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان

Ov = k[[tΓ]] := {x ∈ k((tΓ)) : v(x) ≥ 0} = {f ∈ k((tΓ)) : supp(f) ⊆ Γ≥0}

= {f : باشد نداشته منفͬ .{fتوان

1Hahn series
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دید ͬ توان م سادگͬ به ͬ برد. م ثابتش جملە ی به را f ∈ k[[tΓ]] هر که بͽیرید نظر در را g : k[[tΓ]]→ k نگاشت حال

ͬ باشد: م زیر شͺل به هستە ای دارای و است پوشا همریختͬ ͷی نگاشت این که

ker(g) = {f : است مثبت f توان کوچͺترین } = {f : v(f) > 0} = mv

.kv = k[[tΓ]]
mv

∼= k داریم: یͺریختͬ، اول قضیه اساس بر بنابراین،

k((tΓ)) در f =
∑

γ∈Γ
aγt

γ سری هر زیرا است، خوش تعریف فوق ارزیابی نگاشت که کنید توجه .۱۸ .۳ توجه

نتیجه در است، خوش ترتیب مجموعە ی ͷی supp(f) = {γ ∈ Γ : aγ 6= 0} که است ویژگͬ این دارای

دارد. وجود min{γ ∈ Γ : aγ 6= 0}

هان سری های بودن میدان اثبات ۲ .۳ .۳

قوی تر لمͬ که داریم نیاز بعدی لم به کار، این  راستای در است. میدان ͷی k((tΓ)) که دهیم نشان داریم قصد ادامه در

است: ۱۴ .۳ لم از

از متناهͬ دنبالە های همە ی مجموعە ی ،A<N از منظورمان باشد. مجموعه ͷی A کنید فرض .۱۹ .۳ گذاری نماد

است. A اعضای

صورت، این در باشد. خوش ترتیب مجموعە ی ͷی A ⊆ Γ>0 و آبلͬ مرتب گروه ͷی Γ کنید فرض .۲۰ .۳ لم

مجموعە ی γ ∈ [A] هر برای و است خوش ترتیب نیز [A] := {α1 + α2 + · · ·+ αn : (α1, α2, · · ·αn) ∈ A<N}

است. متناهͬ {(α1, · · · , αn) ∈ A<N : n ∈ N, α1 + · · ·+ αn = γ}

کنید. مراجعه [۱۷] کتابِ ۲۳ صفحە ی به اثبات.

خوش تعریف عنصر ͷی
∞∑

n=0
fn صورت این در .v(f) > 0 که باشد گونە ای به f ∈ k[[tΓ]] کنید فرض .۲۱ .۳ نتیجه

است. k((tΓ)) در

مجموع که ویژگͬ این با f ضرایبِ از nتا مجموع با است برابر مشخص n ͷی ازای به fn در tγ ضریبِ اثبات.

ͬ توان م که دارد وجود n طبیع̞ͬ عدد تا متناهͬ تعداد فقط فوق، لم به توجه با شود. γ با برابر ضرایب این اندیس های

تعداد فقط نتیجه در شود. γ با برابر آن ها اندیس های مجموع که یافت را ضرایبی f ضرایبِ میان از آن ها تعداد به

باشد. ناصفر fn در tγ ضریبِ آن ها در که دارد وجود n تا متناهͬ

آنجا از است. fn هر در tγ ضرایبِ مجموع با برابر
∞∑

n=0
fn در tγ ضریب ،γ ∈ Γ هر ازای به که کنید توجه

تنها
∞∑

n=0
fn در tγ هر ضریب پس باشد، ناصفر fn در tγ ضریبِ که طوری به دارد وجود n ͬ تا متناه تعداد فقط که

است. عنصر تا متناهͬ مجموع
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ͷی k((tΓ)) صحیح̧ حوزە ی صورت، این در باشد. آبلͬ مرتب گروه ͷی Γ و میدان ͷی k کنید فرض .۲۲ .۳ لم

است. میدان

است. وارون پذیر عنصر ͷی k((tΓ)) در ناصفر عنصر هر که دهیم نشان است کافͬ لم، این اثبات برای اثبات.

نوشت ctγ(1−f) صورتِ به را g ͬ توان م که کنید توجه باشد. دلخواه عنصر ͷی g ∈ k((tΓ))\{0} کنید فرض

.
∞∑

n=0
fn ∈ k((tΓ)) داریم ۲۱ .۳ نتیجە ی به توجه با پس ،v(f) > 0 که آنجا از .v(f) > 0 و c ∈ k× آن در که

است. 1− f وارونِ
∞∑

n=0
fn یعنͬ این و (1− f)

∞∑
n=0

fn = (1 + f + f2 + · · · )− (f + f2 + · · · ) = 1 بوضوح

پس ،
∞∑

n=0
fn ∈ k((tΓ)) که دادیم نشان و c−1 ∈ k چون .g−1 = c−1t−γ(1− f)−1 = c−1t−γ

∞∑
n=0

fn نتیجه در

دارد. قرار k((tΓ)) در نیز g−1

ارزیابی میدان ͷی (k((tΓ)), k[[tΓ]]) زوج̧ باشد. آبلͬ مرتب گروه ͷی Γ و میدان ͷی k کنید فرض .۲۳ .۳ نتیجه

است.

بخش در را آن که است k میدان روی لوران سری های از متشͺل ،k((tZ)) میدانِ Γ = Z که حالتͬ در .۲۴ .۳ توجه

دادیم. شرح ۲ .۲ .۲

ͬ دهیم. م نشان k((t)) نمادِ با سادگͬ برای را k((tZ)) میدان ادامه، در .۲۵ .۳ گذاری نماد

است. هنسلͬ میدان ͷی (k((t)), k[[t]]) ارزیابی میدان صورت این در باشد. میدان ͷی k کنید فرض .۲۶ .۳ لم

است. هنسلͬ میدان ͷی (k((t)), k[[t]]) بنابراین است، هنسلͬ k[[t]] حلقە ی که دیدیم ۲۴ .۲ نتیجە ی در اثبات.

(k((tΓ)), k[[tΓ]]) ارزیابی̞ میدان صورت این در باشد. آبلͬ گروه ͷی Γ و میدان ͷی k کنید فرض .۲۷ .۳ قضیه

است. هنسلͬ

کنید. مراجعه [۱۷] جزوە ی ۲۴ صفحە ی به اثبات برای اثبات.

فصل: خلاصە ی *

یا x ∈ A یا x ∈ K هر ازای به هرگاه ͬ نامیم م ارزیاب حلقە ی ͷی را A ⊆ K آن گاه باشد، میدان ͷي K اگر

است ارزیابی نگاشت ͷی v : K → Γ نگاشت باشد. مرتب گروه ͷی Γ و میدان ͷی K کنید فرض .x−1 ∈ A

،x, y ∈ K هر برای هرگاه

،v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)} .۱
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،v(x · y) = v(x) + v(y) .۲

.x = 0 ⇐⇒ v(x) =∞ .۳

mv = {x ∈ Ov : v(x) > 0} ماکسیمالِ ایدە آل با موضعͬ حلقە ی ͷیOv : {x ∈ K : v(x) ≥ مجموعە ی{0

ͷی و Γ آبل̞ͬ مرتب گروه ͷی ،K میدانِِ در A ارزیابِ حلقە ی هر برای ویژه به است. ارزیاب حلقە ی ͷی همچنین و

.A = Ov که طوری به دارد وجود v : K → Γ ارزیابی̞ نگاشت

سری هایی شامل میدان k((tΓ)) صورت این در باشد. آبلͬ مرتب گروه ͷی Γ و میدان ͷی k کنید فرض

ͷی supp(f) := {γ ∈ Γ : aγ 6= 0} ثانیاً ،aγ ∈ k اولا˟ که است f =
∑

γ∈Γ
aγt

γ صورت به

ͬ شود م تعریف v : k((tΓ)) → Γ ارزیابی نگاشت ͷی میدان، این روی است. Γ از خوش ترتیب زیرمجموعە ی

با است برابر نگاشت این ارزیاب حلقە ی ͬ برد. م min{γ : aγ 6= 0} به را k((tΓ)) از ∑
γ∈Γ

aγt
γ هر که

tk[[tΓ]] حلقه، این ماکسیمال ایدە آل و k[[tΓ]] = {x ∈ k((tΓ)) : v(x) ≥ 0} = {f : باشد نداشته منفͬ توان f}

است. k با برابر پیمانە ها میدان صورت این در و است



۴ فصل

توپولوژی Vــ

میدان، اعمال توپولوژی، آن با که دارد وجود توپولوژی ͷی آن روی که است میدان ͷی ،ͷتوپولوژی میدان ͷی از منظور

ͬ نامیم م توپولوژی Vــ را میدان ͷی روی توپولوژی ͷی هستند. پیوستە  وارون گیری، و ضرب و جمع توابع یعنͬ

که طوری به باشد،  داشته وجود صفر نقطە ی حول V باز ͷی نقطە ی صفر حول U بازِ هر برای هرگاه

x · y ∈ V → (x ∈ U ∨ y ∈ U).

هیچͺدام که عنصر دو حاصل ضرب آن در که است توپولوژی Vــ ͷی زمانͬ میدانͬ توپولوژی ͷی تعبیری،  به

گفتە ایم. سخن دقیق تر پیش رو بخش های در توپولوژی Vــ مورد در نشود. ͬͺکوچ عنصر نیستند، «ͷکوچ»

(همان گونه ارزیابی نگاشت این باشد، داشته وجود (۱ .۳ تعریفِ (مانند ارزیابی نگاشت ͷی میدان ͷی روی وقتͬ

اعمال نیز توپولوژی آن تحت که ͬ شود م میدان روی هاسدورف توپولوژی ͷی ایجاد به منجر داد) خواهیم توضیح که

ͷی از خاصͬ مثال ͬ شود، م گفته ارزیابی توسط شده القاء توپولوژی آن به که توپولوژی این هستند. پیوسته میدان

است. توپولوژی Vــ

ارزیابی، نگاشت ͷی توسط شده القاء توپولوژی و ͷتوپولوژی میدان های دقیق معرفͬ از فصل، پس این در

توسط شده القاء توپولوژی اگروتنهااگر است توپولوژی Vــ میدان، ͷی روی توپولوژی ͷی واقع در که دید خواهیم

باشد. قدرمطلق نگاشت ͷی توسط شده القاء توپولوژی یا ارزیابی ͷی

است. شده داده بسط و گردآوری [۶] کتاب از فصل این مطالب



۵۱ توپولوژی  ــ V و ͷتوپولوژی میدان های .۱ .۴

توپولوژی Vـ ـ و ͷتوپولوژی میدان های ۱ .۴

K میدان روی هاسدورف توپولوژی ͷی τ هرگاه ͬ شود نامیده م ͷتوپولوژی میدان ͷی (K, τ) دوتایی .۱ .۴ تعریف

ضربی اش وارون به را عنصر هر که نگاشتͬ و جمع و ضرب نگاشت های یعنͬ میدان، اعمال آن به نسبت که باشد

است. پیوسته ͬ برد، م

ͬ های ͽهمسای از متشͺل پایە ی ͷی است کافͬ میدانͬ، توپولوژی ͷی شناساندن برای که کردە ایم ادعا ادامه، در

حول ͬ های ͽهمسای انتقال با نقاط،  سایر حول ͬ های ͽهمسای که است این امر، این علت بͽیریم. نظر در را صفر حول

U +a آن گاه باشد،  صفر باز ͬͽهمسای ͷی U اگر که ͬ دهیم م نشان زیر لم در منظور، این برای ͬ آیند. م دست به صفر

است. a حول باز ͷی a ∈ K هر ازای به

نقطە ی ͷی در f : X → Y نگاشت ͷی بودن پیوسته بͽیرید. نظر در را Y و X ͷتوپولوژی فضای دو .۲ .۴ یادآوری

طوری به باشد داشته وجود x از W ̞ͬͽهمسای ͷی U مانند f(x) حول ͬͽهمسای هر برای که معناست این به x ∈ X

تصویر معادلا˟ باشد؛ پیوسته X نقاط˼ تمام در هرگاه است پیوسته f : X → Y تابع ͷی ͬ گوییم م .f(W ) ⊂ U که

باشد. X در باز مجموعە ی ͷی ،Y از باز هر وارون

میدانِ از عنصر ͷي a و صفر حول باز ͬͽهمسای ͷی U اگر باشد. ͷتوپولوژی میدان ͷی (K, τ) کنید فرض .۳ .۴ لم

است. a حول باز ͬͽهمسای ͷي U + a آن گاه باشد، K

همانͬ، تابع بوضوح اولا˟ است. پیوسته ͬ برد، م x − a به را x ∈ K هر که تابعͬ که دهیم نشان ͬ خواهیم م اثبات.

عنصر به را x ∈ K هر که ثابتͬ تابع ثانیاً است. پیوسته تابع ͷی ͬ برد، م خودش به را x ∈ K هر که تابعͬ یعنͬ

تابع ͷی نیز پیوسته تابع دو جمع حاصل که داد نشان ͬ توان م سادگͬ به طرفͬ، از است. پیوسته تابع ͷی ͬ برد م −a

این پیوستگͬ به توجه با حال است. پیوسته تابع ͷی ͬ برد، م x− a به را x ∈ K هر که تابعͬ بنابراین است. پیوسته

ͬͽهمسای هر برای دیͽر، عبارت به بود. خواهد باز نیز f−1(U) مجموعە ی U صفرِ حول باز ͬͽهمسای هر برای تابع،

است. باز نیز U + a گوی U صفرِ حول باز

به را توپولوژی این در صفر ͬ های ͽهمسای از متشͺل مجموعە ی آن گاه باشد، میدانͬ توپولوژی ͷی τ اگر .۴ .۴ توجه

اضافه هستند صفر از ͬͽهمسای ͷی حداقل شامل که را U ⊆ K همە ی مجموعه این به یعنͬ ͬ کنیم، م تبدیل فیلتر ͷی

نظر در را مذکور فیلتر ،K میدان ͷی روی τ میدانͬ توپولوژی جای به پس این از قبلͬ، توضیحات به توجه با ͬ کنیم. م

در ͷتوپولوژی میدان ͷی را (K, τ) دوتایی وقتͬ پس ͬ کنیم. م استفاده آن برای τ نمادِ همان از دوباره ولͬ ͬ گیریم م

است: زیر عناصر  شامل یعنͬ است؛ فیلتر ͷی τ ͬ گیریم، م نظر

صفر، ͬ های ͽهمسای .۱
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ͬ شوند. م شامل را صفر ͬͽهمسای ͷی حداقل که K زیرمجموعە های .۲

و A · B نمادِ با را {x · y : x ∈ A, y ∈ B} مجموعۀ آن گاه باشند،  مجموعه دو A,B اگر .۵ .۴ گذاری نماد

ͬ دهیم. م نمایش A±B نمادِ با را {x+ y : x ∈ A, y ∈ B}

آنچه از استفاده با زیر تعریف در است. صفر» از ͬͽهمسای» ͷی منظورمان « ͬ ͽهمسای» ͬ گوییم م وقتͬ ادامه در

ͬ کنیم. م بازتعریف زیر صورت به را ͷتوپولوژی میدان ͷی دادیم شرح اینجا تا که

ͷتوپولوژی میدان ͷی (K, τ ′) ͬ گوییم م باشد. K روی توپولوژی ͷی τ ′ و میدان ͷی K کنید فرض .۶ .۴ تعریف

کند: برآورده را زیر شرایط τ ′ توپولوژی در τ صفرِ ͬ های ͽهمسای توسط شده تولید فیلتر هرگاه است

،⋂U∈τ U = {0} .۱

،W ⊆ U ∩ V که به طوری دارد وجود W ∈ τ ͷی U, V ∈ τ جفت هر برای .۲

،W ±W ⊆ U به طوری که دارد وجود W ∈ τ ͷی U ∈ τ هر برای .۳

،W ·W ⊆ U که طوری به دارد وجود W ∈ τ ͷی U ∈ τ هر برای .۴

.(1 +W )−1 ⊆ 1 + U به طوری که دارد وجود W ∈ τ ͷی U ∈ τ هر برای .۵

ͬ شود: م گفته ͷتوپولوژی Vــ میدان ͷی (K, τ ′) به آن گاه کند، برآورده نیز را زیر شرط τ اگر علاوه به

داریم x, y ∈ K عنصر دو هر برای که طوری به دارد وجود V ∈ τ ͷی U ∈ τ هر برای .۶

.x · y ∈ V → (x ∈ U ∨ y ∈ U)

ͬ دهیم. م توضیح بالا ͬ های ویژگ از ͷی هر ماهیت مورد در ادامه، در

دید خواهیم ادامه در که همان طور (البته است هاسدورف توپولوژی ͷی τ که ͬ کند م بیان شرط این :۱ شرط ●

را ویژگͬ این دقیق طور به اینکه از قبل استفاده کنیم). ۳ تا ۱ شرط های از است لازم موضوع این اثبات برای

ͬ کنیم. م یادآوری را هاسدورف توپولوژی ͷی تعریف کنیم بررسͬ

و x از U  ͬ ͽهمسای ͷی ،y و x متفاوت نقطە ی دو هر برای آن در هرگاه است هاسدورف τ توپولوژی ͷی

هاسدورف توپولوژی در دیͽر بیان به .U ∩ V = ∅ که گونە ای به باشد داشته وجود y از V ͬͽهمسای ͷی

کرد. جدا یͺدیͽر از ͬ ها ͽهمسای از استفاده با دو به دو را متفاوت نقاط ͬ توان م

را x, y ∈ K متفاوت عنصر دو حال است. ∀x(x 6= 0→ ∃V x /∈ V )︸ ︷︷ ︸
∗

جملە ی با معادل ۱ شرط بوضوح

ͬͽهمسای ͷی مشابهاً و x− y /∈ U که طوری به دارد وجود τ در U ͬͽهمسای ͷی ∗ مطابق بͽیرید. نظر در
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وجود W ∈ τ ͬͽهمسای ͷی ،۶ .۴ تعریفِ در ۲ ویژگͬ به بنا .y − x /∈ V که طوری به دارد وجود V ∈ τ

۳ ویژگͬ حال نیست. x−y و y−x عنصر دو از ͷهیچ ی شامل W بنابراین .W ⊆ U ∩V که طوری به دارد

انتخاب W1−W1 ⊆W که ͬ کنیم م انتخاب گونە ای به را W1 ∈ τ گوی و ͬ گیریم م کار به را ۶ .۴ تعریف در

و x از ͬ هایی ͽهمسای ترتیب به W2 + y و W2 + x که ͬ کنیم م ادعا .W2 := W ∩W1 دهید قرار ͬ کنیم. م

ندارند. اشتراک هم با که هستند y

W2 که آنجا از و است ناتهͬ W2 که ͬ کند م تضمین ۲ ویژگͬ کنید توجه ابتدا ادعا، این اثبات راستای در

W2 + y := {u+ y : u ∈W2}مجموعە ی نیست. x−y شامل و y−x شامل پس Wاست، زیرمجموعە ی

از ͬͽهمسای ͷی به y با آن عناصر جمع با پس است 0 از ͬͽهمسای ͷی W2 زیرا است، y از ͬͽهمسای ͷی

کردیم برآورده نیز را شرط این نباشد x− y شامل که نحوی به W2 هوشمندانە ی انتخاب با البته ͬ رسیم. م y

ͷی W2 + x := {v + x : v ∈ W2} مجموعە ی مشابه استدلالͬ با نباشد. x شامل W2 + y ͬͽهمسای که

نیست. y شامل که است x از ͬͽهمسای

در t عنصرِ ͷی صورت این غیر در زیرا است؛ صفر W2 + y و W2 + x اشتراکِ همچنین،

مجموعە ی حال .t − x ∈ W2 و t − y ∈ W2 ͬ دهد م نتیجه این که دارد وجود (W2 + y) ∩ (W2 + x)

داریم بͽیرید. نظر در را W2 −W2 := {u− v : u, v ∈W2}

(t− y)− (t− x) = x− y ∈W2 −W2 ⊆W1 −W1 ⊆W

ͬ شود. م ثابت فوق ادعای نتیجه در و x− y /∈W زیرا است، تناقض این که

ͷتوپولوژ ی فضای دو بین + نگاشت ͬ گوییم م بͽیرید. نظر در τ×τ حاصل ضربی̞ توپولوژی با K2را :۳ شرط ●

که باشد داشته وجود V × W ∈ τ × τ ͬͽهمسای ͷی U ∈ τ هر برای هرگاه است پیوسته K2 و K

.V +W ⊆ U

ͬ کند م بیان ویژگͬ این زیرا ±است، : K2 → K توابع بودن پیوسته معنͬ به ۳ ویژگͬ برقراری صورت، این در

جای به قبل،  بند در است کافͬ پس .W −W ∈ U که دارد وجود W ∈ τ ͬͽهمسای ͷي U ∈ τ هر برای

بͽیریم. نظر در را W ͬͽهمسای V و W دوی هر

است. ضرب نگاشت بودن پیوسته معنای بە  ۴ ویژگͬ مشابه، استدلالͬ با :۴ شرط ●

عنصر هر که نگاشتͬ پیوستگͬ بررسͬ برای که است این ۵ شرط مورد در توجه قابل نکتە ی ͷی :۵ شرط ●

(یعنͬ 1 ∈ K عنصر حول گوی های برای را پیوستگͬ شرط است کافͬ ͬ برد، م ضربی اش وارون به را ناصفر

بخواهد f و بنامیم f را نگاشت این اگر زیرا کنیم، بررسͬ است) صفر ͬͽهمسای ͷی U که U + 1 همان

باشد. پیوسته 1 حولِ باید 1
af آن گاه باشد، پیوسته a ∈ K× دلخواه عنصر هر حول
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آن گاه باشد،  صفر ͬͽهمسای ͷی عضو عنصر آن که کنیم تعبیر این گونه را عنصر ͷی بودن ͷکوچ اگر .۷ .۴ توجه

ͷکوچ آن فاکتورهای از ͬͺی حداقل آن گاه باشد، ͷکوچ عنصر دو حاصل ضرب اگر که است این بیانگر ۶ ويژگͬ

است.

طوری به دارد وجود W ∈ τ گوی ͷی U ∈ τ و x ∈ K× هر ازای به (K, τ) ِͷتوپولوژی میدان ͷی در .۸ .۴ توجه

پایه ͷی {xW : W ∈ τ} مجموعە ی آن گاه بͽیریم، نظر در را x ∈ K عنصر ͷی اگر دیͽر، بیان به .xW ⊆ U که

است. τ در صفر حول ͬ های ͽهمسای برای

ارزیابی نگاشت ͷی توسط شده القاء میدانͬ توپولوژی  ۱ .۱ .۴

بخش این در شدیم. آشنا Γ آبلͬ مرتب گروه ͷی به K میدان ͷی از v ارزیابِ نگاشت ͷی مفهوم با ۳ فصل در

دارد. توجهͬ قابل ͬ های ویژگ که ͬ کند م القاء میدان ͷی روی توپولوژی  ͷی ارزیابی نگاشت ͷی که ͬ دهیم م نشان

از مثالͬ توپولوژی این که داد خواهیم نشان همچنین و کردە ایم اثبات و بررسͬ تفصیل به را ͬ ها ویژگ این از برخͬ

است. توپولوژی Vــ ͷی

با را a مرکزِ و γ شعاع̧ به باز گوی γ ∈ Γ هر برای  بͽیرید. نظر در را v : K → Γ ارزیابی نگاشت .۹ .۴ تعریف

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را آن و ͬ دهیم م نشان Uγ(a)

Uγ(a) := {x ∈ K : v(x− a) > γ}.

ͬ نامیم. م γ ∈ Γ شعاع با a عنصر حول بسته گوی را Uγ(a) := {x ∈ K : v(x− a) ≥ γ} مجموعە ی همچنین،

است. Uγ(a) بستارِ Uγ(a) .۱۰ .۴ توجه

ͬ دهیم. م نشان τv نمادِ با را Uγ(a) پایە ای بازهای توسط شده ایجاد توپولوژی .۱۱ .۴ گذاری نماد

است. Uγ(a) بازِ گوی با برابر Uγ(0) + a صورتِ به Uγ(0) گویِ انتقال هر .۱۲ .۴ توجه

ͷتوپولوژی میدان ͷی (K, τv) صورت این در باشد. ارزیابی نگاشت ͷی v : K → Γ کنید فرض .۱۳ .۴ قضیه

است.

برآورده را ۶ .۴ تعریفِ در ۵ تا ۱ شرط های {Uγ(0) : γ ∈ Γ} توسط˼ شده تولید فیلتر که دهیم نشان باید اثبات.

ͬ کند. م

x که است امͺان پذیر صورتͬ در فقط این که v(x) > γ داریم γ ∈ Γ هر ازای به آن گاه ،x ∈ ⋂
γ∈Γ

Uγ(0) اگر .۱

باشد. 0 با برابر
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این در .γ ≥ δ کنید فرض کلیت از کاستن بدون بͽیرید. نظر در را Uδ(0) و Uγ(0) صفرِ حول باز گوی دو .۲

نظر در را η ≥ γ آن در که Uη(0) باز گوی حال .Uγ(0) ⊆ Uδ(0) که گرفت نتیجه ͬ توان م سادگͬ به صورت،

از بیشتر آن شعاع که 0 حول گوی هر واقع، در .Uη(0) ⊆ Uγ(0) ∩ Uδ(0) = Uγ(0) داریم بنابراین بͽیرید.

است. Uγ(0) ∩ Uδ(0) زیرمجموعە ی یعنͬ ،Uγ(0) زیرمجموعە ی باشد γ

.Uδ(0) ± Uδ(0) ⊆ Uγ(0) که طوری به دارد وجود Uδ(0) گوی ͷی Uγ(0) هر برای که ͬ کنیم م ادعا .۳

دلخواه˼ عنصر ͷی اگر صورت، این در کنیم. انتخاب γ از بزرگتر را δ است کافͬ ادعا، این اثبات برای

داریم بنابراین .m,n ∈ Uδ(0) که طوری به t = m ± n آن گاه بͽیریم، نظر در Uδ(0) ± Uδ(0) در t

.t ∈ Uγ(0) پس ،v(t) = v(m± n) ≥ min{v(m), v(n)} > δ ≥ γ

شرط است، γ/2 از بزرگتر δ آن در که Uδ(0) باز گوی ͷی Uγ(0) هر برای که ͬ کنیم م ادعا .۴

Uδ(0) · Uδ(0) در t دلخواه˼ عنصر ͷی ادعا، این اثبات برای ͬ کند. م برآورده را Uδ(0) · Uδ(0) ⊆ Uγ(0)

بنابراین .t = m · n داریم m,n ∈ Uδ(0) ازای به صورت، این در بͽیرید. نظر در

.t ∈ Uγ(0) ͬ دهد نتیجه م که v(t) = v(m · n) = v(m) + v(n) > γ/2 + γ/2 = γ

شرط در است γ از بزرگتر و مثبت δ آن در که Uδ(0) گوی Uγ(0) گوی هر ازای به که ͬ کنیم م ادعا .۵

هر ازای به که دهیم نشان است کافͬ ادعا این اثبات برای ͬ کند. م صدق (1 + Uδ(0))−1 ⊆ 1 + Uγ(0)

γ از بزرگتر v( −t
1+t) که دهیم نشان باید دیͽر بیان به دارد؛ قرار Uγ(0) در 1

1+t − 1 عنصرِ ،Uδ(0) به متعلق t

مثبت فرض به بنا v(t) که آنجا از و v( −t
1+t) = v(−t)− v(1 + t) = v(t)− v(1 + t) که کنید توجه است.

.v( −t
1+t) = v(t) > δ > γ نتیجه در ،v( −t

1+t) = v(t)−v(1+t) = v(t)−min{0, v(t)} = v(t) پس است،

کردە ایم. اثبات را آن ها از برخͬ ادامه در که دارد توجهͬ جالب ͬ های ویژگ τv توپولوژی

.Uγ(a) = Uγ(b) داریم b ∈ Uγ(a) هر برای .۱

بنا بͽیرید. نظر در را Uγ(a) در x دلخواه عنصر ͷی .Uγ(a) ⊆ Uγ(b) که دهیم نشان ͬ خواهیم م ابتدا اثبات.

v(b− a) > γ پس است، Uγ(a) در bفرض به بنا که آنجا از .v(x−a) > γ داریم ،Uγ(a) گوی تعریف به

.x ∈ Uγ(b) نتیجه در ،v(x − b) = v(x − a + a − b) ≥ min{v(x − a), v(a − b)} > γ بنابراین و

ͬ گردد. م اثبات فوق استدلال با مشابه استدلالͬ با نیز Uγ(b) ⊆ Uγ(a) گزارە ی

یا Uγ(a) ⊆ Uδ(b) یا آن گاه دارند، ناتهͬ اشتراک که باشند توپولوژی این در گوی دو Uδ(b) و Uγ(a) اگر .۲

ͬ دهند. م زنجیر ͷی تشͺیل ناتهͬ اشتراک با باز گوی های دیͽر بیان به Uδ(b)؛ ⊆ Uγ(a)



۵۶ توپولوژی  ــ V و ͷتوپولوژی میدان های .۱ .۴

x ∈ Uδ(b) ∩ Uγ(a) دلخواه عناصر .γ ≥ δ کنید فرض کلیت از کاستن بدون اثبات.

داریم τv توپولوژی در باز گوی های تعریف به بنا بͽیرید. نظر در را t ∈ Uγ(a) و

از .v(t − x) > δ نتیجه در ،v(t− x) = v(t− a+ a− x) ≥ min{v(t− a), v(a− x)} > γ ≥ δ

نتیجه بنابراین و t ∈ Uδ(b) پس ،v(t− b) = v(t− x+ x− b) ≥ min{v(t− x), v(x− b)} > δ طرفͬ،

.Uγ(a) ⊆ Uδ(b) که ͬ شود م

بسته. مجموعە ی ͷی هم است باز مجموعە ی ͷی هم Uγ(a) و Uγ(a) گوی هر توپولوژی این در .۳

هست. هم بسته مجموعە ی ͷی ،Uγ(a) بازِ گوی ͷی که کنیم اثبات ͬ خواهیم م اثبات.

ادعا است. باز مجموعە ی ͷی نیز آن مͺمل دهیم نشان است کافͬ منظور، این به

کنید فرض ادعا، این اثبات برای .{x : v(x− a) ≤ γ} =
⋃

v(b−a)≤γ
Uv(b−a)(b) ͬ کنیم م

،t ∈ Uv(t−a)(t) بوضوح که آنجا از و v(t − a) ≤ γ صورت، این در .t ∈ {x : v(x− a) ≤ γ}

.{x : v(x− a) ≤ γ} ⊆
⋃

v(b−a)≤γ
Uv(b−a)(b) که ͬ شود م نتیجه پس

شعاع و b′ مرکزِ به گوی ͷی صورت این در بͽیرید. نظر در را ⋃
v(b−a)≤γ

Uv(b−a)(b) در t عنصر ͷی حال

بنابراین است. آن به متعلق t که طوری به دارد وجود ͬ کند م برآورده را v(b′ − a) ≤ γ شرط که v(b′ − a)

داریم: نتیجه در و v(t− b′) > v(b′ − a)

v(t− a) = v(t− a+ b′ − b′) = min{v(t− b′), v(b′ − a)} = v(b′ − a)

نتیجه در ،t ∈ {x : v(x − a) ≤ γ} رو این از و v(t − a) = v(b′ − a) ≤ γ پس

. ⋃
v(b−a)≤γ

Uv(b−a)(b) ⊆ {x : v(x− a) ≤ γ}

نتیجه این و بنویسیم باز گوی های اجتماع صورت به ͬ توانیم م را باز گوی ͷی مͺمل که دادیم نشان بنابراین

بستە ی گوی هر که داد نشان ͬ توان م مشابه روش به است. بسته مجموعە ی ͷی باز گوی هر که ͬ دهد م

است. باز مجموعە ی ͷی بنابراین و ⋃
v(b−a)≥γ

Uv(b−a)(b) با برابر Uγ(a) = {x : v(x− a) ≥ γ}

است. توپولوژی Vــ ͷی τv .۱۴ .۴ قضیه

اگر زیرا ͬ کند، م صدق توپولوژی Vــ تعریف در V = U2γ(0) باز گوی ،Uγ(0) دلخواه باز گوی ͷی برای اثبات.

قرار Uγ(0) در y یا x یا یعنͬ v(y)؛ > γ یا v(x) > γ یا نتیجه در و v(x) + v(y) > 2γ آن گاه v(x · y) > 2γ

دارد.
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قدرمطلق ͷی توسط شده القاء میدانͬ توپولوژی ۲ .۱ .۴

توپولوژی این که دید خواهیم باشد. شده القاء قدرمطلق نگاشت ͷی توسط میدان ͷی روی توپولوژی است ممͺن

است. توپولوژی Vــ ͷی از دیͽری مثال

زیر ویژگͬ سه که است | | : K → R+ نگاشتِ K میدان ͷی روی ۱ قدرمطلق نگاشت ͷی از منظور .۱۵ .۴ تعریف

دارد: را

،x = 0 اگر و تنها اگر |x| = 0 .۱

،|x · y| = |x| · |y| .۲

.|x+ y| ≤ |x|+ |y| .۳

است، ۳ شرط به نسبت قوی تری شرط که را، |x + y| ≤ max{|x|, |y|} شرط فوق، قدرمطلق نگاشت اگر

ͬ شود. م نامیده ارشمیدسͬ قدرمطلق ͷی صورت این  غیر در و ارشمیدسͬ غیر قدرمطلق̞ ͷی آن به کند برآورده

توپولوژی ͷی K روی | صورت| این در باشد. آن روی قدرمطلق ͷی | | و میدان ͷی K کنید فرض .۱۶ .۴ تعریف

a ∈ K و r ∈ R+ هر برای B(a, r) := {x ∈ K | |x− a| < r} صورت به آن پایە  ای بازهای که ͬ کند م القاء

ͬ دهیم. م نشان τ|| با را توپولوژی این هستند.

است. ͷتوپولوژی میدان ͷی (K, τ||) آن گاه باشد، آن روی قدرمطلق ͷی || و میدان ͷی K اگر .۱۷ .۴ قضیه

برآورده را ۶ .۴ تعریفِ در ۵ تا ۱ شرط های {B(0, r) : r ∈ R+} توسط˼ شده تولید فیلتر که دهیم نشان باید اثبات.

ͬ کند. م

تمامͬ اشتراک در x زمانͬ تنها زیرا است، 0 عنصر با برابر توپولوژی این در صفر حول بازهای همە ی اشتراک .۱

عنصر باید x دیͽر بیان به .|x| < r باشیم داشته r ∈ R+ هر ازای به که ͬ گیرد م قرار صفر حول بازهای

وجود آن در عنصری چنین و است ارشمیدسͬ خاصیت دارای حقیقͬ اعداد اما باشد. ͷکوچ نهایت بی

.x = 0 داریم ۱۵ .۴ تعریفِ در ۱ ویژگͬ به بنا و |x| = 0 بنابراین ندارد.

گوی  هر بنابراین ،B(0, r1)∩B(0, r2) = B(0, r1) داریم r1 < r2 که B(0, r2) و B(0, r1) باز دو هر برای .۲

است. B(0, r2) و B(0, r1) گوی دو اشتراک زیرمجموعە ی r1 از کمتر شعاع با صفر حول

مطلوبِ ویژگͬ B(0, r/2) باز B(0, r) مانند 0 حول باز هر ازای به زیرا است، پیوسته جمع نگاشت .۳

دارد. را B(0, r/2) +B(0, r/2) ⊆ B(0, r)
1absolute value
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شرط در B(0,
√
r) باز گوی ،B(0, r) صفرِ حول گوی هر ازای به چون است، پیوسته نیز ضرب نگاشت .۴

ͬ کند. م صدق B(0,
√
r) ·B(0,

√
r) ⊆ B(0, r)

(1 +B(0, r))−1 ⊆ 1 +B(0, r) شرط˼ در B(0, r) بازِ خودِ ،B(0, r) بازِ هر برای که دهیم نشان ͬ خواهیم م .۵

صورت این در بͽیرید. نظر در (1 + B(0, r))−1 در را x دلخواه˼ عنصر ͷی منظور، این به ͬ کند. م صدق

که آنجا از .1 < (1 + r)|1 + t| دیͽر بیان به یا | 1
1+t | < 1 + r که ͬ کنیم م ادعا .|t| < r آن در که x = 1

1+t

داریم

1 <|1 + t|(1 + r) ≤ (1+|t|)(1 + r) < (1 + r)(1 + r) = r2 + 2r + 1

.x ∈ 1 +B(0, r) نتیجه در و است برقرار فوق نامساوی پس است، مثبت حقیقͬ عدد ͷی r و

است. توپولوژی Vــ ͷی τ|| .۱۸ .۴ لم

x ·y ∈ B(0, r2) اگر x, y ∈ K برای که است ویژگͬ این دارای B(0, r2) گوی B(0, r) بازِ گوی هر ازای به اثبات.

.|y| < r یا |x| < r آن گاه |x · y| = |x| · |y| < r2 اگر زیرا ،y ∈ B(0, r) یا x ∈ B(0, r) آن گاه

توپولوژی Vــ بندی دسته ۲ .۴

اساساً که کنیم اثبات ͬ خواهیم م ادامه در اما هستند؛ توپولوژی Vــ دو هر τv و τ|| که دادیم نشان قبلͬ بخش دو در

ندارد: وجود τv و τ|| صورتِ به توپولوژی های از غیر به دیͽری توپولوژی Vــ

ͷی اگروتنها اگر است توپولوژی Vــ ͷی τ آن گاه باشد، آن روی توپولوژی ͷی τ و میدان ͷي K اگر .۱۹ .۴ قضیه

شده القاء توپولوژی که گونە ای به باشد داشتە  وجود K روی ارزیابی نگاشت ͷی یا و ارشمیدسͬ قدرمطلق نگاشت

باشد. τ برابر آن توسط

مجموعە ی عناصر  ،ͷتوپولوژی Vــ میدان ͷی در ابتدا دارد. اختصاص فوق قضیە ی اثبات به فصل این ادامە ی

(xn)n∈N دنبالە ی که است پوچ توان صورتͬ در x ناصفرِ عنصر ͷخلاصه، ی طور به کرد. خواهیم تعریف را پوچ توان

آن هایی هستند؛ دستە  دو توپولوژی Vــ دارای میدان های که داد خواهیم نشان سپس، باشد. صفر به همͽرا دنبالۀ ͷی

دارای اول دستە ی میدان های هستند. پوچ توان عنصر ͷی حداقل دارای که آن هایی و ندارند پوچ توانͬ عنصر هیچ که

ͬ کند. م القاء  را آن ها روی توپولوژی که هستند قدرمطلق نگاشت ͷی دارای دوم دستۀ میدان های و ارزیابی نگاشت ͷی
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مرتب آبلͬ گروە های رتبە ی ۱ .۲ .۴

ترتیبی ایزومورف 1 رتبە ی از آبلͬ مرتب گروه هر ͬ کند م بیان که داریم قضیه ͷی به نیاز ،۱۹ .۴ قضیە ی اثبات برای

مجموعە ی مانند مفاهیمͬ قضیه، این اثبات هدف با بخش، این در است. (R,+, 0,≤) از نابدیهͬ زیرگروه ͷی با

اثبات را آن ها با مربوط قضایای برخͬ و معرفͬ را مرتب گروه ͷی رتبە ی نهایت، در و ارشمیدسͬ ترتیب محدب،

ͬ کنیم. م

قصد بخش، این در حال کردە ایم؛ استفاده مختلفͬ قسمت های در آبلͬ مرتب گروە های از گذشته، بخش های در

این دقیق تعریف ابتدا منظور این به کنیم. بررسͬ و معرفͬ را ۱ مرتبه گروە های نام به آن ها از خاصͬ دستە ی داریم

ͬ کنیم: م یادآوری را گروە ها

آبلͬ گروه ͷی (Γ,+, 0) که است این منظورمان واقع در است آبلͬ مرتب گروه ͷی Γ ͬ گوییم م هرگاه .۲۰ .۴ تعریف

است: برقرار زیر ͬ های ویژگ ،γ, δ, λ ∈ Γ هر برای که طوری به است ≤ دوتایی محمول ͷی با

،γ ≤ γ .۱

،γ ≤ δ, δ ≤ γ =⇒ γ = δ .۲

،γ ≤ δ, δ ≤ λ =⇒ γ ≤ λ .۳

،δ ≤ γ یا γ ≤ δ .۴

.γ ≤ δ =⇒ γ + λ ≤ δ + λ .۵

به نسبت ترتیب این یͺنوایی بیانگر ۵ شرط است. Γ روی خطͬ ترتیب ͷی ≤ که ͬ کنند م بیان اول شرط چهار

است. جمع عمل

اگر δ ∈ ∆ و γ ∈ Γ ازای به هرگاه ͬ نامیم م ۲ محدب را Γ مرتب آبلͬ گروه ͷی از ∆ زیرگروه ͷی .۲۱ .۴ تعریف

باشد. ∆ به متعلق نیز γ آن گاه 0 ≤ γ ≤ δ

صورتͬ در خاص، حالت در ͬ نامیم. م آن مرتبە ی را Γ آبل̞ͬ مرتب گروه ͷی محدب زیرگروە های تعداد .۲۲ .۴ تعریف

است. 1 مرتبە ی از Γ ͬ گوییم م باشد Γ محدب زیرگروه تنها {0} که

کند: برآورده را زیر شرط هرگاه ͬ شود م نامیده ارشمیدسͬ Γ آبلͬ مرتب گروه ͷی روی ترتیب≥ ͷی .۲۳ .۴ تعریف

.γ ≤ nϵ که طوری به باشد داشته وجود n ∈ N طبیعͬ عدد ͷی Γ در ϵ > 0 هر و γ هر برای

2convex
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است. 1 رتبە ی دارای ارشمیدسͬ ترتیب با آبلͬ گروه هر .۲۴ .۴ لم

1 با برابر Γ رتبە ی که کنید فرض خلف برهان با بͽیرید. نظر در را Γ ارشمیدس̞ͬ مرتب و آبلͬ گروه ͷی اثبات.

مرتب گروه ͷی Γ چون که کنید توجه حال دارد. وجود Γ در ∆ نابدیه̞ͬ محدب سرە ی زیرگروه ͷی یعنͬ نیست،

به دارد وجود n طبیعͬ عدد ͷی ∆ در δ مثبتِ عنصر و Γ \ ∆ در γ مثبتِ عنصر هر برای پس است، ارشمیدسͬ

بنابراین و است بسته + یعنͬ گروه، عمل به نسبت پس است، Γ زیرگروه˼ ͷی ∆ که آنجا از .0 ≤ γ ≤ nδ که طوری

است، محدب زیرگروه ͷی ∆ چون علاوه به دارد. قرار ∆ در نیز nδ که ͬ شود م نتیجه است ∆ به متعلق δ اینکه از

است. متناقض ∆ بودنِ سره زیرگروه فرض با که Γ = ∆ یعنͬ این و γ ∈ ∆ که ͬ شود م نتیجه

است. درست نیز فوق قضیە ی برعکس

دارد. ارشمیدسͬ ویژگͬ است 1 رتبە ی دارای که آبلͬ مرتب گروه هر .۲۵ .۴ قضیه

که طوری به دارد وجود n طبیعͬ عدد ͷی ،γ ∈ Γ هر و Γ در ϵ مثبتِ عنصر ͷی برای کنیم اثبات ͬ خواهیم م اثبات.

ͬ کنیم م ادعا بͽیرید. نظر در را ∆ := {γ ∈ Γ : γ ,−γ ≤ nϵ, n ∈ N} مجموعە ی منظور، این به .γ,−γ < nϵ

زیرگروه ͷي ∆ که ͬ دهیم م نشان ابتدا ادعا، این اثبات راستای در است. Γ از محدب زیرگروه ͷی مجموعە  این که

این در بͽیرید. نظر در ∆ در را γ2 و γ1 عنصرِ دو حال .−γ ∈ ∆ آن گاه γ ∈ ∆ اگر و 0 ∈ ∆ بوضوح است. Γ از

نتیجه در و −γ2 , γ2 < n2ϵ و −γ1 , γ1 < n1ϵ ترتیب به که طوری به دارند وجود n2 و n1 طبیعͬ اعداد صورت،

Γ از زیرگروه ͷی ∆ رو، این از است. بسته + عمل تحت ∆ بنابراین ،−(γ1 + γ2) , (γ1 + γ2) < (n1 + n2)ϵ

است.

زیرگروه ͷی ∆ بنابراین است. استنباط قابل بوضوح آن تعریف نحوە ی به توجه با نیز مجموعه این بودن محدب

عنصر بوضوح که آنجا از اما ∆؛ = Γ یا ∆ = {0} یا پس است، 1 رتبە ی دارای Γ که کنید توجه است. Γ از محدب

است. ارشمیدسͬ خاصیت دارای Γ نتیجه در .∆ = Γ بنابراین و ∆ 6= پس{0} دارد، قرار ∆ در ϵ مثبتِ

ͬ کند. م بیان را آبلͬ مرتب گروه ͷی بودن ͷی رتبه برای کافͬ و لازم شرط بعدی قضیە ی

از نابدیهͬ زیرگروه ͷی با ترتیبی ایزومورف اگروتنهااگر است 1 رتبە ی از Γ مرتب آبلͬ گروه ͷی .۲۶ .۴ قضیه

باشد. R متعارف ترتیب همان با (R,+, 0,≤)

هستند ترتیبی ایزومورف B و Aمرتب مجموعە ی دو که ͬ کنیم م یادآوری بپردازیم قضیه این اثبات به اینکه از قبل

در a2 a1و عنصر دو هر برای که طوری به باشد داشته وجود f : (A,<A)→ (B,<B) مانند دوسویی تابع ͷی اگر

باشد. ترتیب حافظ f نگاشت یعنͬ ،f(a1) <B f(a2) اگروتنهااگر a1 <A a2 باشیم داشته A

ͬ شود. م انجام مرحله چند در قضیه این اثبات اثبات.
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است. ارشمیدسͬ خاصیت دارای 1 مرتبە ی گروه هر دیدیم، ۲۵ .۴ قضیە  ی در که همان طور اول: مرحلە ی ●

بͽیرید. نظر در Γ در را ϵ مثبتِ عنصر ͷی ادامە ، برای

ͬ کنیم: م تعریف را زیر مجموعە ی دو α ∈ Γ هر برای دوم: مرحلە ی ●

U(α) := {m/n ∈ Q : n > 0,mϵ ≥ nα} و L(α) := {m/n ∈ Q : n > 0,mϵ ≤ nα}

برقرارند: زیر موارد α ∈ Γ هر برای که ͬ کنیم م ادعا

،L(α) ∪ U(α) = Q .۱

،L(α) 6= ∅ و U(α) 6= ∅ .۲

.β ≤ β′ آن گاه β′ ∈ U(α) و β ∈ L(α) اگر .۳

را فوق ادعای ۴ ادامه، در است. Q در دِدِکیند برش ͷی U(α) و L(α) که معناست این به ادعا این واقع، در

ͬ کنیم. م ثابت ترتیب به

L(α) در یا m/n ∈ Q هر بنابراین .mϵ ≥ nα یا mϵ ≤ nα پس است، مرتب گروه ͷی Γ که آنجا از .۱

.L(α) ∪ U(α) = Q پس ، U(α) در یا است

mϵ؛ ≤ α داریم m ∈ Z هر ازای به پس ،L(α) = Q داریم ۱ قسمت به توجه با آن گاه U(α) = ∅ اگر .۲

به .U(α) 6= پس∅ است، تناقض در کردیم) اثبات اول مرحله در (که Γ بودن ارشمیدسͬ با این اما

.L(α) 6= ∅ که کرد اثبات ͬ توان م مشابه طور

تعریفِ به بنا .m/n ≤ m′/n′ آن گاه m′/n′ ∈ U(α) و m/n ∈ L(α) اگر که کنیم اثبات ͬ خواهیم م .۳

کنار و n و n′ در ترتیب به نامساوی  دو این ضرب با .m′ϵ ≥ n′α و mϵ ≤ nα داریم L(α) و U(α)

مثبت مقدار ͷی ϵ اینکه به توجه با ͬ رسیم. م mn′ϵ ≤ nn′α = n′nα ≤ m′nϵ به آن ها دادن قرار هم

نتیجه همان این و mn′ ≤ m′n داریم پس کرد، حذف نامساوی این طرفین از را آن ͬ توان م است،

.m/n ≤ m′/n′ یعنͬ ماست، مطلوب

L(α) ددکیند برش با متناظر حقیقͬ عدد به را α ∈ Γ هر که ضابطه این با r : Γ→ R نگاشت سوم: مرحلە ی ●

ͷی همومورفیسمͬ یعنͬ نشاندن  ͷی نگاشت، این که ͬ کنیم م اثبات ادامه، در بͽیرید. نظر در را ببرد، U(α) و

است. ͷی به

حال .r(α) ≤ r(β) که ͬ شود م نتیجه α ≤ β اینکه از بوضوح زیرا ͬ کند، م حفظ را ترتیب نگاشت، این

و m/n ∈ L(α) عنصر دو منظور، این به ͬ کند. م حفظ نیز را + عمل̞ r نگاشتِ که دهیم نشان ͬ خواهیم م

n = n′ کنیم فرض کلیت، از کاستن بدون ابتدا، از ͬ توانیم م که کنید توجه بͽیرید. نظر در را m′/n′ ∈ L(β)
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و m/n = mn′/nn′ اولا˟ که بͽیریم نظر در را nm′/nn′ و mn′/nn′ ͬ توانیم م فوق، کسر دو جای به زیرا

،m′ϵ ≤ nβ و mϵ ≤ nα که آنجا از حال هستند. برابر هم با کسر دو این مخرج ثانیاً ،m′/n′ = nm′/nn′

که گرفت نتیجه ͬ توان م سادگͬ به این از و (m+m′)/n ∈ L(α+ β) یعنͬ ϵ(′m+m)؛ ≤ n(α+ β) پس

طور به کنیم!). تحلیل را L(α) +L(β) ⊆ L(α+ β) است کافͬ تنها واقع (در r(α+ β) ≥ r(α) + r(β)

نتیجه در و r(α + β) ≤ r(α) + r(β) پس ،U(α) + U(β) ⊆ U(α + β) که گرفت نتیجه ͬ توان م مشابه

.r(α+ β) = r(α) + r(β)

.ker(r) = 0 دیͽر بیان به است؛ ͷی به ͷی r نگاشتِ که دهیم نشان ͬ خواهیم م نهایتاً چهارم: مرحلە ی ●

L(α) در −1/n عنصرِِ n > 0 هر ازای به صورت، این در .r(α) = 0 داریم Γ در α ͷی ازای به کنید فرض

نتیجه دارد ارشمیدسͬ خاصیت Γ گروه که آنجا از اما .−ϵ ≤ nα ≤ ϵ بنابراین دارد، قرار U(α) در 1/n و

.α = 0 که ͬ شود م

گروه رتبە ی همان را v ارزیابی̞ نگاشت رتبە ی باشد. ارزیابی نگاشت ͷی v : K → Γ کنید فرض .۲۷ .۴ تعریف

ͬ کنیم. م تعریف Γ ارزیابی̞

کراندار مجموعە های ۲ .۲ .۴

نشان و ͬ کنیم م معرفͬ ͷتوپولوژی میدان ͷی در را صفر از دور کراندار و کراندار مجموعە  های مفهوم بخش این در

معادل آن در S مجموعە ی هر بودن کراندار که است توپولوژی Vــ زمانͬ میدان،  ͷی روی توپولوژی ͷی که ͬ دهیم م

باشد. S−1 = { 1
x : x ∈ S} مجموعە ی بودن صفر از دور  کراندار با

که طوری به است موجود τ در U گویِ ͷی آن گاه باشد، ͷتوپولوژی Vــ میدان ͷی (K, τ) اگر .۲۸ .۴ لم

.K× = (K/U) ∪ (K/U)−1

عبارت به نباشد؛ (K/W )∪(K/W )−1 با ×Kبرابر Wمجموعە ی ∈ τ هر ازای به کنید فرض خلف برهان با اثبات.

،xW /∈ (K/W )−1 و xW /∈ (K/W ) که طوری به دارد وجود xW ∈ K× عنصر ͷی W ∈ τ هر ازای به دیͽر

برای ۶ .۴ تعریفِ در ۴ ویژگͬ به بنا پس است، توپولوژی Vــ ͷی فرض طبق τ که آنجا از .xW , x−1
W ∈W بنابراین

1 بنابراین .1 = xW · x−1
W ∈ U رو این از و W ·W ⊆ U به طوری که دارد وجود τ در W گویِ ͷی U ∈ τ هر

است. تناقض در ۶ .۴ تعریفِ در ۱ شرط با این که است گوی ها همە ی عضو

K میدان از S زیرمجموعە ی ͷی بͽیرید. نظر در را (K, τ) ِͷتوپولوژی میدان کراندار). (مجموعە ی ۲۹ .۴ تعریف

.V · S ⊆ U که طوری به باشد داشته وجود V ∈ τ ͷی U ∈ τ هر برای هرگاه ͬ نامیم م کراندار را
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τv آن در که باشد ͷتوپولوژی میدان ͷی (K, τv) و ارزیابی نگاشت ͷی v : K → Γ کنید فرض .۳۰ .۴ لم

اگروتنهااگر است کراندار S ⊆ K صورت، این در است. K روی v نگاشتِ توسط شده القاء توپولوژی ͷی

باشد. کراندار پایین از مجموعە ی ͷی v(S) = {v(s) : s ∈ S}

ͬͽهم v(S) = {v(s) : s ∈ S} مجموعە ی عناصر که طوری به دارد وجود Γ در r عنصرِ ͷی کنید فرض اثبات.

گوی ͷی توپولوژی، این در Uγ(0) گوی هر ازای به که دید ͬ توان م سادگͬ به صورت این در باشند. بیشتر آن از

ͷی S که ͬ گیریم م نتیجه ۲۹ .۴ تعریفِ به توجه با و Uγ−r(0) · S ⊆ Uγ(0) که طوری به دارد وجود Uγ−r(0)

است. کراندار مجموعە ی

۲۹ .۴ تعریفِ به توجه با بنابراین باشد. کراندار مجموعە ی ͷی S ⊆ K کنید فرض عکس، جهت اثبات برای

هر ازای به نتیجه در .Uδ(0) · S ⊆ Uγ(0) که طوری به دارد وجود τ در Uδ(0) گویِ ͷی Uγ(0) ∈ τv هر ازای به

ترتیب این به ،v(s) > γ − v(u) بنابراین و v(u) + v(s) > γ پس ،v(u · s) > γ داریم s ∈ S و u ∈ Uδ(0)

است. کراندار پایین از v(S) مجموعە ی

ͬ کند: م بیان را آن ͬ های ویژگ از برخͬ و ͬ رساند م یاری کراندار مجموعە های شناخت در را ما زیر لم

.۳۱ .۴ لم

به طوری که باشد داشته وجود K× در x عنصر ͷی U ∈ τ هر برای اگروتنهااگر است کراندار M مجموعە ی .۱

.xM ⊆ U

است. کراندار M آن گاه باشد، متناهͬ مجموعە ی ͷی M اگر .۲

است. کراندار نیز N آن گاه باشد، کراندار M و N ⊆M اگر .۳

هستند. کراندار نیز M ±N,M ·N آن گاه باشند، کراندار N و M مجموعە های اگر .۴

هر برای کراندار، مجموعە ی ͷی تعریف به بنا بوضوح آن گاه باشد، کراندار مجموعە ی ͷی M اگر .۱ اثبات.

.xM ⊆ U که طوری به دارد وجود K× در x عنصرِ ͷی U ∈ τ

در ۴ ویژگͬ به بنا که کنید توجه ابتدا بͽیرید. نظر در را τ در U دلخواه گوی ͷی عکس، جهت اثبات برای

V گویِ ازای به فرض طبق همچنین، .V · V ⊆ U که طوری به دارد وجود τ در V گوی ͷی ،۶ .۴ تعریفِ

بنا طرفͬ، از .V · xM ⊆ V · V ⊆ U داریم پس ،xM ⊆ V که طوری به دارد وجود K× در x عنصر ͷی

داریم نتیجه در .Wx−1 ⊆ V که طوری به دارد وجود W ∈ τ گوی ͷی ،x−1 عنصر و V گوی برای ۸ .۴ به

است. کراندار مجموعە ی ͷی M بنابراین ،W ·M ⊆ V xM ⊆ V · V ⊆ U

است. بررسͬ قابل سادگͬ به ۳ و ۲ درستͬ
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τ در V2 و V1 گوی های ،۶ .۴ تعریفِ در ۳ ویژگͬ به بنا بͽیرید. نظر در τ در U دلخواه˼ گوی ͷی .۴ اثبات

که طوری به دارد وجود τ در V گویِ ͷی همچنین، .V2 ± V2 ⊆ U و V1 ± V1 ⊆ U که طوری به دارند وجود

و W1 گوی های ترتیب به پس هستند، کراندار N و M فرض به بنا که آنجا از .V ±V ⊆ U بنابراین ،V ⊆ V1 ∩V2

ͬ کنیم م انتخاب گونە ای به را τ در W گویِ ͷی حال .W2 ·N ⊆ V و W1 ·M ⊆ V که طوری به دارند وجود W2

M ±N کرانداری این و W · (M ±N) ⊆W1 ·M ±W2 ·N ⊆ V ± V ⊆ U داریم پس ،W ⊆W1 ∩W2 که

ͬ دهد. م نتیجه را

اولا˟ پس هستند، کرانداری مجموعە ها ی M و N که آنجا از کنیم. اثبات را M · N کرانداری ͬ خواهیم م حال

ͷی V گوی ازای به ثانیاً ،V ·N ⊆ U که طوری به دارد وجود τ به متعلق V گوی ͷی τ در U دلخواه˼ گوی برای

M ·N کرانداریِ این و W · (M ·N) ⊆ V ·N ⊆ U داریم بنابراین ،W ·M ⊆ V که طوری به دارد وجود W گوی

ͬ دهد. م نتیجه را

باشد داشته وجود τ در V گویِ ͷی اگروتنهااگر است کراندار (K \W )−1 مجموعە ی W ∈ τ هر ازای به .۳۲ .۴ لم

.V · (K \W )−1 ⊆W که طوری به

ͬ خواهیم م .V · (K \W )−1 ⊆W که طوری به دارد وجود τ در V گوی ͷی W ∈ τ هر ازای به کنید فرض اثبات.

از بͽیرید. نظر در را U ∈ τ دلخواه گوی ͷی کار، این راستای در است. کراندار (K \ W )−1 که کنیم اثبات

داریم: فرض به توجه با بنابراین و (K \W )−1 ⊆ (K \W ∩ U)−1 پس ،(K \W ) ⊆ (K \W ∩ U) که آنجا

است. کراندار (K \W )−1 ،۲۹ .۴ تعریفِ به بنا پس .V · (K \W )−1 ⊆ V · (K \W ∩ U)−1 ⊆W ∩ U ⊆ U

است. واضح کراندار مجموعە ی ͷی تعریف به بنا عکس جهت اثبات

کراندار (K \W )−1 مجموعە ی ،W ∈ τ هر برای اگروتنهااگر است ͷتوپولوژی Vــ میدان ͷی (K, τ) .۳۳ .۴ قضیه

باشد.

(K \W )−1 مجموعە ی W ∈ τ هر ازای به که دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. توپولوژی Vــ ͷی τ کنید فرض اثبات.

شرط در که دارد وجود τ در V گوی ͷی W گوی ازای به است، توپولوژی Vــ ͷی τ اینکه به توجه با است. کراندار

عنصرِ ͷی کنید فرض ادعا، این اثبات برای .V · (K \W )−1 ⊆ W ͬ کنیم م ادعا حال کند. صدق ۶ .۴ تعریفِ ۶

بͽیرید؛ نظر در V در v عنصرِ ͷی حال .x−1 ∈ (K \W )−1 بوضوح صورت این در باشد. K \W به متعلق x

دو حاصل ضرب اگر که است ویژگͬ این دارای V مجموعە ی که آنجا از .v = v · x−1 · x ∈ V که است واضح

بنابراین و v · x−1 ∈ W که گرفت نتیجه ͬ توان م پس است، W در آن ها از ͬͺی حداقل آن گاه باشد، آن در عنصر

است. کراندار (K \W )−1 مجموعە ی ،۳۲ .۴ لم به توجه با نتیجه، در .V · (K \W )−1 ⊆W

ͬ خواهیم م باشد. کراندار (K \W )−1 مجموعە ی W ∈ τ هر ازای به کنید فرض عکس، جهت اثبات برای

منظور، این به ͬ کند. م صدق ۶ .۴ تعریفِ در ۶ شرط در یعنͬ است، توپولوژی Vــ ͷي τ که دهیم نشان
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وجود τ در V گوی ͷی W گوی ازای به پس است، کراندار (K \ W )−1 فرض به بنا چون که کنید توجه

آن گاه ،x /∈ W و x · y ∈ V اگر x, y ∈ K هر برای حال .(K \W )−1 · V ⊆W که طوری به دارد

ͬ کند. م برآورده را ۶ .۴ تعریفِ در ۶ شرط τ بنابراین ،y ∈W نتیجه در و y = x−1 · x · y ∈ (K \W )−1 · V

کراندار که طوری به دارد وجود U ∈ τ گوی  ͷی حداقل آن گاه باشد، ͷتوپولوژی Vــ میدان ͷی (K, τ) اگر .۳۴ .۴ لم

است.

طوری بە  دارد وجود τ در U گوی ͷی ۲۸ .۴ لم به بنا پس است، ͷتوپولوژی Vــ میدان ͷی (K, τ) چون اثبات.

میدان از ۳۳ .۴ تعریفِ به بنا طرفͬ از .U \ {0} ⊆ (K \ U)−1 بنابراین و K× = (K/U) ∪ (K/U)−1 که

بە  U مجموعە ی ،۳۱ .۴ لم در ۳ قسمت به بنا بنابراین و است کراندار مجموعە ی ͷی (K/U)−1 ،ͷتوپولوژی Vــ

است. کراندار نیز ،(K/U)−1 زیرمجموعە ی عنوان

ͬ نامیم م ۳ صفر از دور کراندار Aرا ⊆ K مجموعە ی ͷی نظربͽیرید. در را (K, τ) ͷتوپولوژی میدان .۳۵ .۴ تعریف

.U ∩A 6= 0 که طوری به باشد داشته وجود τ در U باز گوی ͷی هرگاه

است. صفر از دور کراندار S−1 آن گاه باشد، کراندار مجموعە ی ͷی S اگر .۳۶ .۴ لم

که آنجا از .1 /∈ U که طوری به است موجود τ در U بازِ گوی ͷی ،ͷتوپولوژی میدان های اول ویژگͬ به بنا اثبات.

1 پس ،V · S ⊆ U که طوری به دارد وجود τ در V گوی ͷی U گوی برای پس است، کراندار مجموعە ی ͷی S

.V ∩ S−1 = ∅ یعنͬ این و نیست نیز V · S به متعلق

که باشد این با معادل S مجموعە ی هر کرانداری اگروتنهااگر است ͷتوپولوژی Vــ میدان ͷی (K, τ) .۳۷ .۴ قضیه

باشد. صفر از دور کراندار S−1

S مجموعە ی هر کرانداری که دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. ͷتوپولوژی Vــ میدان ͷی (K, τ) کنید فرض اثبات.

کراندار S مجموعە ی اگر که دادیم نشان ۳۶ .۴ لم در که آنجا از است. S−1 بودن صفر از دور کراندار با معادل

باشد، صفر از دور کراندار S−1 اگر که دهیم نشان است کافͬ پس است، صفر از دور کراندار S−1 آن گاه باشد،

که طوری به دارد وجود U ∈ τ گوی ͷی پس است، صفر از دور کراندار S−1 چون حال است. کراندار S آن گاه

قضیە ی به بنا پس است، ͷتوپولوژی Vــ میدان ͷي (K, τ) که آنجا از .S ⊆ (K \U)−1 نتیجه در ،S−1 ⊆ (K \U)

است. کراندار نیز S مجموعە ی ،۳۱ .۴ لم در ۳ ویژگͬ طبق بنابراین و است کراندار (K \ U)−1 مجموعە ی ،۳۳ .۴

S−1 بودن صفر از دور کراندار با معادل S مجموعە ی هر کرانداری چون که کنید توجه عکس، جهت اثبات برای

(K \U)−1 که گرفت نتیجه ͬ توان م U ∈ τ هر ازای به (K \U) مجموعە ی بودن صفر از دور کراندار از پس است،

است. ͷتوپولوژی Vــ میدان ͷی (K, τ) ،۳۶ .۴ قضیە ی به بنا نتیجه در است. کراندار
3bounded away from zero
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کراندار K از زیرمجموعه ͷی عنوان به K خودِ آن گاه باشد، ͷتوپولوژی میدان ͷی (K, τ) کنید فرض .۳۸ .۴ لم

نیست.

Ui ∈ τ هر برای ،۳۱ .۴ لم در ۱ قسمت به بنا صورت این در باشد. کراندار K کنید فرض خلف برهان با اثبات.

دادیم نشان که است باز گوی ͷی x−1
i Ui هر طرفͬ از .K ⊆ x−1

i Ui که طوری به دارد وجود K× در xi عنصر ͷی

تناقض در ۶ .۴ تعریفِ ۱ ویژگͬ با این که دارد قرار باز گوی های همە ی اشتراک در K بنابراین و ͬ شود م K شامل

است.

ارزیاب تقریباً مجموعە ی ۳ .۲ .۴

هستند. بسته تقریباً جمع به نسبت که ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م معرفͬ را ارزیاب تقریباً مجموعە های بخش این در

دارد. وجود ارزیاب تقریباً  مجموعۀ  ͷی همیشه ͷــ توپولوژیV میدان ͷی در که دید خواهیم همچنین

ͬ های ویژگ دارای هرگاه ͬ شود م نامیده ارزیاب تقریباً مجموعە ی ͷی K میدان از S زیرمجموعە ی ͷی .۳۹ .۴ تعریف

باشد: زیر

است. صفر از کراندار و باز ͬͽهمسای ͷی S .۱

.S · S ⊆ S و S 6= K ،1 ∈ S .۲

.Ṡ = S \ {0} آن در که K× ⊆ Ṡ ˙(S)−1 .۳

.x−1 ∈ d−1S یا x ∈ S داریم ،x ∈ K هر برای که طوری به دارد وجود d ∈ Ṡ عنصرِ ͷی .۴

،U ∈ τ کراندار گوی هر برای صورت، این در باشد. ͷتوپولوژی Vــ میدانِ ͷی (K, τ) کنید فرض .۴۰ .۴ لم

است. ارزیاب تقریباً مجموعە ی ͷی O := {x ∈ K | xU ⊆ U} مجموعە ی

دارد: را ۳۹ .۴ تعریفِ در ۴ تا ۱ ویژگͬ O مجموعە ی که ͬ دهیم م نشان اثبات.

به طوری دارد وجود W ∈ τ گوی ͷی کراندار، مجموعە ی ͷی تعریف به بنا پس است، کراندار U که آنجا از .۱

از ͬͽهمسای ͷی O نتیجه در ،W ⊆ O داریم O مجموعە ی تعریف به توجه با بنابراین و W · U ⊆ U  که

برای پس ،O · U ⊆ U که ͬ شود م نتیجه سادگͬ به O مجموعە ی تعریف به توجه با علاوه، به است. صفر

همچنین و است کراندار مجموعە ی ͷی U که کنید توجه حال .O ⊆ Ux−1 داریم U در x ناصفرِ عنصر ͷی

است. کراندار O یعنͬ آن، زیرمجموعە ی نهایتاً و کراندار Ux−1 نتیجه در است، کراندار {x−1}
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علاوه، به .K 6= O پس نیست، کراندار K میدان ۳۸ .۴ لم طبق و است کراندار مجموعە ی ͷی O چون .۲

مجموعە ی تعریف به بنا آن گاه x, y ∈ O اگر حال است. O در 1 عنصر ،O مجموعە ی تعریف به بنا بوضوح

.O ·O ⊆ O نتیجه در و x · y ∈ O یعنͬ x؛ · yU ⊆ xU ⊆ U داریم O

مفروض عنصر و صفر ͬͽهمسای ͷی عنوان Oبه برای ،۸ .۴ به بنا بͽیرید. نظر ×Kدر در x دلخواه عنصر ͷی .۳

است، ͷتوپولوژی Vــ میدان ͷی (K, τ) که آنجا از .xW ⊆ O که طوری به دارد وجود W ∈ τ گوی ͷی x

برای بنابراین .V ⊆ O ∩W که طوری به دارد وجود V ∈ τ گوی ͷی ،۶ .۴ تعریفِ در ۲ ویژگͬ به بنا پس

.x = z(y)−1 ∈ O(O)−1 داریم z := xy ∈ O عنصرِ و y ∈ V ناصفرِ عنصر هر

این صورت غیر در است؛ برقرار حͺم که باشد O در x اگر بͽیرید. نظر در را K در x دلخواه˼ عنصر ͷی .۴

که طوری به دارد وجود W ∈ τ گوی ͷی دیدیم، لم همین در ۱ قسمت اثبات در که همان طور .x ∈ K \O

(K \W )−1 پس است، توپولوژی Vــ ͷی τ چون طرفͬ از .(K \O)−1 ⊆ (K \W )−1 بنابراین ،W ⊆ O

کراندار مجموعە ها ی از ۱ ویژگͬ با مطابق است. کراندار نیز آن زیرمجموعە ی عنوان به (K \O)−1 و کراندار

پس ،d(K \ O)−1 ⊆ O به طوری که دارد وجود O باز گوی برای K× در d عنصر ͷی ،۳۱ .۴ لم در

ͬ شود. م حاصل x−1 ∈ d−1O مطلوبِ نتیجە ی اینگونه .(K \O)−1 ⊆ d−1O

است. بسته «تقریباً» جمع به نسبت ارزیاب، تقریباً مجموعە ی هر که نشان دهیم ͬ خواهیم م زیر لم در

آن گاه باشد، K در ارزیاب تقریباً مجموعە ی ͷی O اگر بͽیرید. نظر در را (K, τ) ِͷتوپولوژی Vــ میدانِ .۴۱ .۴ لم

.c(O ±O) ⊆ O به طوری که وجود دارد c ∈ Ȯ عنصر ͷی

توجه با نتیجه در است. τ در باز ͬͽهمسای ͷی پس است، ارزیاب تقریباً مجموعە ی ͷی O که آنجا از اثبات.

طرفͬ از .W ±W ⊆ O به طوری که دارد وجود W ∈ τ گوی ͷی است، ͷتوپولوژی میدان ͷی (K, τ) اینکه به

بنابراین و cO ⊆ W به طوری که دارد وجود K× در c عنصرِ ͷی پس است، کراندار مجموعە ی ͷی O چون

دارد. قرار O در c عنصر پس هستند، O در 1 و 0 که آنجا از نهایتاً .c(O ±O) ⊆ cO ± cO ⊆W ±W ⊆ O

O آن در که τO = {xO | x ∈ K×} گردایە ی باشد. ͷتوپولوژی Vــ میدان ͷی (K, τ) کنید فرض .۴۲ .۴ لم

ͬ کند. م تولید K روی τ با یͺسان توپولوژی ͷی است، ۴۰ .۴ در شده معرفͬ ارزیاب تقریباً مجموعە ی

عنصر ͷی W ∈ τ هر برای ،۳۱ .۴ لم در ۴ قسمت به بنا پس است، کراندار مجموعە ی ͷی O که آنجا از اثبات.

برای است، صفر از ͬͽهمسای ͷی O اینکه و ۸ .۴ توجه به بنا طرفͬ از .xO ⊆W که طوری به است موجود x ∈ K

که دادیم نشان چون .W ⊆ x−1O دیͽر بیان به xW؛ ⊆ O که طوری به دارد وجود W ∈ τ گوی ͷی x ∈ K هر



۶۸ توپولوژی Vــ بندی دسته .۲ .۴

که ͬ گیریم م نتیجه است xO ͷی شامل τ توپولوژی در گوی هر و τ توپولوژی از گوی ͷی شامل xO ∈ τO گوی هر

.τO = τ

ͬ کند، م القاء K میدانِ روی τ با یͺسان توپولوژی O ارزیابِ تقریباً مجموعە ی ͷی ͬ گوییم م وقتͬ ادامه، در

.τO = τ که است این منظورمان

خنثͬ و پوچ توان عناصر ۴ .۲ .۴

در ͬ کنیم. م اثبات و بیان را آن ها ͬ های ویژگ از برخͬ و ͬ کنیم م معرفͬ را خنثͬ و پوچ توان عناصر ابتدا بخش این در

بیان به دارند، ͷتوپولوژی Vــ میدان های دستە بندی در کلیدی نقش پوچ توان عناصر که دید خواهیم بعدی بخش های

ارزیابی ͷی آن گاه باشد، نداشته وجود پوچ توانͬ عنصر هیچ K در و باشد ͷتوپولوژی Vــ میدان ͷی (K, τ) اگر دیͽر

باشد، موجود K در پوچ توان عنصر ͷی حداقل اگر و ͬ کند م القاء τ با یͺسان توپولوژی که دارد وجود میدان روی

ͬ کند. م القاء τ با برابری توپولوژی که است تعریف قابل میدان روی قدرمطلق نگاشت ͷی آن گاه

x = 0 هرگاه ͬ شود م نامیده ۴ پوچ توان x ∈ K عنصر ͷی بͽیرید. نظر در را (K, τ) ِͷتوپولوژی میدان .۴۳ .۴ تعریف

باشد داشته وجود n0 طبیع̞ͬ عدد ͷی W ∈ τ هر برای یعنͬ باشد؛ همͽرا 0 به τ توپولوژی در (xn)n∈N دنبالە ی یا

هرگاه ͬ شود م نامیده خنثͬ K× در x عنصر ͷی همچنین، بͽیرد. قرار W در n ≥ n0 هر ازای به xn که طوری به

نباشند. پوچ توان x−1 و x از ͷهیچ ی

با را خنثͬ عناصر از متشͺل مجموعە ی N0 با را پوچ توان عناصر همە ی از متشͺل مجموعە ی .۴۴ .۴ گذاری نماد

ͬ دهیم. م نشان N با را پوچ توان و خنثͬ عناصر از متشͺل مجموعە ی و N∗

اگر است. K در ارزیاب تقریباً حلقە ی ͷی O کنید فرض بͽیرید. نظر در را (K, τ) ِͷتوپولوژی Vــ میدان .۴۵ .۴ لم

است. کراندار {x−n | n ∈ N} مجموعە ی آن گاه نباشد، پوچ توان x ∈ Ȯ

است. کراندار (K \W )−1 Wمجموعە ی ∈ τ هر به ازای پس است، ͷتوپولوژی Vــ میدان ͷی (K, τ) چون اثبات.

به دارد Wوجود ∈ τ گوی ͷی که دهیم نشان است کافͬ {x−n | n ∈ N} مجموعە ی کرانداری اثبات برای بنابراین،

که طوری به باشد داشته وجود r طبیعͬ عدد ͷی u ∈ K× هر ازای به اگر .{x−n | n ∈ N} ⊆ (K\W )−1 که طوری

هر برای ترتیب این به و xr ·x = xr+1 ∈ uO ·O ⊆ uO Oداریم ·O ⊆ O و x ∈ O اینکه به توجه با آن گاه ،xr ∈ uO

توپولوژی ͷی τO = {uO | u ∈ K×} مجموعە ی که دادیم نشان ۴۲ .۴ لم در طرفͬ، از .xn ∈ uO داریم نیز n ≥ r

است. تناقض در فرض با این و است پوچ توان عنصر ͷی x که گرفت نتیجه ͬ توان م پس ͬ کند، م القا ء τ با یͺسان

{xn | n ∈ N} ⊆ K \uO یعنͬ نیست، uO در x از توانͬ هیچ به طوری که دارد وجود u ∈ K× عنصرِ ͷی بنابراین

.{x−n | n ∈ N} ⊆ (K \ uO)−1 نتیجه در و
4nilpotent
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وجود K در y پوچ توانِ و ناصفر عنصر ͷی حداقل اگر بͽیرید. نظر در را (K, τ) ِͷتوپولوژی Vــ میدان .۴۶ .۴ لم

هستند. پوچ توان آن عناصر همە ی به طوری که دارد وجود W ∈ τ ͬͽهمسای ͷی آن گاه باشد، داشته

τ در  ͬ ͽهمسای ͷی E := yO مجموعە ی که ͬ کنیم م ادعا بͽیرید. نظر در را K از O ارزیابِ تقریباً حلقە ی اثبات.

دارد وجود V گوی ͷی U ∈ τ هر برای پس است، کراندار O که آنجا از است. پوچ توان آن عناصر همە ی که است

برای که طوری به دارد وجود n0 طبیعͬ عدد ͷی پس است، پوچ توان عنصر ͷی y طرفͬ از .V ·O ⊆ U به طوری که

برای نتیجه در و O · O ⊆ O پس است، ارزیاب تقریباً حلقە ی ͷي O چون همچنین، .yn ∈ V داریم ،n ≥ n0 هر

است. پوچ توان u ∈ E هر یعنͬ این و un ∈ ynO ⊆ V ·O ⊆ U داریم n ≥ n0 هر و u ∈ E هر

را داریم نیاز آن به ۶ .۲ .۴ و ۵۲ .۴ قضیە های اثبات در که را خنثͬ و پوچ توان عناصر ͬ های ویژگ از برخͬ حال

ͬ کنیم: م بیان

بͽیرید. نظر در را (K, τ) ِͷتوپولوژی میدان .۴۷ .۴ لم

است. پوچ توان نیز x · y آن گاه باشند، K در پوچ توان عنصر دو y و x اگر .۱

است. τ در کراندار ͬͽهمسای ͷی N0 آن گاه باشد، موجود K در x پوچ توانِ و ناصفر عنصر ͷی حداقل اگر .۲

است. τ در کراندار ͬͽهمسای ͷی N آن گاه باشد، موجود K در x پوچ توانِ و ناصفر عنصر ͷی حداقل اگر .۳

است. پوچ توان x · y آن گاه باشد، خنثͬ عنصر ͷی y و پوچ توان عنصر ͷی x اگر .۴

است. خنثͬ x · y آن گاه باشند، خنثͬ عنصر دو y و x اگر .۵

است. (K×, ·) حاصل ضربی گروه از زیرگروه ͷی N∗ مجموعە ی .۶

که طوری به است موجود m طبیعͬ عدد ͷی y 6= 0 هر برای آن گاه باشد، پوچ توان x ناصفرِ عنصر ͷی اگر .۷

باشد. پوچ توان xm · y−1

به طوری که دارد وجود W گوی ͷی U ∈ τ دلخواه گوی برای ،۶ .۴ تعریفِ در ۴ ویژگͬ به بنا .۱ اثبات.

دارند وجود n1 و n0 توان های W گوی ازای به پس هستند، پوچ توان y و x فرض مطابق چون .W ·W ⊆ U

n ≥ max{n0, n1} := n2 هر برای بوضوح که کنید توجه .xn, yn ∈ W داریم n ≥ n0, n1 هر برای که طوری به

داریم n ≥ n2 هر برای که طوری به دارد وجود n2 عنصر ͷی U ∈ τ هر برای پس .xn, yn ∈ W داریم نیز

است. پوچ توان x · y یعنͬ این و xn · yn ∈W ·W ⊆ U

هستند، پوچ توان آن عناصر همە ی که طوری به دارد وجود W ∈ τ ͬͽهمسای ͷی که دیدیم ۴۶ .۴ لم در .۲

است. کراندار N0 که دهیم نشان ͬ خواهیم م حال است. τ در ͬͽهمسای ͷی نیز N0 یعنͬ این و W ⊆ N0 بنابراین
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ͷی z ∈ (W×)−1 کنید فرض خلف برهان با نیستند. پوچ توان (W×)−1 عناصر از ͷهیچ ی که ͬ کنیم م ادعا ابتدا

است، تناقض این که است پوچ توان عنصر ͷی نیز z · z−1 = 1 قبل قسمت به توجه با بنابراین باشد. پوچ توان عنصر

توپولوژی Vــ ͷی τ چون طرفͬ، از .N×
0 ⊆ (K \W−1) = (K \W )−1 نتیجه در نیست. پوچ توان 1 بوضوح زیرا

و N×
0 که آنجا از نهایتاً است. کراندار نیز N×

0 یعنͬ آن، زیرمجموعە ی نتیجه در و کراندار (K \W )−1 پس است،

است. کراندار مجموعە ی ͷی N0 که ͬ گیریم م نتیجه N = N×
0 ∪ {0} و هستند کراندار مجموعە هایی دو هر {0}

پس هستند، پوچ توان آن عناصر همە ی که طوری به دارد وجود W ∈ τ ͬͽهمسای ͷی که دیدیم ۴۶ .۴ لم در .۳

عناصر که دادیم نشان قبل قسمت در همچنین، است. τ در ͬͽهمسای ͷی نیز N که ͬ شود م نتیجه این از و W ⊆ N

ͷی کنید فرض خلف، برهان با نیستند. هم خنثͬ (W×)−1 عناصرِ که ͬ کنیم م ادعا حال نیستند. پوچ توان (W×)−1

x بودنِ خنثͬ با این که است پوچ توان x−1 یعنͬ ،x−1 ∈ W× صورت این در باشد. خنثͬ (W×)−1 در x عنصرِ

است. کراندار مجموعە ی ͷی N قبلͬ استدلال با مشابه و N ⊆ (K \W−1) = (K \W )−1 بنابراین دارد. تناقض

برهان با است. خنثͬ نیز yn عنصر ،n ∈ Z هر به ازای که ͬ کنیم م ادعا باشد. خنثͬ عنصر ͷی y کنید فرض .۴

صورت، این در باشد. پوچ توان y−n یا yn یعنͬ نباشد، خنثͬ yn عنصرِ n صحیح̧ عدد ͷی ازای به کنید فرض خلف

.yn ∈ N داریم n ∈ N به ازای هر نتیجه در است، تناقض در y بودن خنثͬ با این و ͬ شود م پوچ توان y−1 یا y بوضوح

V ∈ τ گوی ͷی W ∈ τ هر برای پس است، کراندار N مجموعە ی دادیم نشان قبل قسمت در که آنجا از طرفͬ، از

ͷی ،V گوی برای پس است، پوچ توان عنصر ͷی x فرض مطابق علاوه به .V · N ⊆ W که طوری به دارد وجود

داریم ،n ≥ n0 هر ازای به بنابراین .xn ∈ V داریم n ≥ n0 هر ازای به که طوری به دارد وجود n0 طبیعͬ عدد

است. پوچ توان x · y عنصرِ یعنͬ ،xn · yn ∈ V ·N ⊆W

(x · y)−1 اگر .(x · y)−1 یا است پوچ توان x · y یا بنابراین نباشد. خنثͬ x · y کنید فرض خلف برهان با .۵

تناقض در x عنصر بودن خنثͬ با این که است پوچ توان y · (x · y)−1 = x−1 ،۴ قسمت به بنا آن گاه باشد، پوچ توان

بودن خنثͬ با نیز این که است پوچ توان y−1 · (x · y) = x عنصر مشابه طور به باشد، آن گاه پوچ توان x · y اگر و است

ͬ شود. م ثابت مسئله حͺم و باطل خلف فرض بنابراین است. تناقض در x

دو اگر که دیدیم قبل قسمت در ثانیاً .1 ∈ N∗ = N \ N0 پس است، خنثͬ عنصری 1 که آنجا از اولا˟ .۶

است. بسته ضرب عمل تحت N∗ نتیجه در است، خنثͬ عنصر ͷی نیز آن ها حاصل ضرب آن گاه باشند، خنثͬ عنصر

حاصل ضربی گروه از زیرگروه ͷی (N∗, ·) بنابراین است. خنثͬ نیز x−1 آن گاه باشد، خنثͬ عنصر ͷی x اگر همچنین،

است. (K×, ·)

ͬ توان م است، میدانͬ توپولوژی ͷی τ چون و است τ در ͬͽهمسای ͷی N0 که دادیم نشان ۲ قسمت در .۷

ͬͽهمسای برای پس است، پوچ توان عنصر ͷی x که آنجا از است. τ در ͬͽهمسای ͷی نیز yN0 که گرفت نتیجه

.xn · y−1 ∈ N0 بنابراین ،xn ∈ yN0 داریم n ≥ n0 هر برای که طوری به دارد وجود n0 ∈ N عدد ͷی yN0

K میدان در ارزیاب تقریباً مجموعە ی ͷی خنثͬ) و پوچ توان عناصر از متشͺل (مجموعە ی N مجموعە ی .۴۸ .۴ لم
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است.

دارد. را ۳۹ .۴ تعریفِ در ۴ تا ۱ ͬ های ویژگ N مجموعە ی که دهیم نشان باید اثبات برای اثبات.

است. بسته ضرب عمل تحت که است صفر از کراندار ͬͽهمسای ͷیN مجموعە ی که کردیم اثبات ۴۷ .۴ لم در

فرض بͽیرید. نظر در را x ∈ K× عنصر ͷی حال .1 ∈ N پس است، خنثͬ عنصر ͷی 1 عنصر که آنجا از علاوه، به

اگر که ͬ شود م نتیجه این از و است پوچ توان عنصر ͷی x−1 یا x یا صورت این در نباشد. خنثͬ عنصر ͷی x کنید

x−1 ∈ N آن گاه ،x /∈ N

ͬ رسانیم. م پایان به کردە ایم، بررسͬ را خنثͬ و پوچ توان عناصر آن ها در که مثال دو با را زیربخش این

آن ها قدرمطلق که x ∈ K عناصرِ همە ی بͽیرید. نظر در K میدانِ روی را || ارشمیدس̞ͬ مطلق قدر ͷی .۴۹ .۴ مثال

عنصرِ ͷی همچنین، است. صفر به همͽرا (xn)n∈N بوضوح یا x = 0 یا زیرا هستند؛ پوچ توان است، 1 از کمتر

.|x| = 1 اگروتنهااگر است خنثͬ x ∈ K

ایدە آل که ͬ کنیم م یادآوری باشد. 1 آن رتبە ی که بͽیرید نظر در را v : K → Γ ارزیابی نگاشت ͷی .۵۰ .۴ مثال

x ∈ mv هر ازای به که ͬ کنیم م ادعا .{x ∈ Ov : v(x) > 0} با است برابر Ov ارزیابِ حلقە ی از mv ماکسیمالِ

در را Uγ(0) ∈ τv صفرِ ͬͽهمسای ͷی ادعا، این اثبات برای است. صفر به همͽرا دنبالە ی ͷی (xn)n∈N دنبالە ی

برای بنابراین دارد. ارشمیدسͬ خاصیت ۲۵ .۴ قضیە ی به بنا پس است، 1 رتبە ی دارای Γ که آنجا از بͽیرید. نظر

ͬ های ویژگ به توجه با طرفͬ از .γ ≤ n0v(x) که طوری به دارد وجود n0 طبیعͬ عدد ͷی γ ∈ Γ و v(x) > 0

داریم نیز n ≥ n0 هر ازای به ،v(x) بودنِ مثبت به توجه با بوضوح و n0v(x) = v(xn0) داریم ارزیابی نگاشت

هر برای نتیجه در .xn ∈ Uγ(0) داریم n ≥ n0 هر ازای به دیͽر بیان به .γ ≤ n0v(x) ≤ nv(x) = v(xn)

یعنͬ این و xn ∈W داریم n ≥ n0 هر ازای به که طوری به دارد وجود n0 طبیعͬ عدد ͷی τv در W صفرِ ͬͽهمسای

ͷی O \M در x عنصرِ هر همچنین، است. پوچ توان mv در موجود عنصر هر بنابراین است. پوچ توان عنصر ͷي x

نیستند. پوچ توان x−1 و x از ͷهیچ ی که ͬ شود م نتیجه این از و v(x) = v(x−1) = 0 زیرا است، خنثͬ عنصر

پوچ توان عنصر بدون توپولوژی Vــ ͷی ۵ .۲ .۴

میدان هر در که گفتیم ۴۰ .۴ بخش در کردیم. بیان را ۱۹ .۴ قضیە ی اثبات برای نیاز مورد مفاهیم اینجا تا

میدان در اگر که ͬ دهیم م نشان بخش این در دارد. وجود ارزیاب تقریباً مجموعۀ  ͷی ͷتوپولوژی Vــ

را ارزیاب تقریباً مجموعە ی این ͬ توان م آن گاه باشد، نداشته وجود پوچ توانͬ عنصر هیچ شده، یاد ͷتوپولوژی Vــ

پوچ توان عنصر بدون توپولوژی Vــ ͷی τ توپولوژی که ͬ کنیم م اثبات دیͽر، بیان به کرد. تبدیل ارزیاب حلقە ی ͷی به

شده باشد. القاء K در ارزیاب حلقە ی ͷی توسط توپولوژی این اگروتنها اگر است
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ͷي O کنید فرض بͽیرید. نظر در را ندارد پوچ توانͬ عنصر هیچ که (K, τ) ِͷتوپولوژی Vــ میدان ͷی .۵۱ .۴ لم

۳۹ .۴ تعریفِ با (مطابق (K \ O)−1 ⊆ d−1O که طوری به دارد وجود d ∈ Ȯ و است ارزیاب تقریباً مجموعە ی

تقریباً مجموعە ی ͷی Õ := {x ∈ K | xO ⊆ d−nO,n ≥ 0 ͷی {برای صورت این در دارد). وجود d عنصرِِ چنین

است. ارزیاب

بررسͬ کنیم: Õ برای را ۳۹ .۴ تعریفِ در شده بیان ͬ های ویژگ است کافͬ اثبات برای اثبات.

Õ مجموعە ی تعریف طبق بنابراین و O · O ⊆ O پس است، ارزیاب تقریباً O مجموعە ی که این به توجه با .۱

است. τ توپولوژی در ͬͽهمسای ͷی Õ که است این معنͬ به این .O ⊆ Õ داریم

میدان در که آنجا از .Õ ⊆ ⋃
n≥0 d

−nO پس ،1 ∈ O چون که کنید توجه ابتدا ،Õ کرانداری اثبات برای

مجموعە ی که گرفت نتیجه و کرد استفاده ͬ توان م ۴۵ .۴ لم̧ از لذا ندارد، وجود پوچ توانͬ عنصر هیچ نظر مورد

است. کراندار O{d−n | n ∈ N}پس است، کراندار نیز O که این به توجه با است. کراندار {d−n | n ∈ N}

است. کراندار نیز Õ رو، این از

.1 ∈ Õ و Õ · Õ ⊆ Õ که کرد استنباط ͬ توان م سادگͬ به Õ مجموعە ی ساخت نحوە ی به باتوجه .۲

.O ⊆ Õ که ͬ شود م نتیجه این از و O · O ⊆ O پس است، ارزیاب تقریباً مجموعە ی ͷی O که آنجا از .۳

یا داریم x ∈ K هر برای بوضوح که کنید توجه حال .(K \ Õ)−1 ⊆ (K \ O)−1 ⊆ d−1O ⊆ Õ بنابراین

.x−1 ∈ Õ نتیجه در و x−1 ∈ (K \ Õ)−1 آن گاه ،x ∈ (K \ Õ) اگر .x ∈ (K \ Õ) یا x ∈ Õ

صورت: این در باشد. ͷتوپولوژی میدان ͷی (K, τ) فرض کنید .۵۲ .۴ قضیه

ارزیاب حلقە ی ͷی توسط توپولوژی این اگروتنها اگر است پوچ توان عنصر بدون توپولوژی Vــ ͷی τ توپولوژی

شده باشد. القاء K در O∗

همان طور صورت، این در شده باشد. القاء ارزیاب حلقە ی ͷی توسط K میدانِ روی τ توپولوژیِ کنید فرض اثبات.

است. توپولوژی Vــ ͷی τ کردیم، اثبات ۱۴ .۴ قضیە ی در که

دهیم نشان ͬ خواهیم م ادامه، در باشد. ͷتوپولوژی Vــ میدانِ ͷی (K, τ) کنید فرض عکس، جهت اثبات برای

است. τ با برابر آن توسط شده القاء توپولوژی که طوری به دارد وجود K در ارزیاب حلقە ی ͷی که

وجود K در کراندار مجموعە ی ͷی آن گاه باشد، ͷتوپولوژی Vــ میدانِ ͷی (K, τ) اگر که دیدیم ۳۴ .۴ لم̧ در

با ͬ دهیم. م تشͺیل ۴۰ .۴ لم با مطابق را O ارزیاب تقریباً مجموعە ی کراندار، مجموعە ی این از استفاده با حال دارد.

(K\O)−1 ⊆ d−1O شرط˼ در که طوری به کنیم Oانتخاب در d عنصرِ ͷی ͬ توانیم م ،۳۹ .۴ تعریفِ ۴ قسمت به توجه
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ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را Õ مجموعە ی سپس، کند. صدق

Õ := {x ∈ K | xO ⊆ d−nO,n ≥ 0 هر .{برای

.x−1 ∈ Õ یا x ∈ Õ یا x ∈ K هر ازای به که است ارزیاب تقریباً مجموعە ی ͷی Õ مجموعە ی ،۵۱ .۴ لم به بنا

پس ͬ کند. م برآورده را c(Õ ± Õ) ⊆ Õ شرط˼ که طوری به دارد وجود c ∈ Õ× عنصر ͷی ،۴۱ .۴ لم طبق بنابراین،

داریم: بوضوح

Õ ± Õ ⊆ c−1Õ

نتیجه در و

Õ ± Õ ± Õ ± Õ ⊆ c−1(Õ ± Õ) ⊆ c−2Õ.

داریم ͬ تر  کل حالت در ترتیب، این به

Õ ± ...± Õ︸ ︷︷ ︸
2nبار

⊆ c−nÕ. (۱ .۴)

ارزیاب حلقە ی ͷی ͬ های ویژگ توجهͬ قابل طور به که آوردیم دست به را Õ مجموعە ی اینجا، تا

مرحلە ی در بنابراین نیست. بسته جمع عمل تحت زیرا نیست، K از زیرحلقە  ͷی اما دارد؛ را

با برابر زیرحلقه این بوضوح ͬ گیریم. م نظر در را K میدانِ در Õ توسط شده تولید  زیرحلقە ی آخر،

شده، تولید Õ توسط˼ که K زیرحلقە ی ͷی) است. O∗ = {x1 + ...+ xm | m ≥ 1, x1, ..., xm ∈ Õ ∪ −Õ}

عمل تحت Õ اینکه به توجه با مطلوب زیرحلقە ی دیͽر، عبارت به است. Õ شامل̞ K زیرحلقە ی کوچͺترین با برابر

دست به Õ عناصر از متناهͬ مجموع و آن عناصر جمعͬ وارون افزودن با است، بسته ضربی وارون گیری و ضرب

x ∈ K دلخواه˼ عنصر ͷی ادعا، این اثبات برای ماست. موردنظر ارزیاب حلقە ی O∗ که ͬ کنیم م ادعا نهایتاً، ͬ آید.) م

است. K در ارزیاب حلقە ی ͷي O∗ پس ،x−1 ∈ Õ ⊆ O∗ یا x ∈ Õ ⊆ O∗ صورت، این در بͽیرید. نظر در را

چون اولا˟ ͬ کند. م القاء K میدان روی τ با یͺسان توپولوژی ͷی O∗ که است این مانده، باقͬ آن اثبات که چیزی تنها

که دید ͬ توان م سادگͬ به (۱ .۴) رابطە ی به توجه با ثانیاً است. τ در ͬͽهمسای ͷی O∗ زیرحلقە ی پس ،Õ ⊆ O∗

و است کراندار {c−n | n ∈ N} مجموعە ی پس است، خنثͬ عنصر ͷی c که آنجا از .O∗ ⊆ Õ{c−n | n ∈ N}

چون نهایتاً، است. کراندار O∗ نتیجه در و کراندار Õ{c−n | n ∈ N} که ͬ گیریم م نتیجه Õ کرانداری به توجه با

است. یͺسان τ با O∗ توسط شده القاء توپولوژی ،O مانند پس O ⊆ Õ ⊆ O∗
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پوچ توان عنصر ͷی حداقل با توپولوژی Vــ ͷی ۶ .۲ .۴

اثبات کنیم: را زیر قضیە ی داریم قصد بخش این در

روی ارشمیدسͬ قدرمطلق ͷی آن گاه باشد پوچ  توان عنصر ͷی حداقل با ͷتوپولوژی Vــ میدان ͷی (K, τ) ”اگر

ͬ  کند.  “ م القاء τ با یͺسان توپولوژی ͷی آن روی که طوری به دارد وجود K

است: زیر صورت به قضیه این اثبات روش

کلاس های از متشͺل Γ مجموعە ی که ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م تعریف K میدانِ روی هم ارزی رابطە ی ͷی .۱

است. ارشمیدسͬ مرتب گروه ͷی رابطه این هم ارزی

این ترکیب با دارد. وجود ،۲۵ .۴ قضیە ی با مطابق ،R به آن از نشاندن ͷی پس است، ارشمیدسͬ Γ چون .۲

ͬ یابیم م دست φ نگاشتِ به ͬ برد م هم ارزی اش کلاس به را K عنصرِ هر که کانونͬ نگاشت و نشاندن نگاشت

ͬ کنیم. م تعریف || نگاشتِ ͷی آن از استفاده با و

ͬ کند. م القاء τ با برابر توپولوژی ͷی و است K روی قدرمطلق نگاشت ͷي || ͬ دهیم م نشان .۳

قدرمطلق ͷی آن گاه باشد، پوچ  توان عنصر ͷی حداقل با توپولوژی Vــ ͷی K میدانِِ روی τ اگر .۵۳ .۴ قضیه

ͬ  کند. م القاء τ با یͺسان توپولوژی ͷی K روی که طوری به دارد وجود K روی ارشمیدسͬ

کرد: خواهیم طͬ را زیر مراحل قضیه، این اثبات جهت اثبات.

بͽیرید. نظر در را K در خنثͬ و پوچ توان عناصر از متشͺل مجموعە ی یعنͬ ،N محموعە ی اول: مرحلە ی ●

بͽیرید: نظر در زیر صورت به K میدان در y و x عنصر هر برای را R رابطە ی حال

yRx ⇐⇒ x ∈ yN

.xRx دیͽر عبارت به ،x ∈ xN لذا و دارد قرار N در 1 زیرا است، ۵ بازتابی رابطه این که کنید توجه

آن در که y = x · t بنابراین .z ∈ yN و y ∈ xN آن گاه ،yRz و xRy اگر زیرا است، ۶ متعدی R همچنین،

.xRz دیͽر عبارت به ،z ∈ xN که گرفت نتیجه ͬ توان م و z ∈ x · tN پس ،t ∈ N

باشد. خنثͬ عنصر ͷی x · y−1 یعنͬ ،x · y−1 ∈ N∗ اگروتنهااگر yRx و xRy که دهیم نشان ͬ خواهیم م

و y · x−1 ∈ N داریم R رابطە ی تعریف نحوە ی به توجه با صورت، این در .yRx و xRy کنید فرض

عنصر دو این از ͬͺی حداقل اگر زیرا هستند، خنثͬ y · x−1 و x · y−1 عنصرِ دو بنابراین .x · y−1 ∈ N

دارد؛ تناقض 1 بودن خنثͬ با این که است پوچ توان نیز آن ها حاصل ضرب ۴۷ .۴ لم طبق آن گاه باشد، پوچ  توان
5 reflexive 6 transitive
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به توجه با صورت، این در .x · y−1 ∈ N∗ کنید فرض عکس، جهت اثبات برای .x · y−1 ∈ N∗ نتیجه در

.yRx و xRy بنابراین و y · x−1 ∈ N∗ فوق توضیحات

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به x, y ∈ K× هر ازای به را ≡ رابطە ی حال

x ≡ y ⇐⇒ yRx و xRy

است: ۷ هم ارزی رابطه این که ͬ کنیم م ادعا

است. بازتابی رابطە ی ͷی R که دیدیم زیرا ،x ≡ x داریم x ∈ K هر ازای به .۱

است. تقارنͬ بوضوح آن، تعریف نحوە ی به توجه با رابطه این .۲

،yRz و yRx ،xRy داریم ترتیب به آن گاه y ≡ z و x ≡ y اگر زیرا است، متعدی شده یاد رابطە ی .۳

.x ≡ z یعنͬ این که zRx و xRz ͬ گیریم م نتیجه است، متعدی R اینکه به توجه با حال .zRy

با .Γ = {[x]≡ : x ∈ K} دیͽر، عبارت به بͽیرید. نظر در را Γ := K×/ ≡ مجموعە ی دوم: مرحلە ی ●

بنابراین، و است xN∗ با برابر [x]≡ که دید ͬ توان م سادگͬ به هم ارزی، رابطە ی این تعریف نحوە ی به توجه

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را ≤ ترتیبِ ͷی Γ گروه روی حال .Γ = K×/N∗

[x]≡ ≤ [y]≡ ⇐⇒ xRy

،t ∈ N∗ اگر که کنید توجه ابتدا ادعا، این اثبات برای است. Γ روی ارشمیدسͬ ترتیب ͷی≤ که ͬ کنیم م ادعا

ͷی x اگروتنهااگر است Γ در مثبت عنصر ͷي [x]≡ بنابراین است. Γ گروه˼ صفر با برابر [t]≡ بوضوح آن گاه

بنا صورت، این در .y ∈ K× و باشد پوچ توان عنصر ͷی x کنید فرض حال باشد. K در پوچ توان عنصر

در است. پوچ توان عنصر ͷی xm · y−1 که طوری به دارد وجود m طبیع̞ͬ عدد ͷی ،۴۷ .۴ لم ۷ قسمت به

.[y]≡ ≤ [x]m≡ پس ،yRxm یعنͬ xm ∈ yN نتیجه،

بالا در که این به توجه با دارد. 1 رتبە ی ارشمیدسͬ، ترتیب با آبلͬ گروه ͷی که کردیم ثابت ،۲۴ .۴ لم در

اکنون است. 1 رتبە ی دارای گروه این که گرفت نتیجه ͬ توان م است، ارشمیدسͬ Γ گروه ترتیب دادە ایم نشان

کردە ایم. اثبات را آن ۲۶ .۴ در که ͬ کنیم م یادآوری را زیر قضیە ی

زیرگروه ͷی با ترتیبی ایزومورف اگروتنهااگر است 1 رتبە ی دارای Γ آبلͬ مرتب گروه ͷی .۵۴ .۴ یادآوری

باشد. (R,+, 0,≤) از نابدیهͬ
7equivalence relation
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r ترکیبِ با دارد. وجود R به Γ از r نشاندنِِِ نگاشت ͷی قضیه این به بنا پس دارد، 1 رتبە ی Γ که آنجا از

نشان φ با را آن و ͬ رسیم م R به K از نگاشتͬ به ͬ برد م [x]≡ به را x ∈ K عنصرِ هر که کانونͬ نگاشت و

ͬ دهیم. م

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را | |: K → R+ نگاشت φ نگاشتِ از استفاده با سوم: مرحلە ی ●

|x| =


0 x = 0

e−φ(x) x 6= 0
(۲ .۴)

بیان را آن  ها ۱۵ .۴ تعریفِ در که است قدرمطلق ͬ های ویژگ دارای فوق نگاشت که داد خواهیم نشان ادامه، در

هر برای سادگͬ به کردە ایم، استفاده (ex)نمایی تابع از فوق نگاشت تعریف برای اینکه به توجه با کردە ایم.

است: برقرار زیر نتایج ،x, y ∈ K

،|x| ≥ 0 .۱

،|xy| = |x| |y| .۲

.x = 0 اگروتنهااگر |x| = 0 .۳

که ͬ ماند م باقͬ مثلثͬ نامساوی ویژگͬ اثبات تنها ،(۱ .۱) نگاشت بودن قدرمطلق اثبات تکمیل برای بنابراین

ͬ پردازیم. م آن به ادامه در

است. مطلق قدر | |v نگاشت ،v مثبتِ حقیقͬ عدد ͷی ازای به که ͬ دهیم م نشان ابتدا،

که طوری به دارد وجود c ∈ N× عنصرِ ͷی بنابراین است، ارزیاب تقریباً مجموعە ی ͷی N ،۴۸ .۴ لم به بنا

اثبات برای .|x+ y|≤|c−1|max{|x|, |y|} داریم x, y ∈ K× هر برای که ͬ کنیم م ادعا .c(N ±N) ⊆ N

عبارت به .|x|≤|y| کنید فرض کلیت از کاستن بدون بͽیرید. نظر در را x, y ∈ K× عنصرِ دو ادعا، این

که ͬ گیریم م نتیجه ͬ کند، م حفظ را ترتیب r اینکه به توجه با .φ(y) ≤ φ(x) بنابراین e−φ(x) ≤ e−φ(y) دیͽر،

طوری به دارد وجود z ∈ N عنصرِ ͷی ،R رابطە ی تعریف نحوە ی به بنا بنابراین .yRx پس ،[y]≡ ≤ [x]≡

،x+ y = y · (z+ 1) ∈ y · c−1N داریم 1 ∈ N و c(N ±N) ⊆ N اینکه به توجه با نتیجه در .x = yz که

.|x+ y|≤|c−1||y| رو، این از و [yc−1]≡ ≤ [x+ y]≡ یعنͬ ،yc−1R(x+ y) پس

انتخاب ͷکوچ آنقدر را R+ در v عنصرِ ͷی حال .|c−1|≥ 1 نتیجه در ،|c|≤ 1 بنابراین و c ∈ N طرفͬ، از

نشان اینجا تا پس ͬ کنیم. م استفاده | | نمادِ همان از | |v جای به اثبات ادامە ی برای .|c−1|v≤ 2 که ͬ کنیم م

.|x+ y|≤ 2 max{|x|, |y|} که دادیم
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ͬ کنیم: م بازنویسͬ زیر صورت به x1, x2, ..., xn ∈ K و n = 2m برای را فوق نامساوی

|x1 + x2 + ...+ xn|≤ nmax
i
|xi|. (۳ .۴)

عنصر ،n از بزرگتر 2 توانِ اولین تا n+ 1 از i برای سپس بͽیرید. نظر در دلخواه طبیعͬ عدد ͷی را n حال

داریم: (۳ .۴) نامساوی به توجه با صورت این در ͬ دهیم. م قرار صفر با برابر را xi

|x1 + x2 + ...+ xn|≤ 2nmax
i
|xi|.

بنابراین است. برقرار |x|< 2x نامساوی x مثبتِ عنصر هر و n = 1 برای خاص طور به نتیجه، در

|x+ y|n=|(x+ y)n|≤ 2(n+ 1) max
i

{
|
(n

i

)
xiyn−i|

}

≤ 4(n+ 1) max
i

{
|x|i|y|n−i

}

≤ 4(n+ 1)
n∑

i=1

(
n

i

)
|x|i|y|n−i= 4(n+ 1)(|x|+|y|)n.

نامساوی به بͽیریم اُم nــ ریشە ی طرفین از اگر حال

|x+ y|≤ n

√
4(n+ 1)(|x|+|y|)

| | نتیجه در ͬ شود. م حاصل |x+ y|≤|x|+|y| مطلوبِ نتیجه بی نهایت به n دادن میل با نهایتاً که ͬ رسیم م

است. قدرمطلق نگاشت ͷی

القاء را τ|| توپولوژیِ K روی | | قدرمطلق̞ نگاشت دیدیم، ۲ .۱ .۴ بخش̞ در که آنچه به بنا چهارم: مرحلە ی ●

حقیقͬ عدد هر ازای به S(ϵ) = {x ∈ K :|x|< ϵ}صورت به گوی هایی از متشͺل مجموعە ی آن در که ͬ کند م

بیان به ،τ|| = τ که دهیم نشان ͬ خواهیم م ادامه، در است. 0 حول ͬ های ͽهمسای برای پایه ͷی ،ϵ مثبتِ و

ͬ کند. م القاء K میدانِ روی τ توپولوژیِ Vــ با برابر توپولوژی ͷی || دیͽر

شرط در که ͬ کنیم م انتخاب را a ∈ K عنصر ͷی است: W ∈ τ گوی ͷی شامل S(ϵ) گوی هر .۱

(N0) پوچ توان عناصر همە  ی از متشͺل مجموعە ی که کردیم ثابت ۴۷ .۴ لم در کند. صدق |a|−1 < ϵ

aW ⊆ N0 که طوری به دارد وجود W ∈ τ گوی ͷی ۸ .۴ توجه به بنا حال است. τ در ͬͽهمسای ͷی

.a−1N0 = S(|a−1|) که ͬ کنیم م ادعا .W ⊆ a−1N0 دیͽر بیان به یا

به توجه با بنابراین ،|x| < |a−1| صورت این در .x ∈ S(|a−1|) کنید فرض ادعا، این اثبات برای

از .φ(a−1) < φ(x) نتیجه در و e−φ(x) ≤ e−φ(a−1) داریم ،(۱ .۱) در | | نگاشتِ تعریف نحوە ی

نشان ۲۶ .۴ قضیە ی اثبات از قسمتͬ در و است کانونͬ نگاشت و r نگاشت دو ترکیب φ که آنجا
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Γ گروه در ترتیب تعریف مطابق .[a−1]≡ < [x]≡ پس ͬ کند، م حفظ را ترتیب r نگاشت که دادیم

یعنͬ ،x ∈ a−1N0 ویژه به که کنید توجه .x ∈ a−1N که ͬ گیریم م نتیجه [a−1]≡ < [x]≡ اینکه از

برابر x اگر صورت این غیر در زیرا است، پوچ توان عنصر ͷی a−1 حاصل ضرب صورت به x عنصر

دادیم نشان اینجا تا بنابراین .[a−1]≡ = [x]≡ آن گاه است، خنثͬ عنصر ͷی t آن در که باشد a−1 · t با

ͷی منظور، این به .a−1N0 ⊆ S(|a−1|) که دهیم نشان ͬ خواهیم م حال .S(|a−1|) ⊆ a−1N0 که

داریم Γ روی ≤ ترتیبِ تعریف نحوە ی به توجه با بنابراین بͽیرید. نظر در a−1N0 در x دلخواه˼ عنصر

.x ∈ S(|a−1|) پس |x| < |a−1| يعنͬ ،e−φ(x) < e−φ(a−1) نتیجه در و [a−1]≡ < [x]≡

.W ⊆ S(|a−1|) ⊆ S(ϵ) داریم نهایتاً نتیجه در

است، N0کراندار مجموعە ی ۴۷ .۴ لم با مطابق که آنجا از است: S(ϵ) بازِ ͷی Wشامل ∈ τ گوی هر .۲

در که همان طور .bN0 ⊆ W که طوری  به دارد وجود b ∈ K× عنصر ͷی ،W ∈ τ هر ازای به پس

.S(|b|) ⊆W بنابراین ،bN0 = S(|b|) دادیم نشان بالا

فصل: خلاصە ی *

اعمال که باشد K میدان روی هاسدورف توپولوژی ͷی τ هرگاه است ͷتوپولوژی میدان ͷی (K, τ) ͬ گوییم م

متشͺل پایە ی ͷی است کافͬ توپولوژی این شناساندن برای صورت، این در هستند. پیوسته آن به نسبت میدان

به صفر ͬ های ͽهمسای انتقال با نقاط دیͽر حول ͬ ها ͽهمسای سایر زیرا گیریم، کار به را صفر حول ͬ های ͽهمسای از

آن گاه باشد، کراندار (K \ U)−1 مجموعە ی U ∈ τ گوی هر ازای به τ میدانͬ توپولوژی ͷی در اگر ͬ آیند. دست م

است. توپولوژی Vــ ͷی τ ͬ گوییم م

قضیە ای علاوه بە  و هستند توپولوژی Vــ مطلق قدر نگاشت ͷی و ارزیابی نگاشت ͷی توسط شده القاء توپولوژی

پوچ توان عناصر تعداد به بسته واقع در است. شده ناشͬ قدرمطلق ͷی یا ارزیابی ͷی از توپولوژی Vــ هر که ͬ کند م بیان

ͬ دهد: م رخ زیر حالت دو ͷتوپولوژی Vــ میدان در

ارزیابی نگاشت ͷی صورت این در باشد، نداشته وجود ͷتوپولوژی Vــ میدان در پوچ توانͬ عنصر هیچ اگر .۱

حلقە ی ͷی است کافͬ حالت این اثبات برای ͬ کند. م τ القاء با یͺسانͬ توپولوژی که دارد وجود میدان روی

کنیم. ارزیاب حلقە ی ͷی به تبدیل را آن ترفند چند با سپس و بͽیریم نظر در K در را خاصͬ ارزیاب تقریباً

ماست. مطلوب نگاشت همان ͬ شود م ناشͬ ارزیاب حلقە ی این از که ارزیابی نگاشت
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نگاشت ͷی صورت این در باشد، داشته وجود ͷتوپولوژی Vــ میدان در پوچ توان عنصر ͷی حداقل اگر .۲

ͷی ابتدا حالت این اثبات برای ͬ کند. م القاء τ با برابر توپولوژی ͷی که دارد وجود میدان روی قدرمطلق

این ͬ نامیم. م Γ را آن هم ارزی کلاس های از متشͺل مجموعە ی و ͬ کنیم م تعریف میدان روی هم ارزی رابطە ی

در است. ارشمیدسͬ مرتب گروه ͷی دارد، مذکور هم ارزی رابطە ی که مناسبی ͬ های ویژگ به بنا مجموعه

وجود Γ مجموعە ی به میدان از کانونͬ نگاشت ͷی همچنین دارد. وجود R به آن از نشاندن نگاشت ͷی نتیجه

نگاشتͬ که ͬ نامیم م φ را نگاشت دو این ترکیب ͬ برد. م آن ارزی  هم کلاس به را میدان از عنصر هر که دارد

است. صفر با برابر 0 برای و e−φ(x) ناصفر عناصر ازای به ما مطلوب قدرمطلق نگاشت است. R به میدان از



۵ فصل

هنسلͬ ــ t میدانِ

از برخͬ و بپردازیم هنسلͬ ــ t میدان های نام به ͷتوپولوژی میدان های از دسته ͷی به داریم قصد فصل، این در

فرمول های که خاصͬ فرمول های از هنسلͬ ــ tمیدان های منطقͬ ͬ های ویژگ بیان برای کنیم. بررسͬ را آن ها ͬ های ویژگ

ͬ کنیم. م استفاده دارند، نام موضعͬ

جدایی پذیر بستە ی که باشد هنسلͬ ــ t میدان ͷی (K, τ) اگر دهیم نشان که است این فصل، این اصلͬ هدف

صورت به را ͬͽهمسای این دارد. وجود صفر حول تعریف پذیر و کراندار و باز ͬͽهمسای ͷی آن گاه نیست،

است جدایی پذیر و تحویل ناپذیر چندجملە ای ͷي f ∈ K[x] آن در که ͬ سازیم م Uf,a := { 1
f(x) −

1
f(a) : x ∈ K}

قضیه دو راستا، این در ͬ کند. م صدق f ′(a) 6= 0 شرط در a ∈ K همچنین و ندارد ریشە ای K در که طوری به

ͬ دهیم م نشان سپس و است کراندار مجموعە ی ͷی {f(x)−1 : x ∈ K} که ͬ کنیم م اثبات ابتدا ͬ کنیم: م اثبات

کار به که قضایایی مهم ترین از ͬͺی قضیه دو این اثبات برای است. باز مجموعە ی ͷی {f(a) : f ′(a) 6= 0} که

ارزیاب ایدە آل های از متشͺل پایه ͷی τ برای آن گاه باشد، هنسلͬ ــ t میدانِ ͷی (K, τ) اگر که است این ͬ گیریم، م

کنید.) رجوع ۳۲ .۵ به هنسلͬ ارزیاب ایدە آل تعریف دارد(برای وجود هنسلͬ

است. شده داده بسط و جمع آوری [۲۲] مقالە ی از فصل این مطالب
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موضعͬ فرمول های معرفͬ ۱ .۵

ͬ توان م آن ها از استفاده با که ͬ کنیم م معرفͬ را موضعͬ فرمول های نام به فرمول ها از خاصͬ نوع بخش، این در

در که ͬ شوند م نوشته خاصͬ زبان دستور ͷی در فرمول ها این کرد. بیان را (K, τ) ͷتوپولوژی میدان ͷی ͬ های ویژگ

مربوط متغیرهای و x, y, z, · · · نمادهای با که K میدانِ عناصر به مربوط متغیرهای دارد: وجود متغیر دستە  دو آن

صورت به زبان این در فرمول ها ͬ شوند. م داده نشان U, V,W, · · · نمادهای با که τ توپولوژی در باز گوی های به

ͬ شوند: م ساخته زیر شرح به و استقرایی

ͬ شود. م ساخته +,−, · تابعͬ نمادهای و x, y, · · · متغیرهای و 1 و 0 ثوابت نماد های از ترم ͷی ترم: ●

باز ͷي U و هستند ترم t2 و t1 آن در که هستند t1 ∈ U و t1 = t2 صورتِ به اتمͬ فرمول های اتمͬ: فرمول ●

است.

سورهای که کنید توجه ͬ شوند. م ساخته ∀ ،∃ ،∧ ،∨ ،¬ منطقͬ ادوات و اتمͬ فرمول های از فرمول ها فرمول: ●

ͬ شوند. م اعمال U, · · · و x, · · · متغیر نوع دو هر روی ∀ و ∃

فرمول های از قبل فقط نقیض علامت آن در هرگاه است ۱ نقیض نرمال حالت در φ فرمولِ ͬ گوییم م .۱ .۵ تعریف

باشد. رفته کار به اتمͬ

است. نقیض نرمال حالت در فرمول ͷی ¬(t1 = t2) ∨ ¬(t1 ∈ U) فرمولِ .۲ .۵ مثال

تبدیل نقیض نرمال حالت در ۲ معادل فرمول ͷی به را φ فرمولِ هر منطقͬ قوانین از استفاده با ͬ توان م .۳ .۵ توجه

که ¬(t1 = t2) ∨ ¬(t2 ∈ U) با است معادل ¬(t1 = t2 ∧ t2 ∈ U) مثلا́ ͬ دهیم. م نشان φ̄ نماد با را آن که کرد

است. نقیض نرمال حالت در فرمول ͷی

زیرفرمولͬ هیچ هرگاه است مثبت U در φ ͬ گوییم م باشد. نقیض نرمال حالت در φ فرمولِ کنید فرض .۴ .۵ تعریف

فقط t ∈ U اتمͬ فرمول φ در هرگاه است منفͬ U در φ فرمولِ ͬ گوییم م همچنین باشد. نداشته ¬(t ∈ U) صورتِ به

باشد. رفته کار به ¬(t ∈ U) صورت به

.(t ∈ U) ∨ ¬(t ∈ U) مثلا́ نیست، مثبت U در لزوماً U ͷی در نامنفͬ فرمول ͷی که کنید توجه

قرار ψ مانند زیرفرمولͬ در شرطͬ به فقط ∃U سور φ̄ در هرگاه ͬ نامیم م موضعͬ فرمول ͷی را φ فرمولِ .۵ .۵ تعریف

باشد. رفته کار به هستند، مثبت U در که زیرفرمول هایی در تنها ∀U سورِ و باشد U در منفͬ فرمول ͷی ψ که بͽیرد

است. آزاد متغیر بدون موضعͬ فرمول ͷی موضعͬ، جملە ی ͷی از منظور
1negation normal form 2logically equivalent
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زیرا است، موضعͬ فرمول ͷی φ = ∀U ∀x ∃V ∀y (y ∈ V → x · y ∈ U) فرمولِ .۶ .۵ مثال

در که (x · y ∈ U) اتم̞ͬ زیرفرمول ͷی برای ∀U آن در که φ̄ = ∀U ∀x ∃V ∀y (x.y ∈ U ∨ ¬(y ∈ V ))

است. رفته کار به است، منفͬ V در که ¬(y ∈ V ) اتم̞ͬ زیرفرمول ͷی برای ∃V و است مثبت U

فرمول های از استفاده با ͬ توان م را شد، بیان ۶ .۴ تعریفِ در که ،ͷتوپولوژی Vــ میدان  ͷی ͬ های ویژگ .۷ .۵ توجه

کرد: بیان زیر صورت به موضعͬ

∀U ∃x (x 6= 0 ∧ x ∈ U) ∧ ∀x(x = 0↔ ∀V x ∈ V ) .۱

∀U ∀V ∃W ∀x (x ∈ U ∧ x ∈ V → x ∈W ) .۲

∀U ∃V ∀x ∀y (x ∈ V ∧ y ∈ V → x− y ∈ U) .۳

∀U ∃V ∀x ∀y (x ∈ V ∧ y ∈ V → x · y ∈ U) .۴

∀U ∃V ∀x ∃y (x ∈ V → (y ∈ U ∧ (1 + x) · (1 + y) = 1)) .۵

∀U ∃V ∀x ∀y (x · y ∈ V → (x ∈ U ∨ y ∈ U)) .۶

اند. شده گرفتە  نظر در صفر نقطە ی حول ͬ های ͽهمسای ،۴ فصل مشابه که کنید توجه

جملە ی هر برای هرگاه معادلند موضعͬ طور به (K ′, τ ′) و (K, τ) ِͷتوپولوژی میدان دو ͬ گوییم م .۸ .۵ تعریف

باشیم: داشته φ موضعͬ

(K, τ) |= φ ⇐⇒ (K ′, τ ′) |= φ.

کامل ــ ω ۵. ۲ میدان های

ِͷتوپولوژی میدان ͷی ،ͷتوپولوژی میدان هر برای ͬ توانیم م ،۱۹ .۵ قضیە ی به بنا که دید خواهیم بخش، این انتهای در

ِͷتوپولوژی میدان ͷی (K, τ) ِͷتوپولوژی میدان برای یعنͬ است؛ معادل موضعͬ طور به آن با که کنیم پیدا کامل ــ ω

برقرار (K∗, τ∗) در اگروتنهااگر است برقرار (K, τ) در موضعͬ جملە ی هر اولا˟ که طوری به دارد وجود (K∗, τ∗)

به است. τ∗ به متعلق هم باز τ∗ در مجموعه تا شمارا هر اشتراک یعنͬ است، کامل ــ ω توپولوژی ͷی τ∗ ثانیاً باشد،

ͬ توانیم م خیر، یا است برقرار ͷتوپولوژی میدان ͷی در موضعͬ فرمول ͷی که کنیم بررسͬ بخواهیم هرگاه ترتیب، این

است. کامل ــ ω ،ͷتوپولوژی میدان آن که کنیم فرض

ͬ پردازیم. م آن به پیش رو زیربخش در که هستیم فرافیلتر ها دربارە ی مقدماتͬ نیازمند مذکور قضیە ی اثبات برای



۸۳ کامل ــ ω ۵. ۲. میدان های

فیلترها ۱ .۲ .۵

I روی فیلتر ͷی را I زیرمجموعە  های از F گردایە  ی ͷی باشد. ناتهͬ مجموعە ی ͷی I کنید فرض .۹ .۵ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط هرگاه ͬ نامیم، م

،A ∩B ∈ F آن گاه A,B ∈ F اگر .۱

،B ∈ F آن گاه A ⊆ B و A ∈ F اگر .۲

.∅ /∈ F و I ∈ F .۳

ͬ گویند. م ف˼رِشه فیلتر آن به که است N روی فیلتر ͷی {X ⊆ N : است Nمتناهͬ \X} مجموعە ی .۱۰ .۵ مثال

اشتراک  دیͽر، بیان به باشد. بسته شمارا اشتراک گیری تحت هرگاه ͬ نامیم م کامل ــ ω را τ فیلتر ͷی .۱۱ .۵ تعریف

ͬ نامیم، م کامل ــ ω را (K, τ) ِͷتوپولوژی میدان ͷی همچنین، باشد. τ به متعلق هم باز τ در مجموعە  تا شمارا هر

باشد. کامل ــ ω فیلترِ ͷی τ هرگاه

مجموعە ی به صورت، این در .A ⊆ I و باشد ناتهͬ مجموعە ی ͷی I که کنید فرض .۱۲ .۵ تعریف

هیچ و باشد I روی فیلتر ͷي F اگر ͬ شود. م گفته A توسط شده تولید اصلͬ فیلتر 〈A〉 = {B ⊆ I : A ⊆ B}

ͬ نامیم. م غیراصلͬ فیلتر ͷی را F آن گاه ،F = 〈A〉 که طوری به باشد نداشته وجود I از A زیرمجموعە ی

است. N روی غیراصلͬ فیلتر ͷی فرشه فیلتر که دید ͬ توان م سادگͬ به مثال عنوان به

باشیم، داشته A ⊆ I هر ازای به هرگاه ͬ نامیم م I روی فرافیلتر ͷی را I مجموعە ی روی F فیلترِ .۱۳ .۵ تعریف

.Ac ∈ F یا A ∈ F

I مجموعە ی ͷی روی فیلترهای مجموعە ی برای ماکسیمال عنصر ͷی شمول، رابطە ی به نسبت F اگر واقع در

است. فرافیلتر ͷی F که داد نشان ͬ توان م آن گاه باشد،

وجود F ∗ فرافیلترِ ͷی صورت، این در باشد. آن روی فیلتر ͷی F و ناتهͬ مجموعە ی ͷی I کنید فرض .۱۴ .۵ لم

.F ⊆ F ∗ که طوری به دارد

پس ،F ∈ PF چون که کنید توجه بͽیرید. نظر در را PF = {F ′ : است F شامل فیلتر ͷیF ′} مجموعە ی اثبات.

ͷی دارای PF بنابراین، ͬ کند. م صدق زُرن لم شرط در (PF ,⊆) که کرد بررسͬ ͬ توان م سادگͬ به است. ناتهͬ PF

است. I مجموعە ی روی فرافیلتر ͷی ماکسیمال عنصر این فوق، توضیحات به بنا است. F ∗ ماکسیمالِ عنصر

دارد. وجود فرشه فیلتر شامل N روی فرافیلتر ͷی .۱۵ .۵ نتیجه



۸۴ کامل ــ ω ۵. ۲. میدان های

است. فرشه فیلتر شامل N روی غیراصلͬ فرافیلتر هر .۱۶ .۵ لم

هر ازای به پس است، فرافیلتر ͷی F چون که کنید توجه باشد. N روی غیراصلͬ فرافیلتر ͷی F کنید فرض اثبات.

F صورت این غیر در زیرا ،{x} /∈ F بنابراین است، غیراصلͬ F اما .N \ {x} ∈ F یا {x} ∈ F یا داریم x ∈ N

در را A ⊆ N متناهͬ مجموعە ی ͷی حال .N \ {x} ∈ F پس بود، خواهد {x} توسط شده تولید اصلͬ فرافیلتر ͷی

از عضو تا متناهͬ تعداد اشتراک با برابر N \A دیͽر بیان به و N \A =
⋂

x∈A
(N \ {x}) صورت این در بͽیرید. نظر

شامل F پس ،N \ A ∈ F داریم A ⊆ N متناهͬ مجموعە ی هر ازای به رو، این از . N \ A ∈ F بنابراین است، F

است. فرشه فیلتر شامل نتیجه در و متناهͬ متمم مجموعە های همە ی

صورت به دنباله ͷی صورت، این در باشد. N روی غیراصلͬ فرافیلتر ͷی F کنید فرض .۱۷ .۵ لم

دارد. وجود تهͬ اشتراک با F اعضای از N = F1 ⊇ F2 ⊇ · · ·

دنبالە ی کنیم اثبات اینکه برای .Fn = {i ∈ N : i ≥ n} ͬ کنیم م تعریف n ≥ 2 هر برای .F1 = N دهید قرار اثبات.

اولا˟ n ∈ N هر برای کنیم: بررسͬ را شرط دو باید است، تهͬ اشتراک با F زیرمجموعە های از نزولͬ دنباله ͷی فوق

.Fn+1 ⊆ Fn ثانیاً و Fn ∈ F

شامل Fn طرفͬ از ͬ شود. م N = F1 شامل پس است، N روی فیلتر ͷی F چون که کنید توجه اول، شرط برای

فرافیلتر ͷی F اینکه به توجه با بنابراین است. متناهͬ N \ Fn پس است، n مساوی یا بزرگتر طبیعͬ اعداد تمام

به متعلق Fn نیز n ≥ 2 هر برای که ͬ شود م نتیجه این از و است فرشه فیلتر شامل فوق لم به بنا پس است، غیراصلͬ

است. F

مساوی بزرگتر طبیعͬ اعداد تمامͬ شامل Fn+1 مجموعە ی ،n ∈ N هر برای که کنید توجه دوم، شرط برای

اشتراک که است واضح دنباله این ساخت نحوە ی به توجه با همچنین .Fn+1 ⊆ Fn بوضوح بنابراین است، n + 1

است. تهͬ آن، اعضای همە ی

کامل ــ ω میدان ͷی با موضعͬ بودن معادل ۲ .۲ .۵

طور به که (K∗, τ∗) کامل̞ ــ ω ͷتوپولوژی میدان یافتن برای باشد. ͷتوپولوژی میدان ͷی (K, τ) کنید فرض

مجموعە  ی که ͬ دهیم م نشان ͬ گیریم. م نظر در N روی غیراصلͬ فرافیلتر ͷی ابتدا است معادل (K, τ) با موضعͬ

KN حلقە ی از ماکسیمال ایدە آل ͷی {i : ai = 0} ∈ F که طوری به (ai)i∈N ∈ KN عناصرِ تمام از متشͺل M

U∗ مجموعە ی ،U = (U0, U1, · · · ) ∈ τN هر برای سپس است. میدان ͷی K∗ = KN/M رو این از و است

توسط شده تولید فیلتر که دید خواهیم نهایتاً ͬ کنیم. م تعریف {a∗ : a ∈ KN, {i : ai ∈ Ui} ∈ F} صورت به را

(K∗, τ∗) بودن معادل موضعͬ طور به برهان ∗Kاست. روی کامل ــ ω فیلتر ͷی ∗Uها، همە ی از متشͺل مجموعە ی

شده آورده تفصیل به [۲۲] مقالە ی پیوست در قضیه این اثبات البته ͬ دهیم. م قرار خوانندە  عهدە ی به را (K, τ) با

است.



۸۵ کامل ــ ω ۵. ۲. میدان های

Mمتشͺل مجموعە ی صورت، این در باشد. N روی اصلͬ غیر فرافیلتر ͷی F و میدان ͷیK کنید فرض .۱۸ .۵ لم

ایدە آل ͷی صفر)، جا همه تقریباً باشد(عناصر F در {i : ai = 0} که ویژگͬ این با (ai)i∈N ∈ KN عناصرِ همە ی از

است. KN حلقە ی از ماکسیمال

است. ماکسیمال ، ایدە آل این ثانیاً است. KN حلقە ی از ایدە آل ͷی M مجموعە ی اولا˟ که ͬ دهیم م نشان اثبات.

{i : ai = 0} ∈ F داریم بنابراین بͽیرید. نظر در M در را (bi)i∈N و (ai)i∈N دلخواه˼ عنصر دو منظور، این به

داریم که کنید توجه .{i : bi = 0} ∈ F و

{i : ai = 0} ∩ {i : bi = 0} ⊆ {i : (ai + bi) = 0}

رو، این از و {i : (ai + bi) = 0} ∈ F که ͬ گیریم م نتیجه ،۹ .۵ تعریفِ در ۲ و ۱ ͬ های ویژگ به توجه با لذا

و است (0, 0, · · · ) يعنͬ ،KN حلقە ی 0 عنصرِ شامل M مجموعە ی بوضوح همچنین، .(ai + bi)i∈N ∈ M

(KN,+) از زیرگروه ͷی (M,+) که دادیم نشان اینجا تا پس .(−ai)i∈N ∈ M آن گاه ،(ai)i∈N ∈ M اگر

که آنجا از و {i : ai = 0} ∈ F صورت، این در .(ai)i∈N ∈ M و (bi)i∈N ∈ KN کنید فرض حال است.

پس ،{i : aibi = 0} ∈ F که ͬ گیریم م نتیجه {i : ai = 0} ⊆ {i : aibi = 0} = {i : ai = 0} ∪ {i : bi = 0}

است. KN حلقە ی از ایدە آل ͷی M بنابراین .(aibi)i∈N ∈M

M به KN حلقە ی از دیͽر عنصر ͷی اگر که ͬ دهیم م نشان است، ماکسیمال ایدە آل ͷی M اینکه اثبات برای

ͬ شود. م یͺه عنصر شامل عنصر، این و M توسط شده تولید ایدە آل کنیم، اضافه

که آنجایی از ندارد. قرار F در {i : bi = 0} مجموعە ی یعنͬ نباشد، M ایدە آلِ در (bi)i∈N ∈ KN کنید فرض

تعریف صورت این به را K عناصرِ از (b′
i)i∈N دنبالە ی ͷی حال .{i : bi 6= 0} ∈ F پس است، فرافیلتر ͷي F

با .b′
i = 0 ͬ دهیم م قرار  ،bi 6= 0 که i ∈ N هر برای و b′

i = 1 ͬ دهیم م قرار ،bi = 0 که i ∈ N هر برای ͬ کنیم: م

عنصرِ حال .(b′)i∈N ∈M نتیجه در دارد؛ قرار F در {i : b′
i = پس{0 ،{i : b′

i = 0} = {i : bi 6= 0} اینکه به توجه

در وارون پذیر عنصر ͷی پس هستند، ناصفر دنباله این اعضای تک تک که آنجا از بͽیرید. نظر در را (bi + b′
i)i∈N

پس است، (bi + b′
i)i∈N وارون پذیر عنصر شامل (bi)i∈N عنصر و M توسط تولید شده ایدە آل بنابراین است. KN

با برابر (bi)i∈N عنصر و M توسط تولید شده ایدە آل یعنͬ ،M〈(bi)i∈N〉 نتیجه در ͬ گیرد. م قرار ایدە آل این در نیز 1

KN حلقە ی خودِ با برابر M ⊂ N که KN حلقە ی روی N ایدە آل هر که دادیم نشان دیͽر، عبارت به است. KN

است. ماکسیمال ایدە آل ͷي M پس است،

است. معادل موضعͬ طور به کامل ــ ω ِͷتوپولوژی میدان  ͷی با (K, τ) ِͷتوپولوژی میدان هر .۱۹ .۵ قضیه

عناصرِ تمام از متشͺل M مجموعە  ی ۱۸ .۵ لم به بنا بͽیرید. نظر در N روی F غیراصلͬ فرافیلتر ͷی اثبات.

K∗ = KN/M پس است؛ KN حلقە ی از ماکسیمال ایدە آل ͷی {i : ai = 0} ∈ F که طوری به (ai)i∈N ∈ KN

است. میدان ͷی



۸۶ Vــ توپولوژی ͷی در ارزیاب ایدە آل  های از متشͺل پایە ی ͷی .۳ .۵

نشان a∗ با را K∗ به KN از کانونͬ نگاشت تحت را عنصر این تصویر باشد. KN از عنصر ͷی a کنید فرض

داریم: a1, · · · , an ∈ KN عناصر و t2 و t1 ترم̧ دو هر برای که داد نشان ͬ توان م ترم ها روی استقرا با ͬ دهیم. م

tK
∗

1 [a∗
1, · · · , a∗

n] = tK
∗

2 [a∗
1, · · · , a∗

n] ⇐⇒ {i ∈ N : tK1 [a1i, · · · , ani] = tK2 [a1i, · · · , ani]} ∈ F.

است. aj دنبالە ی عنصر iاُمین همان aji نمادِ از منظور ،aj ∈ KN هر ازای به فوق عبارت در

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را U∗ مجموعە ی ،U = (U0, U1, · · · ) ∈ τN هر برای

U∗ = {a∗ : a ∈ KN, {i : ai ∈ Ui} ∈ F}.

از متشͺل β مجموعە ی کنید فرض باشد. Ui در ai جا همه تقریباً که شده تشͺیل (ai)i∈N عناصر از U∗ واقع در

را آن و بͽیرید نظر در را β مجموعە ی توسط شده تولید فیلتر حال است. τN به متعلق U که باشد ∗Uهایی همه

و V1 = (V i
1 )i∈N کنید فرض دیͽر عبارت به است. کامل ــ ω فیلتر ͷی τ∗ که نشان دهیم ͬ خواهیم م بنامید. τ∗

ͷی باید ،τ∗ فیلتر بودن کامل ــ ω اثباتِ برای باشند. τN در گوی تا شمارا · · · و V3 = (V i
3 )i∈N و V2 = (V i

2 )i∈N

N روی غیراصلͬ فرافیلتر ͷی F که آنجا از .U∗ ⊆ V ∗
j باشیم داشته j ∈ N هر ازای به که بیابیم U ∈ τN گوی

حال دارد. وجود تهͬ اشتراک با F اعضای از N = F1 ⊇ F2 ⊇ · · · شͺل به دنباله ͷی ۱۷ .۵ لم به بنا پس است،

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را U = (U0, U1, U2, · · · ) مجموعە ی

Ui = V i
1 ∩ · · · ∩ V i

j , i ∈ Fj \ Fj+1.

هر برای که کنید توجه .U∗ = V ∗
1 ∩ V ∗

2 ∩ V ∗
3 ∩ · · · یعنͬ ماست، مطلوب گوی همان U که ͬ کنیم م ادعا

داریم: (ai)i∈N ∈ KN

{i : ai ∈ Ui} ∩ Fj ⊂ {i : ai ∈ V i
j }. (۱ .۵)

داریم ۹ .۵ تعریفِ ۱ ویژگͬ و (۱ .۵) رابطە ی از بنابراین .{i : ai ∈ Ui} ∈ F آن گاه ،a∗ ∈ U∗ اگر U∗ تعریفِ به بنا

ساخت روی استقرا با نهایتاً است. کامل ــ ω توپولوژی ͷي τ∗ نتیجه در و a∗ ∈ V ∗
j پس ،{i : ai ∈ V i

j } ∈ F

پیوست به کامل، اثبات مشاهدە ی (برای معادلند. موضعͬ طور به (K∗, τ∗) و (K, τ) که داد نشان ͬ توان م فرمول ها

کنید.) مراجعه [۲۲] مقالە ی

Vــ توپولوژی ͷی در ارزیاب ایدە آل  های از متشͺل پایە ی ͷی ۳ .۵

هرگاه ͬ نامیم م K ارزیابِ ایدە آل ͷی را M ⊆ K ناتهͬ مجموعە ی باشد. میدان ͷی K کنید فرض .۲۰ .۵ تعریف

.y ∈M یا x ∈M آن گاه ،x · y ∈M اگر x, y ∈ K هر برای همچنین 1 /∈M و M ·M ⊂M ،M +M ⊂M



۸۷ Vــ توپولوژی ͷی در ارزیاب ایدە آل  های از متشͺل پایە ی ͷی .۳ .۵

ایدە آل   ͬͽهم که ͬ سازیم م بازهایی از متشͺل پایه ͷی است کامل ــ ω که τ Vــتوپولوژ یِ ͷی برای ادامه در

انتخاب U0 ∈ τ گوی ͷی ،U ∈ τ هر برای ابتدا ͬ دهیم: م انجام مرحله چند در را کار این هستند. ارزیاب

U0 ⊃ U1 ⊃ U2 ⊃ · · · مانندِ τ در موجود گوی های از نزولͬ دنبالە ی ͷی سپس .1 /∈ U0 و U0 ⊂ U که ͬ کنیم م

باشیم داشته x, y ∈ K هر برای و Un+1 · Un+1 ⊂ Un و Un+1 + Un+1 ⊂ Un که گونە ای به ͬ دهیم م تشͺیل

سرانجام است. ارزیاب ایدە آل ͷی MU =
⋂

n∈N
Un که ͬ دهیم م نشان سپس .x · y ∈ Un+1 → x ∈ Un ∨ y ∈ Un

ͬ دهند. م تشͺیل را ما نظر مورد پایە ی MUها

صورت این در باشد. کراندار مجموعە ی ͷی V ⊆ K و ͷتوپولوژی میدان ͷی (K, τ) کنید فرض .۲۱ .۵ لم

است. τ توپولوژی برای پایه ͷي {xV : x ∈ K \ {0}}

K \ {0} در x عنصرِ ͷی U ∈ τ هر ازای به ۳۱ .۴ لم به بنا پس است، کراندار مجموعە ی ͷی V که آنجا از اثبات.

مجموعە ی ͷی xV هر پس است، ͷتوپولوژی میدان ͷي (K, τ) اینکه به توجه با .xV ⊂ U که طوری به دارد وجود

است. τ توپولوژی برای پایه ͷي {xV : x ∈ K \ {0}} مجموعە ی که ͬ شود م نتیجه این از و است باز

ͷی شامل که باشد K روی دیͽر میدانͬ توپولوژی ͷی σ و ͷتوپولوژی میدان ͷی (K, τ) کنید فرض  .۲۲ .۵ لم

.τ ⊂ σ صورت این در است. τ توپولوژی از کراندار مجموعە ی

مجموعە ی ،۲۱ .۵ لم به بنا دارد. قرار نیز σ در که باشد τ توپولوژی در کراندار مجموعە ی ͷی V کنید فرض اثبات.

توپولوژی ͷي σ و دارد قرار σ در V چون طرفͬ از است. τ توپولوژی برای پایه ͷی S = {xV : x ∈ K \ {0}}

.τ ⊂ σ نتیجه در است، τ از پایە  ͷی شامل σ دیͽر بیان به .xV ∈ σ داریم x ∈ K هر ازای به پس است، میدانͬ

ظریف تر τ از K روی τ ′ توپولوژی هر هرگاه ͬ نامیم م مینیمال را K میدانِ ͷی روی τ توپولوژی ͷی .۲۳ .۵ تعریف

.τ ⊆ τ ′ باشیم داشته است K میدانِ روی توپولوژی ͷی که τ ′ هر ازای به دیͽر، بیان به باشد،

K روی مینیمال توپولوژی ͷی τ صورت این در باشد. ͷتوپولوژی Vــ میدان ͷي (K, τ) کنید فرض .۲۴ .۵ قضیه

است.

توجه با .τ ′ ⊂ τ که طوری به دارد وجود K میدانِ روی τ ′ میدان̞ͬ توپولوژی ͷی کنید فرض خلف، برهان با اثبات.

۴ ویژگͬ به توجه با طرفͬ از .1 /∈W که طوری به دارد وجود τ ′ در W مجموعە ی ͷی ،۶ .۴ تعریفِ در ۱ ویژگͬ به

نتیجه در .1 /∈ U · U بنابراین و U · U ⊆ W که طوری به دارد وجود τ ′ در U گویِ ͷی W برای ،۶ .۴ تعریفِ در

بنا پس است، توپولوژی Vــ ͷی τ که آنجا از اما است. U توسط صفر از دور کراندار U−1 یعنͬ ،U ∩ U−1 = ∅

مجموعە ی ͷی شامل τ ′ چون ،۲۲ .۵ لم̧ به توجه با نهایتاً است. کراندار τ توپولوژی در U گوی ،۳۷ .۴ قضیە ی به

است. تناقض این و τ ⊂ τ ′ که ͬ گیریم م نتیجه پس است، τ توپولوژی از کراندار



۸۸ Vــ توپولوژی ͷی در ارزیاب ایدە آل  های از متشͺل پایە ی ͷی .۳ .۵

.E = {x ∈ K : x, x−1 /∈M} دهید قرار باشد. K میدانِ ͷی در ارزیاب ایدە آل ͷی M کنید فرض .۲۵ .۵ توجه

به نتیجه در است. آن ماکسیمال ایدە آل M که است K میدانِ از ارزیاب حلقە ی ͷی AM = M ∪E صورت این در

وجود τM توپولوژی ͷی M ارزیابِ ایدە آل هر نظیر بنابراین دارد. وجود ارزیاب حلقە ی ͷی ارزیاب، ایدە آل هر ازای

ͬ گوییم. م M توسط شده تولید توپولوژی توپولوژی، این به ͬ آید. م دست به AM حلقە ی از که دارد

b ∈ K هر برای صورت این در باشد. آن نظیر ارزیاب حلقە ی AM و ارزیاب ایدە آل ͷی M کنید فرض .۲۶ .۵ توجه

.b−1 /∈M اگروتنهااگر b ∈ AM داریم

پایه ͷي τ توپولوژی صورت، این در باشد. کامل ــ ω ِͷتوپولوژی Vــ میدانِ ͷی (K, τ) کنید فرض .۲۷ .۵ قضیه

K روی توپولو  ژی ͷی تنهایی به ایدە آل ها این از کدام هر همچنین است؛ شده تشͺیل ارزیاب ایدە آل های از که دارد

است. برابر τ با که ͬ کند م تولید

ͬ گردد: م اثبات زیر شرح به و مرحله چهار در قضیه این اثبات.

ͬ کنیم. م انتخاب 1 /∈ U0 و U0 ⊂ U ͬ های ویژگ با را τ در U0 گوی ͷی بͽیرید. نظر در را U ∈ τ دلخواه˼ گوی .۱

در ۶ و ۴ و ۳ و ۲ ͬ های ویژگ ͷکم با حال ͬ کنیم. م استفاده ۷ .۵ تعریفِ در ۲ و ۱ ͬ های ویژگ از کار، این برای

Un+1 + Un+1 ⊂ Un که گونە ای به ͬ دهیم م تشͺیل را U0 ⊃ U1 ⊃ U2 ⊃ · · · نزولͬ دنبالە ی ،۷ .۵ تعریف

که کنید توجه .x · y ∈ Un+1 → x ∈ Un ∨ y ∈ Un داریم x, y ∈ K هر برای و Un+1 · Un+1 ⊂ Un و

است. τ به متعلق MU =
⋂

n∈N
Un مجموعە ی پس است، کامل ــ ω فرض به بنا τ چون

تعریفِ در شده بیان ͬ های ویژگ است کافͬ ادعا این اثبات برای است. ارزیاب ایدە آل ͷیMU که ͬ کنیم م ادعا .۲

نتیجه ͬ توان م سادگͬ به قبل، مرحلە ی در MU مجموعە ی ساخت نحوە ی به توجه با کنیم. بررسͬ را ۲۰ .۵

داریم n ∈ N هر ازای به آن گاه ،x · y ∈MU اگر حال .MU ·MU ⊂MU و MU +MU ⊂MU که گرفت

داریم Ui هر ساخت نحوە ی به توجه با صورت این در x /∈ Ui−1 و x · y ∈ Ui کنید فرض .x · y ∈ Un

نتیجه در و x /∈ Uj داریم نیز j > i هر ازای به (Un)n∈N دنبالە ی بودن نزولͬ به بنا که کنید توجه .y ∈ Ui−1

Uj در y عنصرِ نیز j < i هر ازای به پس ،U0 ⊃ U1 ⊃ U2 ⊃ · · · اینکه به توجه با همچنین .y ∈ Uj مشابهاً

ارزیاب ایدە آل ͷی MU رو این از .y ∈MU نتیجه در و y ∈ Un داریم i ∈ N هر ازای به بنابراین و دارد قرار

است.

روی ارزیابی نگاشت ͷی ،۹ .۳ قضیە ی به بنا ͬ دهیم. م نشان AU با را ارزیاب ایدە آل این نظیر ارزیاب حلقە ی .۳

ͬ کند م القاء K میدانِ روی توپولوژی ͷی ارزیابی نگاشت این .Ov = AU که طوری به دارد وجود K میدانِ

مرحلە ی در و است τv در کراندار گوی ͷی AU ماکسیمالِ ایدە آل عنوان به MU ͬ دهیم. م نشان τv با را آن که

.τv ⊂ τ که ͬ شود م نتیجه ۲۲ .۵ لم̧ به توجه با بنابراین .MU ∈ τ که دادیم نشان ،۱



۸۹ هنسلͬ ــ t میدان های معرفͬ   .۴ .۵

.τv = τ بنابراین است، مینیمال توپولوژی ͷی ۲۴ .۵ قضیە ی طبق است، توپولوژی Vــ ͷی τ اینکه به توجه با .۴

از متشͺل پایە ای ͷی ،B = {MU}U∈τ مجموعە ی ͬ سازیم. م MU ͷی U ∈ τ هر برای فوق، مراحل طبق

.MU ⊆ U که طوری به دارد وجود MU ∈ B ͷی U ∈ τ هر ازای به زیرا است، τ برای ارزیاب ایدە آل های

با برابر که ͬ کند م تولید K روی توپولوژی ͷی تنهایی به MU هر دیدیم، ۴ مرحلە ی در که همان طور علاوه به

است. τ

هنسلͬ ــ t میدان های معرفͬ   ۴ .۵

ِͷتوپولوژی میدان ͷی با موضعͬ طور به هرگاه ͬ نامیم، م هنسلͬ ــ t را (K, τ) ِͷتوپولوژی میدان ͷی .۲۸ .۵ تعریف

است. هنسلͬ ارزیابی میدان ͷی (L,Ov) که طوری به باشد معادل (L, τv)

دارند(برای هنسلͬ ارزیاب ایدە آل های از متشͺل پایە ی  ͷی هنسلͬ ــ t میدان های که ͬ دهیم م نشان بخش، این در

کنید.) رجوع ۳۲ .۵ به هنسلͬ ارزیاب ایدە آل ͷی تعریف

ارزیاب حلقە ی ͷی Ov و میدان ͷی K آن در که است زوج ͷی (K,Ov) از منظورمان ادامه، در .۲۹ .۵ گذاری نماد

ͬ دهیم. م نشان mv با را حلقه این ماکسیمال ایدە آل است. آن از

صورتِ به چند جملە ای هر هرگاه است هنسلͬ (K,Ov) ارزیابی میدان ͷی .۳۰ .۵ یادآوری

باشد(مطابق داشته K در ریشه ͷی ci ∈ mv و n ≥ 2 آن در که Xn +Xn−1 + cn−2X
n−2 + · · ·+ c0

کردیم). اثبات ۱۱ .۲ لم در آنچه با

است هنسلͬ ــ t میدانِ ͷی (K, τ) صورت این در باشد. ͷتوپولوژی Vــ میدانِ ͷی (K, τ) کنید فرض .۳۱ .۵ قضیه

باشد: برقرار زیر شرط اگروتنهااگر

صورت به چندجملە ای هر که طوری به باشد داشته وجود τ در U گویِ ͷی n ≥ 2 هر ازای به (∗)

باشد. داشته K در ریشه ͷی هستند، U از ͬͽهم ضرایب آن در که xn + xn−1 + an−2x
n−2 + · · ·+ a0

(L, τv) ͷی با است معادل موضعͬ طور به ۲۸ .۵ تعریف به بنا آن گاه باشد، هنسلͬ ــ t میدانِ ͷي (K, τ) اگر اثبات.

۳۰ .۵ به بنا آن گاه بͽیریم، نظر در mv را U اگر صورت این در است. هنسلͬ ارزیابی میدان ͷی (L,Ov) که طوری به

دارد. ریشه ͷی L میدانِ در ،ai ∈ mv آن در که xn + xn−1 + an−2x
n−2 + · · ·+ a0 صورتِ به چندجملە ای  هر

است: موضعͬ جملە ی ͷی که نوشت زیر صورت به ͬ توان م n ≥ 1 هر برای را (∗) شرط که کنید توجه حال

φn = ∃U ∀yn−2, · · · , y0 (yn−2 ∈ U ∧ · · · y0 ∈ U)→ ∃x (xn + xn−1 + yn−2x
n−2 + · · ·+ y0 = 0).



۹۰ هنسلͬ ــ t میدان های معرفͬ   .۴ .۵

موضعͬ طور به (K, τ) اینکه به توجه با دیͽر، سوی از است. برقرار (L, τv) در (∗) شرط که کردیم ثابت سو، ͷی از

در (∗) شرط که گرفت نتیجه ͬ توان م پس است، موضعͬ جملە های صورت به (∗) شرط˼ و است معادل (L, τv) با

است. برقرار نیز (K, τ)

به دیͽر بیان به باشد. برقرار (K, τ) ِͷتوپولوژی Vــ میدان در (∗) شرط˼ کنید فرض عکس، جهت اثبات برای

n درجە ی از xn + xn−1 + · · ·+ y0 چندجملە ای های که طوری به دارد وجود τ در Un گویِ  ͷی ،n ∈ N هر ازای

بنا پس بنویسیم، موضعͬ جملە های صورت به ͬ توانیم م را (∗) شرط˼ که آنجا از دارند. ریشه K در Un از ضرایب با

به ،۲۷ .۵ قضیە ی با مطابق حال ͬ گیریم. م نظر در کامل ــ ω میدان ͷی را (K, τ) کلیت از کاستن بدون ۱۹ .۵ لم به

نظر در کامل ــ ω میدان ͷی را (K, τ) که این به توجه با ͬ دهیم. م تشͺیل را MUn ∈ τ ارزیابِ ایدە آل Un هر ازای

دارد. قرار τ در M =
⋂

n∈N
MUn مجموعە ی گرفتیم،

.M ⊆ Un داریم n ≥ 1 هر ازای به که است ارزیاب ایدە آل ͷیM که گرفت نتیجه ͬ توان م ۲۷ .۵ لم̧ اثبات مشابه

ماکسیمال ایدە آل که طوری به دارد وجود M نظیرِ AM ارزیاب حلقه ͷی شد، داده توضیح ۲۵ .۵ در که همان طور

به اینکه به توجه با ͬ کند. م القاء را τv توپولوژی که ͬ شود م ناشͬ v ارزیابی̞ نگاشت ͷی از AM است. M همان آن

صورت به چندجملە ای هر که بͽیریم نتیجه ͬ توانیم م Un گوی هر ویژگͬ به بنا پس ،M ⊆ Un داریم n ≥ 2 هر ازای

ͷی (K,AM ) ،۳۰ .۵ طبق بنابراین دارد. ریشه ͷی K در ai ∈M آن در که xn + xn−1 + an−2x
n−2 + · · ·+ a0

ایدە آل هر که دادیم نشان ۲۷ .۵ قضیە ی در طرفͬ از است. هنسلͬ ــ t میدانِ ͷی (K, τv) نتیجه در و هنسلͬ میدان

میدانِ ͷی نیز (K, τ) بنابراین ،τv = τ دیͽر عبارت به ͬ کند. م القاء τ با یͺسان توپولوژی ͷی K میدانِ در ارزیاب

است. هنسلͬ ــ t

(۲۵ .۵ توجه˼ AM(مطابق ارزیاب حلقە ی هرگاه ͬ نامیم، م هنسلͬ Kرا میدانِ Mاز ارزیاب ایدە آل ͷی .۳۲ .۵ تعریف

باشد. هنسلͬ حلقە ی ͷی

دارد. هنسلͬ ارزیاب ایدە آل های از متشͺل پایه ͷی (K, τ) کامل̞ ــ ω و هنسلͬ ــ t میدان هر .۳۳ .۵ نتیجه

ارزیاب ایدە آل های از متشͺل پایە ی ͷی ۲۷ .۵ قضیە ی در و M هنسلͬ ارزیاب ایدە آل ͷی ،۳۱ .۵ قضیە ی در اثبات.

دید ͬ توان م سادگͬ به بͽیرید. نظر در را {M ∩Mi}i∈N مجموعە ی حال کردیم. پیدا τ توپولوژی برای {Mi}i∈N

است. هنسلͬ ارزیاب ایدە آل های از متشͺل پایە ی ͷی مجموعه، این که

کوچͺترین به را Fq((t)) در لوران سری هر که بͽیرید نظر در را v : Fq((t)) → Fq ارزیابی نگاشت .۳۴ .۵ مثال

بنا که آنجا از ͬ دهیم. م نشان τv نماد با را آن که ͬ کند م القاء Fq((t)) روی توپولوژی ͷی نگاشت این ͬ برد. م آن توان

است. هنسلͬ ــ t میدانِ ͷی (Fq((t)), τv) پس است، هنسلͬ (Fq((t)),Fq[[t]]) ارزیابی میدان ،۲۶ .۳ قضیە ی به



۹۱ K[x]n1 روی توپولوژی ͷی تعریف .۵ .۵

K[x]n1 روی توپولوژی ͷی تعریف ۵ .۵

چندجملە ای های مجموعە ی روی توپولوژی ͷی داریم قصد ،(K, τ) ِͷتوپولوژی میدان ͷی به توجه با بخش، این در

هر حول ͬ های ͽهمسای برای پایه ͷی باید بوضوح راستا، این در تعریف کنیم. K[x] در n درجە ی حداکثر با تکین

کنیم. معرفͬ n درجە ی حداکثر با تکین چندجملە ای

از آن ها ضرایب  که چندجملە ای هایی مجموعە ی .S ⊂ K و باشد میدان ͷی K کنید فرض .۳۵ .۵ گذاری نماد

f ∈ S[x] چندجملە ای های تمام مجموعە ی ،S[x]n نمادِ با همچنین ͬ شود. م داده نمایش S[x] با است، S ∪ {0}

را f ∈ S[x]n تکین̞ چندجملە ای های تمام مجموعە ی ،S[x]n1 با علاوه به ͬ شود. م داده نمایش n حداکثر درجە ی با

ͬ دهیم. م نشان

کنیم. تعریف توپولوژی ͷی K[x]n1 مجموعه روی ͬ خواهیم م باشد. ͷتوپولوژی میدان ͷی (K, τ) کنید فرض

ͬ های ͽهمسای پایە ی عنوان به را {f + U [x]n−1}U∈τ خانوادە ی ،f ∈ K[x]n1 چندجملە ای هر برای منظور این به

ͬ گیریم. م نظر در f حول

معادلند: زیر شرایط صورت این در باشد. ͷتوپولوژی Vــ میدانِ ͷی (K, τ) کنید فرض .۳۶ .۵ قضیه

برای که طوری به دارد وجود U ∈ τ گوی ͷی ،n ≥ 1 هر ازای به یعنͬ است؛ هنسلͬ ــ t میدانِ ͷی (K, τ) .۱

هستند، U در ͬͽهم ai ضرایبِ آن در که xn+1 + xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 صورتِ به چندجملە ای هر

دارد. ریشە ای K در

باز مجموعە ی ͷی En = {f ∈ K[x]n1 : deg(f) = n, دارد ساده ریشە ی K در f} مجموعە ی n هر برای .۲

است. K[x]n1 در

که دهیم نشان است کافͬ است، باز مجموعە ی ͷی En مجموعە ی که این اثبات برای :۲ به ۱ از اثبات اثبات.

که طوری به کنیم پیدا f از Uf ͬͽهمسای ͷی باید دیͽر عبارت به است. درونͬ نقطە ی ͷی مجموعه، این در f هر

.Uf ⊆ En

(K, τ) ،۳۳ .۵ نتیجە ی به بنا بنابراین و است هنسلͬ ــ t میدانِ ͷی (K, τ) میدان فرض، طبق که کنید توجه ابتدا

دارد. هنسلͬ ارزیاب ایدە آل های از متشͺل پایە ی ͷی

ضرایب مجموعە ی {a0, a1, · · · , an−1} کنید فرض بͽیرید. نظر در را En در f دلخواه˼ چندجملە ای ͷی حال

ایدە آل ͷی 0 ≤ i ≤ n− 1 هر برای است، شده تشͺیل هنسلͬ ارزیاب ایدە آل های از که τ مذکور پایە ی از باشد. آن

همە ی اشتراک .a−1
i /∈ Mi پس است، ایدە آل ͷي Mi که آنجا از ͬ کنیم. م انتخاب ai ∈ Mi ویژگ̞ͬ با Mi ارزیاب

ͬ نامیم. م M ′ را 0 ≤ i ≤ n− 1 هر ازای به ها Mi
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که ͬ کنیم م انتخاب گونە ای به را M∗ هنسلͬ ارزیاب ایدە آل ͷی باشد. f از ساده ریشە ی ͷي a کنید فرض

بودن پایه به توجه با و 1
f ′(a) ∈ M∗ که کنیم پیدا گونە ای به را M∗ است کافͬ منظور این برای .f ′(a) /∈ M∗

نظر در را M = M∗ ∩M ′ هنسلͬ ایدە آل حال است. شدنͬ کار این مذکور، هنسلͬ ارزیاب ایدە آل های مجموعە ی

.f ∈ AM [x] نتیجه در و ai ∈ AM پس ،a−1
i /∈ M داریم 0 ≤ i ≤ n − 1 هر ازای به این که به توجه با ͬ گیریم. م

گوی از g چندجملە ای ͷی ادعا، این اثبات برای است. En زیرمجموعە ی Uf = f + M [x]n−1 که ͬ کنیم م ادعا

که دید ͬ توان م سادگͬ به بͽیرید. نظر در Uf = f +M [x]n−1

g(a) ≡ f(a) ≡ 0 (modM) و g′(a) ≡ f ′(a) 6≡ 0 (modM).

ریشە ی که طوری به دارد وجود a+M در b عنصرِ ͷی پس است، هنسلͬ ارزیاب حلقە ی ͷی AM که آنجا از حال

.Uf ⊆ En دیͽر بیان به دارد. K در ساده ریشە ی ͷي g ∈ Uf هر که ͬ شود م نتیجه بنابراین است. g سادە ی

U ∈ τ گوی ͷی ،n ≥ 1 هر برای ،۲ شرط برقراری صورت در که دهیم نشان ͬ خواهیم م :۱ به ۲ از اثبات

U از ͬͽهم ضرایب آن در که f = xn+1 + xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 چندجملە ای هر که طوری به دارد وجود

به توجه با بͽیرید. نظر در را f = xn+1 + xn چندجملە ای منظور، این برای دارد. K در ریشه ͷی حداقل هستند،

مجموعە ی .f ∈ En+1 بنابراین و است −1 همان که دارد سادە  ریشە ی ͷی K در f پس ،f = xn(x + 1) اینکه

f + U [x]n−1
1 در g چندجملە ای هر که طوری به دارد وجود τ در U گوی ͷی پس است، باز مجموعە ی ͷی En+1

دارد. K در ساده ریشە ی ͷی حداقل

هنسلͬ ــ t میدانِ ͷی در تعریف پذیر ͬͽهمسای ͷی ۶ .۵

بستە ی که باشد هنسلͬ ــ t میدان ͷی (K, τ) کنید فرض ͬ رسیم. م فصل این نظر مورد قضیە ی اثبات به سرانجام

ندارد. ریشە ای K در که بͽیرید نظر در را f ∈ K[x] جدایی پذیرِ و تحویل ناپذیر چندجملە ای ͷي نیست. جدایی پذیر

مجموعە ی که ͬ دهیم م نشان بخش، این در کند. صدق f ′(a) 6= 0 شرط در K در a عنصر ͷی کنید فرض همچنین

است. 0 حول کراندار و باز ͬͽهمسای ͷی Uf,a := { 1
f(x) −

1
f(a) : x ∈ K}

ͷی را f(a) ∈ K عنصر باشد. K میدانِ از عنصر ͷی a و چندجملە ای ͷی f ∈ K[x] کنید فرض .۳۷ .۵ تعریف

.f ′(a) 6= 0 هرگاه ͬ نامیم م f سادە ی مقدار

متشͺل مجموعە ی باشد. تکین چندجملە ای ͷی f ∈ K[x] و هنسلͬ ــ t میدانِ ͷی (K, τ) کنید فرض .۳۸ .۵ قضیه

است. باز مجموعە ی ͷی S = {f(a) : a ∈ K, f ′(a) 6= 0} يعنͬ ،f سادە ی مقادیر از

به است. S مجموعە ی از درونͬ نقطە ی ͷی ،f چندجملە ای از b سادە ی مقدار هر که کنیم اثبات ͬ خواهیم م اثبات.

.Ub ⊆ S که طوری به دارد وجود b از Ub ͬͽهمسای ͷی دیͽر، بیان
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f چندجملە ای از ساده مقدار ͷی b کنید فرض همچنین، .deg(f) = n کنید فرض کلیت، از شدن کاسته بدون

f(x) − b چندجملە ای صورت، این در .f ′(a) 6= 0 و f(a) = b داریم a ∈ K ͷی ازای به دیͽر، عبارت به باشد؛

که K[x]n1 از چندجملە ای هایی مجموعە ی ،۳۶ .۵ قضیە ی به توجه با است. a عنصر همان که دارد ساده ریشە ی ͷی

آنجا از بنابراین، است. باز مجموعە ی ͷی کردیم تعریف K[x]n1 روی که توپولوژی در دارند، ساده ریشە ی K در

U ∈ τ گوی ͷی دیͽر، عبارت به است. آن از درونͬ نقطە ی ͷی پس دارد، قرار مجموعه این در f(x) − b که

هر ویژه، به دارد. K در ساده ریشە ی ͷی f(x)− b+U [x]n−1 به متعلق g چندجملە ایِ هر که طوری به دارد وجود

که طوری به دارد وجود t ∈ K یعنͬ دارد؛ K در ساده ریشە ی ͷی ai ∈ U که f(x)− b+ai صورتِ به چندجملە ای

همە ی رو این از است. f سادە ی مقدار ͷی b− ai بنابراین و f(t) = b− ai دیͽر، عبارت به .f(t)− b+ ai = 0

است. b حولِ مطلوب ͬͽهمسای همان b− U نتیجه در و هستند f سادە ی مقادیر b− U در موجود عناصر

ͷی f همچنین باشد، A ماکسیمال ایدە آل M و ارزیاب حلقە ی ͷي A ⊆ K و میدان ͷی K کنید فرض .۳۹ .۵ لم

.b ∈ A آن گاه f(b) ∈M که باشد گونە ای به b ∈ K اگر باشد. A[x] در چندجملە ای

گروه ͷی به K میدانِ از v ارزیابی نگاشت ͷی ۹ .۳ قضیە ی طبق پس است، ارزیاب حلقە ی ͷی A که آنجا از اثبات.

f = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 تکین̞ و دلخواه چندجملە ای حال .Ov = A که طوری به دارد وجود Γ آبلͬ مرتب

خلف برهان با .v(f(b)) > 0 یعنͬ ،f(b) ∈ M باشد گونە ای به b ∈ K کنید فرض بͽیرید. نظر در A[x] در را

طرفͬ، از .v(b) < 0 یعنͬ ،b /∈ A کنید فرض

v(f(b)) = v(bn + an−1b
n−1 + · · ·+ a0) = min{nv(b), (n− 1)v(b) + v(an−1) · · · , v(a0)}.

پس ،v(ai) ≥ 0 داریم ،0 ≤ i ≤ n− 1 هر برای اینکه به توجه با

min{nv(b), (n− 1)v(b) + v(an−1) · · · , v(a0)} = nv(b) < 0

.b ∈ A یعنͬ ،v(b) ≥ 0 باید پس است. تناقض که v(f(b)) < 0 بنابراین و

هم به نسبت K[x] در f ′ و f صورت این در باشد. جدایی پذیر چندجملە ای ͷی f ∈ K[x] کنید فرض .۴۰ .۵ لم

هستند. اول

در هرگاه است، جدایی پذیر چندجملە ای ͷی K[x] در n درجە ی از f چندجملە ای ͷی که ͬ کنیم م یادآوری اثبات.

.ai 6= aj آن در که شود تجزیه (x− a1)(x− a2) · · · (x− an) صورتِ به Kalg[x]

.gcd(f, f ′) 6= 1 یعنͬ نباشند، اول هم به نسبت K[x] در f ′ و f چندجملە ای دو کنید فرض خلف، برهان با

باشد، h ریشە ی ͷي a ∈ Kalg کنید فرض حال .h | f ′ و h | f که طوری به دارد وجود h ∈ K[x] صورت این در

داریم نتیجه در و g ∈ Kalg[x] آن در که f = (x−a)g رو، این از .x−a|f و x−a|f ′ نتیجه در و x−a | h بنابراین
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f = (x− a)g اینکه به توجه با بنابراین .x− a | g که ͬ گیریم م نتیجه x− a | f ′ که آنجا از .f ′ = g + g′(x− a)

است. تناقض در f بودن جدایی پذیر با این و (x− a)2 | f داریم

که موجودند چنان v(x) و u(x) چندجملە ای های آن گاه باشد، جدایی پذیر چندجملە ای ͷی f اگر نتیجه در

.f(x)u(x) + f ′(x)v(x) = 1

درجە ی از جدایی پذیر و تکین چندجملە ای ͷی f ∈ K[x] و هنسلͬ ــ t میدانِ ͷی (K, τ) کنید فرض .۴۱ .۵ قضیه

صفر از دور کراندار مجموعە ی ͷی f(K) = {f(x) : x ∈ K} صورت این در ندارد. ریشە ای K در که باشد n

است.

ریشە ای K در که باشد جدایی پذیر و تکین چندجملە ای ͷی f ∈ K[x] «اگر عبارتِ که کنید توجه ابتدا اثبات.

جملە ی ͷی که نوشت زیر صورت به ͬ توان م را است» صفر از دور کراندار مجموعە ی ͷی f(K) آن گاه باشد نداشته

است: موضعͬ

φn = ∀a0, a1, · · · , an−1∃x(xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0→

nxn−1 + (n− 1)an−1x
n−2 + · · ·+ a1 6= 0) ∧ ∀x(xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 6= 0)

→ ∃U∀xf(x) /∈ U

کنید فرض بͽیریم. نظر در کامل ــ ω میدانِ ͷی را (K, τ) ͬ توانیم م ،۱۹ .۵ قضیە ی به توجه با بنابراین

وجود پایه ͷی τ برای ،۳۳ .۵ نتیجە ی به توجه با باشد. f چندجملە ای ضرایب مجموعە ی {a0, a1, · · · , an−1}

با Mi ارزیابِ ایدە آل ͷی ،0 ≤ i ≤ n − 1 هر برای پایه این از است. هنسلͬ ارزیاب ایدە آل های از متشͺل که دارد

اشتراک .a−1
i /∈Mi پس است، ایدە آل ͷي Mi چون که کنید توجه . ͬ کنیم م انتخاب باشد، Mi در ai که ویژگͬ این

است، جدایی پذیر چندجملە ای ͷی f که کنید توجه حال ͬ نامیم. م M ′ را 0 ≤ i ≤ n− 1 هر ازای به ها Mi همە ی

که طوری به دارند وجود K[x] در v و u چندجملە ای دو نتیجه در است. اول f ′ به نسبت f ،۴۰ .۵ لم به بنا پس

M ′′ که طوری به ͬ کنیم م انتخاب را M∗ و M ′′ ارزیاب ایدە آل های یافتیم، را M ′ که روشͬ با مشابه .fu+ f ′v = 1

M = M∗ ∩M ′ ∩M ′′ هنسل̞ͬ ارزیاب ایدە آل سپس، نباشد. v ضرایب وارون شامل M∗ و u ضرایب وارون شامل

.f, u, v ∈ AM [x] پس نیستند، M در v و u و f ضرایب وارون این که به توجه با ͬ گیریم. م نظر در را

a ∈ K ͷی ازای به کنید فرض خلف برهان با ادعا، این اثبات برای .f(K) ∩M = ∅ که ͬ کنیم م ادعا حال

اینکه به توجه با آن گاه ،f ′(a) ∈ M اگر .a ∈ AM داریم ،۳۹ .۵ لم به بنا صورت این در .f(a) ∈ M باشیم داشته

.1 ∈ M بنابراین و f(a)u(a) + f ′(a)v(a) ∈ M داریم ،f(a), u(a), v(a) ∈ AM و است ارزیاب ایدە آل ͷی M

.f ′(a) /∈M بنابراین است، تناقض ͷی مذکور نتیجە ی پس 1 /∈M و است ارزیاب ایدە آل ͷی M که کنید توجه اما

در f که گرفت نتیجه ͬ توان م f ′(a) /∈M و f(a) ∈M و است هنسلͬ ارزیاب ایدە آل ͷی M اینکه به توجه با حال
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کردیم اثبات آنجا از بنابراین، است. تناقض در فرض با که دارد ریشه ͷی K در f بوضوح پس دارد، ریشه ͷی AM

است. M باز گوی توسط صفر از دور کراندار مجموعە ی ͷی f(K) پس ،f(K) ∩M = ∅

که باشد جدایی پذیر و تکین چندجملە ای ͷی f ∈ K[x] و هنسلͬ ــ t میدانِ ͷی (K, τ) کنید فرض .۴۲ .۵ نتیجه

است. کراندار مجموعە ی ͷی {f(x)−1 : x ∈ k}صورت این در ندارد. ریشە ای K در

با متناظر .f(K)∩M = ∅ که طوری به دارد وجود τ Mدر هنسلͬ ارزیاب ایدە آل ͷی قبل، قضیە ی به توجه با اثبات.

همچنین، است. M همان آن ماکسیمال ایدە آل که دارد وجود AM هنسلͬ ارزیاب حلقە ی ͷی M ارزیابِ ایدە آل این

ارزیابی نگاشت این .Ov = AM که طوری به دارد وجود Γ آبلͬ مرتب گروه ͷی Kبه میدانِ از v ارزیابی نگاشت ͷی

.τv = τ که کردیم اثبات ۲۷ .۵ قضیە ی در ͬ دهیم. م نشان τv با آن که ͬ کند م القاء K روی توپولوژی ͷی

مجموعە ی ۳۰ .۴ لم̧ به بنا پس است، کراندار پایین از مجموعە ی ͷی v(M) = {v(x) : x ∈M} که کنید توجه

x ∈ K هر ازای به پس ،M = {x ∈ K : v(x) > 0} و f(K) ∩M = ∅ که آنجا از طرفͬ از است. M کراندار

رو، این از .{f(x)−1 : x ∈ k} ⊆ M نتیجه در و v(f(x)−1) = −v(f(x)) > 0 بنابراین ،v(f(x)) ≤ 0 داریم

است. کراندار مجموعە ی ͷی نیز {f(x)−1 : x ∈ k}

ͬ دهیم. م نشان f(K)−1 نماد با را {f(x)−1 : x ∈ K} مجموعە ی .۴۳ .۵ گذاری نماد

چندجملە ای ͷی نیست. جدایی پذیر بستە ی که باشد هنسلͬ ــ t میدان ͷی (K, τ) کنید فرض .۴۴ .۵ قضیه

a ∈ K کنید فرض همچنین ندارد. ریشە ای K در که بͽیرید نظر در را K[x] در f جدایی پذیرِ و تحویل ناپذیر

باز ͬͽهمسای ͷی Uf,a := { 1
f(x) −

1
f(a) : x ∈ K} مجموعە ی صورت، این در ͬ کند. م صدق f ′(a) 6= 0 شرط˼ در

است. 0 حول کراندار و

طبق بنابراین است. کراندار مجموعە ی ͷی f(K)−1 مجموعە ی که ͬ دانیم م ،۴۲ .۵ نتیجە  ی به توجه با اثبات.

پس ،f(K)−1 − f(a)−1 ⊂ f(K)−1 − f(K)−1 آنجا که از است. کراندار نیز f(K)−1 − f(K)−1 ،۳۱ .۴ لم

است. کراندار نیز f(K)−1 − f(a)−1

باقͬ آن اثبات از که چیزی تنها دارد. قرار Uf,a در 1
f(a)−

1
f(a) = 0 پس Kاست، به متعلق a چون که کنید توجه

پس است، f سادە ی مقدار ͷی f(a) فرض، مطابق که آنجا از است. باز مجموعە ی ͷي Uf,a که است این مانده،

.f ′(t) 6= 0 و هستند f(t) صورت به آن نقاط تمام که دارد وجود U ͬͽهمسای ͷي f(a) حول ۳۸ .۵ قضیە ی به بنا

.f ′(t) 6= 0 و هستند 1
f(t) صورت به عناصر همە ی ͬͽهمسای این در که دارد وجود 1

U ͬͽهمسای 1
f(a) حولِ بنابراین

پس هستند، 1
f(t) −

1
f(a) صورت به آن عناصر همە ی که است صفر ͬͽهمسای ͷی U∗ = 1

U −
1

f(a) نتیجه، در

دادیم نشان و U∗ ∈ τ چون و است صفر حول ͬ های ͽهمسای از متشͺل فیلتر ͷی τ که کنید توجه حال .U∗ ⊆ Uf,a

است. باز مجموعە ی ͷی یعنͬ این و دارد قرار τ در نیز Uf,a که گرفت نتیجه ͬ توان م U∗ ⊆ Uf,a که



۹۶ هنسلͬ ــ t میدانِ ͷی در تعریف پذیر ͬͽهمسای ͷی .۶ .۵

فصل: خلاصە ی *

است: زیر قضیه اثبات فصل، این اصلͬ هدف

چندجملە ای ͷی همچنین، نیست. جدایی پذیر بستە ی که باشد هنسلͬ ــ t میدان ͷی (K, τ) کنید فرض

به متعلق a عنصرِ ͷی کنید فرض ندارد. ریشە ای K در که بͽیرید نظر در را f ∈ K[x] جدایی پذیر و تحویل ناپذیر

باز ͬͽهمسای ͷی Uf,a := { 1
f(x) −

1
f(a) : x ∈ K} مجموعه صورت، این در کند. صدق f ′(a) 6= 0 شرط در K

کردە ایم: اثبات را زیر موارد قضیه، این اثبات برای است. 0 حول کراندار و

از منظور اینجا، در دارد. وجود هنسلͬ ارزیاب ایدە آل های از متشͺل پایه ͷی هنسلͬ ــ t میدانِ ͷی برای .۱

است: زیر ͬ های ویژگ با K میدان از M مانند زیرمجموعە ای ارزیاب“   ”ایدە آل

.y ∈M یا x ∈M آن گاه x · y ∈M اگر ،x, y ∈ K هر برای و M ·M ⊂M ،M +M ⊂M ،1 /∈M

صفر از دور کراندار مجموعە ی ͷی f(K) = {f(x) : x ∈ K} مجموعە ی که دادیم نشان .۲

به کرد انتخاب ͬ توان م M گوی ͷی هنسلͬ ارزیاب ایدە آل های از متشͺل پایە ی از واقع، در است.

ͷی f(K)−1 = {f(x)−1 : x ∈ K} مجموعە ی نتیجه در .f(K) ∩ M = ∅ که طوری

اینکه به توجه با ترتیب این به است. کراندار نیز f(K)−1 − f(K)−1 بنابراین و است کراندار مجموعە ی

کراندار f(K)−1 − f(a)−1 مجموعە ی که ͬ شود م نتیجه ،f(K)−1 − f(a)−1 ⊂ f(K)−1 − f(K)−1

است.

در است. τ در باز مجموعه ͷی {f(a) : a ∈ K, f ′(a) 6= 0} یعنͬ ،f ساده مقادیر از متشͺل مجموعە ی .۳

بنابراین .f ′(t) 6= 0 و هستند f(t) صورت به آن نقاط تمام که دارد وجود U ͬͽهمسای ͷي f(a) حول نتیجه

.f ′(t) 6= 0 و هستند 1
f(t) صورت به عناصر همە ی ͬͽهمسای این در که دارد وجود 1

U ͬͽهمسای 1
f(a) حولِ

در هستند، 1
f(t) −

1
f(a) صورت به آن عناصر همە ی که است صفر ͬͽهمسای ͷی U∗ = 1

U −
1

f(a) رو این از

دارد قرار τ در نیز Uf,a پس است، صفر حول ͬ های ͽهمسای از متشͺل فیلتر ͷی τ چون .U∗ ⊆ Uf,a نتیجه

است. باز مجموعە ی ͷی نهایتاً و



۶ فصل

حلقە ی برای پارامتر بدون وجودی تعریف ͷی

Fq((t)) ارزیابی̞ میدان در Fq[[t]] ارزیابِ

متناه̞ͬ میدان را k میدانِ فصل، این در کردیم. معرفͬ را k[[t]] حلقە ی و k((t)) میدانِ ،k میدانِ ͷی ازای به ۳ فصل در

ai هر آن در که است
∞∑

i=−n
ait

i صورتِ به سری هایی از متشͺل میدان Fq((t)) که ͬ کنیم م یادآوری ͬ گیریم. م نظر در Fq

v(
∞∑

i=−n
ait

i) = min{i|ai 6= 0} ضابطە ی با v : Fq((t))→ Z نگاشتِ است. طبیعͬ عدد ͷی n و Fq به متعلق

آن پیمانە های میدان و Fq[[t]] = {
∞∑

i=0
ait

i|ai ∈ Fq} آن، ارزیاب حلقە ی که است میدان این روی ارزیابی ͷی

است: شده پرداخته زیر قضیە ی اثبات به ،[۱] پایا ن نامه این اصلͬ مرجع مقالە ی در است. Fq[[t]]
tFq[[t]]

= Fq

است.» تعریف  پذیر حلقە ها زبان در پارامتر بدون فرمولͬ با Fq((t)) ارزیابی̞ میدان در Fq[[t]] ارزیابِ «حلقە ی

است: رو پیش صورت به قضیه، این اثبات روش

کردیم، اثبات را آن قبل فصل در که ،۴۴ .۵ قضیە ی شروط در K = Fq((t)) که ͬ دهیم م نشان اول، مرحلە ی در

با و وجودی فرمول ͷی توسط که دارد وجود صفر از کراندار ͬͽهمسای ͷی میدان، این در نتیجه در و ͬ کند م صدق

ͷکم (به ͬ دهیم م تقلیل Fq به Fq((t)) از را فرمول این پارامتر های آن، از پس است. تعریف پذیر Fq((t)) از پارامتر

.(۱۲ .۶ نتیجە ی

به را صفر از تعریف  پذیر ͬͽهمسای این تعریف پذیری، حفظ با جالب ترفند ͷی کارگیری به با دوم، مرحلە ی در

با است برابر Fq[[t]] که داد خواهیم نشان همچنین .tFq[[t]] ⊆ Y ⊆ Fq[[t]] که ͬ کنیم م تبدیل Y مجموعە ی ͷی



۹۸ پایان نامه اصلͬ قضیە ی .۱ .۶

است. تعریف پذیر نیز Fq[[t]] که ͬ شود م نتیجە  Fq و Y تعریف پذیریِ به توجه با رو این از و Fq + Y

ͬ کنیم. م حذف را دوم مرحلە ی در آمده دست  به تعریف پارامتر های آخر، مرحلە ی در

پایان نامه اصلͬ قضیە ی ۱ .۶

کوتاە نوشت از ،«C مجموعە ی از پارامتر با و وجودی فرمول با «تعریف پذیر نوشتن جای به .۱ .۶ گذاری نماد

پارامتر»، بدون و وجودی فرمول با «تعریف پذیر نوشتن جای به خاص طور به ͬ کنیم. م استفاده ــتعریف پذیر»  C ــ ∃»

ــتعریف پذیر».  ∅ ــ ∃» ͬ نویسیم م

است: زیر صورت به فصل این در ما نظر مورد  ͬ اصل قضیە ی

است. تعریف پذیر ــ ∅ ــ ∃ حلقە ها زبان در Fq((t)) ارزیابی میدان در Fq[[t]] ارزیابِ حلقە ی .۲ .۶ قضیه

زبانِ در Ov ارزیابِ حلقە ی آن گاه باشد، ارزیابی میدان ͷی (K,Ov) اگر بوضوح .۳ .۶ توجه

شده داده قرار v(y) ≤ v(x) دوتایی̞ محمول ͷی آن در که ،L := {+,−, ·, 0, 1} ∪ {v(y) ≤ v(x)}

حلقە ها، زبان در Ov تعریف پذیریِ دنبال به ما اما است؛ تعریف پذیر φ(x) := v(1) ≤ v(x) فرمولِ توسط است،

هستیم. Lring := {+,−, ·, 0, 1} یعنͬ

τv توپولوژی در بسته و باز گوی های ۲ .۶

روی توپولوژی ͷی نگاشت این که دادیم نشان ،۱ .۱ .۴ بخش در باشد. ارزیابی نگاشت ͷی v : K → Γ کنید فرض

توپولوژی این در بسته و باز گوی های تعریف بخش، این در ͬ دهیم. م نمایش τv نماد با را آن که ͬ کند م القاء K میدانِ

ͬ کنیم. م اثبات و بیان است، نیاز مورد بعدی اثبات های برای که را آن ها ͬ های ویژگ برخͬ و یادآوری را

داریم: ،n ∈ vK هر برای .۴ .۶ یادآوری

.S(n) := {x : v(x) = n} .۱

است. n شعاع به و 0 حول باز گوی  ،B(n) := {x : v(x) > n} .۲

است. n شعاع به و 0 حول بسته گوی ،B̄(n) := {x : v(x) ≥ n} .۳

ͬ دهیم. م نمایش t نماد با را مجزا  مجموعە ی دو اجتماع .۵ .۶ گذاری نماد



۹۹ صفر از تعریف پذیر ͬͽهمسای ͷی .۳ .۶

داریم: n ∈ vK برای .۶ .۶ لم

.B(n) ⊆ S(n)− S(n) .۱

.B̄(n) = S(n) tB(n) .۲

.B̄(n)− B̄(n) = B̄(n) .۳

اثبات.

بنابراین ،v(y) = n < v(x) صورت این در بͽیرید. نظر در را y ∈ S(n) و x ∈ B(n) دلخواه˼ عناصر .۱

پس ،x + y ∈ S(n) که ͬ شود م نتیجه تساوی این از .v(x+ y) = min{v(x), v(y)} = v(y) = n

.x = (x+ y)− y ∈ S(n)− S(n)

ممͺن بنابراین .v(x) ≥ n داریم ،۴ .۶ در بسته گوی تعریف به بنا بͽیرید. نظر در را x ∈ B̄(n) دلخواه عنصر .۲

.v(x) > n یا v(x) = n است

بنابراین ،v(y) ≥ n و v(x) ≥ n صورت این در بͽیرید. نظر در را x, y ∈ B̄(n) دلخواه˼ عناصر .۳

.x− y ∈ B̄(n) نتیجه در v(x− y) ≥ min{v(x), v(y)} ≥ n

صفر از تعریف پذیر ͬͽهمسای ͷی ۳ .۶

ͬ دهیم. م نشان D(f) نمادِ با را f(x) چندجملە ای اول مرتبە ی مشتق .۷ .۶ گذاری نماد

را آن یادآوری ͷی عنوان به اینجا در که است ۴۴ .۵ قضیە ی کردیم، اثبات گذشته فصل در که قضیە ای مهم ترین

ͬ شود. م اثبات ۴۴ .۵ قضیە ی پایە ی بر ۲ .۶ قضیە ی که دید خواهیم ادامه در ͬ کنیم. م بیان مجدداً

ͷی f ∈ K[x] و نیست جدایی پذیر بستە ی که است هنسلͬ ــ t میدان ͷی (K, τ) کنید فرض .۸ .۶ یادآوری

شرط K در a عنصرِ ͷی کنید فرض همچنین و ندارد ریشە ای K در که است جدایی پذیر و تحویل ناپذیر چندجملە ای

باز ͬͽهمسای ͷی Uf,a := { 1
f(x) −

1
f(a) : x ∈ K} مجموعە ی صورت، این در ͬ کند. م برآورده را D(f)(a) 6= 0

است. 0 حول کراندار و

است. تعریف پذیر ∃ y, z, t, s (x = s− t∧ sf(y) = 1∧ tf(a) = 1) فرمولِ با Uf,a که دید ͬ توان م سادگͬ به

دارند. تعلق K میدانِ به نتیجه در و هستند f چندجملە ای ضرایب و a عنصرِ فرمول، این پارامتر های که کنید توجه



۱۰۰ صفر از تعریف پذیر ͬͽهمسای ͷی .۳ .۶

از زیرمیدان ͷی به را پارامترها این ͬ توانیم م آن ͷکم به که ͬ کنیم م بیان را مذکور قضیە ی از نتیجه ͷی بخش، این در

دهیم. تقلیل K

آن گاه باشد، صفر K مشخصە ی اگر باشد. K[x] در چندجملە ای ͷی f و میدان ͷی K کنید فرض .۹ .۶ توجه

.deg(D(f)) ≤ n− 1 آن گاه باشد، ناصفر K مشخصە ی اگر اما deg(D(f))؛ = n− 1

دیͽر، بیان به دارد. جدایی پذیر توسیع ͷی K یعنͬ نیست، جدایی پذیر بستە ی K میدان ͷی که این .۱۰ .۶ یادآوری

ندارد. ریشە ای K در که است موجود K[x] در جدایی پذیر چند جملە ای ͷی

K در f ∈ C[x] اگر یعنͬ است، جبری بستە ی نسبی طور به K میدان از C زیرمیدان ͬ گوییم م وقتͬ همچنین،

.Calg ∩K = C دیͽر، بیان به است؛ C خودِ به متعلق ریشه این آن گاه باشد داشته ریشه

جدایی پذیر بستە ی که باشد K از جبری بستە ی نسبی طور به زیرمیدان ͷی C و میدان ͷی K کنید فرض .۱۱ .۶ لم

ریشە ای K در که طوری به دارد وجود C[x] در f خط̞ͬ غیر و جدایی پذیر چندجملە ای ͷی صورت این در نیست.

ندارد.

در که دارد وجود C[x] در f جدایی پذیر چندجملە ای ͷی پس نیست، جدایی پذیر بستە ی C میدانِ که آنجا از اثبات.

داشته K در ریشە  ͷی f کنید فرض خلف، برهان با ندارد. ریشە ای نیز K در f که ͬ کنیم م ادعا ندارد. ریشە ای C

این و است C به متعلق ریشە  این پس است، K از جبری بستە ی نسبی طور به زیرمیدان ͷی C اینکه به توجه با باشد.

است. تناقض

به چندجملە ای هر ریشە ی ،C بودنِ میدان به توجه با زیرا است، غیرخطͬ حتماً چندجملە ای این که کنید توجه

دارد. قرار C در ax+ b ∈ C[x] صورت

نسبی طور به زیرمیدان ͷی C ⊆ K و هنسلͬ ــ t میدان ͷی (K, τ) کنید فرض .(۸ .۶ یادآوریِ (از ۱۲ .۶ نتیجه

ͬͽهمسای ͷی که طوری به دارد وجود V ⊆ K صورت این در نیست. جدایی پذیر بستە ی که Kباشد از جبری بستە ی

است. تعریف پذیر ــ C ــ ∃ و τ توپولوژی در صفر از کراندار

مناسبِ عنصر ͷی و f مناسبِ چندجملە ای ͷی ازای به Uf,a ͷی صورت به V مطلوبِ ͬͽهمسای است قرار اثبات.

ریشە ای K در که هستیم f ∈ C[x] تحویل ناپذیرِ و جدایی پذیر چندجملە ای ͷی دنبال به ادامه در بنابراین، باشد. a

حالت دو C اندازە ی به بسته .D(f(a)) 6= 0 که طوری به کنیم پیدا C در a عنصرِ ͷی باید همچنین، باشد. نداشته

ͬ دهد: م رخ

خطͬ غیر و تحویل ناپذیر جدایی پذیر، چندجملە ای ͷی آن گاه باشد، نامتناهͬ میدان ͷی C اگر اول. حالت

وجود چندجملە ای چنین ،۱۱ .۶ لم به بنا که کنید توجه باشد. نداشته ریشە ای K در که ͬ کنیم م انتخاب f ∈ C[x]

حداکثر D(f) ریشە های تعداد بنابراین و deg(D(f)) ≤ n − 1 صورت این در .deg(f) = n کنید فرض دارد.



۱۰۱ صفر از تعریف پذیر ͬͽهمسای ͷی .۳ .۶

که طوری به دارد وجود C در a عنصرِ ͷی حداقل پس است، نامتناهͬ میدان ͷی C اینکه به توجه با تاست. n− 1

نباشد. D(f) ریشە ی

است. p اول عدد از توان ͷی q آن در که است، Fq صورت به آن گاه باشد، متناهͬ میدان ͷی C اگر دوم. حالت

ͬ کنیم: م انتخاب زیر نکات به توجه با f چندجملە ای ͷی حالت این در

جبری توسیع ͷی متناهͬ توسیع هر و ([Fq2 : Fq] = 2) است Fq از متناهͬ توسیع ͷی Fq2 این که به توجه با

2 درجە ی آن مینیمال چندجملە ای و است جبری Fq روی α آن در که نوشت Fq(α) صورت به را Fq2 ͬ توان م است،

دارد.

چندجملە ای ͷی f که ͬ دهیم م نشان و ͬ گیریم م نظر در α عنصرِ مینیمال چندجملە ای همان را f چندجملە ای حال

نتیجه در است، مینیمال چندجملە ای ͷی f که آنجا از ندارد. ریشە ای K در که است جدایی پذیر و تحویل ناپذیر

ͬ تواند نم دارد، 2 درجە ی و است α عنصرِ مینیمال چندجملە ای f اینکه به توجه با همچنین، هست. نیز تحویل ناپذیر

نشان که است این ماندە ، باقͬ آن اثبات که چیزی تنها است. جدایی پذیر f یعنͬ این و باشد (x − α)2 صورتِ به

ندارد. ریشە ای K در f دهیم

.f = (x− α)(x− β) پس است، 2 درجە ی از جدایی پذیر چندجملە ای ͷی f زیرا ندارد، ریشە ای Fq در f اولا˟

پس ،f ∈ Fq[x] و 0 ∈ Fq که آنجا از باشد. Fq در β کنید فرض خلف برهان با حال α /∈ Fq که ͬ دانیم م

بنابراین دارد، قرار آن در β کردیم فرض و است میدان ͷی Fq که این به توجه با همچنین، .f(0) = αβ ∈ Fq

است. تناقض این که دارد قرار Fq در αββ−1 = α نتیجه در و β−1 ∈ Fq

چندجملە ای که آنجایی از بنابراین Kاست، میدان از جبری بسته نسبی طور به زیرمیدان ͷی Fq فرض با مطابق ثانیاً

ندارد. ریشە ای نیز K در f که ͬ شود م نتیجه ندارد، ریشە ای Fq در f

که ͬ دانیم م دارد. ریشه ͷی حداکثر D(f) یعنͬ این و deg(D(f)) ≤ 1 پس ،deg(f) = 2 که کنید توجه حال

نباشد. D(f) ریشە ی که طوری به است موجود C در a عنصر ͷی حتماً بنابراین دارد، عنصر دو حداقل Fq میدان

مبهم فوق اثبات در است ممͺن که کنیم بررسͬ جداگانه را خاص مورد ͷی حالت، این در داریم قصد اکنون

دادیم، توضیح آنچه با مطابق را f ∈ F2[x] چندجملە ی اگر که کنیم بررسͬ ͬ خواهیم م .Fq = F2 کنید فرض باشد.

به یافت a ∈ K عنصر ͷی ͬ توان نم شود چنین (اگر شود 0 با برابر D(f) است ممͺن آیا کنیم انتخاب 2 درجە ی از

صورتِ به F2(α) = F4 که α مینیمال چندجملە ای خاص، حالت این در که کنید توجه .(D(f)(a) 6= 0 که طوری

و x2 چندجملە ای های هستند، دو درجە ی از که F2[x] در دیͽر چندجملە ای های تمامͬ زیرا است، f = x2 + x+ 1

پس است؛ F2 در آن ها ریشە های همە ی ويژه به و دارند ریشه F2 در چندجملە ای ها این و هستند x2 + x و x2 + 1

نیز حالت این در بنابراین و D(x2 + x+ 1) = 1 6= 0 طرفͬ، از باشند. α مینیمال چندجملە ای ͬ توانند نم ͷی هیچ

نظر در 1 عنصر همان را a است کافͬ واقع، (در D(f)(a) 6= 0 که طوری به بیابیم F2 در a عنصر ͷی ͬ توانیم م

بͽیریم).

تضمین را وجودشان بالا در که a ∈ C مناسبِ عنصر ͷی و f ∈ C[x] مناسبِ چندجملە ای ͷی برای نهایتاً



۱۰۲ mv و Ov بین تعریف پذیر مجموعە ی  ͷی .۴ .۶

مجموعه این ،۸ .۶ قضیە ی به باتوجه ͬ دهیم. م تشͺیل را V := Uf,a = { 1
f(x) −

1
f(a) : x ∈ K}مجموعە ی کردیم،

ͬ شود. م نتیجه سادگͬ به نیز آن بودن تعریف پذیر ــ C ــ ∃ و است صفر از کراندار و باز ͬͽهمسای ͷی

mv و Ov بین تعریف پذیر مجموعە ی  ͷی ۴ .۶

v : K → Z نگاشتِ بͽیرید. نظر در را F میدانِ روی لوران سری های از متشͺل میدان یعنͬ ،K := F ((t)) میدانِ

ارزیاب حلقە ی که است میدان این روی ارزیابی نگاشت ͷی ͬ برد، م min{i : ai 6= 0} به را
∞∑

i=−n
ait

i سری ِ هر که

چͽونه که دهیم نشان ͬ خواهیم م بخش، این در است. mv = tF [[t]] آن ماکسیمال ایدە آل و Ov = F [[t]] با برابر آن

که رسید Y ⊆ K تعریف پذیرِ مجموعە ی ͷی به ͬ توان م V ⊆ K صفر از تعریف پذیر و کراندار ͬͽهمسای ͷی از

است: زیر شرح به Y مجموعە ی به V صفرِ ͬͽهمسای از رسیدن روش خلاصە ی است. Ov در مشمول و mv شامل̞

حال .B(n) ⊆ V که طوری به دارد وجود n صحیح̧ عدد ͷی پس است، 0 از ͬͽهمسای ͷی V که آنجا از .۱

کراندار، مجموعە ی ͷی W := {x ∈ K : xm ∈ V } مجموعە ی ͬ گیریم. م نظر در n از بزرگتر m عنصر ͷی

است. S(1) شامل̞ و تعریف پذیر

است. mv شامل̞ و تعریف پذیر کراندار، مجموعە ی ͷی X := W − (W ∪ {0}) مجموعە ی .۲

.X ⊆ B(−h) که طوری به دارد وجود h صحیح عدد ͷی پس است، کراندار مجموعە ی ͷی X که آنجا از .۳

که است تعریف پذیر و کراندار مجموعە ی ͷی Y := {x : xh ∈ X} − {x : xh ∈ X} مجموعە ی

.mv ⊆ Y ⊆ Ov

مجموعە ی صورت، این در باشد. حلقە ها زبان در فرمول ͷی φ و میدان ͷی K کنید فرض .۱۳ .۶ گذاری نماد

ͬ دهیم. م نشان φ(K) نمادِ با را {x ∈ K : φ(x)}

از زیرمجموعه ͷی را C ادامه، در ͬ دهیم. م شرح را کردیم اشاره بالا در آنچه جزئیات آن، اثبات و زیر قضیە ی در

بͽیرید. نظر در K میدان

باشد. صفر از کراندار و تعریف پذیر ــ C ــ ∃ ͬͽهمسای ͷی V ⊆ K کنید فرض .۱۴ .۶ قضیه

.S(1) ⊆W و است تعریف پذیر ــ C ــ ∃ و کراندار که طوری به دارد وجود W ⊆ K مجموعە ی .۱

.mv ⊆ X و است تعریف پذیر ــ C ــ ∃ و کراندار که طوری به دارد وجود X ⊆ K مجموعە ی .۲

.mv ⊆ Y ⊆ Ov و است تعریف پذیر ــ C ــ ∃ و کراندار که طوری به دارد وجود Y ⊆ K مجموعە ی .۳



۱۰۳ mv و Ov بین تعریف پذیر مجموعە ی  ͷی .۴ .۶

به دارد وجود n صحیح̧ عدد ͷی بنابراین است، صفر از ͬͽهمسای ͷی V مجموعە ی فرض به توجه با .۱ اثبات

بزرگتر m عنصر ͷی حال است. نامنفͬ n کنیم فرض ͬ توانیم م کلیت، از شدن کاسته بدون .B(n) ⊆ V که طوری

.S(m) ⊆ B(n) بوضوح صورت این در ͬ گیریم. م نظر در n از

که طوری به دارد وجود ϕ(x) فرمولِ ͷی پس است، صفر از تعریف پذیر ͬͽهمسای ͷی V که آنجا از

دیͽر، بیان به یا W = {x ∈ K : ϕ(xm)} مجموعە ی که ͬ دهیم م نشان ادامه در .V = {x ∈ K : ϕ(x)}

کراندار و تعریف پذیر ــ C ــ ∃ و S(1) ⊆ W یعنͬ ماست؛ مطلوب مجموعە ی همان {x ∈ K : xm ∈ V }

است.

. xm ∈ S(m) داریم ،v(xm) = mv(x) = m اینکه به توجه با بͽیرید. نظر در S(1) در x دلخواه˼ عنصر ͷی .۱

نظر در عناصری شامل را W مجموعە ی که آنجا از .xm ∈ V بنابراین و S(m) ⊆ B(n) ⊆ V طرفͬ از

.x ∈W پس است، V در آن ها اُم ــ m توان که گرفتیم

از پارامتر با و وجودی فرمول ͷی ϕ(x) فرمولِ پس است، تعریف پذیر ــ C ــ ∃ مجموعە ی ͷی V که آنجا از .۲

است. تعریف پذیر ــ C ــ ∃ بوضوح نیز W = {x ∈ K : ϕ(xm)} مجموعە ی نتیجه در است. C

.V ⊆ B(l) که طوری به دارد وجود l صحیح عدد ͷی است، کراندار مجموعە ی ͷی V اینکه به توجه با .۳

.W ⊆ B(l′) که ͬ کنیم م ادعا ͬ گیریم. م نظر در min{l,−1} را l′ عنصر

کنید فرض .tm /∈ V دیͽر عبارت به ،t /∈ W آن گاه t /∈ B(l′) اگر که ͬ دهیم م نشان ادعا، این اثبات برای

یعنͬ این که v(tm) = mv(t) ≤ v(t) ≤ l′ ≤ l نتیجه در .v(t) ≤ l′ ≤ −1 < 0 داریم بنابراین ،t /∈ B(l′)

.tm /∈ V پس ،tm /∈ B(l)

مجموعە ی Xهمان := W −W ′ که ͬ دهیم م نشان ادامه در بͽیرید. نظر در Wرا ′ := W∪{0}مجموعە ی .۲ اثبات

است. mv شامل و تعریف پذیر ــ C ــ ∃ کراندار، یعنͬ ماست؛ مطلوب

است. {0} متناه̞ͬ مجموعە ی و W کراندارِِ مجموعە ی اجتماع با برابر زیرا است؛ کراندار W ′ مجموعە ی .۱

مجموعە ی ͷی نیز X = W −W ′ مجموعە ی که گرفت نتیجه ͬ توان م ،۳۱ .۴ لم̧ ۴ قسمت به بنا نتیجه در

است. کراندار

است. C مجموعە ی از آن پارامتر های که است تعریف پذیر ϕ(xm) وجودی فرمول با W مجموعە ی که دیدیم .۲

بوضوح کرد. تعریف ψ(x) := ϕ(xm)∨(x = 0) فرمولِ با ͬ توان م سادگͬ به Wرا ′ = W ∪{0} مجموعە ی

با و وجودی فرمول ͷی نیز ψ(x) بنابراین و هستند ϕ(xm) فرمولِ پارامترهای همان فرمول این پارامترهای

داریم: t, s ∈ K هر ازای به نهایت، در است. C از پارامتر

t− s ∈ X ⇐⇒ ϕ(tm)− ψ(s).



۱۰۴ mv و Ov بین تعریف پذیر مجموعە ی  ͷی .۴ .۶

است. تعریف پذیر ــ C ــ ∃ نیز X مجموعە ی نتیجه در  

با .mv = {x ∈ K : v(x) > 0} = B̄(1) = S(1) t B(1) پس ،v(K) = Z چون که کنید توجه ابتدا .۳

بنابراین .B(1) ⊆ S(1)− S(1) ،۴ .۶ تعریفِ در ۱ ویژگͬ به بنا و S(1) ⊆W لم، همین ۱ قسمت به توجه

به S(1) ⊆W اینکه به توجه با همچنین، .B(1) ⊆ S(1)− S(1) ⊆W −W ⊆W − (W ∪ {0}) = X

،W −{0} ⊆W − (W ∪ {0}) = X و است W −{0} از زیرمجموعە  ͷی S(1) که ͬ شود م نتیجه سادگͬ

.mv = S(1) tB(1) ⊆ X داریم نهایت در و است X از زیرمجموعه ͷی S(1) پس

بنابراین، است. mv شامل که است کراندار مجموعە ی ͷی X مجموعە ی که دادیم نشان قبل، قسمت در .۳ اثبات

،mv ⊆ X و mv = B(0) چون که است ذکر به لازم .X ⊆ B(−h) که گونە ای به دارد وجود h طبیعͬ عدد ͷی

باشد. داشته 0 از کمتر شعاعͬ باید ͬ شود م X شامل که بازی گوی پس

Y := φ(K)− φ(K) که ͬ دهیم م نشان ادامه، در .xh ∈ X بیان کند که ͬ گیریم م نظر در فرمولͬ را φ(x) حال

.mv ⊆ Y ⊆ Ov و است تعریف پذیر ــ C ــ ∃ یعنͬ ماست؛ مطلوب مجموعە ی همان

است. C از پارامتر با و وجودی فرمول ͷی φ(x) پس است، تعریف پذیر ــ C ــ ∃ مجموعە ی ͷی X چون .۱

است. تعریف پذیر ــ C ــ ∃ مجموعە ی ͷی نیز Y = φ(K)− φ(K) بنابراین،

ͷی φ(K) که ͬ دهیم م نشان ابتدا منظور، این برای است. Ov از زیرمجموعە  ͷی Y که کنیم اثبات ͬ خواهیم م .۲

از عضوی نیز a آن گاه نباشد، Ov از عضوی a اگر که ͬ دهیم م نشان معادل، طور به است. Ov از زیرمجموعە 

بود. نخواهد φ(K)

بنابراین، .v(a) ≤ −1 داریم ،Γ = Z اینکه به توجه با نباشد. Ov مجموعه در a کنید فرض

،X ⊆ B(−h) که آنجا از ͬ گیرد. نم قرار B(−h) مجموعه در ah رو این از و v(ah) = hv(a) ≤ −h

داریم ۴ .۶ لم ۳ قسمت به توجه با پس ،Ov = B̄(0) چون حال .a /∈ φ(K) نتیجه در و ah /∈ X پس

.Y = φ(K)− φ(K) ⊆ Ov −Ov = Ov بنابراین و Ov −Ov = Ov

در و Y ⊆ B(−1) پس ،Ov = B̄(0) ⊆ B(−1) و است Ov از زیرمجموعە  ͷی Y چون که کنید توجه

است. کراندار مجموعە ی ͷی Y نتیجه

که کنید توجه ابتدا منظور این برای است. Y از زیرمجموعە  ͷی mv که دهیم نشان ͬ خواهیم م .۳

که ͬ گیریم م نتیجه ،S(h) ⊆ mv ⊆ X اینکه به توجه با طرفͬ از .{xh : v(x) = 1} ⊆ S(h)

،۴ .۶ لم به توجه با .S(1) ⊆ φ(K) داریم، φ(K) مجموعە ی تعریف به بنا و {xh : v(x) = 1} ⊆ X

نتیجه: در B(1) ⊆ S(1)− S(1)

B(1) ⊆ S(1)− S(1) ⊆ φ(K)− φ(K). (۱ .۶)



۱۰۵ Fq((t)) در Fq[[t]] از تعریف Fq ــ ∃ͷي .۵ .۶

بنابراین: و 0 ∈ φ(K) پس ،0h = 0 ∈ mv ⊆ X که آنجا از همچنین

S(1)− 0 ⊆ φ(K)− φ(K). (۲ .۶)

داریم: (۲ .۶) و (۱ .۶) روابط به توجه با نهایتاً

mv = S(1) tB(1) ⊆ φ(K)− φ(K) = Y.

وجود n ∈ Z که دادیم نشان است، کراندار S ⊆ K مجموعە  ͷی دهیم نشان اینکه برای فوق، اثبات در .۱۵ .۶ توجه

دانستیم. کافͬ مجموعه ͷی کرانداری اثبات برای را شرط این برقراری دیͽر، بیان به .S ⊆ B(n) که طوری به دارد

توسط شده القاء توپولوژی در B(n′) دلخواه˼ گوی هر برای آن گاه S ⊆ B(n) باشیم داشته اگر که است این علت

مطابق نتیجه در .S ·B(n′−n) ⊆ B(n′) که طوری به دارد وجود B(n′−n) گوی ،K میدانِ روی ارزیابی نگاشت

است. کراندار مجموعە ی ͷی S مجموعە ی ،۲۹ .۴ تعریفِ

Fq((t)) در Fq[[t]] از تعریف Fq ــ ∃ͷي ۵ .۶

ͷی τ در آن گاه نیست، جدایی پذیر بستە ی که باشد هنسلͬ ــ t میدانِ ͷی (K, τ) اگر که دادیم نشان ،۳ .۶ بخش در

پس ͬ شود. م تعریف C ⊆ K از پارامتر با و وجودی فرمول ͷی با که طوری به دارد وجود صفر از کراندار ͬͽهمسای

ـــ C ــ ∃ که باشد صفر از کراندار ͬͽهمسای ͷی V ⊆ K و K = F ((t)) اگر که کردیم اثبات ،۴ .۶ بخش̞ در آن از

توسط و است Ov در مشمول و mv شامل̞ که رسید Y ⊆ K مجموعە ی ͷی به آن از ͬ توان م آن گاه است، تعریف پذیر

مجموعە ی به V از رسیدن مسیر در F ((t)) اهمیتِ واقع، در ͬ شود. م تعریف  C از پارامتر با و وجودی فرمول ͷی

متناهͬ میدان ͷی F که ͬ گیریم م نظر در را خاصͬ حالت بخش این در .v(F ((t))) = Z که بود این Y مطلوبِ

در پس ͬ کند، م صدق ۱۲ .۶ قضیە ی شرایط در Fq روی لوران سری های میدان چون ͬ دهیم م نشان ابتدا باشد. Fq

موجود صفر از تعریف پذیر ــ Fq ــ ∃ ͬͽهمسای ͷی آن روی ارزیابی نگاشت توسط شده القاء توپولوژی با میدان این

و است تعریف پذیر که ͬ رسیم م Y مجموعە ی به ͬͽهمسای این از ۱۴ .۶ لم̧ با مطابق دستکاری چند با سپس، است.

حلقە ی هستند، تعریف پذیر دو هر Y و Fq چون و Ov = Fq + Y که ͬ دهیم م نشان نهایت در .mv ⊆ Y ⊆ Ov

ͬ شود. م تعریف پذیر نیز Ov ارزیابِ

v : Fq((t)) → Z نگاشت بͽیرید. نظر در را Fq((t)) := {
∞∑

i=−n
ait

i|ai ∈ Fq} میدانِ .۱۶ .۶ یادآوری

با برابر آن ارزیاب حلقە ی که است میدان این روی ارزیابی ͷی v(
∞∑

i=−n
ait

i) := min{i|ai 6= 0} ضابطە ی با

است. tFq[[t]] آن ماکسیمال ایدە آل و Fq[[t]] := {
∞∑

i=0
ait

i|ai ∈ Fq}



۱۰۶ Fq((t)) در Fq[[t]] از تعریف Fq ــ ∃ͷي .۵ .۶

ایدە آل و Ov با را Fq[[t]] یعنͬ آن، ارزیاب حلقە ی و K با را Fq((t)) میدان فصل، این ادامە ی در .۱۷ .۶ گذاری نماد

نشان τv با را ۱۶ .۶ در شده بیان ارزیابی نگاشت توسط شده القاء توپولوژی و mv با را tFq[[t]] یعنͬ آن، ماکسیمال

ͬ دهیم. م

دارد. وجود صفر از تعریف پذیر ــ Fq ــ ∃ و کراندار ͬͽهمسای ͷی (Fq((t)), τv) ِͷتوپولوژی میدان در .۱۸ .۶ لم

که ͬ دهیم م نشان ادامه، در است. هنسلͬ ــ t میدان ͷی (Fq((t)), τv) دیدیم ۳۴ .۵ مثالِ در که همان طور اثبات.

نیست. جدایی پذیر بستە ی همچنین، و است جبری بستە ی نسبی طور به Fq((t)) در Fq میدانِ

است. جبری بستە ی نسبی طور به Fq((t)) در Fq که ͬ کنیم م ادعا است. Fq((t)) از زیرمیدان ͷی Fq بوضوح .۱

چندجملە ای ͷی ریشە ی ͬ تواند نم Fq((t)) \ Fq در عنصری هیچ که ͬ دهیم م نشان ادعا، این اثبات برای

در
∞∑

i=−n
ait

i عنصرِِ ͷی اگر است. متعالͬ عنصر ͷی Fq روی t که کنید توجه باشد. p(x) ∈ Fq[x] مانند

این و است Fq روی جبری عنصر ͷی t که ͬ شود م نتیجه آن گاه باشد، p(x) چندجملە ای ریشە ی Fq((t)) \Fq

است. تناقض

متناهͬ توسیع هر واقع، در است. Fq از جدایی پذیر توسیع ͷی Fq2 زیرا نیست، جدایی پذیر بستە ی Fq میدان .۲

است. جدایی پذیر توسیع ͷی متناهͬ میدان های از

دارد. وجود τv در صفر از تعریف پذیر ــ Fq ــ ∃ و کراندار ͬͽهمسای ͷی ،۱۲ .۶ نتیجە ی به توجه با بنابراین،

،mv ⊆ Y ⊆ Ov که باشد گونە ای به Y ⊆ Fq((t)) اگر بͽیرید. نظر در را (Fq((t)), Ov) ارزیابی میدان .۱۹ .۶ لم

.Fq +mv = Fq + Y صورت این در

سپس و Fq + mv ⊆ Fq + Y ͬ دهیم م نشان ابتدا ،Fq + mv = Fq + Y تساوی اثبات برای اثبات.

ͬ کنیم. م اثبات را Fq + Y ⊆ Fq +mv

عنصری هر پس، .mv ⊆ Y که کنیم توجه این به است کافͬ کنیم، ثابت را Fq +mv ⊆ Fq + Y اینکه برای .۱

.a+ b ∈ Fq + Y پس ،b ∈ mv ⊆ Y و a ∈ Fq آن در که نوشت a+ b صورت به ͬ توان م را Fq +mv از

Fq + Y در دلخواه عنصر ͷی a+ b0 + b1t+ b2t
2 + ... کنید فرض ،Fq + Y ⊆ Fq +mv دادن نشان برای .۲

،b1t+ b2t
2 + ... ∈ mv و a+ b0 ∈ Fq صورت این در .b0 + b1t+ b2t

2 + ... ∈ Y و a ∈ Fq آن در که باشد

.a+ b0 + b1t+ b2t
2 + ... ∈ Fq +mv پس

است. K میدانِ در تعریف پذیر ــ Fq ــ ∃ مجموعە ی ͷی Ov .۲۰ .۶ لم
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ــ Fq ــ ∃ و کراندار ͬͽهمسای ͷی ،(Fq((t)), τv) ͷتوپولوژی میدان در که دادیم نشان ۱۸ .۶ لم در اثبات.

Y مجموعە ی به صفر از تعریف پذیر ͬͽهمسای این از ،۱۴ .۶ لم از استفاده با دارد. وجود صفر از تعریف پذیر

فرمولِ توسط Ov مجموعە ی که ͬ کنیم م ادعا .mv ⊆ Y ⊆ Ov و است تعریف پذیر ــ Fq ــ ∃ که ͬ رسیم م

ͬ شود. م تعریف χ := ∃y(yq − y = 0 ∧ x ∈ y + Y )

مجموعە ی با برابر Ov لذا .Fq +mv = Fq + Y داریم ۱۹ .۶ لم به توجه با طرفͬ، از .Ov = Fq +mv بوضوح

،∃y yq − y = 0 که است معنͬ این به ∃y ∈ Fq که آنجا از است. Fq + Y = {x ∈ K : ∃y ∈ Fq, x ∈ y + Y }

ͬ شود. م اثبات فوق ادعای و χ(K) = Ov بنابراین

پارامترها حذف ۶ .۶

در ͬ کند. م تعریف Fq میدانِ از پارامترهایی با را Ov ارزیابِ حلقە ی که آوردیم دست به را χ فرمولِ ،۲۰ .۶ لم در

برای پارامتر بدون فرمول ͷی دنبال به ۲ .۶ قضیه اثبات برای ما که آنجا از باشد. pk با برابر q کنید فرض ادامه،

فرمولِ پارامترهای که است ذکر به لازم باشد. χ فرمولِ از پارامترها این حذف باید نهایی قدم پس هستیم، Ov تعریفِ

پارامترهای که است این هدف واقع، در پس ͬ کند. م تعریف را Y مجموعە ی که است فرمولͬ پارامترهای همان χ

شوند. حذف است، شده تعریف Y مجموعه آن با که فرمولͬ

باقͬ تحویل ناپذیر نیز Fq[x] در که ͬ کنیم م انتخاب Fp[x] در f تحویل ناپذیر چندجملە ای ͷی ابتدا منظور، این برای

Uf,a = {f(x)−1 − f(a)−1 : x ∈ K}مجموعە یFq در a مناسبِ عنصر و f چندجملە ای این ازای به سپس، بماند.

معنͬ این (به نوشت بسته ترم ͷی صورت به ͬ توان م را Fp میدانِ در عنصر هر که کنید توجه حال ͬ دهیم. م تشͺیل را

ترم های با را f چندجملە ای ضرایب ͬ توان م بنابراین، نوشت). 1 تا n مجموع صورت به ͬ توان م را n ∈ Fp هر که

ریشە ی صورت به Fq میدان عناصر همە ی که نکته این گرفتن نظر در با همچنین، کرد. جایͽذاری معادلشان بسته

اینگونه ͬ کنیم. م حذف نیز را a پارامترِِ دیͽر، سادە ی ترفند ͷی از استفاده با و هستند بیان قابل xq − x چندجملە ای

نیز Y مجموعە ی آن، تبع و ͬ شود م تعریف پارامتر بدون فرمول ͷی با که ͬ رسیم م صفر از کراندار ͬͽهمسای ͷی به

شد. خواهد تعریف پذیر ــ ∅ ــ ∃

در آن گاه باشد، دارا را آن Fp[x] در تحویل ناپذیر چندجملە ای ͷی اگر که ͬ کنیم م بیان را ویژگͬ ͷی ادامه، در

ͬ ماند. م باقͬ تحویل ناپذیر نیز Fq[x]

این در ͬ شمارند. م را k صحیح̧ عدد که باشد اولͬ اعداد همە ی از متشͺل E مجموعە ی کنید فرض .۲۱ .۶ لم

ͬ کند. م عاد را 1 +
∏

p∈E p و نیست E در که است اولͬ عدد کوچͺترین که طوری به دارد وجود l عددِ ͷی صورت،

دارد: وجود وضعیت دو 1 +
∏

p∈E p عدد برای اثبات.
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1+
∏

p∈E p بوضوح زیرا است، 1+
∏

p∈E p خودِ l مطلوبِ عنصر آن گاه باشد، اول عدد ͷی 1+
∏

p∈E p اگر .۱

ندارد. قرار E مجموعە ی در و ͬ کند م عاد را

برهان با .l /∈ E که ͬ کنیم م ادعا حال ͬ کند. م عاد را آن l اولِ عدد ͷی آن گاه باشد، مرکب 1 +
∏

p∈E p اگر .۲

l | (1 +
∏

p∈E p)−
∏

p∈E p = 1 نتیجه در و l | ∏p∈E p بوضوح صورت این در .l ∈ E کنید فرض خلف

.l /∈ E بنابراین است؛ تناقض این که

f چندجملە ای آن گاه ،l ∤ k اگر باشد. l درجە ی از تحویل ناپذیر چندجملە ای ͷی f ∈ Fp[x] کنید فرض .۲۲ .۶ لم

ͬ ماند. م باقͬ تحویل ناپذیر نیز Fpk در

ͷی g آن در که f = gg1 · · · gu صورت این در باشد، تحویل پذیر Fpk [x] در f کنید فرض خلف برهان با اثبات.

g درجە ی m آن در که Fpk(α) = Fpkm بنابراین باشد، g ریشە ی ͷی α کنید فرض است. f تحویل ناپذیرِ عامل

از ریشە ای است، Fp شامل میدان ͷي که Fpkm میدانِ در بنابراین هست، نیز f ریشە ی α چون که کنید توجه است.

شامل میدان کوچͺترین Fpl بنابراین است، Fp در l درجە ی از تحویل ناپذیر چندجملە ای ͷی f طرفͬ، از دارد. قرار f

پس است، اول l که آنجایی از .l | km ͬ دهد م نتیجه که Fpl ⊆ Fpkm نتیجه در دارد. ریشە ای آن در f که است  Fp

Fpk در f نتیجه در ͬ رسیم. م تناقض به اینگونه و l ∤ m پس m < l ثانیاً و l ∤ k فرض به بنا اولا˟ اما .l | m يا l | k

است. تحویل ناپذیر نیز

دارد. وجود صفر از تعریف پذیر ــ ∅ ــ ∃ و کراندار ͬͽهمسای ͷي (Fq((t)), τv) ِͷتوپولوژی میدان در .۲۳ .۶ قضیه

ازای به Uf,a = {f(x)−1−f(a)−1 : x ∈ K} صورت به ما، مطلوب صفر ͬͽهمسای .q = pk کنید فرض اثبات.

تحویل ناپذیر چندجملە ای ͷی مجموعه، این تشͺیل برای است. a مناسبِ عنصر ͷی و f مناسبِ چندجملە ای ͷی

کند؛ برآورده را xq − x ∤ D(f) شرط˼ همچنین، و بماند باقͬ تحویل ناپذیر نیز Fq[x] در که ͬ یابیم م Fp[x] در f

کامل متناهͬ، میدان های ۴۷ .۱ لم مطابق که کنید توجه نباشند. آن مشتق ریشە ی Fq عناصر همە ی دیͽر عبارت به

ͬ شود. م تضمین نیز آن بودن جدایی پذیر Fq[x] در تحویل ناپذیر چندجملە ای ͷی یافتن با بنابراین و هستند

بنا صورت، این در ͬ شمارند. م را k صحیح̧ عدد که باشد اولͬ اعداد همە ی از متشͺل E مجموعە ی کنید فرض

را 1 +
∏

p∈E p عدد و نیست E در که است اولͬ عدد کوچͺترین که طوری به دارد وجود l عدد ͷی ۲۱ .۶ لم به

1 از بزرگتر توان های با هستند E مجموعە ی در که اولͬ اعداد k عدد تجزیە ی در است ممͺن که آنجا از ͬ کند. م عاد

و l ≤ 1 +
∏

p∈E p که ͬ شود م نتیجه l | 1 +
∏

p∈E p اینکه از طرفͬ، از .1 +
∏

p∈E p ≤ 1 + k داریم شوند، ظاهر

.l ≤ pk = q که گرفت نتیجه ͬ توان م سادگͬ به نهایتاً ،q = pk اینکه به توجه با .l ≤ 1 + k بنابراین

f که ͬ کنیم م ادعا ͬ کنیم. م انتخاب l درجە ی از و تحویل ناپذیر چندجملە ای ͷی را f ∈ Fp[x] چندجملە ای حال

Fpk در عنصر ͷی حداقل همچنین و است تحویل ناپذیر نیز Fpk [x] در f یعنͬ ماست؛ نظر مورد چندجملە ای همان
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از تحویل ناپذیر چندجملە ای ͷی f که کنید توجه ادعا این اثبات برای نباشد. D(f) ریشە ی که طوری به دارد وجود

به ͬ ماند. م باقͬ تحویل ناپذیر نیز Fpk [x] در f که گرفت نتیجه ۲۲ .۶ لم به بنا ͬ توان م پس ،l ∤ k که است l درجە ی

که طوری به است موجود Fq در عنصری حتماً بنابراین و deg(D(f)) ≤ l − 1 < q داریم l ≤ q که آنجا از علاوه،

نباشد. D(f) ریشە ی

Uf,a := { 1
f(x)−

1
f(a) : x ∈ K} مجموعە ی D(f)نیست، ریشە ی که Fq به متعلق a هر برای ،۸ .۶ قضیە ی به بنا

ͬͽهمسای تا متناهͬ تعداد اجتماع که ͬ دانیم م طرفͬ، از است. صفر از تعریف پذیر ــ Fq ــ ∃ و کراندار ͬͽهمسای ͷی

ͷی V :=
⋃
{Uf,a : a ∈ Fq, Df(a) 6= 0} بنابراین است، صفر از کراندار ͬͽهمسای ͷی هم باز صفر از کراندار

ͬ شود: م تعریف زیر فرمول با که است صفر از کراندار ͬͽهمسای

ζ := ∃y(yq − y = 0 ∧ ¬Df(y) = 0 ∧ x ∈ Uf,y).

عنصرِ هر که آنجا از نهایتاً، هستند. Fp میدانِِ از (f چندجملە ای ضرایب (همان فرمول این پارامترهای که کنید توجه

ضرایب ͬ توانیم م پس داد، نمایش 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
nتا

۱ بستە ی ترم صورت به ͬ توان م را Fp = {0, 1, ..., p − 1} در n

ͬ شود م تبدیل پارامتر بدون فرمول ͷی به ζ فرمولِ اینگونه، و کنیم جایͽزین آن ها نظیر بستە ی ترم با را f چندجملە ای

(Fq((t)), τv) ِͷتوپولوژی میدان در صفر از تعریف پذیر ــ ∅ ــ ∃ ͬͽهمسای ͷی V نتیجه در ͬ کند. م تعریف را V که

است.

است. K در تعریف پذیر ــ ∅ ــ ∃ مجموعە ی ͷی Ov ارزیاب حلقە ی .۲۴ .۶ قضیه

۱۴ .۶ لم کارگیری به با سپس ͬ یابیم، م صفر از تعریف پذیر ــ ∅ ــ ∃ ͬͽهمسای ͷی ابتدا ،۲۳ .۶ لم از استفاده با اثبات.

شرح ۲۰ .۶ لم در آنچه مشابه حال .mv ⊆ Y ⊆ Ov که ͬ آوریم م دست به را Y تعریف پذیر ــ ∅ ــ ∃ مجموعە ی

ͬ کند: م تعریف را Ov ارزیابِ زیرحلقە ی وجودی فرمول دادیم،

φ := ∃y(yq − y = 0 ∧ x ∈ y + Y )

است. پارامتر بدون و وجودی فرمول ͷی ͬ کند، م تعریف را Y که فرمولͬ تبع به φ که کنید توجه

یͺنواخت q به نسبت فرمول این بنابراین دارد، بستگͬ q به آوردیم دست به فوق قضیە ی در که فرمولͬ .۲۵ .۶ توجه

k یا p در که ندارد وجود Ov تعریفِ برای فرمولͬ آن گاه q = pk اگر که است شده داده نشان [۳] مقالە ی در نیست.

باشد. یͺنواخت
1closed term
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Fp((t)) در Fp[[t]] تعریفِ فرمول ۷ .۶

ͬ کند. م تعریف Fp((t)) میدانِ در را Fp[[t]] ارزیابِ حلقە ی که کنیم معرفͬ را فرمول ͷی داریم قصد بخش، این در

جدایی پذیر بستە ی Fp((t)) و است هسنلͬ ــ t میدانِ ͷی (Fp((t)), τv) که کنید توجه ابتدا کار، این راستای در

ͷی Uf,1 مجموعە ی پس ͬ کنند، م صدق ۸ .۶ قضیە ی شروط در a = 1 و f = xp − x − 1 همچنین نیست،

Uf,1 ͬͽهمسای از ،۱۴ .۶ لم از استفاده با سپس، است. (Fp((t)), τv) در صفر از تعریف پذیر و کراندار ͬͽهمسای

فرمولِ قبلͬ، توضیحات با مشابه نهایتاً .tFp[[t]] ⊆ Y ⊆ Fp[[t]] که ͬ رسیم م Y تعریف پذیرِ مجموعە ی ͷی به

نحوە ی به توجه با ͬ کند. م تعریف  Fp((t)) میدانِ در را Fp[[t]] ارزیابِ حلقە ی ∃y(yp − y = 0 ∧ x ∈ y + Y )

ͬ کنیم. م بازنویسͬ دقیق تری ترم های از استفاده با را فرمول این ͬ توانیم م ،Y مجموعە ی ساخت

.ap = a داریم G در a عنصرِ هر ازای به آن گاه باشد، p متناهͬ مرتبە ی با گروه ͷی G اگر .۲۶ .۶ یادآوری

بنابراین و Fp[x] در تحویل ناپذیر چندجملە ای ͷی f = xp − x − 1 چندجملە ای که ͬ دهیم م نشان زیر، لم در

ندارد. ریشە ای هیچ Fp در چندجملە ای این دید، خواهیم که همان طور همچنین، است. جدایی پذیر چندجملە ای ͷی

است. تحویل ناپذیر Fp[x] در f = xp − x− 1 چندجملە ای ،p اول عدد هر ازای به .۲۷ .۶ لم

ͬ شود: م انجام زیر مراحل طͬ لم این اثبات اثبات.

هر ازای به نتیجه در .αp − α = 0 بنابراین و αp = α داریم لاگرانژ، قضیە ی به توجه با ،α ∈ Fp هر برای .۱

ندارد. Fp در ریشە ای هیچ f چندجملە ای پس ،αp − α− 1 = −1 داریم α ∈ Fp

مشخصە ی چون طرفͬ، از .αp−α−1 = 0 صورت، این در باشد. Fp جبریِ بستار در f ریشە ی α کنید فرض .۲

نتیجه در و (α+ s)p = αp + sp داریم s ∈ Fp هر ازای به پس است، p نیز Fp جبری بستار

(α+ s)p − (α+ s)− 1 = αp + sp − α− s− 1 = sp − s = 0.

است. f ریشە ی نیز α+ s عنصرِ s ∈ Fp هر ازای به آن گاه باشد، f ریشە ی α اگر بنابراین

مجموعە ی که ͬ گیریم م نتیجه ۲ مرحله از است، متمایز عنصر p دارای Fp میدان که آنجا از .۳

چندجملە ای دیͽر، عبارت به است. f چندجملە ای ریشە های تمام شامل {α, α1, α+ 2, . . . , α+ p− 1}

(x − α)(x − (α + 1)) · · · (x − (α + p − 1)) صورتِ به خود شͺافندە ی میدان در f

f = gh پس باشد، تحویل پذیر Fp[x] در f کنید فرض خلف برهان با حال ͬ شود. م تجزیه

صورت به باید h و g بوضوح است. f از کمتر آن ها درجە ی و g, h ∈ Fp[x] که طوری به

فرض کلیت از کاستن بدون .0 ≤ si ≤ p − 1 آن در که باشند (x− (α+ s1)) · · · (x− (α+ sk))
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g که آنجا از .g = (x− (α+ si))(x− (α+ sj)) = x2 − (2α+ si + sj)x+ (α+ si)(α+ sj) کنید

میدان ͷی Fp طرفͬ از هستند. Fp در 2α+ si + sj جمله از آن ضرایب بوضوح پس است، Fp[x] به متعلق

قرار Fp در نیز 2α+ si + sj − (si + sj) = 2α ͬ دهد م نتیجه که si + sj ∈ Fp پس ،si, sj ∈ Fp و است

تناقض این که است Fp به متعلق 2−1 · 2α = α بنابراین است، وارون پذیر Fp در 2 عنصر علاوه به دارد.

است.

است تحویل ناپذیر چندجملە ای ͷی Fp[x] در f = xp − x− 1 چندجملە ای که دادیم نشان فوق لم در .۲۸ .۶ توجه

مجموعه این ͬ دهیم. م تشͺیل را Uf,1 مجموعە ی حال .D(f) = −1 6= 0 طرفͬ، از ندارد. ریشە ای هیچ Fp در و

از ۱۴ .۶ لم از استفاده با است. (Fp((t)), τv) در صفر از تعریف پذیر و کراندار ͬͽهمسای ͷی ،۸ .۶ قضیە ی به بنا

.tFp[[t]] ⊆ Y ⊆ Fp[[t]] که ͬ رسیم م Y تعریف پذیرِ و کراندار مجموعە ی ͷی به را صفر از کراندار ͬͽهمسای این

فرمولِ دادیم، شرح قبلا که آنچه مشابه

µ = ∃y(yp − y = 0 ∧ x ∈ y + Y )

دقیق تری ترم ،µ فرمول در ترم هر برای زیر، مراحل در ͬ کند. م تعریف Fp((t)) میدانِ در را Fp[[t]] ارزیابِ حلقە ی

ͬ کنیم: م جایͽزین را

،Y در عنصر ͷی منهای x که ͬ نویسیم م اینطور ،y ∈ Fp آن در که x ∈ y + Y ترم̧ جای به ،µ فرمول در .۱

بنابراین .φ(K)−φ(K) با است برابر Y مجموعە ی که دادیم نشان ۱۴ .۶ لم در طرفͬ، از است. Fp به متعلق

.(x− (a− b))p − (x− (a− b)) = 0 یعنͬ ،x− (a− b) ∈ Fp داریم (a− b) ∈ Y برای

،(a− b) ∈ Y = φ(K)− φ(K) که آنجا از .φ(K) = {x : xh ∈ X} و X = W −W ′ که کنید توجه .۲

.x1, x2, x3, x4 ∈W که bh = x3 − x4 و ah = x1 − x2 یعنͬ a, b ∈ φ(K) پس

از بنابراین باشد، V = Uf,1 در آن ها اُم ــ m توانِ که گرفتیم نظر در K از عناصری شامل را W مجموعە ی .۳

نتیجه در .xm
i ∈ Uf,1 داریم 1 ≤ i ≤ 4 هر برای پس ،x1, x2, x3, x4 ∈ W قبل مرحلە ی مطابق که آنجا

،xm
i = 1

f(yi) −
1

f(1) = 1
f(yi) + 1 که طوری به دارد وجود yi ∈ K عنصر ،Uf,1 مجموعە ی تعریف به بنا

.f(yi)(xm
i − 1)− 1 = 0 بنابراین

ͬ کند: م تعریف Fp((t)) در را Fp[[t]] زیر فرمول نهایت، در

∃a, b, x1, x2, x3, x4, y1, y2, y3, y4

(
(x − (a − b))p − (x − (a − b)) = 0 ∧ ah = x1 − x2 ∧ bh =

x3 − x4 ∧
∧4

i=1 f(yi)(xm
i − 1)− 1 = 0

)
.
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فصل: خلاصە ی *

بدون و وجودی فرمول ͷی با Fq((t)) ارزیابی میدان در Fq[[t]] ارزیابی حلقە ی که است این فصل، این اصلͬ قضیە ی

ͬ شود: م انجام زیر شرح به و مرحلە  چند در قضیە  این اثبات است. تعریف پذیر حلقە ها زبان در و پارامتر

جبری بستە ی نسبی طور به زیرمیدان ͷي Fq ⊆ Fq((t)) و هنسلͬ ــ t میدان ͷی (Fq((t)), τv) که آنجا از .۱

وجود τv در V صفرِ از کراندار و تعریف پذیر Fq ــ ∃ ͬͽهمسای ͷی پس نیست، جدایی پذیر بستە ی که است

دارد.

است. Ov در مشمول و mv شامل که رسید Y تعریف پذیرِ Fq ــ ∃ مجموعە ی ͷی به ͬ توان م V ͬͽهمسای از .۲

با را Ov مجموعە ی ͬ توان م بنابراین هستند، xq − x چندجملە ای ریشە ی Fq عناصر و Ov = Fq + Y چون .۳

کرد. تعریف φ := ∃y(yq − y = 0 ∧ x ∈ y + Y ) فرمول

در تحویل ناپذیر چندجملە ای ͷی ابتدا پارامترها این حذف برای است. Fq از پارامتر با و وجودی φ فرمول .۴

به دارد وجود a ∈ Fq عنصر ͷی صورت، این در .l ∤ k که ͬ گیریم م نظر در طوری به را l درجە ی از Fp[x]

نظر در با سپس، ͬ دهیم. م تشͺیل را Uf,a مجموعە ی a و f این از استفاده با حال .D(f)(a) 6= 0 که طوری

با و است صفر از تعریف پذیر و کراندار ͬͽهمسای ͷی که V :=
⋃
{Uf,a : a ∈ Fq, Df(a) 6= 0} گرفتن

که آنجا از است. تعریف پذیر ــ Fp ــ ∃ که برسیم Y مطلوبِ مجموعە ی ͷی به ͬ توانیم م ۲ مرحلە ی از استفاده

ͬ شود. م تبدیل پارامتر بدون فرمول ͷی به φ فرمول پس نوشت، بسته ترم های صورت به ͬ توان م را Fp عناصرِ



۷ فصل

مرتبط نتیجە ی دو

پارامتر بدون و وجودی فرمول ͷی با Fq((t)) ارزیابی میدان در Fq[[t]] ارزیابِ حلقە ی که کردیم اثبات قبل، فصل در

Fq((t)) ارزیابی میدان نبودن جدایی پذیر بستە ی و بودن هنسلͬ ــ t ͬ های ویژگ از اثبات، این برای است. تعریف  پذیر

تعریف پذیری و ͬ کنیم م ارزیابی میدان این از دیͽری ͬ های ویژگ به معطوف را توجهمان فصل این در کردیم. استفاده

ͬ کنیم. م اثبات دیͽر روش دو با را Fq((t)) در Fq[[t]]

میدان ͷی (K,Ov) اگر که ͬ کند م بیان قضیه این ͬ کنیم. م بررسͬ را [۱۰] مقالە ی از قضیه ͷی ابتدا ادامه در

تک و وجودی فرمول ͷی با Ov ارزیابِ حلقە ی آن گاه است، گسسته آن ارزیاب گروه که باشد مطلوب ــ p ارزیابی

ͷی تعریف برای و [۱۰] مقالە ی به مطلوب ــ p میدانِ ͷی تعریف (برای است تعریف پذیر حلقە ها زبان در پارامتر

مطلوب ــ p هنسلͬ، میدان های مطلوب، ــ p تعریفِ به بنا خاص طور به کنید). رجوع ۲ .۷ تعریفِ به گسسته گروه

گروه و هنسلͬ (Fq((t)),Fq[[t]]) ارزیابی̞ میدان اینکه به توجه با ͬ پردازیم. م آن ها به فقط فصل این در ما و هستند

است. تعریف پذیر Fq[[t]] که گرفت نتیجه و کرد استفاده مقاله این نتیجە ی از ͬ توان م است، Z با برابر آن ارزیاب

هنسلͬ ارزیابی میدان ͷی (K,Ov) اگر که است شده اثبات آن در که ͬ پردازیم م [۷] مقالە ی بررسͬ به آن از بعد

در پارامتر بدون و وجودی فرمول ͷی با Ov آن گاه باشد، جبری بستە ی سودو یا متناهͬ آن پیمانە های میدان و باشد

در ما البته کنید). مراجعه [۷] مقالە ی همان به جبری بستە ی سودو میدان تعریف ͬ شود(برای م تعریف حلقە ها زبان

ͬ کنیم. م بررسͬ را است متناهͬ پیمانە ها میدان که خاصͬ حالت فقط فصل این

آن گاه باشد، K میدانِ در ارزیاب حلقە ی ͷی Ov اگر ͬ دهیم. م نشان K نمادِ با را میدان ͷی .۱ .۷ گذاری نماد

و mv با همچنین، است. ارزیاب گروه v(K) آن در که ͬ دهیم م نشان v : K → v(K) با را آن نظیر ارزیاب نگاشت
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p از منظورمان ادامه در ͬ دهیم. م نمایش را آن نظیر پیمانە های میدان  و ارزیاب حلقە ی ماکسیمال ایدە آل ترتیب به kv

است. اول عدد ͷي

[۱۰] گسسته ارزیاب گروه ۱ .۷

.Γ ∼= Z هرگاه ͬ نامیم م گسسته را Γ مرتب گروه ͷی .۲ .۷ تعریف

گسسته گروه ͷی v(K) و باشد هنسلͬ ارزیابی میدان ͷی (K,Ov) اگر که دهیم نشان داریم قصد بخش، این در

مرحله دو طͬ قضیە  این است. تعریف پذیر حلقە ها زبان در پارامتر تک و وجودی فرمول ͷی با K در Ov آن گاه باشد،

مجموعە ی آن گاه نباشد، بخش پذیر ــ p عنصر ͷی γ ∈ v(K) اگر که ͬ دهیم م نشان اول، مرحلە ی در ͬ شود. م اثبات

مثبتِ عنصر کوچͺترین را γ اگر که ͬ کنیم م اثبات دوم، مرحلە ی در است. تعریف پذیر {x ∈ K : pv(x) + γ > 0}

مرحلە ی به توجه با بنابراین و ͬ شود Ovم با برابر {x ∈ K : pv(x)+γ > 0} مجموعە ی آن گاه بͽیریم، نظر در v(K)

است. تعریف پذیر Ov اول،

عنصر ͷی g ͬ گوییم م باشد. طبیعͬ عدد ͷی n و G به متعلق g و آبلͬ گروه ͷی (G,+) کنید فرض .۳ .۷ تعریف

.ny = g که طوری به باشد داشته وجود G در y عنصرِ ͷی هرگاه است بخش پذیر nــ

نباشد، بخش پذیر pــ عنصرِ ͷی γ ∈ v(K) اگر باشد. هنسلͬ ارزیابی میدان ͷی (K,Ov) کنید فرض .۴ .۷ قضیه

است. تعریف پذیر حلقە ها زبان در و K میدانِ در E = {x ∈ K : pv(x) + γ > 0} مجموعە ی آن گاه

ͷی پس دارد، قرار v(K) در γ که آنجا از .E 6= ∅ بنابراین است، E به متعلق 0 که دید ͬ توان م سادگͬ به اثبات.

تعریف  E مجموعە ی زیر فرمول که ͬ دهیم م نشان ادامه در .v(ϵ) = γ که طوری به است موجود K در ϵ عنصرِ

ͬ کند: م

φ(x) = ∃y(yp − yp−1 = ϵxp).

در x عنصرِ ͷی اگر همچنین، ͬ کند. م صدق φ(x) فرمول در آن گاه ،x ∈ E اگر که ͬ کنیم م اثبات دیͽر، عبارت به

.x ∈ E آن گاه کند، صدق φ(x) فرمول در K

که ͬ گیریم م نتیجه x ∈ E اینکه از .∃y(yp − yp−1 − ϵxp = 0) آن گاه ،x ∈ E اگر که ͬ دهیم م نشان ابتدا .۱

v(ϵxp) > 0 یعنͬ pv(x) + γ > 0 عبارتِ ارزیابی، نگاشت ͷی ͬ های ویژگ به توجه با .pv(x) + γ > 0

،۱۱ .۲ لم̧ ۳ قسمت به بنا پس است، هنسلͬ ارزیابی میدان ͷی (K,Ov) که آنجا از .ϵxp ∈ mv بنابراین و

دارد. K در ریشه ͷی f(y) = yp − yp−1 − ϵxp چندجملە ای
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یعنͬ ،x /∈ E کنید فرض خلف برهان با .x ∈ E آن گاه ،yp − yp−1 − ϵxp = 0 اگر که ͬ دهیم م نشان حال .۲

عنصر ͷی γ صورت این در زیرا شود، صفر با برابر ͬ تواند نم pv(x) + γ که کنید توجه اما .pv(x) + γ ≤ 0

ͬ دهد: م رخ زیر حالت دو v(y) علامت به بسته نتیجه در دارد. تناقض فرض با این که است بخش پذیر pــ

داریم ارزیابی نگاشت ͷی ͬ های ویژگ از استفاده با : v(y) ≥ 0 اول. حالت

v(yp − yp−1 − ϵxp) = min{pv(y), (p− 1)v(y), pv(x) + γ}.

و pv(x) + γ < 0 که کردیم فرض همچنین ،pv(y) ≥ (p − 1)v(y) ≥ 0 پس ،v(y) ≥ 0 چون

بنابراین ،yp − yp−1 − ϵxp = 0 که کنید توجه اما .v(yp − yp−1 − ϵxp) = pv(x) + γ < 0 بنابراین

است. تناقض این و v(yp − yp−1 − ϵxp) = v(0) =∞

که ͬ گیریم م نتیجه پس ،pv(y) < (p − 1)v(y) < 0 صورت این در : v(y) < 0 دوم. حالت

پس ،yp − yp−1 − ϵxp = 0 چون .v(yp − yp−1 − ϵxp) = min{pv(y), (p− 1)v(y), pv(x) + γ} < 0

است. تناقض این و v(yp − yp−1 − ϵxp) = v(0) =∞

به ،pv(x) + γ > 0 نتیجه در و باشد منفͬ ͬ تواند نم pv(x) + γ آن گاه ،∃y yp − yp−1 − ϵxp = 0 اگر بنابراین

.x ∈ E دیͽر بیان

حلقە ها زبان در Ov آن گاه باشد، گسسته v(K) اگر باشد. هنسلͬ ارزیابی میدان ͷی (K,Ov) کنید فرض .۵ .۷ قضیه

است. تعریف پذیر

کوچͺترین 1 عدد Z در که آنجا از بنابراین .v(K) ∼= Z پس است، گسسته گروه ͷی v(K) اینکه به توجه با اثبات.

عنصرِ کنید فرض حال دارد. وجود مثبت عنصر کوچͺترین نیز v(K) در که گرفت نتیجه ͬ توان م است، مثبت عنصر

زیرا نیست، ــبخش پذیر p عنصر ͷی v(ϵ) که کنید توجه باشد. v(K) مثبتِ عنصر کوچͺترین ،ϵ ∈ K ازای به v(ϵ)

ویژگͬ با این و 0 < y < v(ϵ) بوضوح آن گاه ،v(ϵ) = py که طوری به باشد داشته وجود y ∈ v(K) عنصر ͷی اگر

E = {x ∈ K : v(ϵxp) > 0} مجموعە ی ،۴ .۷ قضیە ی به بنا است. تناقض در ،v(ϵ) بودنِ مثبت عنصر کوچͺترین

دلخواه˼ عنصر هر که ͬ دهیم م نشان ادعا این اثبات برای .Ov = E که ͬ کنیم م ادعا است. تعریف پذیر حلقە ها زبان در

بالعکس. و است E در Ov

پس است، مثبت نیز v(ϵ) چون و v(x) ≥ 0 صورت، این در بͽیرید. نظر در را x ∈ Ov دلخواه˼ عنصر ͷی .۱

.x ∈ E بنابراین ،v(ϵxp) = v(ϵ) + pv(x) > 0

یعنͬ ،x /∈ Ov کنید فرض خلف برهان با بͽیرید. نظر در را x ∈ E دلخواه˼ عنصر ͷی .۲

که گرفت نتیجه ͬ توان م گرفتیم، نظر در v(K) در مثبت عدد کوچͺترین را v(ϵ) که آنجا از .v(x) < 0

است. تناقض این که x /∈ E نتیجه در و v(ϵxp) = v(ϵ) + pv(x) < 0



۱۱۶ [۷] اصلͬ مقالە ی قضیە ی برای ͬ تر کل اثبات .۲ .۷

تعریف پذیر حلقە ها زبان در پارامتر تک و وجودی فرمول ͷی با Fq((t)) میدانِ در Fq[[t]] ارزیابِ حلقە ی .۶ .۷ لم

است.

ضابطە ی با v : Fq((t)) → Z نگاشت است. Fq روی لوران سری های میدان Fq((t)) که ͬ کنیم م یادآوری اثبات.

به بنا است. Fq[[t]] آن، ارزیاب حلقە ی که است میدان این روی ارزیابی ͷی v(
∞∑

i=−n
ait

i) := min{i|ai 6= 0}

به بنا ͬ توان م ،v(Fq((t))) = Z اینکه به توجه با بنابراین است. هنسلͬ (Fq((t)),Fq[[t]]) ارزیابی میدان ،۲۶ .۳ لم

تعریف پذیر Fq((t)) میدان در پارامتر تک و وجودی فرمول ͷی با Fq[[t]] ارزیاب حلقە ی که گرفت نتیجه ۵ .۷ قضیە ی

است.

[۷] اصلͬ مقالە ی قضیە ی برای ͬ تر کل اثبات ۲ .۷

mv ماکسیمالِ ایدە آل با آن ارزیاب حلقە ی Ov که است ارزیابی میدان ͷی ،(K,Ov) از منظورمان .۷ .۷ گذاری نماد

در عناصر کانونͬ تصویر برای «−» نمادِ از ͬ دهیم. م نشان kv نماد با نیز را Ov/mv یعنͬ آن، پیمانە های میدان است.

ͬ کنیم. استفاده م پیمانە ها میدان 

اصلͬ مقالە ی در شده اثبات قضیە ی از ͬ تر کل حالت ͷی که بپردازیم [۷] مقالە ی به داریم قصد بخش، این در

میدان که باشد هنسلͬ ارزیابی میدان ͷی (K,Ov) اگر که است شده ثابت مقالە  این در ͬ کند. م بیان را پایان نامه

است: زیر شرح به قضیە  این اثبات است. تعریف پذیر ∅  ــ ــ ∃ حلقە ها زبان در Ov آن گاه است، متناهͬ آن پیمانە های

در f̄ که طوری به کرد پیدا Z[x] در f تکین̞ چندجملە ای ͷی ͬ توان م آن گاه باشد، متناهͬ پیمانە ها میدان اگر .۱

f ′(a) /∈ mv شرط˼ در که طوری به است موجود Ov در a عنصر ͷی همچنین و ندارد ریشە  پیمانە ها میدان

ͬ کند. م صدق

که ͬ دهیم م نشان f چندجملە ای ͬ های ویژگ و (K,Ov) ارزیابی میدان بودن هنسلͬ از استفاده با .۲

مشمول و mv شامل که است تعریف پذیر ــ ∅ ــ ∃ مجموعە ی ͷی Uf = {f(x)−1 − f(y)−1 : x, y ∈ K}

است. Ov در

را T̄ = kv شرط˼ ،K میدانِ در xq − x چندجملە ای ریشە های از متشͺل T مجموعە ی که ͬ دهیم م نشان .۳

ͬ کند. م برآورده

ــ ∅ ــ ∃ دو هر T و Uf قبل مراحل به بنا که آنجا از و Ov = Uf + T که ͬ دهیم م نشان آخر مرحلە ی در .۴

است. تعریف پذیر ــ ∅ ــ ∃ نیز Ov که ͬ گیریم م نتیجه هستند، تعریف پذیر



۱۱۷ [۷] اصلͬ مقالە ی قضیە ی برای ͬ تر کل اثبات .۲ .۷

حلقە ها زبان در Fq((t)) میدانِ در Fq[[t]] ارزیابِ حلقە ی که بͽیریم نتیجه ͬ توانیم م نیز قضیه این از که کنید توجه

است. Fq متناه̞ͬ میدن با برابر آن پیمانە های میدان زیرا است، تعریف پذیر ــ ∅ ــ ∃

با مذکور اثبات تفاوت های و شباهت ها به فصل این پایان در مطلب، شدن روشن تر و ابهام از جلوگیری منظور به

کرد. خواهیم اشاره گرفت، قرار بررسͬ مورد قبل فصل در که اثباتͬ

Ov از T و U زیرمجموعە ی دو معرفͬ ۱ .۲ .۷

مجموعە ی f(K)−1 نمادِ از منظورمان بͽیرید. نظر در را Ov[x] در f چندجملە ایِ ͷی .۸ .۷ گذاری نماد

{f(x)−1 − f(a)−1 : x ∈ K} مجموعە ی K در a عنصرِ ͷی ازای به علاوه به است. {f(x)−1 : x ∈ K}

ͬ دهیم. م نشان Uf,a نمادِ با را

در a عنصرِ ͷی ندارد. ریشە  ای kv در f̄ که طوری به باشد تکین چندجملە ای ͷی f ∈ Ov[x] کنید فرض .۹ .۷ لم

هستند: برقرار زیر موارد صورت، این در بͽیرید. نظر در را K

،f(K)−1 ⊆ Ov .۱

،Uf,a ⊆ Ov .۲

.mv ⊆ Uf,a آن گاه ،f ′(a) /∈ mv و a ∈ Ov اگر .۳

اثبات.

t عنصر .f(t)−1 ∈ Ov که دهیم نشان ͬ خواهیم م بͽیرید. نظر در f(K)−1 در f(t)−1 دلخواه˼ عنصر ͷی .۱

: ͬ دهد م رخ زیر حالت دو t /∈ Ov یا t ∈ Ov اینکه به بسته رو این از است، K به متعلق

دارد، قرار Ov در t که کردە ایم فرض و است Ov از ضرایب با چندجملە ای ͷی f چون : t ∈ Ov اول. حالت

به بنا طرفͬ از .v(f(t)) ≥ 0︸ ︷︷ ︸
∗

یعنͬ است، Ov در f(t) که گرفت نتیجه ͬ توان م Ov بودن حلقه به توجه با پس

ͬ گیریم م نتیجه ∗ به توجه با حال .f(t) /∈ mv دیͽر عبارت به و f̄(t̄) 6= 0 پس ندارد، ریشه kv در f̄ فرض

.f(t)−1 ∈ Ov پس ،v(f(t)−1) = 0 بنابراین و v(f(t)) = 0 که

با صورت این در باشد. n درجە ی از f ∈ Ov[x] کنید فرض کلیت از کاستن بدون : t /∈ Ov دوم. حالت

کردیم فرض چون .f = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 پس است، تکین چندجملە ای ͷی f اینکه به توجه

در و v(ai) ≥ 0 داریم 0 ≤ i ≤ n − 1 هر ازای به بنابراین ،f ∈ Ov[x] طرفͬ از .v(t) < 0 پس ،t /∈ Ov

نتیجه

v(f(t)) = v(tn+an−1t
n−1+· · ·+a0) = min{nv(t), v(an−1)+(n−1)v(t), · · · , v(a0)} = nv(t).



۱۱۸ [۷] اصلͬ مقالە ی قضیە ی برای ͬ تر کل اثبات .۲ .۷

.f(t)−1 ∈ Ov یعنͬ ،v(f(t)−1) = −v(f(t)) > 0 بنابراین و v(f(t)) = nv(t) < 0 رو این از

که آنجا از بͽیرید. نظر در را Uf,a = f(K)−1 − f(a)−1 به متعلق f(t)−1 − f(a)−1 دلخواه˼ عنصر ͷی .۲

نتیجه Ov بودنِ حلقه به توجه با و f(t)−1, f(a)−1 ∈ Ov پس ،f(K)−1 ⊆ Ov لم همین ۱ قسمت مطابق

.f(t)−1 − f(a)−1 ∈ Ov که ͬ گیریم م

باید منظور، بدین است. Uf,a به متعلق t که دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. mv دلخواه˼ عنصر ͷی t کنید فرض .۳

f(s)f(a) در را تساوی این طرفین اگر حال .t = f(s)−1 − f(a)−1 که طوری به بیابیم K در s عنصرِ ͷی

دهیم نشان که است این هدفمان ادامه در پس .tf(s)f(a)− f(a) + f(s) = 0 داریم آن گاه ضرب کنیم،

میدانِ بودن هنسلͬ فرض از کار این برای دارد. ریشه K در g(x) = tf(x)f(a)−f(a)+f(x) چندجملە ایِ

:g′(a) /∈ mv که ͬ کنیم م ثابت ابتدا پس ͬ کنیم، م استفاده (K,Ov)

داریم: آن در a جایͽذاری سپس و x به نسبت g از گیری مشتق با

g′(a) = tf ′(a)f(a) + f ′(a) = f ′(a)(tf(a) + 1)

که کنید توجه حال .v(g′(a)) = v(f ′(a)(tf(a) + 1)) = v(f ′(a)) + v(tf(a) + 1) بنابراین

ͬ گیریم م نتیجه پس ،f ′(a) ∈ Ov داریم f ∈ Ov[x] و a ∈ Ov چون و f ′(a) /∈ mv فرض به بنا

.v(f(a)) ≥ 0 بوضوح پس ،f ∈ Ov[x] و a ∈ Ov که آنجا از طرفͬ از .v(f ′(a)) = 0 که

داریم نهایتاً .v(tf(a)) = v(t) + v(f(a)) > 0 بنابراین و v(t) > 0 پس ،t ∈ mv چون همچنین

حال .g′(a) /∈ mv یعنͬ ،v(g′(a)) = v(f ′(a)) + v(tf(a) + 1) = 0 + min{v(t) + v(f(a)), 0} = 0

داریم: بوضوح .g(a) ∈ mv که ͬ دهیم م نشان

g(a) = tf(a)f(a)− f(a) + f(a) = tf(a)f(a)

لم همین ۱ قسمت اثبات در اول حالت به بنا و f(a) ∈ Ov پس ،f ∈ Ov[x] و a ∈ Ov که آنجا از حال

: داریم نتیجه در و v(t) > 0 پس ،t ∈ mv همچنین .v(f(a)) = 0 داریم

v(g(a)) = v(t) + 2v(f(a)) = v(t) > 0

نتیجه (K,Ov) میدانِ بودن هسنلͬ به بنا پس ،g′(a) /∈ mv و g(a) ∈ mv اینکه از نهایتاً .g(a) ∈ mv یعنͬ

.t = f(s)−1−f(a)−1 عبارتͬ به یا است g(x) ریشە ی که طوری به دارد Kوجود در s عنصر ͷی که ͬ گیریم م

نشان Uf نماد با را f(K)−1 − f(K)−1 = {f(x)−1 − f(y)−1 : x, y ∈ K} مجموعە ی .۱۰ .۷ گذاری نماد

ͬ دهیم. م



۱۱۹ [۷] اصلͬ مقالە ی قضیە ی برای ͬ تر کل اثبات .۲ .۷

a ∈ Ov عنصر همچنین، و ندارد ریشە ای kv در f̄ که باشد تکین چندجملە ای ͷی f ∈ Ov[x] کنید فرض .۱۱ .۷ لم

.mv ⊆ Uf ⊆ Ov صورت این در .f ′(a) /∈ mv که طوری به باشد داشته وجود

فرض به بنا بͽیرید. نظر در را Uf در f(t)−1− f(s)−1 دلخواه˼ عنصر .Uf ⊆ Ov که نشان دهیم ͬ خواهیم م اثبات.

در .f(K)−1 ⊆ Ov داریم ۹ .۷ لم ۱ قسمت به توجه با بنابراین ندارد، ریشه kv در f̄ و است تکین f چندجملە ای

۳ قسمت به بنا همچنین .f(t)−1 − f(s)−1 ∈ Ov پس است، حلقه ͷی Ov چون و f(t)−1, f(s)−1 ∈ Ov نتیجه

.mv ⊆ Uf که ͬ گیریم م نتیجه ،Uf,a ⊆ Uf که آنجا از و mv ⊆ Uf,a داریم ۹ .۷ لم

است. تعریف پذیر ــ Ov ــ ∃ حلقە ها زبان در Uf مجموعە ی .۱۲ .۷ توجه

سادگͬ به Uf مجموعە ی تعریف نحوە ی به بنا پس ،Uf = {f(x)−1 − f(y)−1 : x, y ∈ K} که ͬ دانیم م اثبات.

.Ψf (K) = Uf دیͽر بیان به ͬ کند. م تعریف K میدانِ در را آن زیر فرمول که دید ͬ توان م

Ψf (x) = (∃y, z, y1, z1)(x = y1 − z1 ∧ y1f(y) = 1 ∧ z1f(z) = 1)

پیمانە ها میدان کلاس های همە ی T مجموعە ی ͬ گوییم م باشد. Ov از زیرمجموعە  ͷی T کنید فرض .۱۳ .۷ تعریف

.T̄ = kv هرگاه ͬ کند م قطع را

ͬ کند، م قطع را پیمانە ها میدان کلاس های همە ی T و mv ⊆ Uf که باشند گونە ای به Uf , T ⊆ Ov اگر .۱۴ .۷ لم

.Ov = Uf + T آن گاه

فرض به بنا بͽیرید. نظر در را Uf + T در u + t دلخواه˼ عنصر .Uf + T ⊆ Ov که ͬ دهیم م نشان ابتدا اثبات.

ͷی .Ov ⊆ Uf + T که دهیم نشان باید حال .u + t ∈ Ov که گرفت نتیجه ͬ توان م سادگͬ به پس Uf , T ⊆ Ov

t ∈ T پس ͬ کند، م قطع را پیمانە ها میدان کلاس های همە ی T فرض به بنا بͽیرید. نظر در را Ov در x دلخواه˼ عنصر

،mv ⊆ Uf که کنید توجه .x ∈ T + mv بنابراین و x ∈ t̄ = t + mv نتیجه در .t̄ = x̄ که طوری به دارد وجود

.x ∈ T + Uf بنابراین

فرمول های توسط ترتیب به و کنند صدق ۱۴ .۷ لم شرایط Ovدر از T و Uf زیرمجموعە های کنید فرض .۱۵ .۷ توجه

ͬ شود: م تعریف زیر فرمول با Ov که دید ͬ توان م سادگͬ به صورت، این در شوند. تعریف ψ و φ

ρ(x) = (∃u, t)(x = u+ t ∧ φ(u) ∧ ψ(t))



۱۲۰ [۷] اصلͬ مقالە ی قضیە ی برای ͬ تر کل اثبات .۲ .۷

Uf مجموعە ی تشͺیل برای f یافتن ۲ .۲ .۷

صورت در که کردیم بیان و داشتند مطلوبی ͬ های ویژگ که کردیم معرفͬ را T و Uf مجموعە های قبلͬ، بخش در

باید Uf مجموعە ی ساختن برای که کنید توجه نوشت. Uf + T صورت به را Ov ͬ توان م مجموعه، دو این وجود

داشته Ov در a عنصر ͷی ازای به و باشد نداشته ریشه kv در f̄ که طوری به بیابیم Ov[x] در f تکین̞ چندجملە ای ͷی

.f ′(a) /∈ mv باشیم

این در که ͬ دهیم م نشان است. متناهͬ پیمانە ها میدان که ͬ کنیم م بررسͬ را خاص حالت ͷی بخش، این در

ندارد. ریشە ای kv در که طوری به دارد وجود kv[x] در f̄ جدایی پذیرِ و تکین تحویل ناپذیر، چندجملە ای ͷی حالت،

از بسیاری f̄ چندجملە ای که باشید داشته توجه .f̄ ′(ā) 6= 0 که طوری به دارد وجود نیز ā ∈ kv عنصر ͷی همچنین،

برای نهایتاً .Ov[x] در نه و دارد قرار kv[x] در اما داراست؛ را مذکور Uf مجموعە ی تشͺیل برای مطلوب ͬ های ویژگ

f̄ که Ov[x] در f تکین̞ چندجملە ای ͷی به و ͬ کشیم م بر را ā عنصر و f̄ نظرمان، مد عنصر و چندجملە ای به رسیدن

ͬ کند. م برآورده را f ′(a) /∈ mv شرط˼ که ͬ رسیم م a ∈ Ov عنصر ͷی و ندارد ریشه kv در

برقرارند: زیر موارد صورت این در باشد. متناهͬ میدان ͷی Fpk کنید فرض .۱۶ .۷ لم

تکین، که طوری به دارد وجود m درجە ی از Fp[x] در f چندجملە ای ͷی m طبیعͬ عدد هر برای الف)

.f ′(0) 6= 0 همچنین و است جدایی پذیر و تحویل ناپذیر

باشد. نداشته ریشه Fpk در که کرد پیدا گونە ای به را بالا در f چندجملە ای ͬ توان م ب)

کنید. مراجعه [۷] به اثبات برای الف) اثبات.

و جدایی پذیر تکین، چندجملە ای ͷی الف، قسمت به بنا .m ∤ k که ͬ کنیم م انتخاب گونە ای به را m عدد ب)

f چندجملە ای که دهیم نشان ͬ خواهیم م .f ′(0) 6= 0 که طوری به دارد وجود m درجە ی از Fp[x] در f تحویل ناپذیر

.f(b) = 0 که طوری به باشد داشته وجود Fpk در b عنصرِ ͷی کنید فرض خلف، برهان با ندارد. ریشە ای Fpk در

مینیمال چندجملە ای درجە ی که آنجا از بͽیرید. نظر در را b عنصرِ و Fp توسط شده تولید میدان يعنͬ Fp(b) حال

که ͬ شود م نتیجه این از و Fp(b) = Fpm ⊆ Fpk بوضوح طرفͬ، از .|Fp(b)|= pm پس است، m با برابر b عنصرِ

است. تناقض در m انتخاب نحوە ی با این که m | k

به دارد وجود f̄ ∈ Fp[x] چندجملە ای صورت، این در باشد. Fpk متناه̞ͬ میدان ͷی kv کنید فرض .۱۷ .۷ نتیجه

به دارد وجود kv در ā عنصرِ ͷی همچنین، است. جدایی پذیر و تکین تحویل ناپذیر، و ندارد ریشە ای kv در که طوری

.f̄ ′(ā) 6= 0 که طوری



۱۲۱ [۷] اصلͬ مقالە ی قضیە ی برای ͬ تر کل اثبات .۲ .۷

T مجموعە ی یافتن ۳ .۲ .۷

ͬ کنیم م معرفͬ T ⊆ Ov مجموعە ی ͷی و باشد متناهͬ پیمانە ها میدان  که ͬ گیریم م نظر در را حالتͬ نیز بخش این در

ͬ کند. م قطع را پیمانە ها میدان کلاس های همە ی که

باشد متناهͬ میدان ͷی kv اگر باشد. kv پیمانە ی میدان با هنسلͬ ارزیابی میدان ͷی (K,Ov) کنید فرض .۱۸ .۷ لم

ͬ کند. م قطع را پیمانە ها میدان کلاس های همە ی که طوری به دارد وجود T ⊆ Ov مجموعە ی ͷی صورت این در

چندجملە ای است. Fq ͷی صورت به پس است، متناهͬ میدان ͷی kv اینکه به توجه با اثبات.

مجموعە ی که ͬ کنیم م ادعا .ψ(x) := (g(x) = 0) دهید قرار حال بͽیرید. نظر در را g(x) = xq − x ∈ Z[x]

ثانیاً و T ⊆ Ov اولا˟ یعنͬ هستیم، آن دنبال به که است T مجموعە ی همان ψ(K) = {x ∈ K : g(x) = 0}

.T̄ = kv

در بͽیرید. نظر در را x ∈ T دلخواه˼ عنصر ͷی منظور، این به .T ⊆ Ov که دهیم نشان ͬ خواهیم م ابتدا

که ͬ کنیم م ادعا .xq − x = 0 که است K میدانِ از عنصر ͷي x عنصر T مجموعە ی تعریف به بنا صورت، این

مرتب گروه ͷی ارزیاب، گروه اینکه به توجه با .v(x) < 0 پس .x /∈ Ov کنید فرض خلف، برهان با .x ∈ Ov

qv(x) < v(x) < 0 بوضوح پس است، منفͬ v(x) که آنجا از .v(x) 6= qv(x) که گرفت نتیجه ͬ توان م است، آبلͬ

پس ،xq − x = 0 کردیم فرض چون طرفͬ از .v(xq − x) = min{qv(x), v(x)} = qv(x) < 0 داریم بنابراین و

است. تناقض این و v(xq − x) = v(0) =∞

به .kv ⊆ T̄ که دهیم نشان است کافͬ بنابراین ،T̄ ⊆ kv بوضوح .T̄ = kv که کنیم ثابت ͬ خواهیم م حال

نگاشت تحت g(x) چندجملە ای تصویر که کنید توجه ابتدا بͽیرید. نظر در را kv در ᾱ دلخواه˼ عنصر منظور، این

پس است، q با برابر Fq میدانِ مشخصە ی که آنجا از .1̄xq − 1̄x با است برابر ḡ(x) یعنͬ ،kv میدانِ در کانونͬ

به ᾱq − ᾱ = 0̄ داریم متناهͬ میدان ͷی تعریف به بنا پس است، kv در ᾱ چون .ḡ′(x) = 1̄qxq−1 − 1̄ = −1̄ 6= 0̄

ͷی که ͬ شود م نتیجه (K,Ov) میدانِ بودن هنسلͬ از پس ،ḡ′ 6= 0̄ که دادیم نشان طرفͬ، از .ḡ(ᾱ) = 0̄ دیͽر، بیان

ͬ گیریم م نتیجه T مجموعە ی تعریف به توجه با حال .ā = ᾱ و g(a) = 0 که طوری به دارد وجود Ov در a عنصرِ

.ᾱ = ā ∈ T̄ بوضوح پس دارد، قرار T در a عنصر که

K میدانِ در Ov از تعریف ــ ∅ ــ ∃ͷی ۴ .۲ .۷

ارزیابی میدان ͷی (K,Ov) اگر که ͬ کنیم م اثبات آوردە ایم، دست به کنون تا که آنچه ͷکم به بالاخره بخش، این در

در پارامتر بدون و وجودی فرمول ͷی با Ov ارزیابِ حلقە ی آن گاه است، متناهͬ آن پیمانە های میدان که باشد هنسلͬ

است. تعریف پذیر حلقە ها زبان



۱۲۲ [۷] مقالە ی و اصلͬ مقالە ی اثبات مقایسە ی .۳ .۷

متناهͬ میدان ͷي kv اگر باشد. kv پیمانە هایِ میدان با هنسلͬ ارزیابی میدان ͷی (K,Ov) کنید فرض .۱۹ .۷ قضیه

است. تعریف پذیر ∅  ــ ــ ∃ حلقە ها زبان در Ov آن گاه باشد،

.q = pk آن در که است Fq ͷی صورت به پس است، متناهͬ میدان ͷی kv فرض مطابق که آنجا از اثبات.

طوری به دارد وجود Fp[x] در f̄ جدایی پذیرِ و تحویل ناپذیر تکین، چندجملە ای ͷی ،۱۷ .۷ نتیجە ی به توجه با

برکشیدن با حال .f̄ ′(ā) 6= 0 که طوری به دارد وجود kv در ā عنصر ͷی همچنین، و ندارد ریشە ای kv در که

Ov در a عنصرِ ͷی و Ov[x] در جدایی پذیر و تحویل ناپذیر تکین، چندجملە ای ͷی به ā عنصر و f̄ چندجملە ای

به بنابراین دارند، قرار Fp در f̄ چندجملە ای ضرایب که کنید توجه .f ′(a) /∈ mv که طوری به ͬ یابیم م دست

و ͬ شوند م 1, 2, · · · , p − 1 صورتِ به f ضرایب ،f̄ برکشیدنِ از پس نتیجه در هستند. 1̄, 2̄, · · · , p− 1 صورتِ

فرمول با Uf که دیدیم ͬ دهیم. م تشͺیل را Uf = f(K)−1 − f(K)−1 مجموعە ی نهایتاً .f ∈ Z[x] رو این از

مذکور، فرمول پارامترهای است. تعریف پذیر Ψf = (∃y, z, y1, z1)(x = y1 − z1 ∧ y1f(y) = 1 ∧ z1f(z) = 1)

آن ها جای به را f ضرایب نظیر بستە ی ترم های ͬ توانیم م ،f ∈ Z[x] چون اما هستند. f چندجملە ای ضرایب همان

ͬ شود. م پارامتر بدون فرمول ͷی به Ψ فرمولِ تبدیل و پارامترها حذف باعث کار این دهیم. قرار

پارامتر بدون فرمول با مجموعه این بوضوح ͬ دهیم. م تشͺیل ۱۸ .۷ لم مطابق نیز را T مجموعە ی

هر که آنجا از .Ov = Uf + T داریم ،۱۴ .۷ لم به توجه با نهایتاً است. تعریف پذیر ψ(x) = ∃x(xq − x = 0)

ͷی با تعریف پذیر نیز Ov آن تبع به پس هستند، پارامتر بدون و وجودی فرمولͬ با تعریف پذیر T و Uf مجموعە ی دو

است. پارامتر بدون و وجودی فرمول

[۷] مقالە ی و اصلͬ مقالە ی اثبات مقایسە ی ۳ .۷

رو، این از است. Fq با برابر پیمانە ها میدان ،(Fq((t)),Fq[[t]]) ارزیابی̞ میدان در که دیدیم گذشته فصل های در

بدون فرمول ͷی با Fq[[t]] که داد نشان ͬ توان م دادیم، شرح ۲ .۷ بخش̞ در که متفاوت اثبات ͷی از استفاده با

ارزیابی̞ میدان برای مذکور اثبات توضیح به بخش، این در است. تعریف پذیر Fq((t)) میدانِ در وجودی و پارامتر

کرد. خواهیم مقایسه کردیم، مطرح ۶ فصل در که اثباتͬ با را آن و پرداخته (Fq((t)),Fq[[t]])

[۷] مقالە ی روش با Fq((t)) در Fq[[t]] تعریف پذیری اثبات

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را Uf , T ⊆ Fq[[t]] زیرمجموعە ی دو ۲ .۷ بخش مطابق

مجموعە ی ۱۸ .۷ لم̧ به بنا پس است، متناهͬ (Fq((t)),Fq[[t]]) پیمانە های میدان که آنجا از

قطع را پیمانە ها میدان کلاس های همە ی که است Fq[[t]] از زیرمجموعە  ͷی T = {x ∈ Fq((t)) : xq − x = 0}

طور به Fq((t)) در Fq دیدیم ۱۸ .۶ لم در آنچه مطابق و دارد قرار Fq[x] در xq−x چندجملە ای که کنید توجه ͬ کند. م



۱۲۳ [۷] مقالە ی و اصلͬ مقالە ی اثبات مقایسە ی .۳ .۷

متعلق ریشه آن آن گاه باشد، داشته ریشه ͷی Fq((t)) در xq − x چندجملە ای اگر بنابراین است، جبری بستە ی نسبی

همە ی طرفͬ، از .T = {x ∈ Fq((t)) : xq − x = 0} = {x ∈ Fq : xq − x = 0} نتیجه، در بود. خواهد Fq به

.T = Fq بنابراین و هستند xq − x ریشە ی Fq عناصرِ

تحویل ناپذیر چندجملە ای ͷی ۱۷ .۷ نتیجە ی به بنا منظور این به دهیم. تشͺیل را Uf مجموعە ی ͬ خواهیم م حال

است: زیر ͬ های ویژگ دارای که بیابیم ͬ توانیم م Fp[x] در f̄ تکین̞ و

داشت). نخواهد ریشە ای پیمانە ها میدان در f̄ (اینگونه m ∤ k که طوری به است m با برابر f̄ درجە ی .۱

.f̄ ′(ā) 6= 0 که طوری به دارد وجود kv در ā عنصر ͷی .۲

ͬ رسیم م Fq[[t]] در a عنصرِ ͷی و Fq[[t]][x] در f چندجملە ای ͷی به و ͬ کشیم م بر را ā عنصرِ و f̄ چندجملە ای حال

این در ͬ کند. م برآورده را f ′(a) /∈ mv شرط˼ a همچنین، و ندارد ریشە ای Fq یعنͬ پیمانە ها، میدان در f̄ که طوری به

tFq[[t]] ⊆ Uf ⊆ Fq[[t]] شرط˼ Ufدر = {f(x)−1−f(y)−1 : x, y ∈ Fq((t))}مجموعە ی ۱۱ .۷ لم̧ به بنا صورت،

Uf + Fq صورتِ به را Fq[[t]] ͬ توان م ،۱۴ .۷ لم به بنا و هستند تعریف پذیر Fq و Uf که آنجا از نهایتاً ͬ کند. م صدق

است. تعریف پذیر Fq[[t]] که ͬ شود م نتیجه پس نوشت،

اصلͬ مقالە ی روش مرور

ͬ های ویژگ با Fp[x] در f تحویل ناپذیرِ چندجملە ای ͷی ،۲۳ .۶ قضیە ی در ͬ گردیم. م بر ۶ فصل در شده مطرح اثبات به

یافتیم: زیر

ͬ ماند). م باقͬ تحویل ناپذیر نیز Fq در چندجملە ای این (اینگونه m ∤ k که طوری به است m با برابر f درجە ی .۱

ندارد. ریشه Fq در f چندجملە ای .۲

.f ′(a) 6= 0 که طوری به دارد وجود Fq در a عنصرِ ͷی .۳

به بنا که دادیم تشͺیل را Uf,a = {f(x)−1 − f(a)−1 : x ∈ K} مجموعە ی مذکور، a و f از استفاده با سپس،

کردیم: عمل زیر صورت به ،۱۴ .۶ لم̧ مطابق نهایت در است. صفر از کراندار و باز ͬͽهمسای ͷی ۲۳ .۶ قضیە ی

n صحیح̧ عدد ͷی نتیجه در است، 0 از باز ͬͽهمسای ͷی V :=
⋃
{Uf,a : a ∈ Fq, f

′(a) 6= 0} که آنجا از .۱

مجموعە ی صورت این در ͬ گیریم. م نظر در n از mبزرگتر عددِ ͷی حال .B(n) ⊆ V که طوری به دارد وجود

است. {x ∈ K : v(x) = 1} شامل̞ و تعریف پذیر کراندار، مجموعە ی ͷی W := {x ∈ K : xm ∈ V }

است. tFq[[t]] شامل̞ و تعریف پذیر کراندار، مجموعە ی ͷی X := W ∪ (W ∪ {0}) مجموعە ی .۲



۱۲۴ [۷] مقالە ی و اصلͬ مقالە ی اثبات مقایسە ی .۳ .۷

.X ⊆ B(−h) که طوری به دارد وجود h صحیح عدد ͷی پس است، کراندار مجموعە ی ͷی X که آنجا از .۳

که است تعریف پذیر و کراندار مجموعە ی ͷی Y := {x : xh ∈ X} − {x : xh ∈ X} مجموعە ی

.tFq[[t]] ⊆ Y ⊆ Fq[[t]]

هستند تعریف پذیر هردو که بنویسیم Fq و Uf,a مجموع صورت به را Fq[[t]] ͬ توانیم م ۲۴ .۶ قضیە ی به توجه با سپس،

ͬ شود. م نتیجه Fq[[t]] تعریف پذیری اینگونه و

یͺدیͽر با روش دو مقایسه

(به Uf مجموعە ی سپس و کنیم انتخاب ۳ .۷ مطابق̞ را f چندجملە ای اگر دیدیم، قبلͬ قسمت دو در که همان طور

دارد. قرار Fq[[t]] در و است tFq[[t]] شامل̞ Uf که بͽیریم نتیجه مستقیماً ͬ توانیم م آن گاه دهیم، تشͺیل را (Uf,a جای

برداشته میان از Y مطلوبِ مجموعە ی ͷي به Uf,a تعریف پذیر مجموعە ی از رسیدن برای فوق مراحل نتیجه، در

ͬ شوند. م

فصل: خلاصە ی *

میدان ͷی ارزیاب گروه اگر که ͬ کند م بیان اول نتیجه دادیم. شرح را اصلͬ مقالە ی به مرتبط نتیجه دو فصل این در

حلقە ها زبان در پارامتر ͷی با تنها و وجودی فرمول ͷی با آن ارزیاب حلقە ی آن گاه باشد، گسسته هنسلͬ ارزیابی

است: زیر صورت به قضیه این اثبات روش ͬ شود. م تعریف

فرمولِ با {x ∈ K : pv(x) + γ > 0} مجموعە ی آن گاه نباشد، بخش پذیر ــ p عنصر ͷی γ ∈ Γ اگر .۱

است. تعریف پذیر φ(x) = ∃y(yp − yp−1 = ϵxp)

مجموعە ی آن گاه بͽیریم، نظر در ارزیاب گروه در مثبت عنصر کوچͺترین را γ اگر که کردیم اثبات .۲

ͬ شود. م تعریف پذیر ۱ مرحلە ی به بنا پس ͬ شود، م Ov با برابر {x ∈ K : pv(x) + γ > 0}

Ov آن گاه است، متناهͬ آن پیمانە های میدان که باشد هنسلͬ ارزیابی میدان ͷی (K,Ov) اگر که بود این دوم نتیجه

است: زیر شرح به قضیه این اثبات روش است. تعریف پذیر ∅  ــ ــ ∃ حلقە ها زبان در

تحویل ناپذیرِ و تکین چندجملە ای ͷی m طبیع̞ͬ عدد و p اولِ عدد هر ازای به [۷] مقالە ی در قضیه ͷی به بنا .۱

است، متناهͬ میدان ͷی kv که آنجا از .f̄ ′(0) 6= 0 که طوری به دارد وجود Fp[x] در m درجە ی از f̄

را k که ویژگͬ این با را m طبیع̞ͬ عدد ͷی حال .q = pk آن در که است Fq ͷی صورت به پس

f̄ جدایی پذیرِ و تحویل ناپذیر تکین، چندجملە ای ͷی مذکور، قضیە ی به بنا ͬ گیریم. م نظر در نکند عاد



۱۲۵ [۷] مقالە ی و اصلͬ مقالە ی اثبات مقایسە ی .۳ .۷

به .f̄ ′(ā) 6= 0 داریم Fq در ā عنصرِ ͷی ازای به که طوری به دارد وجود Fp[x] در m درجە ی از

روش با ندارد. ریشە ای Fq در f̄ که ͬ شود م نتیجه فوق صورت به m یعنͬ ،f درجە ی انتخاب با علاوه،

مجموعە ی آن از استفاده با و ͬ رسیم م f ∈ Z[x] چندجملە ای به f̄ ∈ Fp[x] چندجملە ای از برکشیدن

است mv ⊆ Uf ⊆ Ov ویژگͬ دارای مجموعه این ͬ دهیم. م تشͺیل را Uf = f(K)−1 − f(K)−1

از نهایتاً ͬ شود. م تعریف Ψf = (∃y, z, y1, z1)(x = y1 − z1 ∧ y1f(y) = 1 ∧ z1f(z) = 1) فرمولِ با و

به نظیرشان بستە ی ترم های با چندجملە ای این ضرایب کردن جایͽزین با پس است، Z[x] به متعلق f که آنجا

رسید. خواهیم Uf تعریفِ برای پارامتر بدون فرمول ͷی

پیمانە ها میدان کلاس های همە ی مجموعه این بͽیرید. نظر در را T = {x ∈ K : xq − x = 0} مجموعە ی .۲

.T̄ = kv یعنͬ ͬ کند، م قطع را

هستند، پارامتر بدون و وجودی فرمولͬ با تعریف پذیر مجموعە ی دو T و Uf و Ov = Uf + T چون نهایتاً .۳

است: تعریف پذیر زیر وجودی و پارامتر بدون  فرمول با نیز Ov پس

ρ(x) = (∃u, t)(x = u+ t ∧ φ(u) ∧ tq − t = 0).
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نمایه

۵۲ ،A+B := {x+ y : x ∈ A, y ∈ B}

۵۲ ،A ·B := {x · y : x ∈ A, y ∈ B}

۸۳ ،Ac := {x : x /∈ A}

متعلق عناصر  همە ی وارون از متشͺل مجموعە ی : A−1

۶۲ ،A به

با تکین چندجملە ای های تمام مجموعە ی : K[x]n1
۹۱ ، K[x] در n درجە ی حداکثر

K میدان عناصر از نامتناهͬ دنبالە های مجموعە ی : KN

۸۵ ،

۶ ،K میدان جبریِ بستار : Kcl

۹۸ ،Lring := {+,−, ·, 0, 1}

۵۲ توپولوژی، Vــ

۱۲ ،Fp := {0, 1, · · · , p− 1}

۱۱ ،Fp(t) := {f(t)
g(t) : f(t), g(t) ∈ Fp[t]}

در موجود عناصر همە ی حاصل ضرب : ∏p∈E p

۱۰۷ ،E مجموعە ی

۶۹ ،yO := {yx : x ∈ O}

۵۷ مثبت، حقیقͬ اعداد مجموعە ی : R+

۳۲ ، ͷادی ــ p حلقە ی : Ẑp

۳۲ ، ͷادی ــ p میدان : Q̂p

۶ ، L \K := {x ∈ L : x /∈ K}

۶ جبری، عنصر

۶۸ پوچ توان، عنصر

۸۳ ، کامل ــ ω فیلتر

۴۳ ، ارزیابی نگاشت پیمانە های میدان

۹ جدایی پذیر، چندجملە ای

۸۶ ارزیاب، ایدە آل

۹۰ هنسلͬ، ارزیاب ایدە آل

۴۲ ارزیابی، نگاشت ماکسیمال ایدە آل

۶ جبری، بستە ی

۹ ، جدایی پذیر بستە ی

۸۲ معادل، موضعͬ طور به

۵۹ ارشمیدسͬ، ترتیب

۲ بسته، ترم های

۱۱ آیزنشتاین، ͷمح تعمیم

۹ جدایی پذیر، توسیع

۶ متناهͬ، توسیع

۶ میدانͬ ، توسیع

۸۷ مینیمال، توپولوژی

۵۲ هاسدورف، توپولوژی

۴۳ ،۴۲ ارزیاب، حلقە ی

۲۰ موضعͬ، حلقە ی

۲۴ نُرم دار، حلقە ی

۲۴ کامل، حلقە ی

۲۱ هنسلͬ، موضعͬ حلقە  ی

۴۵ خوش ترتیبی،



۲۴ کوشͬ، دنبالە ی

۱ اول، مرتبە  زبان

۴۸ ،۲۹ لوران، سری های

۴۵ هان، سری های

۱۱۴ بخش پذیر، nــ عنصر

۶۸ خنثͬ، عنصر

۶ متعالͬ، عنصر

۸۱ نقیض، نرمال حالت در فرمول

۸۱ موضعͬ، فرمول

۸۳ فیلتر،

۸۳ اصلͬ، فیلتر

۸۳ غیراصلͬ، فیلتر

۸۳ فرشه، فیلتر

۵۷ قدرمطلق،

۳۰ ،ͷادی ــ p قدرمطلق

۵۷ ارشمیدسͬ، قدرمطلق

۵۷ ارشمیدسͬ، غیر قدرمطلق

۲۶ هنسل، لم

۵ تعریف پذیر، مجموعە ی

۶۶ ارزیاب، تقریباً مجموعە ی

۶۶ بسته، تقریباً مجموعە ی

۶۲ کراندار، مجموعە ی

۹۲ چندجملە ای، ͷی سادە ی مقادیر

۸۹ ، هنسلͬ ــ t میدان

۵۰ ،ͷتوپولوژی میدان

۱۵ کامل، میدان

۲۴ ارشمیدسͬ، غیر نُرم

۴۰ ارزیابی، نگاشت

۳۰ ،ͷادی ــ p ارزیابی نگاشت

۶ مینیمال، چندجملە ای

۱۱۴ گسسته، آبلͬ گروه

۵۹ محدب، گروه

۵۹ مرتب، گروه
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Abstract:
This thesis is based on the following two papers:

1. WILL ANSCOMBE AND JOCHEN KOENIGSMANN. AN EXISTENTIAL-∅-DEFINITION OF Fq[[t]] IN Fq((t)), THE
JOURNAL OF SYMBOLIC LOGIC, 79(4):1336–1343, 2014.

2. ALEXANDER PRESTEL AND MARTIN ZIEGLER, MODEL-THEORETIC METHODS IN THE THEORY OF TOPOLOGICAL
FIELDS. JOURNAL FÜR DIE REINE UND ANGEWANDTE MATHEMATIK, VOL. 299 (1978), NO. 300, PP. 318–341.

We aim to show that the valuation ring Fq[[t]] in the valued field Fq((t)) is existentially definable in
the language of rings without any parameters. Here Fq((t)) is the field consisting of series of the form

{
∞∑

i=−n
ait

i : ai ∈ Fq, n ∈ N} and Fq[[t]] is the subring {
∞∑

i=0
ait

i : ai ∈ Fq}. The proof of the mentioned the-

orem is in the first reference above, but it relies heavily on a theorem in the second reference above, which asserts
that in a topological Henselian field which is not separably closed, there exists a bounded neighborhood of zero that
is definable by an existential formula. We will demonstrate that the field Fq((t)) meets the requirements of the latter
theorem and hence has a bounded neighborhood of zero definable by an existential formula with parameters from Fq .
Next, we use a trick to transform this neighborhood into a definable set Y that contains tFq[[t]] and is contained in
the valuation ring Fq[[t]]. Now it is easy to verify that Fq[[t]] is equal to Fq +Y . Then, due to the definability of the
set Y and the definability of Fq as the set of roots of the polynomial xq − x, we conclude that Fq[[t]] is definable in
the language of rings, but at this stage, with parameters from Fq . In the final step of the proof, we find a way to get
rid of the parameters of the mentioned definition.
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