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اثبات اصلͬ قضایای مقدماتͬ مفاهیم

جبری مقدمات

جبری مقدمات

را v : K → Γ ∪ {∞} نگاشت باشد. میدان ͷی K و مرتب آبلͬ گروه ͷی Γ کنید فرض

باشد: برقرار زیر ͬ های ویژگ x, y ∈ K هر برای هرگاه ͬ نامیم م ارزیابی نگاشت ͷی

،v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)} .۱

،v(x · y) = v(x) + v(y) .۲

.x = ۰ ⇔ v(x) = ∞ .۳

ریاضͬ علوم دانشͺده ۳ ̸ ۱۸ هنسلͬ ارزیاب حلقەهای وجودی تعریف پذیری



اثبات اصلͬ قضایای مقدماتͬ مفاهیم

جبری مقدمات

ارزیاب) (حلقەی ۱ تعریف

x ∈ K هر برای هرگاه ͬ نامیم، م K برای ارزیاب حلقەی ͷی را K میدان از O زیرحلقەی

.x−۱ ∈ O یا x ∈ O باشیم داشته

ارزیابی) (میدان ۲ تعریف

باشد. ارزیاب حلقە ی ͷی O ⊆ K هرگاه ͬ نامیم م ارزیابی میدان ͷی را (K,O) زوج

نظیر ارزیاب حلقەی باشد. ارزیابی نگاشت ͷی v : K → Γ ∪ {∞} کنید فرض ◀

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به و داده نمایش Ov با را v نگاشت

Ov = {x ∈ K : v(x) ≥ ۰}.

ͷی نظیر ارزیاب حلقەی اگر تنها و اگر است K میدان در ارزیاب حلقەی ͷی O ◀

باشد. v : K → Γ ارزیابی نگاشت
ریاضͬ علوم دانشͺده ۴ ̸ ۱۸ هنسلͬ ارزیاب حلقەهای وجودی تعریف پذیری
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جبری مقدمات

ارزیابی میدان و موضعͬ حلقەی 

موضعͬ) (حلقەی ۳ تعریف

هرگاه معادلا˟ باشد؛ داشته ماكزيمال ايدەآل ͷي تنها هرگاه ͬ ناميم م موضعͬ را R حلقەی

بدهند. ايدەآل ͷي تشͺيل آن وارون ناپذير عناصر تمامͬ

است. موضعͬ حلقەی ͷی O ارزیاب حلقەی هر ◀

ͬ دهیم. م نمایش m نماد با را O حلقەی ماکزیمال ایدەآل ◀

که است میدان ͷی F = O
m باشد، m ماکزیمال ایدەآل با ارزیاب حلقەی ͷی O اگر ◀

ͬ نامیم. م ارزیاب حلقەی این باقیماندەهای میدان را آن

ریاضͬ علوم دانشͺده ۵ ̸ ۱۸ هنسلͬ ارزیاب حلقەهای وجودی تعریف پذیری



اثبات اصلͬ قضایای مقدماتͬ مفاهیم

جبری مقدمات

هنسلͬ موضعͬ حلقەی

هنسلͬ موضعͬ حلقەی ͷی را R حلقەی باشد. موضعͬ حلقەی ͷی (R,m) کنید فرض

باشیم: داشته f ∈ R[x] هر برای هرگاه ͬ نامیم م

a ∈ R عنصر آنگاه f̄ ′(ᾱ) ̸= ۰ و f̄(ᾱ) = ۰ که طوری به باشد موجود α ∈ R اگر

.ā = ᾱ و f(a) = ۰ که طوری به باشد موجود

هنسلͬ) ارزیابی (میدان ۴ تعریف

باشد. هنسلͬ O حلقەی هرگاه ͬ نامیم م هنسلͬ را (K,O) ارزیابی میدان

ریاضͬ علوم دانشͺده ۶ ̸ ۱۸ هنسلͬ ارزیاب حلقەهای وجودی تعریف پذیری



اثبات اصلͬ قضایای مقدماتͬ مفاهیم

جبری مقدمات

جبری سودوبستەی میدان های

تعریف شده را V واریتەی باشد. تحویل ناپذیر مطلقاً واریتەی K ͷی V کنید فرض ◀

.IK̃(V ) = K̃IK(V ) هرگاه ͬ نامیم م K روی

جبری) سودوبستەی (میدان ۵ تعریف

خود در آن، روی شده تعریف واریتەی هر هرگاه ͬ نامیم م جبری سودوبستەی  را K میدان

باشد. داشته ریشه ͷی K میدان

تحویل ناپذیر مطلقاً چندجملەای هر هرگاه ͬ نامیم م جبری سودوبستەی را K میدان ◀

باشد. داشته K در ریشه ͷی f(X,Y ) ∈ K[X,Y ]

هستند. نامتناهͬ جبری سودوبستەی میدان های ◀

ریاضͬ علوم دانشͺده ۷ ̸ ۱۸ هنسلͬ ارزیاب حلقەهای وجودی تعریف پذیری



اثبات اصلͬ قضایای مقدماتͬ مفاهیم

تعریف پذیری

( پذیری (تعریف ۶ تعریف

را X ⊆Mn مجموعەی ͷی باشد. M جهان با اول مرتبه ساختار ͷی M کنید فرض

ͬ نامیم م b۱, ..., bm پارامترهای با φ(x۱, ..., xn, y۱, ..., ym) فرمول توسط تعریف پذیر

هرگاه

X = {(a۱, ..., an) ∈Mn | M |= φ(a۱, ..., an, b۱, ..., bm)}.

ریاضͬ علوم دانشͺده ۸ ̸ ۱۸ هنسلͬ ارزیاب حلقەهای وجودی تعریف پذیری
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تعریف پذیری

اصلͬ قضایای

میدان و O ارزیاب حلقەی با هنسلͬ ارزیابی میدان ͷی K کنید فرض قضیه: ◀

در پارامتر بدون و وجودی تعریف ͷی باشد، متناهͬ F اگر باشد. F باقیماندەهای

دارد. وجود K میدان در O حلقەی برای حلقەها زبان

میدان و O ارزیاب حلقەی با هنسلͬ ارزیابی میدان ͷی K کنید فرض قضیه: ◀

F از نقاطͬ مجموعه ،Falg و باشد جبری سودوبستەی F اگر باشد. F باقیماندەهای

و وجودی تعریف ͷی آنگاه نباشد جبری بستەی هستند، جبری F۰ اول میدان روی که

دارد. وجود K میدان در O حلقەی برای حلقەها زبان در پارامتر بدون

ریاضͬ علوم دانشͺده ۹ ̸ ۱۸ هنسلͬ ارزیاب حلقەهای وجودی تعریف پذیری
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مشترک مراحل

همەی T و m ⊆ U که باشند گونەای به T, U ⊆ O کنید فرض اول: مرحلەی ◀

.O = T + U آنگاه قطع کند، را باقیمانده کلاس های

اثبات: بر مروری ◀

.T + U ⊆ O دید ͬ توان م سادگͬ به .۱

ͬ کند. م قطع را باقیمانده کلاس های همەی T ͬ گیریم. م نظر در را x ∈ O دلخواه عنصر .۲

از O؛ ⊆ T +m نتیجه در .t̄ = x̄ که طوری به است موجود t ∈ T عنصر بنابراین

O ⊆ T +m ⊆ T + U بنابراین .m ⊆ U طرفͬ

ریاضͬ علوم دانشͺده ۱۰ ̸ ۱۸ هنسلͬ ارزیاب حلقەهای وجودی تعریف پذیری
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مشترک مراحل

U مجموعەی معرفͬ
ریشه F در f̄ باشد، تکین چند جملەای ͷی f ∈ O[X] کنید فرض دوم: مرحلەی ◀

آنگاه f ′(a) /∈ m که طوری به داشته باشد وجود a ∈ O عنصر و باشد نداشتە

m ⊆ Uf = { ۱
f(x)

− ۱
f(y)

| x, y ∈ K} ⊆ O.

اثبات: مراحل ◀
.f(K)−۱ ⊆ O .۱

m ⊆ f(K)−۱ − f(a)−۱ ⊆ O .۲

m ⊆ f(K)−۱ − f(a)−۱ ⊆ f(K)−۱ − f(K−۱) ⊆ O .۳

تعریف پذیراست: Uf مجموعەی ◀

φf (x) ≡ (∃y, z, y1, z1)(x = y1 − z1 ∧ y1f(y) = 1 ∧ z1f(z) = 1).
ریاضͬ علوم دانشͺده ۱۱ ̸ ۱۸ هنسلͬ ارزیاب حلقەهای وجودی تعریف پذیری
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متناهͬ باقیماندەها میدان

f چندجملەای وجود
که دید خواهیم باشد، متناهͬ F اگر متناهͬ): حالت (برای چهارم مرحلەی ◀

F در که است موجود f ∈ F۰[X] جدایی پذیر و تحویل ناپذیر تکین، چندجملەای

.f ′(a) ̸= ۰ که دارد وجود گونەای به a ∈ F عنصر همچنین ندارد. ریشه
اثبات: ◀

و تحویل ناپذیر تکین، چندجملەای ،m مثبت صحیح عدد هر و p اول عدد هر برای .۱

.f ′(۰) ̸= ۰ که طوری به دارد وجود m درجەی از f ∈ Fp[X] جدایی پذیر

⇓

تحویل ناپذیر، که طوری به است موجود f ∈ F۰[X] چندجملەای باشد، متناهͬ F اگر .۲

.f ′(a) ̸= ۰ که دارد وجود گونەای به a ∈ F عنصر همچنین است. تکین و جدایی  پذیر

ندارد. ریشه F در f آنگاه نکند عاد را [F : F۰] که بͽیریم نظر در گونەای به را m اگر .۳

ریاضͬ علوم دانشͺده ۱۲ ̸ ۱۸ هنسلͬ ارزیاب حلقەهای وجودی تعریف پذیری
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متناهͬ باقیماندەها میدان

T مجموعەی معرفͬ
ͬ کنیم: م تعریف ،F = Fq کنید فرض متناهͬ): حالت (برای پنجم مرحلەی ◀

T := {x ∈ K : xq − x = ۰}

است: تعریف پذیر T مجموعەی ◀

ψ(x) ≡ (xq − x = ۰)

.qv(x) = v(x) → v(x) = ۰ ⇒ T ⊆ O ◀

ḡ′ = −۱̄ ̸= ۰ و ḡ(x̄) = ۰ داریم x̄ ∈ F هر برای g(x) = xq − x ͬ دهیم م قرار ◀

که طوری به است موجود a ∈ O عنصر که ͬ شود نتیجه م O حلقەی بودن هنسلͬ از

.T̄ = F نتیجه در .ā = x̄ و g(a) = ۰
ریاضͬ علوم دانشͺده ۱۳ ̸ ۱۸ هنسلͬ ارزیاب حلقەهای وجودی تعریف پذیری
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یͺنواختͬ

یͺنواختͬ

۷ قضیه
موجود φ پارامتر بدون و وجودی فرمول بͽیرید. نظر در را m صحیح عدد و p اول عدد

میدان و O ارزیاب حلقەی با K ارزیابی میدان هر برای φ(K) = O که طوری به است

.m ∤ n که F = Fpn باقیماندە ی

ریاضͬ علوم دانشͺده ۱۴ ̸ ۱۸ هنسلͬ ارزیاب حلقەهای وجودی تعریف پذیری



اثبات اصلͬ قضایای مقدماتͬ مفاهیم

جبری سودوبستەی باقیماندەها میدان

f چندجملەای وجود

جبری): سودوبستەی حالت (برای چهارم مرحلەی ◀

و تحویل ناپذیر تکین، چندجملەای نباشد، جبری بستەی Falg و باشد نامتناهͬ F اگر

عنصر و و ندارد ریشه F در f که گونەای به دارد وجود f ∈ F۰[X] جدایی پذیر

.f ′(a) ̸= ۰ که طوری به است موجود a ∈ F

F اگر خاص طور به بنابراین هستند. نامتناهͬ جبری سودوبستەی میدان های نتیجه:

با f چندجملەای ͷی نباشد، جبری بستەی Falg و باشد جبری سودوبستەی میدان ͷی

است. موجود فوق ͬ های ویژگ

ریاضͬ علوم دانشͺده ۱۵ ̸ ۱۸ هنسلͬ ارزیاب حلقەهای وجودی تعریف پذیری



اثبات اصلͬ قضایای مقدماتͬ مفاهیم

جبری سودوبستەی باقیماندەها میدان

ͷی f ∈ O[X] کنید فرض جبری): سودوبستەی حالت (برای پنجم مرحلەی ◀

ͬ کنیم: م تعریف f(x) ̸= ۰ باشیم داشته x ∈ K هر برای و باشد تکین چند جملەای

Tf = { ۱
f(x)

۱
f(y)

| x, y ∈ K} ∪ {۰}

داریم: باشد آزاد ـ مربع و باشد نداشتە ریشه F در f̄ اگر

.Tf ⊆ O ◀

.T̄f = F ◀

ریاضͬ علوم دانشͺده ۱۶ ̸ ۱۸ هنسلͬ ارزیاب حلقەهای وجودی تعریف پذیری
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جبری سودوبستەی باقیماندەها میدان

۸ قضیه
عنصر هر برای باشد. مربع⁃آزاد و ثابت غیر چند جملەای ͷی f ∈ K[X] کنید فرض

است. تحویل ناپذیر مطلقاً f(X)f(Y )− c ∈ K[X,Y ] چند جملەای ،c ∈ K دلخواه

۹ قضیه
سودوبستەی F اگر باشد. مربع⁃آزاد و ثابت غیر چند جملەای ͷی f ∈ F [X] کنید فرض

.F = {f(x)f(y) | x, y ∈ F} ∪ {۰} آنگاه باشد جبری

ریاضͬ علوم دانشͺده ۱۷ ̸ ۱۸ هنسلͬ ارزیاب حلقەهای وجودی تعریف پذیری



اثبات اصلͬ قضایای مقدماتͬ مفاهیم

جبری سودوبستەی باقیماندەها میدان

ণپاساز৔وجهॷما با

ریاضͬ علوم دانشͺده ۱۸ ̸ ۱۸ هنسلͬ ارزیاب حلقەهای وجودی تعریف پذیری
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