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پیشͽفتار

«میدان مهم ͬ های ویژگ با دانشجویان (۲ ریاضͬ و ۱ (ریاضͬ دانشͽاه حساب درس در نیز و پیشادانشͽاهͬ ریاضیات در

به «حقیقͬ» توابع برای غیره و مشتق پیوستگͬ، همͽرایی، مانند مهمͬ مفاهیم که ͬ یابند درم ͬ شوند. م آشنا حقیقͬ» اعداد

ͬ شوند: م آشنا زیر قضیۀ دو با مهم تر همه از و ͬ شوند، م تعریف صورتͬ چه

(a, b) بازۀ در نقطەای در f آنگاه ،f(b) > 0 و f(a) < 0 و باشد [a, b] بازۀ در پیوسته تابع ͷی f اگر

ͬ شود. م صفر

بازه این در مطلق مینیموم و مطلق ماکزیمم دارای f آنگاه باشد، [a, b] بستۀ بازۀ در پیوسته تابع ͷی f اگر

است.

حقیقت اما ͬ گردند. نم آنها برای علتͬ دنبال به حتͬ دانشجویان عموماً که ͬ رسند م نظر به طبیعͬ آنقدر قضیەها این دوی هر

نوعͬ به حقیقͬ» اعداد مجموعۀ  «طبیعت بلͺه نیست، تابع پیوستگͬ فقط قضیه، دو این برقراری علت که است این پنهان

باشد. برقرار آن در قضیه دو این که است

موضوعەای اصول از که ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م معرفͬ دقیق طور به را حقیقͬ اعداد مجموعۀ ابتدا ،۱ آنالیز درس در

را کمال اصل بنیادی ویژگͬ سپس رسید. حقیقͬ اعداد مجموعۀ به ͬ توان م چͽونه کردەایم، معرفͬ ریاضͬ مبانͬ در که

دنبال به آن، از پس اما ͬ شوند. م نتیجه آن از بالا قضیۀ دو چͽونه که ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م ثابت حقیقͬ اعداد مورد در

نکته این در کاوش به واقع در هستند. برقرار بالا قضیه دو آنها در که ͬ گردیم م دیͽری «فضاهای» بهتر بیان یا مجموعەها،

ͷکم بالا قضیۀ دو مانند مهمͬ قضایای برقراری به ͬ تواند م فضا ͷی ͬ های ویژگ کدام کمال، اصل از غیر که ͬ پردازیم م

کاوشͽری، نوع همین است. برقرار ͬ تری کل علت به بالا قضیۀ دو آنها در که گشت خواهیم فضاهایی دنبال به واقع در کند.

ͬ رسد. م خود اوج نقطۀ به توپولوژی درس در

سارا خانم نام به علاقەمند دانشجویان از ͬͺی توسط تخته روی من یادداشتهای آوری جمع حاصل رو، پیش درس نامۀ

کشیدەاند نیز را درس کلاس فیلم برداری زحمت ترم این در حسینͬ خانم است. من توسط آنها هفتگͬ ویرایش و حسینͬ،

هستند: مشاهده قابل زیر لینک در درس فیلم های و

https://www.aparat.com/playlist/11324469

اختصاص تمرینها به درس از نمره سه شد. خواهد داده دانشجویان به تمرین) ۱۰ (حاوی تمرین سری ͷی هفته، دو هر

بود. خواهد میان ترم امتحان به مربوط آن نمرۀ ۶ و پایان ترم امتحان به مربوط درس نمرۀ ۱۱ داشت. خواهد

هستند: زیر منابع ریاضͬ، آنالیز یادگیری برای استاندارد کتاب چند

• Tao, T. (2016). Analysis I: Third Edition. India: Springer Nature Singapore.

• Rudin, W. (1976). Principles of Mathematical Analysis. Colombia: McGraw-Hill.

• Apostol, T. M. (2004). Mathematical Analysis. China: China Machine Press.

شود: واقع مفید درسنامه این کنار در ͬ تواند م توپولوژی جزوۀ و ریاضͬ مبانͬ جزوۀ

https://khani.iut.ac.ir/sites/khani.iut.ac.ir/files//u145/template_1_2. ●

pdf
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۱ فصل

حقیقͬ اعداد

ریاضیات در آنچه هر شد، اشاره پیش گفتار در که طور همان ͬ شود. م آغاز (R) حقیقͬ اعداد ساخت داستان با آنالیز ماجرای

مهمͬ قضایای و مشتق پذیری پیوستگͬ، حد، مانند مفاهیمͬ است. آن های ویژگͬ و حقیقͬ اعداد درباره ͬ خوانیم م عمومͬ

آنالیز در هستند. برقرار حقیقͬ اعداد مورد در میانگین مقدار و رˀل قضایای و نهایی مقادیر قضیۀ میانͬ،  مقدار قضیۀ  مانند

ͬ شود. م خوش رفتاری هایی چنین باعث حقیقͬ اعداد طبیعت در ͬ هایی ویژگ چه که پرداخت خواهمیم نکته این بررسͬ به

بشناسانیم. دقیق صورت به را حقیقͬ اعداد خودِ  باید چیز، هر از پیش اما

حقیقͬ اعداد میدان ساخت ۱ .۱

را خود ساختِ ریاضͬ، پدیدۀ هر چͽونه که دیدیم و شدیم آشنا مجموعەها نظریه موضوعۀ اصول با ریاضͬ مبانͬ درس در

عنوان به را طبیعͬ اعداد مجموعۀ  وجود که است اصلͬ مجموعەها، نظریۀ اصول از ͬͺی است. موضوعه اصول این وام دار

طبیعͬ: اعداد روی × و + توابع ͬ کند. م تضمین مجموعۀ استقرایی کوچͷ ترین

+: N× N→ N

(x, y) −→ x+ y

× : N× N→ N

(x, y) −→ x× y

مجموعه آن از پس ͬ شود. م ساخته Z صحیح اعداد مجموعۀ طبیعͬ، اعداد روی از ͬ شوند. م تعریف استقراء از استفاده با

رابطۀ تحت صحیح اعداد در (x, y) زوج ͷی گویا عدد هر ͬ سازیم. م (Z) صحیح اعداد روی از را (Q) گویا، اعداد

است: زیر هم ارزی

(x, y) = (x′, y′) ⇐⇒ xy′ = yx′

.x
y

ͬ نویسیم: م عموما (x, y) جای به

عدد ͷی عدد، از منظور است) نبوده ریاضͬ اولیه موضوعۀ اصول از خبری هنوز آن در (که باستان یونان ریاضیات در

هر طول که الزاویه قائم مثلث ͷی اما دارد. اشاره نکته همین به هم ،rational انگلیسͬ به «گویا»، کلمۀ است. بوده گویا
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به دایره ͷی پرگار، از بااستفاده اگر همچنین نیست! کسری هیچ با نمایش قابل آن طول که دارد وتری باشد، ͷی آن ضلع

دانش آموز هر امروزه نیست! «عدد» یا نیست؛ کسری عدد ͷی صورت به نوشتن قابل نیز دایره این محیط کنیم، رسم 1
2

شعاع

x2 = 2 معادلۀ ریشۀ  اولͬ است. π نام به «حقیقͬ» عددی دومͬ و
√
2 نام به «حقیقͬ» عددی اولͬ که ͬ داند م دبیرستانͬ

بخش این در آمدەاند. کجا از و هستند چه واقعاً اعداد این اما نیست! گویا ضریب با معادلەای هیچ  ریشۀ  حتͬ دومͬ و است

دانست. خواهیم حدودی تا را سوال این پاسخ

یعنͬ ͬ داند: م خوبی به ریاضͬ مبانͬ از را گویا اعداد ساخت مرحلۀ تا دانشجو، که گرفتەام این بر را فرض من .۱ .۱ .۱ تذکر

را درس دارد. وجود آنها روی ترتیبی چه و ͬ پذیرد، م صورت چͽونه آنها ضرب و جمع هستند، چه گویا اعداد که ͬ داند م

ͬ کنم م پیشنهاد است، یادشده مطالب مرور به علاقەمند دانشجویی که صورتͬ در دادەام. ادامه فرض این گرفتن نظر در با

کند: مطالعه را ۱۲۹ صفحۀ  خصوصاً من، ریاضͬ مبانͬ کتاب

https://mohsen-khani.github.io/mabani-riyazi/jozve/mabanikol.pdf

اینجاست: از درس رسمͬ شروع

تابع ͷی Q در دنباله ͷی از منظور .۲ .۱ .۱ تعریف

f : N→ Q

n −→ an

ͬ دهیم. م نشان (an)n∈N صورت به را فوق مانند دنبالەای است.

دنبالەهایی، چنین به هستند. زیادی اهمیت حائز ما برای ͬ شوند» م ͷنزدی هم به نهایت «در آنها جملات  که دنبالەهایی

کنیم: دقیق را تعریف بیایید ͬ شود. م گفته ک͒شͬ دنبالۀ

باشد: داشته را زیر ویژگͬ هرگاه ͬ نامیم م ک͒شͬ دنبالۀ ͷی را (an)n∈N دنبالۀ ک͒شͬ). (دنبالۀ ۳ .۱ .۱ تعریف

∀ϵ ∈ Q+ ∃N ∈ N ∀n,m > N |an − am| < ϵ.

ϵ از کمتر فاصلەای بعد به جایی از دنباله جملات ϵ شدۀ دادۀ عدد هر برای که است ک͒شͬ (an) دنبالۀ  زمانͬ واقع، در

هستند. تجمع حال در ک͒شͬ دنبالۀ ͷی جملات واقع در باشند. داشته هم از

عدد از صحبت  ͬ کل طور به یا ϵ از صحبت وقتͬ بنابراین ͬ شناسیم. نم گویا عدد از غیر عددی هنوز که کنید دقت

است. گویا عدد ͷی منظورمان ͬ کنیم، م

است. ک͒شͬ دنبالۀ ͷی ،an = 1
n

آن در که (an) دنبالۀ دهید نشان .۱ تمرین

شرط آیا دانشجویان). از ͬͺی (سوال ۲ تمرین

∀ϵ ∃N ∈ N ∀n > N |an − an+1| < ϵ,

ͬ دهد؟ م نتیجه را دنباله بودن ک͒شͬ

۵
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که: طوری به باشد موجود M گویای عدد هرگاه کراندار گوییم را (an)n∈N دنبالۀ .۴ .۱ .۱ تعریف

∀n ∈ N |an| < M.

باشیم: داشته n ∈ N هر برای که طوری به باشند داشته وجود M,N اعداد هرگاه دیͽر، بیان به

M < an < N.

کنید؟) اثبات را دیͽر بیان این درستͬ ͬ توانید م (آیا

است. کراندار (an)n∈N صورت این باشد،در ک͒شͬ دنبالۀ ͷی (an)n∈N کنید فرض .۵ .۱ .۱ لم

m,n > N هر برای که طوری به دارد Nوجود طبیعͬ عدد ͬ دانیم م دنباله، بودن ک͒شͬ به بنا بͽیرید. نظر در را ϵ = 1 اثبات.

داریم:

|an − am| < 1.

داریم: n > N هر برای خاص طور به

|an − aN+1| < 1

یعنͬ

a
N+1
− 1 < an < 1 + a

N+1
.

جملات اما هستند. کران ͷی دارای بعد به N از دنباله، جملات تمام پس است. ثابت عدد ͷی a
N+1

+ 1 که کنید دقت

است: متناهͬ تعدادشان ͬ مانده باق

{a1, ..., aN}

دنبالۀ بنابراین آنهاست. برای پایین کران ͷی min{a1, ..., aN} و آنها برای بالا کران ͷی max{a1, ..., aN} البته و

است. کراندار (an)n∈N

که را ک͒شͬ دنبالۀ  دو هستند. هم به شدن ͷنزدی حال در دست دور در جملاتش که است دنبالەای ک͒شͬ دنبالۀ گفتیم

ͬ نامیم: م «هم ارز» ͬ شوند م ͷنزدی همدیͽر به جملاتشان

N ∈ N طبیعͬ عدد ͷی ϵ > 0 هر برای هرگاه ͬ نامیم، م هم ارز را (bn)n∈N و (an)n∈N ک͒شͬ دنبالۀ دو .۶ .۱ .۱ تعریف

هستند، هم ارز (bn) و (an) دنبالۀ دو وقتͬ .|an− bn| < ϵ باشیم: داشته n > N هر برای که طوری به باشد داشته وجود

ͬ نویسیم: م

(an)n∈N ∼ (bn)n∈N.

ͬ کند: م بیان را (bn) و (an) دنبالۀ دو بودن هم ارز زیر، ریاضͬ جملۀ 

∀ϵ > 0 ∃N ∈ N ∀n > N |an − bn| < ϵ.

ͷنزدی هم به آنها بزرگ کافͬ قدر به اندیس با جملات ما، دلخواه مقدار هر به که هستند هم ارز زمانͬ دنباله، دو واقع در

باشد.

۶



بنویسیم: زیر صورت به ͬ توانستیم م را بالا تعریف .۳ تمرین

∀ϵ > 0 ∃N ∈ N ∀n,m > N |an − bm| < ϵ.

داریم: اختیار در را حقیقͬ عدد ͷی تعریف برای لازم مواد حال

ͬ شود. م گفته حقیقͬ عدد ͷی Q در ک͒شͬ دنبالۀ هر به .۷ .۱ .۱ تعریف

و برابرند هم با عدد دو این ͬ گوییم م باشند. حقیقͬ عدد دو b = (bn)n∈N و a = (an)n∈N کنید فرض .۸ .۱ .۱ تعریف

هرگاه a = b ͬ نویسیم: م

(an)n∈N ∼ (bn)n∈N.

باشند. هم ارز هم با مربوطه، ک͒شͬ دنبالەهای که برابرند زمانͬ حقیقͬ عدد دو واقع در

است. هم ارزی رابطۀ ͷی ک͒شͬ، دنبالەهای هم ارزی رابطۀ .۴ تمرین

حقیقͬ اعداد ضرب و جمع ۲ .۱

این در که ͬ ای حقیق اعداد ندارد. ارزشͬ دارد، نام حقیقͬ عدد ͷی گویا، اعداد در ک͒شͬ دنبالۀ هر که بͽوییم که این صرفِ

دانشͽاه، حساب در و دبیرستان در دلیلͬ هیچ بی را آن که حقیقͬ، اعداد خط از را ما انتظارات همۀ  باید ͬ کنیم، م معرفͬ جا

بینشان و شوند ضرب و جمع هم با باشند، گویا اعداد شامل باید حقیقͬ اعداد کند. برآورده ͬ کردەایم م فرض شده شناخته

نیست: سختͬ کار حقیقͬ عدد دو مجموع تعریف باشد. داشته وجود ترتیبی

ک͒شͬ دنباله ͷی (an + bn)n∈N دنبالۀ صورت این باشند.در ک͒شͬ دنبالۀ دو (bn)n∈N و (an)n∈N کنید فرض .۱ .۲ .۱ لم

است.

هر برای که دارد وجود گونەای به N طبیعͬ عدد دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. شده داده ما به ϵ > 0 کنید فرض اثبات.

داریم: m,n > N

|an + bn − am − bm| < ϵ.

هر برای که طوری به دارد وجود N1 طبیعͬ عدد است ک͒شͬ دنبالۀ ͷی (an)n∈N که آنجا از بͽیرید. نظر در را ϵ
2

عدد

داریم: m,n > N1

|an − am| <
ϵ

2
.

m, n > N2 هر برای که طوری به دارد وجود N2 طبیعͬ عدد رو این از و است ک͒شͬ دنبالۀ ͷی نیز (bn)n∈N مشابه بەطور

داریم:

|bn − bm| <
ϵ

2
.

داریم: m,n > max{N1, N2} هر برای پس

|an + bn − am − bm| ≤ |an − am|+ |bn − bm| <
ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ.

است. max{N1, N2} عدد بودیم، آن کردن پیدا دنبال به اثبات ابتدای در که ای N طبیعͬ عدد واقع در

۷



است: ساده نیز حقیقͬ عدد دو حاصل ضرب تعریف

ͬ کنیم: م تعریف باشند. حقیقͬ عدد دو b = (bn)n∈N و a = (an)n∈N کنید فرض .۲ .۲ .۱ تعریف

a · b = (anbn)n∈N

خودش است، شده معرفͬ حاصل ضرب عنوان به که دنبالەای که است نیاز باشد، داشته معنا بالا تعریف که این برای

باشد: ک͒شͬ دنبالۀ ͷی یعنͬ باشد؛ حقیقͬ عدد ͷی

ک͒شͬ دنبالۀ نیز a · b = (anbn)n∈N صورت این باشند،در ک͒شͬ دنبالۀ دو (bn)n∈N و (an)n∈N کنید فرض .۳ .۲ .۱ لم

است.

هر برای که دارد وجود گونەای به N طبیعͬ عدد دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد؛ شده داده ما به ϵ > 0 کنید فرض اثبات.

باشیم: داشته m,n > N

|anbn − ambm| < N.

داریم: همیشه که کنید دقت

|anbn − ambm| = |anbn − anbm + anbm − ambm| ≤ |an||bn − bm|+ |bm||an − am|

نظر در |bn| و |an| دنبالۀ دو بالای کران های ماکزیمم را M است. کراندار ک͒شͬ دنبالۀ هر که گفتیم ۶ صفحۀ در قبلا́

داشت: خواهیم بͽیرید.

|anbn − ambm| ≤ |an||bn − bm|+ |bm||an − am| ≤M(|bn − bm|+ |an − am|).

از و بدهیم (bn) و (an) دنبالەهای به را ϵ
2M

عدد ͬ توانیم م ϵ شدۀ داده عدد برای است. ثابت عدد ͷی M که کنید دقت

N1 اعداد ϵ
2M

برای هستند، ک͒شͬ (bn) و (an) دنبالەهای که آنجا از ͬ کنیم؛ م چنین پس کنیم. دریافت را N ∈ N عدد آنها

داریم: m,n > N هر برای که طوری به دارند وجود N2 و

|an − am| <
ϵ

2M

و

|bn − bm| <
ϵ

2M
.

داریم: m,n > max{N1, N2} هر برای حال

|anbn − ambm| < M(|bn − bm|+ |an − am|) = M(
ϵ

2M
+

ϵ

2M
) = ϵ.

های ویژگͬ یعنͬ ͬ سازد. م میدان ͷی جبری، لحاظ از کردیم، معرفͬ که ضربی و جمع اعمال با حقیقͬ اعداد مجموعۀ

است: برقرار حقیقͬ اعداد برای زیر جبری

a(b+ c) = ab+ ac

۸



a(bc) = (ab)c

ab = ba

∀a∃b (a+ b = 0)

∀a 6= 0∃b a · b = 1.

هستند. درست بالا عبارتهای که کند متقاعد را خود نحوی به که ͬ خواهم م دانشجو از

ک͒شͬ دنبالەها، این دهید نشان بͽیرید. نظر در را cn = 1 و bn = 1+ 10−n ، an = 1− 10−n دنبالەهای .۴ .۲ .۱ مثال

با 1.00000 . . . و 0.999999 . . . عدد دو که بود دانشجو ͷی سوال به پاسخ در واقع در مثال این هم ارز  اند. یͺدیͽر با و

هستند. عدد ͷی هم

اعداد مجموعۀ در چͽونه را گویا عدد ͷی اما باشد. گویا اعداد مجموعۀ شامل باید حقیقͬ، اعداد مجموعۀ که گفتیم

ͬ بینیم. م حقیقͬ

ثابت دنبالۀ که است واضح است. حقیقͬ عدد ͷی عنوان به r دهندۀ نشان (r) دنبالۀ آنگاه باشد، گویا r اگر .۵ .۲ .۱ توجه

بنابراین: است. ک͒شͬ دنبالۀ ͷی (r)

Q ⊆ R.

حقیقͬ اعداد ترتیب ۳ .۱

هستند. صفر عدد نمایانگر دنبالەهایی چنین همۀ باشیم. داشته صفر ثابت دنبالۀ با هم ارز دنبالەهای دربارۀ مشاهده ͷی بیایید

باشیم: داشته که (an) ∼ (0) زمانͬ بͽیرید. نظر در را (an) و (0) ک͒شͬ دنبالەهای .۱ .۳ .۱ مشاهده

∀ϵ ∈ Q+ ∃N ∈ N ∀n > N |an| < ϵ,

باشیم: داشته که (an) ≁ (0) زمانͬ بنابراین

∃ϵ ∈ Q+ ∀N ∈ N ∃n > N |an| > ϵ

است: برقرار بالا مشاهده از جذاب تر و قوی تر حͺمͬ نیستند، هم ارز صفر با که دنبالەهایی مورد در

بعد به جایی از  که طوری به دارد وجود r گویای مثبت عدد ͷی صورت این در (an) ≁ (0) کنید فرض .۲ .۳ .۱ قضیه

هستند. بیشتر r از ها |an| تمام

:m,n > N1 هر برای که طوری به دارد وجود N1 ∈ N عدد است، ک͒شͬ (an) چون اثبات.

|an − am| <
ϵ

2

۹



که طوری به دارد وجود n > N ͷی N هر برای که دارد، وجود ϵ عدد ͷی ͬ گیریم، م نتیجه (an) ≁ (0) که آنجا از

|an| > ϵ

که: طوری به دارد وجود M > N1 خاص طور به پس

|aM | > ϵ.

داریم: n > N1 هر برای بودن، ک͒شͬ به بنا دوباره طرفͬ از

|an − aM | <
ϵ

2
.

هیچ است، ϵ
2

از کمتر که عددی با است بیشتر ϵ از که an تفریق حاصل (زیرا است بیشتر ϵ
2

از بعد، به جایی از ها |an|پس

ͬ رسد.) نم ϵ
2

از کمتر به وقت

باشد ک͒شͬ دنبالۀ ͷی (an) اگر گرفت: را زیر نتیجۀ ͬ توان م aM عدد بودن منفͬ یا مثبت به بسته بالا، قضیۀ اثبات از

ͬ دهد. م رخ زیر اتفاقات از ͬͺی صورت این در (an) ≁ (0) که طوری به

هستند. r از بیشتر بعد به جایی از دنباله جملات که طوری به دارد وجود r مثبت گویای عدد .۱

هستند. کمتر −r از دنباله جملات تمام بعد به جایی از که دارد وجود r مثبت گویای عدد .۲

ͬ کنیم. م استفاده حقیقͬ عدد ͷی بودن منفͬ یا مثبت تعریفِ برای مشاهده، این از

وجود r مثبت گویای عدد هرگاه است مثبت a ͬ گوییم م باشد. حقیقͬ عدد ͷی a = (an) کنید فرض .۳ .۳ .۱ تعریف

r مثبت گویای عدد هرگاه است منفͬ a ͬ گوییم م باشند. r از بیشتر بعد به جایی از دنباله جملات که طوری به باشد داشته

باشند. کمتر از دنباله جملات تمام بعد به جایی از که طوری به باشد داشته وجود

منفͬ. یا و است مثبت یا است، صفر با برابر یا حقیقͬ عدد هر که دید ͬ توان م ۲ .۳ .۱ قضیۀ اثبات به بنا

هر گاه (an) < (bn) ͬ گوییم م .۴ .۳ .۱ تعریف

(an − bn) < 0.

صورت این در .an ≥ 0 باشیم داشته ،n هر برای که بەطوری باشد دنباله ͷی (an) کنید فرض .۵ .۳ .۱ لم

(an) ≥ 0

ͬ شود. م مثبت aM عدد ۲ .۳ .۱ قضیۀ اثبات در زیرا اثبات.

باشیم داشته n هر برای کنید فرض .۶ .۳ .۱ نتیجه

an ≤ bn

صورت این در

(an) ≤ (bn)

۱۰



که دارد وجود N طبیعͬ عدد ͷی a حقیقͬ عدد هر برای ارشمیدسͬ). (ویژگͬ ۷ .۳ .۱ قضیه

a < N.

که کنیم پیدا گونەای به را N طبیعͬ عدد ͬ خواهیم م باشد. حقیقͬ عدد ͷی a = (an) کنید فرض اثبات.

(ai) < N.

M از ها ai تک تک  که طوری به دارد وجود M طبیعͬ عدد یعنͬ است؛ کراندار است، ک͒شͬ دنبالۀ ͷی (ai) که آنجا از

بنابراین کمتر اند.

(ai) ≤M.

که دارد وجود 0 < q گویای عدد آنگاه a > 0 اگر .۵ تمرین

0 < q < a

که طوری به دارد وجود m
n

گویای عدد دهید نشان 0 < x < y که باشند مثبت حقیقͬ عدد دو x, y کنید فرض .۶ تمرین

x <
m

n
< y

از استفاده با است. ک͒شͬ دنبالۀ ͷی an = 1
an

دنبالۀ دهید باشد،نشان مثبت حقیقͬ عدد ͷی (an) کنید فرض .۷ تمرین

کرد؟ تعریف ͬ توان م چͽونه را حقیقͬ عدد ͷی معکوس که بͽویید نکته، این

بالا کران کوچͺترین ویژگͬ ۴ .۱

این نام داراست. آن ترتیب که است مهم ویژگͬ ͷی هستیم، آن پی گیر درس ابتدای از که حقیقͬ، اعداد ویژگͬ مهم ترین

است. کامل بودن» «دِدِکیند ویژگͬ یا کمال، اصل بالا، کران کوچͺترین ویژگͬ ویژگͬ،

هرگاه: است، کراندار بالا از E ͬ گوییم م باشد. حقیقͬ اعداد از زیر مجموعه ͷی E ⊆ R کنید فرض .۱ .۴ .۱ تعریف

∃r ∈ R ∀x ∈ E x ≤ r

بالا کران کوچͷ  ترین دارای E آنگاه باشد، کراندار بالا از ناتهͬ مجموعۀ ͷی E ⊆ R اگر کمال). (اصل ۲ .۴ .۱ قضیه

است.

از (۱ است: ویژگͬ دو دارای supE که است واضح ͬ دهیم. م نشان supE با را E مجموعۀ بالای کرانِ کوچͷ ترین

یا کوچͷ تر باشد، مساوی یا بزرگ تر E عناصر همۀ از که دیͽری عنصر هر از (۲ است. مساوی یا بزرگتر E عناصر همۀ

است. مساوی
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چنین نباشد. E برای بالا کران ͷی که بͽیرید نظر در l0 عنصر ͷی باشد. E برای بالا کران ͷی u0 کنید فرض اثبات.

بالا کران عنصر این اگر بͽیرید. نظر در را E در دلخواه عنصر ͷی است کافͬ ͬ شود. م پیدا راحتͬ به l0 مانند عنصری

این که کرد فرض ͬ شود م پس ͬ رسد. م پایان  به همین جا قضیه، اثبات و است E بالای کران کوچͺترین مشخصا باشد،

نیست. بالا کران عنصر،

ͬ آید: م وجود به حالت بͽیرید،دو نظر در را l0+u0

2

دهید باشد،قرار E برای بالایی کران l0+u0

2
اگر

u1 =
l0 + u0

2

l1 = l0

دهید نباشد،قرار E برای بالایی کران l0+u0

2
اگر

l1 =
l0 + u0

2

u1 = u0

کنید. عمل بالا مشابه ln+1 و un+1 معرفͬ اید،برای کرده معرفͬ را l0, l1, l2, ...ln و u0, u1, u2, ...un کنید فرض حال

صعودی (ui) دنبالۀ که طوری به ͬ شوند م ساخته l0, l1, l2, ... و u0, u1, u2, ... دنبالۀ دو استقراء، ͷکم با ترتیب، این به

برای بالا کران ͷی که است ویژگͬ این دارای li هر و است E برای بالا کران ͷی ui هر هم چنین است. نزولͬ (li) دنبالۀ و

نیست. E

شدن ͷنزدی حال در ها li ثانیاً هستند، هم به شدن ͷنزدی حال در ها ui اولا˟ که است مشخص دنباله، ساخت نحوۀ از

u = (ui) واقع در و ک͒شͬ دنبالۀ ͷی ui که ͬ کنیم م ادعا هستند. ها li به شدن ͷنزدی حال در ها ui ثالثاً و هستند، هم به

است. حقیقͬ عدد ͷی

داریم: un+m تا un فاصلۀ مورد در پس .u0−l0
2n+1 با است برابر un+1 و un فاصلۀ که کنید دقت

|un+m − un| ≤ |un − un+1|+ |un+1 − un+2|+ . . .+ |un+m−1 − un+m| ≤
u0 − l0
2n+1

(1 +
1

2
+ . . .+

1

2m
) ≤

u0 − l0
2n+1

(
1

1− 1
2

).

داریم دهید. نشان M با را u0−l0
1

1− 2
2

عبارت

|un+m − un| <
1

2n+1
M.

کرد. برآورده را بودن ک͒شͬ شرط و ͷکوچ کافͬ اندازۀ به را 1
2n+1M ͬ توان م ϵ شدۀ داده عدد ͷی برای که است واضح

عدد دو هر . 1
2n+1M < ϵ که بͽیرید گونەای به را N طبیعͬ عدد باشد. شده داده ϵ > 0 کنید فرض دقیق تر، بیان به

بود. خواهد ϵ از کمتر آنها فاصلۀ که هستند an+m ͷی و an ͷی صورت به N از بزرگتر طبیعͬ عدد

۱۲



و ها li شدن ͷنزدی به بنا .l = (li) و u = (ui) دهید قرار ک͒شͬ،است. دنباله ͷی li که کرد تحقیق ͬ توان م مشابهاً

داریم: دنباله) دو این بودن هم ارز (یعنͬ ها ui

u = l.

است. E برای بالا کران کوچͺترین u = l عدد که ͬ کنیم م ادعا نهایتاً

باشد،آنگاه دلخواهͬ عنصر t ∈ E کنید فرض واقع در است. مساوی یا بزرگتر E عناصر تمام از u که کنید دقت ابتدا

ͬ شود: م نتیجه زیر سادۀ) چندان (نه تمرین از داریم نیاز آنچه باقͬ است. کوچͺتر ها ui تک تک از t

بیشترند. t از آن عناصر تمام که باشد گویا اعداد از ک͒شͬ دنباله ͷی ui و باشد حقیقͬ عدد ͷی t کنید فرض .۸ تمرین

.t < (ui) دهید نشان

ͬ تواند نم x که ͬ دهیم م نشان باشد. u از کمتر گویای عدد ͷی x کنید فرض است؟ بالا کران کوچͺترین u چرا اما

است. کمتر ها li از ͬͺی از x پس x < l داریم u = l چون .(x) < (ui) پس x < u داریم باشد. E برای بالایی کران

نیست. بالا کران چون است، کمتر E عناصر از ͬͺی از مربوطه li

کمال» «اصل چرا ۵ .۱

ͷی عنوان به را آن که حالͬ در ͬ نامیم، م کمال اصل را بالا کران ترین  ͷکوچ ویژگͬ چرا که پرسید دانشجویان از از ͬͺی

کردەایم؟ اثبات قضیه

بدهیم: پاسخ طریق دو به ͬ توانیم م چیست، (R) حقیقͬ اعداد مجموعۀ  که شود پرسیده اگر

تعریف گفتیم که گونەای به ترتیب، و ضرب و جمع آن روی که است Q در ک͒شͬ دنبالەهای مجموعۀ همان R .۱

ͬ کند. م صدق بالا کران کوچͺترین ویژگͬ در خود ترتیب با مجموعه، این کردیم، ثابت که طور همان ͬ شود. م

صورت به است مرتب میدان ͷی که گفت ͬ توان م R تعریف در .۲

(R,+, ., 0, 1, <)

آن در کمال اصل جمله از خاصͬ، موضوعۀ اصول که است میدان ͷی R واقع در است. برقرار آن در کمال اصل که

استفاده با را آن ما که است مجموعەای است، برقرار آن در کمال اصل که مرتبی های میدان از ͬͺی هستند. برقرار

ترم های دانشجویان برای راحت خیلͬ نه (شاید راحتͬ به ͬ توان م اما دادیم. نشان R با و ساختیم ک͒شͬ دنبالەهای از

مجموعه و R (مجموعۀ مجموعه دو این ͬ ساختیم، م را مجموعه این که نیز دیͽری طریق هر به کرد اثبات اول)

مرتب میدان ͷی فقط یعنͬ ͬ بودند. م (یͺریخت) ایزومورفیسم هم با دیͽر) روش ͷی به شده ساخته حقیقͬ اعداد

باشد. برقرار آن در کمال اصل که دارد وجود

ͬ شود. م نتیجه کمال اصل از ارشمیدسͬ، ویژگͬ که دهید نشان .۹ تمرین

بود. خواهد بالا کران کوچͺترین دارای باشد، کران دار طبیعͬ اعداد مجموعۀ باشد قرار اگر که کنید فکر این به راهنمایی.
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بودن ͬ کامل ک͒ش ویژگͬ ۶ .۱

دارای آن کران دار بالا از زیرمجموعۀ هر یعنͬ است؛ دِدِکیندْکامل حقیقͬ، اعداد میدان که دادیم نشان قبلͬ بخش در

ͬ خواهیم م یعنͬ بͽیریم. نتیجه را بودن کامل ک͒شͬ ویژگͬ ویژگͬ، این از ͬ خواهیم م بخش، این در بالاست. کران کوچͷ ترین

معرفͬ را Q در ک͒شͬ دنبالەهای قبلا́ هستند. همͽرا دنبالەهای همان ک͒شͬ، دنبالەهای حقیقͬ، اعداد میدان در که دهیم نشان

ͬ کنیم. م معرفͬ نیز را R در ک͒شͬ دنبالەهای اینجا در بودیم. کرده

تابع هر به .۱ .۶ .۱ تعریف

f : N −→ R

ͬ دهیم. م نمایش (ai)i∈N صورت به را دنبالەای چنین ͬ شود. م گفته R در دنباله ͷی

است،هرگاه ک͒شͬ دنبالۀ ͷی R در (ai)i∈N دنبالۀ ͬ گوییم م .۲ .۶ .۱ تعریف

∀ϵ ∈ R+ ∃N ∈ N ∀n,m > N |an − am| < ϵ.

است،هرگاه l عدد به همͽرا (an)n∈N دنبالۀ ͬ گوییم م .۳ .۶ .۱ تعریف

∀ϵ ∈ R+ ∃N ∈ N ∀n > N |an − l| < ϵ

دیͽر عبارت به یا و

∀ϵ ∈ R+ ∃n ∈ N ∀n > N l − ϵ < an < l + ϵ

l عدد از ϵ فاصلۀ در بعد به جایی از دنباله جملات ما، دلخواه ϵ هر برای که است l به همͽرا an دنبالۀ زمانͬ واقع، در

یعنͬ: ͬ شوند؛ م ͷنزدی هم یͺدیͽر به که است واضح ͬ شوند، م ͷنزدی حدْ ͷی به دنباله، ͷی جملات وقتͬ بͽیرند. قرار

است. ک͒شͬ دنبالۀ ͷی همͽرا دنبالۀ هر .۴ .۶ .۱ لم

عدد دهیم نشان ͬ خواهیم شده،م داده ما به ϵ > 0 کنید فرض باشد. همͽرا دنبالۀ ͷی (an)n∈N دنبالۀ کنید فرض اثبات.

داریم: m,n > N هر برای که دارد وجود گونەای به N طبیعͬ

|an − am| < ϵ.

داریم n > N هر برای که طوری به دارد وجود N طبیعͬ عدد همͽراست، an که آنجا از

|an − l| < ϵ

2
.

داریم m,n > N هر برای پس

|an − am| < |an − l + l − am| < |an − l|+ |l − am| <
ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ.
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چنین Q مثلا́ که کنید دقت هستند. همͽرا دنبالەهای همان R در ک͒شͬ دنبالەهای دهیم، نشان ͬ خواهیم م ادامه در

است. حقیقͬ اعداد میدان بنیادین ͬ های ویژگ از ͬͺی کمال، اصل مثل ویژگͬ، این و ندارد ͬ ای ویژگ

هرگاه ͬ گوییم م صعودی را (an)n∈N دنبالۀ .۵ .۶ .۱ تعریف

∀m,n (m < n→ am < an).

که: این مهم تر آن از ͬ کنند. م «تجمع» هم کنار نهایت در همه هستند، کران دار بالا از که صعودی ای دنبالەهای جملات

است. همͽرا (an) صورت این در باشد، R در کراندار بالا از صعودی دنبالۀ  ͷی (an)n∈N کنید فرض .۶ .۶ .۱ لم

x = supE که طوری به است موجود x عدد بنابراین است، کراندار بالا از مجموعه ͷی E = {an}n∈N مجموعۀ اثبات.

است. همͽرا x به (an) دنبالۀ ͬ کنیم م ادعا است). موجود E بالای کران کوچͺترین (یعنͬ

که طوری به است موجود ای گونه به N طبیعͬ عدد دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد، شده داده ما به ϵ > 0 کنید فرض

∀n > N x− ϵ < an < x+ ϵ.

E برای بالا کران کوچͺترین x که ͬ دانیم م است. برقرار بوضوح an < x+ ϵ عبارتِ ،n هر برای است، بالا کران x چون

داریم n > N هر برای بنابراین x− ϵ < aN که دارد وجود aN عنصر یعنͬ نیست. بالا کران x− ϵ بنابراین است،

x− ϵ < aN < an < x+ ϵ

است. صعودی دنباله ͷی an > aN زیرا

هرگاه است l عدد به همͽرا (an)n∈N دنبالۀ ͬ گوییم م .۷ .۶ .۱ تعریف

∀ϵ ∈ R+ ∃N ∈ N ∀n > N |an − l| < ϵ;

دیͽر عبارت به یا و

∀ϵ ∈ R+ ∃N ∈ N ∀n > N l − ϵ < an < l + ϵ.

که: داد خواهیم نشان جا این در است. ک͒شͬ دنبالۀ ͷی همͽرا، دنبالۀ هر که دادیم نشان ۱۴ صفحۀ در ۴ .۶ .۱ لم در

همͽراست. دنبالۀ ͷی ک͒شͬ، دنبالۀ هر R در
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صورت به دنبالۀ هر به باشد. دنباله ͷی (an)n∈N کنید فرض .۸ .۶ .۱ تعریف

(ank
)k∈N

آن در که

nk1 < nk2 < ...

ͬ شود. م گفته (an) دنبالۀ از دنباله زیر ͷی

دنبالۀ ͷی یا صعودی دنبالۀ  ͷی آن درون از ͬ توانیم م باشد، شده داده ما به حقیقͬ اعداد در نامتناهͬ دنبالۀ ͷی اگر

بͺشیم: بیرون اندیس ها ترتیب حفظ با نزولͬ،

است. نزولͬ دنبالۀ زیر ͷی دارای یا و صعودی دنبالۀ زیر ͷی دارای یا R در نامتناهͬ دنبالۀ هر .۹ .۶ .۱ لم

سقف ͷی ak اگر پس باشند. کمتر آن از دنباله بعدی عناصر تمام هرگاه ͬ نامیم، م سقف را دنباله از an عنصر ͷی اثبات.

دنبالۀ ͷی سقف ها این خودِ باشد،  داشته سقف نامتناهͬ (an) دنبالۀ اگر .ak > an داریم، n > k هر برای آنگاه باشد،

صورت این در باشد. داشته سقف متناهͬ (an) دنبالۀ کنید فرض بنابراین ͬ رسد. م پایان  به قضیه اثبات و ͬ سازند م نزولͬ

سقف خودش ak1 که آنجا از باشد. سقف آخرین از بعد جملۀ اولین ak1 کنید فرض دارد. وجود دنباله در سقف آخرین

است. بیشتر ak1 از که هست ak2 مانند عنصری پس باشند؛ کوچͷ  تر آن از ak1 از بعد جملات همۀ که نیست چنین نیست

بدین نیست. سقف هم خودش و است بزرگ تر ak2 از که طوری به دارد وجود عنصری پس نیست. سقف هم ak2 خودِ اما

ͬ شود. م پیدا (akn) صعودی دنبالۀ ͷی صورت

است. همͽرا کراندار، پایین از نزولͬ دنبالۀ هر .۱۰ .۶ .۱ لم

قبل لم به بنا که است کران دار بالا از صعودی دنبالۀ ͷی (−an) باشد، کران دار پایین از نزولͬ دنبالۀ ͷی (an) اگر اثبات.

ͬ شود. م نتیجه (an) همͽرایی (−an) همͽرایی از است. همͽرا

است. همͽرا زیردنبالۀ ͷی دارای (an) صورت این در باشد، ک͒شͬ دنبالۀ ͷی (an)n∈N کنید فرض .۱۱ .۶ .۱ لم

بنا طرفͬ از است. نزولͬ دنبالۀ زیر ͷی دارای یا و صعودی دنبالۀ زیر ͷی دارای (an) دنبالۀ ͬ دانیم م قبل لم به بنا اثبات.

زیردنباله این قبل لم های به بنا است. کراندار هم شده یاد زیردنبالۀ پس است، کراندار (an) که ͬ دانیم م دنباله بودن ک͒شͬ به

است. همͽرا
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همͽرا نیز خودش باشد، داشته l مانند عددی به همͽرا زیردنبالۀ ͷی که ک͒شͬ دنبالۀ هر که دادەایم نشان بعدی لم در

بودن ک͒شͬ به بنا طرفͬ از و ͬ شوند م ͷنزدی l به نظر مورد زیردنبالۀ عناصر طرف ͷی از که است این امر علت است. l به

ایدەها این زیر لم در هستند. l به شدن ͷنزدی حال در دنباله، عناصر پس ͬ شوند. م ͷنزدی هم به دنبالە عناصر سایر دنباله،

کردەایم. دقیق را

هم (an) خود صورت این در دارد. l عدد به همͽرا زیردنبالۀ ͷی که باشد ک͒شͬ دنبالۀ ͷی (an) کنید فرض .۱۲ .۶ .۱ لم

همͽراست. l عدد به

باشد. شده داده ما به ϵ > 0 کنید فرض باشد. l به همͽرا دنبالۀ زیر n1 < n2 < n3 < ... با (ank
) کنید فرض اثبات.

داریم: nk > N1 هر برای که طوری به دارد وجود N1 طبیعͬ عدد همͽراست (ank
) زیردنبالۀ چون صورت این در

|ank
− l| < ϵ

2
.

داریم: m,n > N2 هر برای که طوری به دارد وجود N2 طبیعͬ عدد است، ک͒شͬ (an) که آنجا از

|an − am| <
ϵ

2
.

داریم: n, nk > N هر برای صورت این در N = max{N1, N2} دهید قرار

|an − l| < |an − ank
|+ |ank

− l| < ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ.

داریم n > N هر برای خاص، طور به

|an − l| < ϵ.

است. همͽرا R در ک͒شͬ دنبالۀ هر .۱۳ .۶ .۱ نتیجه

ک͒شͬ R دهید نشان حقیقͬ)، اعداد ساخت نحوۀ بر تکیه با تنها و شده یاد تکنولوژی از استفاده (بدون مستقیماً .۱۰ تمرین

R در ک͒شͬ دنبالۀ هر که بͽیرید نتیجه است، گویا اعداد از ک͒شͬ دنبالۀ ͷی حقیقͬ عدد هر که این از واقع در است. کامل

همͽراست.

میانͬ مقدار ویژگͬ ۷ .۱

تابع ͷی ͬ گوید م که است میانͬ مقدار قضیۀ ͬ شود، م ثابت حقیقͬ اعداد مورد در ۱ ریاضͬ در که قضایایی مهم ترین از ͬͺی

بودن کامل ک͒شͬ اندازۀ به نیز، ویژگͬ این ͬ کند. م اختیار نیز را آنها مابین مقادیر همۀ کند، اختیار را مقدار دو وقتͬ پیوسته،

است. حقیقͬ اعداد مرتب میدان اصلͬ خصلت های جزو بودن، کامل کنید دد و
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هرگاه ͬ نامیم، م پیوسته x0 نقطۀ  رادر f : R −→ R تابع .۱ .۷ .۱ تعریف

∀ϵ > 0 ∃δ > 0 ∀x
(
x0 − δ < x < x0 + δ −→ f(x0)− ϵ < f(x0) < f(x0) + ϵ

)
.

شوند، ͷنزدی f(x0) به ما دلخواه اندازۀ هر به بتوانند f مقادیر که است پیوسته x0 نقطۀ ͷی در f تابع زمانͬ واقع در

است: تابع ͷی پیوستگͬ ایدۀ حاوی زیر، لم باشند. x0 ͷنزدی کافͬ اندازۀ به x مقادیر که این خرج به

l نقطۀ در پیوسته تابع ͷی f کنید فرض همچنین همͽراست. l عدد به که باشد دنبالۀ  ͷی (an) کنید فرض .۲ .۷ .۱ لم

همͽراست. f(l) به (f(an)) دنبالۀ صورت دراین باشد.

a1, a2, a3, ... −→ l.

f(a1), f(a2), f(a3), ... −→ f(l).

n > N هر برای که کنیم پیدا گونەای به را N طبیعͬ عدد ͬ خواهیم م باشد. شده داده ما به ϵ > 0 کنید فرض اثبات.

باشیم داشته

|f(an)− f(l)| < ϵ.

x هر برای که طوری به است، موجود δ > 0 عدد است، پیوسته l در f که آنجا از

|x− l| < δ −→ |f(x)− f(l)| < ϵ.

که طوری به باشد دنباله جملات از ͬͺی an اگر پس

|an − l| < δ

داشت خواهیم صورت این در

|f(an)− f(l) < ϵ.

داریم: N از بیشتر های n برای از که طوری به دارد وجود N عدد همͽراست، l به (an) که آنجا از

|an − l| < δ.
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داریم: همچنین ها n همین برای پس

|f(an)− f(l)| < ϵ.

ϵ −→ δ −→ N

تابع کنید فرض .۳ .۷ .۱ لم

f : R −→ R

باشد x0 به همͽرا دنبالۀ ͷی (xn) کنید باشد.فرض پیوسته x0 نقطۀ در

xn −→ x0.

ͬ کند. م میل f(x0) به f(xn) دنبالۀ صورت این در

f(xn) −→ f(x0).

میل x0 به که (xn) دنبالۀ هر برای که باشد اینگونه اگر (یعنͬ است. برقرار بالا لم عکس که دهید نشان .۱۱ تمرین

است.) پیوسته f آنگاه کند میل f(x0) به (f(xn)) ͬ کند،دنبالۀ م

بعد به جایی از صورت این در باشد. مثبت عددی l = limn→∞ an و باشد همͽرا دنبالۀ ͷی (an) کنید فرض .۴ .۷ .۱ لم

هستند. مثبت اکیداً دنباله جملات تمام

داریم: n > N هر برای که طوری به دارد وجود N طبیعͬ عدد بͽیرید. نظر در را ϵ = l
2

عدد اثبات.

l

2
= l − l

2
< an < l +

l

2
.

هستند. بیشتر صفر از نتیجه در و l
2

از دنباله جملات تمام بعد به جایی از یعنͬ

کرد: اثبات را زیر لم ͬ توان م بالا روش مشابه دقیقاً

هستند. منفͬ دنباله جملات تمام بعد به جایی از باشد منفͬ دنبالەای حد اگر .۵ .۷ .۱ لم

در هستند. مثبت آن جملات تمام که باشد همͽرا دنبالۀ ͷی (an) کنید فرض گرفت. جالبی نتیجه ͬ توان م بالا لمهای از

جملات بعد به جایی از است، منفͬ دنباله حد وقتͬ گفتیم، که طور همان چون باشد. منفͬ ͬ تواند نم دنباله حد صورت این

باشد. داشته مثبت حد ͬ تواند نم هستند، منفͬ آن جملات تمام که همͽرا دنبالۀ ͷی مشابه طور به هستند. منفͬ دنباله آن

داریم. اختیار در را مهم قضیۀ ͷی اثبات برای لازم ابزار هم اکنون ساده، نسبتاً لمهای این با

باشیم داشته و باشد پیوسته تابع ͷی f : [a, b] −→ R کنید فرض .۶ .۷ .۱ قضیه

f(a) < 0, f(b) > 0.

.f(x0) = 0 که طوری به دارد وجود x0 ∈ (a, b) مانند نقطەای صورت این در
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اگر است. شده اثبات حͺم که f(a+b
2
) = 0 اگر بͽیرید. نظر در را a+b

2
. عدد .b0 = b و a0 = a دهید قرار اثبات.

دهید قرار f(a+b
2
) > 0

b1 =
a+ b

2
, a1 = a0

دهید قرار f(a+b
2
) < 0 اگر و

a1 =
a+ b

2
, b1 = b0.

دنبالۀ ͷی به تا ͬ دهیم م ادامه استقرایی صورت به را روند همین

a0 < a1 < a2 < ...

دنبالۀ ͷی و

b0 > b1 > b2 > ...

بالا از و صعودی دنبالۀ ͷی (an) دنبالۀ .f(bn) > 0 و f(an) < 0 داریم [an, bn] بازۀ هر برای در که طوری به برسیم

a که است واضح است؛ کراندار پایین از و نزولͬ (bn) دنبالۀ است. آن برای بالا کران ͷی b که است واضح است؛ کراندار

هستند. همͽرا (an), (bn) دنبالۀ دو هر بنابراین است. آن برای پایین کران ͷی

که دهید نشان یعنͬ هستند؛ همͽرا یͺسان عنصر ͷی به (an), (bn) دنبالۀ دو هر دهید نشان تمرین عنوان به .۱۲ تمرین

.bn −→ l آن گاه an −→ l اگر

داریم است، پیوسته f تابع چون باشد. l با برابر فوق دنبالۀ دو هر حد کنید فرض

f(an) −→ f(l), f(bn) −→ f(l).

ͬ تواند نم منفͬ، جملات با دنباله ͷی حد که گفتیم زیرا f(l)؛ ≤ 0 پس است، منفͬ جملات با دنباله ͷی f(an) دنبالۀ

.f(l) = 0 بنابراین .f(l) ≥ 0 پس است، مثبت جملات با دنباله ͷی f(bn) دنبالۀ باشد. مثبت

مانند عددی دهید نشان باشد. دلخواهͬ عدد f(a) < z < f(b) و باشد پیوسته تابع ͷی f کنید فرض .۱۳ تمرین

.f(c) = z که طوری به دارد وجود c ∈ (a, b)

نهایی مقادیر قضیۀ ۸ .۱

بͽیریم، نتیجە کمال اصل از را آن درستͬ معمول مطابق و کنیم، ثابت حقیقͬ اعداد دربارۀ ͬ خواهیم م که قضیەای آخرین

ͬ رسد. م خود مطلق مینیموم و ماکزیمم به [a, b] صورت به بازۀ ͷی در پیوسته تابع ͷی ͬ گوید م که است قضیەای

ͷی {f(x) | x ∈ [a, b]} مجموعۀ صورت این در باشد. پیوسته تابع ͷی f : [a, b] −→ R کنید فرض .۱ .۸ .۱ لم

است. کراندار بالا از مجموعۀ

مانند عنصری یعنͬ نیست؛ بالا کران بͽیریم، نظر در که n طبیعͬ عدد هر صورت این در نباشد. چنین کنید فرض اثبات.

دنبالۀ با ͬ خواهیم م فعلا باشیم؛ داشته ذهن در ویژگͬ این با را f(xn) دنبالۀ .f(xn) > n که طوری به دارد وجود xn

کنیم. کار (xn)

۲۰



ͷی دارای یا صعودی دنبالۀ زیر ͷی دارای (xn) ͬ دانیم م است. زیردنبالۀ همͽرا ͷی دارای (xn) دنبالۀ ͬ کنیم م ادعا

(xnk
) با را زیردنباله این بیایید است. همͽرا زیردنبالۀ ͷی دارای (xn) پس است، کراندار (xn) طرفͬ از است. نزولͬ دنبالۀ 

داریم تابع پیوستگͬ به بنا .xnk
−→ l کنیم فرض و نشان دهیم

f(xnk
) −→ f(l).

f(xnk
) دنبالۀ مقادیر بͽیریم نظر در که عددی هر یعنͬ f(xnk؛

) > nk داریم nk هر برای زیرا است؛ تناقض ͷی این اما

ͬ کند). م میل بی نهایت به دنباله این دیͽر بیان (به ͬ شوند م بزرگتر آن از جایی در

مجموعۀ ͷی {f(x)|x ∈ [a, b]} مجموعۀ صورت این در باشد، پیوسته f : [a, b] −→ R تابع اگر که دیدیم این جا تا

کنید فرض دارد. بالا کران ترین ͷکوچ مجموعه، این نتیجه در است. کراندار بالا از

u = sup{f(x)|x ∈ [a, b]}.

مطلق مینیمم و مطلق ماکزیمم دارای f صورت این در باشد. پیوسته تابع ͷی f : [a, b] −→ R کنید فرض .۲ .۸ .۱ قضیه

است. [a, b] بازه در

دنبالۀ ͷی ͬ کنیم م ادعا است. u نام به بالایی کران کوچͺترین دارای {f(x)|x ∈ [a, b]} مجموعۀ بالا، نتیجۀ به بنا اثبات.

همͽراست. u به که دارد وجود f(xn)

نیست: بالا کران u− 1
n

عنصر ،n هر برای بنابراین است. {f(x)|x ∈ [a, b]} برای بالا کران ترین ͷکوچ u ͬ دانیم م

.u− 1 < f(x1) < u که هست x1 مانند عنصری پس نیست، بالا کران u− 1

.u− 1
2
< f(x2) < u که هست x2 مانند عنصری پس نیست، بالا کران u− 1

2

.u− 1
3
< f(x3) < u که هست x3 مانند عنصری پس نیست، بالا کران u− 1

3

جملات واقع در .u− 1
n
< xn < u ،n هر برای که است ویژگͬ این دارای ͬ شود م ساخته طریق این به که f(xn) دنبالۀ

است. u به همͽرا دنباله این دیͽر بیان به هستند؛ u به شدن ͷنزدی حال در f(xn) دنبالۀ

زیردنباله ͷی دارای زیرا همͽراست؛ دنبالۀ زیر ͷی دارای دنباله این قبل، مشابه بͽیرید. نظر در را (xn) دنبالۀ حال

باشد. l به همͽرا و (xn) از زیردنبالەای (xnk
) کنید فرض است. شده واقع دار کران بازه ͷی در که است نزولͬ یا صعودی

است پیوسته تابع چون

f(xnk
) −→ f(l).

عنصری به ͬ تواند نم زیردنباله این پس همͽراست؛ u به که است f(xn) دنبالۀ از زیردنباله ͷی f(xnk
) دنبالۀ که کنید توجه

یعنͬ باشد. همͽرا u از غیر

f(l) = u

است. مطلق ماکزیمم نقظۀ l و

است؟ (a, b) بازۀ در l عدد چرا .۱۴ تمرین

همͽرا که باشد (an) از زیردنباله ͷی (ank
) کنید فرض باشد. l عدد به همͽرا دنباله ͷی (an) کنید فرض .۱۵ تمرین

است. همͽرا l به هم ank
که دهید نشان است.

۲۱



مهم، قضایای این مشابه که دید خواهیم آینده بخشهای در ͬ دهیم. م پایان جا این در را حقیقͬ اعداد مورد در بحثمان

هستند. برقرار عللͬ چه به و دیͽری، فضاهای چه در

۲۲



۲ فصل

ͷتوپولوژی اولیه مفاهیم و ͷمتری فضاهای

پیوستگͬ همͽرایی، ،ͷمتری فضای ۱ .۲

به مختص فقط ͬ ها ویژگ این شدیم. آشنا آن روی پیوسته توابع خوش رفتاری های و حقیقͬ اعداد میدان با قبل،  فصل در

نهایی مقادیر قضیۀ و میانͬ، مقدار پیوستگͬ، قضیۀ و حد مفاهیم که دیدەاید ۲ ریاضͬ در مثال برای نیست. R روی توابع

است؟ مشترک R2,R3 مثل فضاهایی و R بین چیزی چه هستند. برقرار هم f : R3 −→ R یا f : R2 −→ R توابع برای

است: |a− b| با برابر R در a, b نقطۀ دو بین فاصله است. تعریف قابل فاصله نقطه، دو هر بین R در

تابع مقادیر «فاصلۀ» که است l تابع ͷی حد ͬ  گوییم م زمانͬ کنیم: تعریف را توابع حد ͬ کند م ͷکم که است «فاصله» همین

دارد. وجود فاصله مفهوم آنها روی که هستند بسیاری فضاهای شود. کم تر و کم l از

تابع باشد، مجموعه ͷی X کنید فرض .(ͷمتری یا (متر، ۱ .۱ .۲ تعریف

d : X ×X −→ R≥0

باشد: داشته را زیر های ویژگͬ هرگاه ͬ نامیم م X روی متر ͷی را

باشیم داشته x, y ∈ X هر برای .۱

d(x, y) = 0←→ x = y.

(.d(x, y) > 0 آنگاه x 6= y اگر همچنین .d(x, x) = 0 خاص طور (به

باشیم داشته x, y ∈ X هر برای .۲

d(x, y) = d(y, x).

باشیم داشته x, y, z ∈ X هر برای .۳

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

۲۳



است. ͷمتری فضای ͷی (X, d) ͬ گوییم م باشد، X روی متر ͷی d هرگاه .(ͷمتری (فضای ۲ .۱ .۲ تعریف

دو، هر (X, d2) و (X, d1) است ممͺن یعنͬ باشیم؛ داشته مختلفͬ مترهای ͬ توانیم م مجموعه ͷی روی که کنید دقت

باشند. ͷمتری فضای

بودن متر ͬ های ویژگ مثالها، این از کدام هر برای باید که است طبیعͬ زدەایم. مثال را ͷمتری فضای نمونه چند زیر در

از محاسبات انجام با ͷمتری فضاهای دربارۀ درسمان تا ͬ اندازیم م تعویق به کمͬ را کار این ͬ کردیم. م ͷچ دقیق طور به را

نشود. خارج خود مسیر

است. ͷمتری فضای ͷی d1(x, y) = |x− y| تعریفِ با (R, d1) .۳ .۱ .۲ مثال

تعریفِ با (R2, d2) .۴ .۱ .۲ مثال

d2((x1, y1), (x2, y2)) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

است. ͷمتری فضای ͷی

تعریفِ با (R3, d3) .۵ .۱ .۲ مثال

d3((x1, y1, z1), (x2, y2, z2))) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)

است. ͷمتری فضای ͷی

۲۴



دیͽری مترهای ͬ توان م ها Rn روی ͬ نامیم. م اقلیدسͬ» متر با «فضاهای یا اقلیدسͬ» «فضاهای را بالا ͷمتری فضاهای

نداریم. را موضوع این به پرداختن قصد فعلا́ گرفت. نظر در نیز

پیوستگͬ» و کردن میل شدن، ͷنزدی» مانند مفاهیمͬ که ͬ کند م ͷکم ما به فضا، روی «متر» یا «فاصله» مفهوم وجود

ͬ گوییم م داریم. را خود به مختص مترِ کدام، هر روی که باشند فضا دو X,Y کنید فرض کنیم: تعریف طبیعͬ طوری به را

شرطͬ به شوند، ͷنزدی f(x0) به دلخواه اندازۀ به آن مقادیر هرگاه است، پیوسته x0 ∈ X نقطۀ ͷی در f : X → Y تابع

است Y روی مترِ منظر از f(x0) به تابع مقادیر شدن ͷنزدی اینجا، در باشند. شده ͷنزدی x0 به کافͬ اندازۀ به x مقادیر که

کردەایم. دقیق را گفتەها همین زیر، تعریف در است. X روی مترِ منظرِ از x0 به x مقادیر شدن ͷنزدی ولͬ

در f ͬ گوییم م باشد. تابع ͷی f : X −→ Y و باشند ͷمتری فضای دو (Y, dY ) و (X, dX) کنید فرض .۶ .۱ .۲ تعریف

هرگاه است پیوسته x0 ∈ X نقطۀ

∀ϵ > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ X
(
dX(x, x0) < δ −→ dY (f(x), f(x0)) < ϵ

)
.

هرگاه: است پیوسته (x0, y0) ∈ R2 نقطۀ ͷی در f : R2 −→ R تابع .۷ .۱ .۲ مثال

∀ϵ > 0 ∃δ > 0 ∀(x, y)
(√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 < δ −→ |f(x, y)− f(x0, y0)| < ϵ
)
.

بنویسید. f : R2 −→ R3 و f : R −→ R3 توابع برای را پیوستگͬ تعریف تحویلͬ!). (غیر ۱۶ تمرین

زیر صورت به تابع ͷی X در دنباله از منظور کرد. تعریف را ͷمتری فضای ͷی در دنبالەها» «همͽرایی ͬ توان م مشابهاً

است:

f : N −→ X

n 7→ an.

باشد. X در عنصری a و باشد X در دنباله ͷی (an)n∈N و باشد ͷمتری فضای ͷی (X, dX) کنید فرض .۸ .۱ .۲ تعریف

هرگاه همͽراست a به (an) دنبالۀ ͬ گوییم م

∀ϵ > 0 ∃N ∈ N ∀n > N dX(an, a) < ϵ.

اندازه هر به داریم X روی که متری به توجه با آن مقادیر که همͽراست a عنصر ͷی به an دنبالۀ ͷی زمانͬ بنابراین

شوند. ͷنزدی بعد، به مناسب جایی از a به بخواهیم که

ͬ پردازیم م باز» «گوی مفهوم معرفͬ به است، حقیقͬ اعداد در فاصله همان تعمیم که داریم را ͷمتری مفهوم که حال

است. حقیقͬ اعداد در «بازه» مفهوم تعمیم که

۲۵



.r ∈ R≥0 کنید فرض باشد. دلخواه نقطه ͷی x0 ∈ X و باشد ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۹ .۱ .۲ تعریف

است: زیر مجموعۀ r شعاع و x0 مرکز به باز گوی از منظور

Br(x0) = {y ∈ X|d(y, x0) < r}.

ͬ شود. م گفته نیز ͬͽهمسای ͷی باز، گوی ͷی به

صورت به r شعاع و x0 مرکز به باز گوی ͷی صورت این در .r ∈ R≥0 و x0 ∈ R و X = R کنید فرض .۱۰ .۱ .۲ مثال

است: زیر

Br(x0) = {y ∈ R| |y − x0| < r} = (x0 − r, x0 + r).

و (x0, y0) مرکز به باز گوی ͷی صورت این در .r ∈ R≥0 و (x0, y0) ∈ R2 و X = R2 کنید فرض .۱۱ .۱ .۲ مثال

است: زیر صورت به r شعاع

Br((x0, y0)) = {(x, y) ∈ R2|
√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < r}.

(x0, y0, z0) مرکز به باز گوی ͷی صورت این در .r ∈ R≥0 و (x0, y0, z0) ∈ R3 Xو = R3 کنید فرض .۱۲ .۱ .۲ مثال

است: زیر صورت به r شعاع و

Br((x0, y0, z0)) = {(x, y, z) ∈ R3|
√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 < r}

۲۶



R2 در (an) دنبالۀ ͬ گوییم م .X = R2 کنید فرض داد: توضیح بهتر را همͽرایی مفهوم ͬ توان م باز گوی های از استفاده با

باشیم داشته n > N هر برای که طوری به باشد داشته وجود N ∈ N عدد ͷی ϵ > 0 هر برای هرگاه همͽراست، a به

a حول ϵ شعاع به باز گوی هر برای هرگاه ͬ کند م میل a به (an) دنبالۀ گفت ͬ توان م باز های گوی زبان به .d(an, a) < ϵ

دیͽر، بیان به باز بͽیرند. قرار گوی آن در n > N اندیس با دنباله جملات که طوری به باشد موجود N طبیعͬ عدد ͷی

شوند». واقع ͬͽهمسای آن در بعد به جایی از دنباله جملات ،a از ϵ شعاع به باز ͬͽهمسای هر «برای

مجموعەها) بودن فشرده و همبند بسته، (باز، ͷتوپولوژی اولیۀ مفاهیم

باز مجموعۀ ۲ .۲

گوی این عناصر تمامͬ که باشیم داشته باز» «گوی ͷی آن» نقطۀ هر «حول که است مجموعەای باز، مجموعە از ͷی منظور
۱ باشند. ما مجموعۀ داخل در باز

هرگاه ͬ نامیم م باز مجموعۀ ͷی را O ⊆ X مجموعۀ باشد. ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۱ .۲ .۲ تعریف

∀x ∈ O ∃r ∈ R≥0 Br(x) ⊆ O.

دارد. را خود تعریفِ که است ͷتوپولوژی اصطلاحͬ مجموعه» ͷی «درون زیرا نکردەام، استفاده ما مجموعۀ «درون» کلمۀ از که کنید دقت ۱

۲۷



است؟ باز Z ⊆ R آیا باشد. مطلق قدر متر با حقیقͬ اعداد مجموعۀ ما، ͷمتری فضای کنید فرض سوال.

1 حول 1
2

شعاع به باز گوی ͷی مثلا نیست. Z مجموعۀ زیر که ͬ شود م پیدا باز گوی ͷی x = 1 مثل نقطه ͷی برای خیر!

نیستند. صحیح عدد که دارد زیادی بسیار نقاط

است؟ باز (a, b) ⊆ R بازۀ آیا باشد. مطلق قدر متر با حقیقͬ اعداد مجموعۀ ما، ͷمتری فضای کنید فرض سوال.

است؟ باز [a, b) آیا باشد. مطلق قدر متر با حقیقͬ اعداد مجموعۀ ما، ͷمتری فضای کنید فرض سوال.

واقع [a, b) مجموعۀ در که دارد نقاطͬ باشد a شامل که بازی گوی هر ماست. مجموعۀ در نقطەای a نقطۀ خیر.

ͬ شوند. نم

۲۸



حول زیرا خیر است؟ باز Q ⊆ R آیا باشد. مطلق قدر متر با حقیقͬ اعداد مجموعۀ ما، ͷمتری فضای کنید فرض سوال.

است. غیرگویا نقاطͬ شامل بͽیریم نظر در که بازەای هر گویا، عدد هر

است؟ باز (a, b) ∪ (c, d) آیا .۱۷ تمرین

زیرا خیر است؟ باز R2 در دلخواه خط ͷی آیا باشد. اقلیدسͬ متر با R2 مجموعۀ ما، ͷمتری فضای کنید فرض .۱۸ تمرین

نیستند. واقع خط روی که است نقاطͬ شامل خط، حول گوی هر

است؟ باز { 1
n
|n ∈ N} آیا باشد. مطلق قدر متر با حقیقͬ اعداد مجموعۀ ما، ͷمتری فضای کنید فرض .۱۹ تمرین

گوی لزوما باز، مجموعەهای ولͬ است، باز مجموعۀ باز، گوی ͷی) نشود. اشتباه باز گوی با باز مجموعۀ .۲ .۲ .۲ توجه

نیستند.) باز

بستار و حدی نقطۀ  بسته، مجموعۀ ۳ .۲

باشد. باز X −B هرگاه است، بسته B ͬ گوییم م .B ⊆ X و باشد ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۱ .۳ .۲ تعریف

ͷی نباشد، [a, b] در که x هر برای زیرا بله، است؟ بسته مجموعۀ ͷی [a, b] آیا مطلق، قدر متر با R در .۲ .۳ .۲ مثال

باشد. نداشته اشتراکͬ هیچ [a, b) با که کرد پیدا ͬ توان م x حول ͬͽهمسای
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مجموعۀ مطلق، قدر متر با R در مثال، برای ۲ است. بسته نباشد، باز که مجموعەای هر که نیست طور این کنید دقت

R در ͬ ای ͽهمسای هیچ ͬ توان نم است، مجموعه این در که a نقطۀ حول زیرا نیست، باز است. بسته نه و باز نه [a, b)

ͷی ͬ توان نم ولͬ است مجموعه این از خارج b نقطۀ زیرا نیست، بسته بͽیرید. قرار مجموعه این در کاملا́ که کرد، پیدا

باشد. نداشته اشتراکͬ هیچ [a, b] با که کرد پیدا b حول ͬͽهمسای

هر برای زیرا بله، است؟ بسته دایره، روی و درون نقاط از متشͺل مجموعۀ آیا ،(R2, d2) ͷمتری فضای در .۳ .۳ .۲ مثال

باشد. نداشته اشتراکͬ آن «مرز» و دایره با که کرد پیدا آن حول ͬͽهمسای ͷی ͬ توان م توپر دایرۀ بیرون نقطه

مجموعۀ ͷی {(x, y) ∈ R2 : d2((x, y), (0, 0) ≤ r)} مجموعۀ که دهید نشان کنید: دقیق را بالا مثال .۲۰ تمرین

است. بسته

هر برای زیرا بله، است؟ بسته مجموعۀ ͷی دایره، روی واقع نقاط مجموعۀ آیا (R2, d2) ͷمتری فضای در .۴ .۳ .۲ مثال

باشد. نداشته اشتراکͬ دایره با که کرد پیدا آن حول ͬͽهمسای ͷی ͬ توان م نباشد دایره روی که نقطه

هرگاه: است، بسته E ⊆ X مجموعۀ کنیم: مرور هم با دوباره را مجموعه ͷی بودن بسته تعریف بیابید

∀x ∈ X (x /∈ E −→ ∃r ∈ R>0 Br(x) ∩ E = ∅).

بسته. هم و باشد باز هم  مجموعەای است ممͺن همچنین بسته. نه باشد باز نه مجموعەای است ۲ممͺن
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نوشت: زیر صورت به ͬ توان م پرانتز،  داخل عبارت نقیض عکس از استفاده با را بالا جملۀ 

∀x ∈ X
(
(∀r ∈ R>0 Br(x) ∩ E 6= ∅) −→ x ∈ X

)
.

باشد. E عضو ͬ کند، م قطع را E آن ͬͽهمسای هر که نقطەای هر که است بسته زمانͬ E مجموعۀ یعنͬ

کنید. بررسͬ دوباره را ها مثال بالا، تعریف با (غیرتحویلͬ). ۲۱ تمرین

نقطۀ خیر، است؟ بسته قدرمطلق، متر با R از زیرمجموعه ͷی عنوان به A = { 1
n
|n ∈ N} مجموعۀ آیا .۵ .۳ .۲ مثال

دارد وجود N مانند عددی ϵ > 0 هر برای زیرا بردارد. در را A از نقطەای نقطه، این ͬͽهمسای هر بͽیرید. نظر در x = 0

نیست. ها 1
n

جزو صفر خودِ اما . 1
N

< ϵ که

است: نام ͷی شایسته ͬ کند،  م قطع را E مجموعۀ آن ͬͽهمسای هر که نقطەای

نقطۀ ͷی را x ∈ X نقطۀ باشد. X از زیرمجموعەای E و باشد ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۶ .۳ .۲ تعریف

E برای حدی نقطۀ ͷی x دیͽر بیان به کند. قطع x از غیر نقطەای در را E آن، ͬͽهمسای هر هرگاه ͬ نامیم م E برای حدی

هرگاه: است

∀r ∈ R>0 ∃y 6= x y ∈ Br(x) ∩ E.

دایره درون نقاط از متشͺل مجموعۀ  برای حدی نقطۀ ͷی x دایره، روی نقطۀ هر (R2, d2) ͷمتری فضای در .۷ .۳ .۲ مثال

است.

کرد: بازنویسͬ زیر صورت به را بسته» «مجموعۀ  تعریف ͬ توان م حدی، نقطۀ تعریف از استفاده با

حدی نقاط تمام شامل هرگاه گوییم بسته را E ⊆ X ʽمجموعه باشد. ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض

ͷی X در نقطەای اگر که گفتەایم باشند. حدی نقطۀ باید E نقاط تمام نگفتیم که کنید (دقت باشد. خود

باشد.) E به متعلق نقطه این باشد، E برای حدی نقطۀ
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حدی نقطۀ ͷی 0 زیرا نیست، بسته مطلق، قدر متر با R از زیرمجموعه ͷی عنوان به { 1
n
|n ∈ N} مجموعۀ .۸ .۳ .۲ مثال

نیست. مجموعه خودِ به متعلق که است مجموعه این برای

است: دنباله ͷی «حد» که ͬ نامند م حدی نقطۀ علت، این به را حدی نقطۀ

و اگر است E برای حدی نقطۀ ͷی x ∈ X نقطۀ .E ⊆ X و باشد ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۹ .۳ .۲ لم

باشد. همͽرا x به E نقاط از نامتناهͬ دنبالۀ ͷی اگر تنها

همͽراست. x به که است E در دنباله ͷی کردن پیدا هدفمان باشد. E برای حدی نقطۀ ͷی x کنید فرض نخست اثبات.

وجود xn عنصر ͷی است، حدی نقطۀ x که آنجا از بͽیرید. نظر در x حول را 1
n

شعاع به گوی n طبیعͬ عدد هر برای

ویژگͬ به بنا باشد. شده داده ϵ > 0 کنید فرض ͬ کند. م میل x به ،(xn) دنبالۀ  که ͬ کنیم م ادعا .xn ∈ B 1
n
(x) که دارد

ͬ گیرند؛ م قرار گوی این داخل در بعد، به xn+1 از دنباله جملات . 1
n
< ϵ که طوری به دارد وجود n طبیعͬ عدد ارشمیدسͬ،

است. ϵ از کمتر x با فاصلەشان یعنͬ

نیست. ثابت دنبالۀ شد، معرفͬ بالا در که (xn) دنبالۀ که دهید نشان .۲۲ تمرین

نشان ͬ خواهیم م ͬ کند. م میل x به که باشد E نقاط از نامتناهͬ دنباله ͷی (xn) کنید فرض برعکس، اثبات: ادامۀ 

x به xn که آنجا از باشد. x از دلخواه ͬͽهمسای ͷی Bϵ(x) کنید فرض است. حدی نقطۀ ͷی x صورت این در که دهیم

ͷی x پس هستند، هم E در جملات این که است واضح هستند. واقع Bϵ(x) در بعد به جایی از xn جملات همͽراست،

است. حدی نقطۀ

دقیق تر: بیان به است. بسته گرفتن حد تحت که مجموعەای یعنͬ بسته، مجموعۀ  گفتیم، لحظه این تا آنچه به بنا

اعضای از (xn) دنبالۀ هر هرگاه است بسته E ⊆ X مجموعۀ باشد. ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۱۰ .۳ .۲ نتیجه

باشد. داشته قرار E خودِ در نقطه آن باشد،  X در نقطەای به همͽرا اگر E

دارد وجود Q در دنبالەای مثال عنوان به زیرا، نیست. بسته مطلق قدر متر با R از زیرمجموعەای عنوان به Q .۱۱ .۳ .۲ مثال

.
√
2 /∈ Q ولͬ کند میل

√
2 به که

ͬ دهیم: م نشان E ′ با را E در مختلف همͽرای دنبالەهای حدود از متشͺل مجموعۀ

نشان E ′ با را E حدی نقاط تمام مجموعۀ .E ⊆ X و باشد ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۱۲ .۳ .۲ تعریف

ͬ دهیم. م

.E ′ ⊆ E اگر تنها و اگر است بسته E .۱۳ .۳ .۲ نتیجه

کنند میل اعدادی به که باشند داشته وجود آن در دنبالەهایی که نیست بسته E ⊆ X مجموعۀ ͷی زمانͬ که گفتیم

E در موجود دنبالەهای همه حدهای تمام بیایید باشد. مجموعه ͷی E کنید فرض نیستند. E مجموعۀ در اعداد آن که

اضافه را دنبالەای هر حد زیرا باشد، طور این که ͬ آید م نظر به است؟ بسته آمده دست به مجموعۀ  آیا کنیم. اضافه E به را

نیز را آنها که ͬ شوند م پیدا نیز جدیدی حدهای تازه، نقطەهای شدن اضافه با که ͬ شویم م متوجه بیشتر، دقت با اما کردەایم.

نیست. کار این به نیازی که ͬ بینیم م بعدی نتیجۀ در کنیم. اضافه باید
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است. بسته E ∪ E ′ مجموعۀ صورت این در .E ⊆ X و باشد ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۱۴ .۳ .۲ لم

نقطۀ ͷی نه و باشد E در نه x یعنͬ x /∈ E ∪ E ′ کنید فرض است. باز E ∪ E ′ متمم دهیم نشان است کافͬ اثبات.

قطع را E که دارد وجود x از Br(x) ͬͽهمسای ͷی نیست، E برای حدی نقطۀ x که این به توجه با باشد. E برای حدی

ͬ کند. نم

واقع Br(x) در که باشد، E برای حدی نقطۀ ͷی x′ کنید فرض ͬ کند. نم قطع هم را E ′ مجموعۀ Br(x) که ͬ کنیم م ادعا

خودش بجز نقطەای در را E مجموعۀ ،x′ حول ͬͽهمسای هر یعنͬ است E برای حدی نقطۀ ͷی x′ که این است. شده

است. تناقض این و ͬ کند نم قطع را E فرض طبق که است شده واقع Br(x) در x′ طرفͬ از ͬ کند. م قطع

است: باز مجموعۀ  ͷی باز، مجموعەهای از دلخواه اجتماع هر

این در باشد. باز مجموعەهای از خانواده ͷی {Uα}α∈I و باشد ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۱۵ .۳ .۲ قضیه

است. باز نیز
∪
α∈I

Uα صورت

که آنجا از باشد.
∪
α∈I

Uα مجموعۀ زیر که کنیم پیدا x حول ͬͽهمسای ͷی ͬ خواهیم م .x ∈
∪
α∈I

Uα کنید فرض اثبات.

که دارد وجود Br(x) گوی ͷی پس است، باز Uα0 مجموعۀ .x ∈ Uα0 که طوری به دارد وجود α0 اندیس x ∈
∪
α∈I

Uα

داریم: است. Uα0 مجموعۀ زیر

Br(x) ⊆ Uα0 ⊆
∪
α∈I

Uα.

است. Br(x) همان ما، نظر مورد ͬͽهمسای یعنͬ

بسته مجموعۀ ͷی
∩
α∈I

Eα صورت این باشد،در بسته مجموعەهای از خانواده ͷی {Eα}α∈I کنید فرض .۱۶ .۳ .۲ نتیجه

است.

۳۳



داریم است. باز (
∩
α∈I

Eα)
c دهیم نشان باید است، بسته

∩
α∈I

Eα دهیم نشان اینکه برای اثبات.

(
∩
α∈I

Eα)
c =

∪
α∈I

Ec
α

است. باز
∪
α∈I

Ec
α مجموعۀ ۱۵ .۳ .۲ قضیه به بنا است. باز Eα

c هر است بسته Eα هر که آنجا از

مجموعۀ گفتیم  بالا در چه آن به بنا باشد. دلخواه مجموعۀ ͷی E ⊆ X و ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض حال

است: بسته ∩زیر
E⊆C

C⊆Xبسته

C.

فوق مجموعۀ  است. E شامل و است بسته مجموعۀ ͷی C که است C ⊆ X مجموعەهای تمام اشتراک فوق مجموعۀ 

دارد: را زیر ͬ های ویژگ

است. بسته ●

است. E شامل ●

است، E شامل که باشد دیͽر بستۀ مجموعۀ ͷی K اگر یعنͬ است: E شامل که است بستەای مجموعۀ کوچͺترین ●

.
∩
E⊆C

C⊆Xبسته

C ⊆ K داریم

کنیم: اثبات را سوم مورد بیایید

باشد، E شامل بستۀ مجموعۀ ͷی K اگر است. E شامل بستۀ مجموعەهای تمام اشتراک
∩
E⊆C

C⊆Xبسته

C مجموعۀ اثبات.

.
∩
E⊆C

C⊆Xبسته

C ⊆ K پس هاست. C جزو

صفحۀ در را ۱۴ .۳ .۲ لم دادیم. نشان E ′ با را آن و شدیم آشنا E مجموعه ͷی حدی نقاط مجموعۀ  با قبلͬ بخش های در

Ē = E ′∪E ͬ کنیم: م تعریف صورت این در .E ⊆ X و باشد ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض کنید. مشاهده ۳۳

دادەایم نشان زیر قضیۀ در است. بسته Ē که دادیم نشان قبلͬ بخش در ͬ نامیم. م (X, d) ͷمتری فضای در E بستار را Ē و

دارد. بر در زیرمجموعه عنوان به را E که است بستەای مجموعۀ  کوچͺترین E بستار که

صورت این در .E ⊆ X و باشد ͷمتری فضای (X, d) کنید فرض .۱۷ .۳ .۲ قضیه

Ē =
∩
E⊆C

C⊆Xبسته

C
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.
∩
E⊆C

C⊆Xبسته

C ⊆ E ∪ Ē پس است، E شامل بستۀ مجموعۀ ͷی E ∪ E ′ که ͬ دانیم م اثبات.

باید فقط پس هستند. E شامل ها C تمام زیرا E ⊆
∩
E⊆C

Cبسته⊆X

C که ͬ دانیم م .E ∪ E ′ ⊆
∩
E⊆C

C⊆Xبسته

C ͬ دهیم م نشان حال

.E ′ ⊆
∩
E⊆C

C⊆Xبسته

C که دهیم نشان

است واقع E شامل بستەهای تمام در x پس است، E برای حدی نقطۀ ͷی x صورت این در .x ∈ E ′ کنید فرض

حدی نقطه ͷی x و بسته C مجموعەهای چون هستند). خود زیرمجموعەهای و خود حدی نقاط تمام شامل بستەها (این

.Ē =
∩
E⊆C

C⊆Xبسته

C بنابراین ، x ∈
∩
E⊆C

C⊆Xبسته

C پس است آنها برای

.B ⊆ X و A ⊆ X و باشد ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۲۳ تمرین

.(A ∩ B)′ = A′ ∩B′ که دهید نشان ●

چرا؟ نیست، برقرار شمول کدام .(A ∪B)′ = A′ ∪ B′ که نیست طور این لزوماً که دهید نشان ●

کنید: ثابت را زیر موارد باشد، ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۲۴ تمرین

هستند.) بسته ∅ و X بͽیرید (نتیجه هستند. باز ∅ و X ●

است. بسته A دهید نشان باشد. متناهͬ مجموعۀ ͷی A ⊆ X کنید فرض ●

تعداد هر اشتراک دهید نشان مشابه طور (به است. باز U1 ∩ U2 دهید نشان باشند، باز U1, U2 ⊆ X کنید فرض ●

است.) باز باز، مجموعۀ متناهͬ

هر اجتماع دهید نشان مشابه طور (به است. بسته E1 ∪ E2 دهید نشان باشند، بسته E1, E2 ⊆ X کنید فرض ●

است.) بسته مجموعۀ بسته، متناهͬ تعداد

.Ē = E اگر و تنها اگر است بسته E ⊆ X مجموعۀ دهید نشان باشد، ͷمتری فضای (X, d) کنید فرض .۲۵ تمرین

ͷمتری فضای مثال، برای نیست. باز لزوماً ͷمتری فضای ͷی از باز مجموعۀ دلخواه تعداد هر اشتراک .۱۸ .۳ .۲ توجه

صورت این در .En = (−1
n
, 1
n
) کنید فرض بͽیرید. نظر در را (R, d1)∩

n∈N

En = {0}

عضوی تک مجموعۀ ها En اشتراک چرا که بیاوریم توضیحͬ است لازم (چرا؟). نیست باز {0} عضوی تک مجموعۀ

پس .x > 0 کنید فرض کلیت از کاستن بدون همچنین .x ∈
∩
n∈N

En کنید فرض است. صفر از متشͺل

∀n ∈ N x <
1

n
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بنابراین

∀n ∈ N
1

x
> n.

ارشمیدسͬ ویژگͬ بر است.(بنا تناقض در ارشمیدسͬ ویژگͬ با ابن و ͬ شود م بیشتر طبیعͬ اعداد تمام از 1
x

حقیقͬ عدد یعنͬ

نیست.) بزرگتر طبیعͬ اعداد همۀ از حقیقͬ عدد هیچ

که است واضح .۱۹ .۳ .۲ تذکر

∀x ∈ N ∃y ∈ R x < y.

که: نیست طور این ارشمیدسͬ، ویژگͬ به بنا اما

∃y ∈ R ∀x ∈ N x < y.

کنید. بحث بالا عبارت دو دربارۀ ریاضیات، مبانͬ بر مرور ͷی عنوان به

نیست. باز A دهید نشان باشد، متناهͬ مجموعۀ ͷی A ⊆ R کنید فرض بͽیرید، نظر در (R, d1) .۲۶ تمرین

بسته مجموعۀ ͷی ،E حدی نقاط از متشͺل مجموعۀ یعنͬ ،E ′ که دهید نشان E دلخواه مجموعۀ ͷی برای .۲۷ تمرین

است.

فشرده مجموعەهای ۴ .۲

بسط از که دارند پیچیدەای تعریف ،ͷمتری فضای ͷی در خاص طور به و ،ͷتوپولوژی فضای ͷی در فشرده مجموعەهای

«حسͬ» هیچ به زیر، در فشرده مجموعۀ تعریف خواندن از پس دانشجو دارد امͺان ͬ گیرد. م شͺل مفهوم این تاریخͬ

جا این در ما است. درک قابل ملموس تری طور به فشردگͬ مفهوم ،ͷمتری فضاهای در نیابد. دست بودن فشرد دربارۀ

خود برای و هضم را تعریف ͬ کنیم م سعͬ قدم به قدم سپس کنیم، شروع ͷتوپولوژی پیچیدۀ تعریف همان با ͬ دهیم م ترجیح

کنیم. ملموس تر

رخ زیر اتفاق هرگاه است فشرده K ͬ گوییم م .K ⊆ X و باشد ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۱ .۴ .۲ تعریف

دهد:

وجود ها Uα همین از تا متناهͬ (K ⊆
∪
α∈I

Uα) ͬ پوشاند م را K که باشد باز مجموعەهای از خانواده ͷی {Uα}α∈I اگر

که طوری به باشند داشته وجود α1, α2, ..., αn اندیس های یعنͬ بپوشانند؛ را K که باشد داشته

K ⊆ Uα1 ∪ Uα2 ∪ ... ∪ Uαn .

نه: یا شدەایم متوجه درست را تعریف که کنیم ͷچ بیایید

است؟ درست فشرده دربارۀ مجموعۀ مورد کدام سوال.

ͬ پوشانند. م را K که دارند وجود Uα نامتناهͬ تعداد ●
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ͬ پوشانند. م را K که دارند وجود ها Uα از متناهͬ تعدادی ●

کنید. تحلیل ͬ باشد؛ نم درست فشرده مجموعۀ ͷدربارۀ ی بالا موارد از ͷهیچ ی که کنید توجه

دهد: رخ زیر اتفاق هرگاه است فشرده K مجموعۀ فشردگͬ). تعریف با (بازی ۲ .۴ .۲ مشاهده

بپوشانند. را K ها Uα این از متناهͬ تعدادی ͬ پوشاند، م را K که باشد باز مجموعەهای از خانواده ͷی {Uα} اگر ●∪
α∈I

Uα آنگاه ͬ پوشاند، نم را K آنها از متناهͬ تعداد هیچ که باشد باز مجموعەهای از خانواده ͷی {Uα}α∈I اگر ●

نپوشاند. را K هم

باشیم: داشته α1, α2, ..., αn ∈ I هر برای که طوری به باشد، باز مجموعەهای از خانواده ͷی {Uα}α∈I اگر ●

K ⊈ Uα1 ∪ Uα2 ∪ ... ∪ Uαn

آنگاه

K ⊈
∪
α∈I

Uα.

باشیم داشته α1, α2, ..., αn هر برای که طوری به باشد باز مجموعەهای از خانواده ͷی اگر {Uα}α∈I ●

K ∩ U c
α1
∩ U c

α2
∩ ... ∩ U c

αn
6= ∅.

آنگاه

K ∩
∩
α∈I

U c
α 6= ∅.

باشد داشته K در اشتراکͬ هم با آنها از متناهͬ تعداد هر که باشد، بسته مجموعەهای از خانواده ͷی {Eα}α∈I اگر ●

باشند. داشته K در اشتراکͬ هم با ها Eα همۀ آنگاه

است؟ فشرده (R, d1) ͷمتری فضای در زیرمجموعەای عنوان به R مجموعۀ آیا سوال.

داریم: بͽیرید. نظر در n ∈ Z برای را On = (n, n+ 2) بازەهای ، خیر

R ⊆
∪
n∈Z

On.

ͷی از کمتر بالاخره حقیقͬ عدد هر ویژگͬ، این به (بنا است برقرار حقیقͬ اعداد ارشمیدسͬ ویژگͬ علت به فوق عبارت

ͬ تواند نم {Oi}i∈{−n,−n+1,...,0,1,2,...,n} گردایۀ هیچ اما است. R برای باز پوشش ͷی {On}n∈Z پس ͬ شود). م ای n+2

است. n+ 2 از کمتر ͬ گیرد، م قرار متناهͬ پوشش این پوشش تحت که ͬ  ای حقیق عدد بزرگترین زیرا دهد پوشش را R

دید خواهید بعداً نیست. فشرده باشد، داشته را خوب ͬ های ویژگ همۀ است قرار که ،R که شویم ناراحت این از شاید

ماست! مطلوب کافͬ اندازۀ به همین، و است، فشرده موضعاً فضای ͷی R که

ͷی از گذار شود، فشردگͬ از سخن زمان هر ریاضیات در که کنید دقت آورید. یاد به را مجموعه ͷی فشردگͬ تعریف

درک را گذار این اهمیت عمیق معنای ریاضͬ، منطق درس در بعدها است. افتاده اتفاق آن از متناهͬ بخشͬ به نامتناهͬ

کرد. خواهیم
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از استفاده با فقط است؟ فشرده { 1
n
|n ∈ N} ⊆ R مجموعۀ آیا بͽیرید. نظر در را (R, d1) ͷمتری فضای .۲۸ تمرین

بدهید. را تمرین این پاسخ مستقیم، تعریف

ͬ کند: م نزدیͷ تر فشردگͬ درک به قدم ͷی را ما زیر قضیۀ است. آن بودنِ بسته از قوی تر حتͬ مجموعه، ͷی فشردگͬ

است. بسته K آنگاه باشد، فشرده K ⊆ X مجموعۀ اگر باشد، ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۳ .۴ .۲ قضیه

یعنͬ ،Kc دهیم نشان است کافͬ اثبات برای است. بسته K دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. فشرده K کنید فرض اثبات.

است. باز X در K مجموعۀ متمم

ندارد. اشتراکͬ K با که کنیم پیدا x حول ͬͽهمسای ͷی باید .x /∈ K یعنͬ باشد؛ K از خارج نقطەای x کنید فرض

Uy نام به باز گوی ͷی است. d(x, y) با برابر y و x نقطۀ دو بین فاصلۀ  باشد. دلخواهͬ نقطۀ y ∈ K کنید فرض

کافͬ گفته، این تحقیق برای .Uy ∩ U(x,y) = ∅ که طوری به دارند، وجود x حول U(x,y) نام به باز گوی ͷی و y حول

بͽیرید. نظر در x, y نقاط از کدام هر حول را d(x,y)
3

شعاع است

U(x,y) باز گوی ͷی و y حول Uy باز گوی ͷی y ∈ K هر برای یعنͬ ͬ دهیم: م انجام y ∈ K هر برای را کار این

.Uy ∩ U(x,y) = ∅ که ͬ شود م پیدا x حول

یعنͬ ͬ شود؛ م پوشیده ها Uy توسط K مجموعۀ

K ⊆ {Uy}y∈K .

که طوری به دارند وجود y1, y2, ..., yn عناصر فشردگͬ به بنا

K ⊆ Uy1 ∪ Uy2 ∪ ... ∪ Uyn .

.Uyn ∩ U(x,yn) = ∅ که: ͬ دانیم م بͽیرید، نظر در هستند x حول که را U(x,y1), U(x,y2), ..., U(x,n) متناظر های گوی
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U(x,y1)∩U(x,y2)∩ ...∩U(x,n) اما ندارد. اشتراک U(x,y1)∩U(x,y2)∩ ...∩U(x,n) با Uy1 ∪Uy2 ∪ ...∪Uyn بنابراین

است. K شامل باز مجموعۀ ͷی Uy1 ∪ Uy2 ∪ ... ∪ Uyn و است x شامل باز مجموعه ͷی

هم، مجموعە این در .R زیرمجموعەهای برای حتͬ نیست، آسانͬ کار عموماً تعریف، از استفاده با فشردگͬ بررسͬ

است آمده زیر در که تمرینͬ ندارم انتظار آید. کار به مجموعەها فشردگͬ اثبات در ͬ تواند م کمال اصل حد در مهمͬ ویژگͬ

آشͺار برایتان را فشردگͬ دربارۀ حقایقͬ دادنش، پاسخ برای تلاش که آوردەام علت بدین تنها را آن کنید. حل بتوانید را

کند.

است. فشرده [a, b] بستۀ بازۀ دهید نشان بͽیرید.  نظر در را (R, d1) ͷمتری فضای .۲۹ تمرین

است! آسان زیر تمرین اما

فشرده E دهید نشان باشد، X از متناهͬ زیر مجموعۀ ͷی E و باشد ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۳۰ تمرین

است.

گفته این برای نقضͬ مثالهای بعدها نیست. فشرده بستەای مجموعۀ  هر لزوماً یعنͬ نیست؛ برقرار بالا قضیۀ عکس

هستند: فشرده ͬ گیرند، م قرار فشرده مجموعەهای داخل که بستەای مجموعەهای اما آورد. خواهیم

ͷی E کنید فرض همچنین باشد. فشرده مجموعۀ ͷی K ⊆ X و ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۴ .۴ .۲ قضیه

است. فشرده E صورت این در .E ⊆ K که طوری به باشد X در بسته مجموعۀ

ͬ پوشاند. م Eرا Uαها از متناهͬ تعدادی دهیم نشان ͬ خواهیم م Eباشد. برای باز پوشش ͷی {Uα}α∈I کنید فرض اثبات.

K برای باز پوشش ͷی {Uα}α∈I ∪ Ec بنابراین است. باز Ec بودن، بسته تعریفِ بنابه است، بسته E مجموعۀ چون
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یعنͬ است؛

K ⊆ {Uα}α∈I ∪ Ec.

را K مجموعۀ Ec همراه به که هستند Uα1 , . . . , Uαn نام به مثلا́ ها، Uα از متناهͬ تعداد است فشرده K که آنجا از

ͬ پوشاند. م را E مجموعۀ Uα1 , Uα2 , ..., Uαn پس .E ⊆ K و E ∩ Ec = ∅ که کنید دقت ͬ پوشاند. م

بودن فشرده ـ دنبالەای با آن بودن معادل و فشردگͬ ۵ .۲

فشرده مجموعۀ ͷی در نقطه نامتناهͬ هرگاه ندهد. شهود ما به فشردگͬ مفهوم دربارۀ بعدی، قضیۀ اندازۀ به چیز هیچ شاید

کنیم: بیان بیشتری دقت به را ویژگͬ این بیایید ͬ شوند. م متمرکز هم کنار در نقاط این بخش هایی، در دهیم، قرار

کنید فرض همچنین باشد. فشرده مجموعەای K ⊆ X و باشد ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۱ .۵ .۲ قضیه

چون (و است حدی نقطۀ دارای A مجموعۀ صورت این در .A ⊆ K که طوری به باشد نامتناهͬ مجموعۀ ͷی A ⊆ X

است). K در حدی نقطۀ این است،  بسته K

که شود ایجاد تصور این نباید است، حدی نقطۀ دارای مجموعه، ͷی ͬ گوییم م وقتͬ کنید دقت اثبات، شروع از پیش

دارد. قرار ما ͷمتری فضای در نظر مورد نقطۀ است. مجموعه خودِ در نظر، مورد حدی نقطۀ

ͬ دانیم م x ∈ K هر برای پس صورت این در ندارد. حدی نقطۀ  که باشد نامتناهͬ مجموعۀ ͷی A ⊆ K کنید فرض اثبات.

نیست. A برای حدی نقطۀ  ͷی x عنصر x ∈ A هر برای خاص طور به همچنین نیست. A برای نقطۀ حدی x که

A در که هایی x برای ͬ کند. نم قطع خودش از غیر نقطەای در را A که دارد B(x) ͬͽهمسای ͷی x ∈ K هر پس

نقطه ͷی در تنها که است مجموعه ͷی B(x) هستند، A در که هایی x برای و ندارد A با اشتراکͬ هیچ B(x) نباشند،

متناهͬ تعدادی است، فشرده K چون بنابراین هستند. K برای پوشش ͷی ها B(x) که است واضح دارد. اشتراک A با

فقط A با ها B(x) این از کدام هر اما ͬ پوشانند. م را A ها B(x) از متناهͬ تعداد بنابراین ͬ پوشاند. م را K ها B(x) از

تناقض ͷی این و بپوشانند؛ است نامتناهͬ که را A ͬ توانند نم آنها از متناهͬ تعدادی پس هستند، مشترک نقطه تک ͷی در

است.

متمرکز جایی» «در نقاط این ͬ دهیم، م قرار فشرده مجموعۀ  ͷی در نقطه نامتناهͬ وقتͬ گفتیم بالا قضیۀ در که کنید دقت

کردەایم: بیان دقیق تر صورت به زیر در را گفته این ͬ دهد. م رخ اتفاق این انتها» «در که کنیم تصور نیست لازم ͬ شوند. م
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(xn)n∈N نامتناهͬ دنبالۀ هر صورت این در باشد. فشرده K ⊆ X و باشد ͷمتری فضای (X, d) کنید فرض .۲ .۵ .۲ نتیجه

همͽراست). خودش که نگفتەایم (و است همͽرا زیر دنبالۀ ͷی دارای K عناصر از

نقطۀ  دارای A مجموعۀ K فشردگͬ به بنا و است K از نامتناهͬ زیرمجموعۀ ͷی A = {xn}n∈N مجموعۀ واقع در

آن در که فضا ͷی دارد. همͽرا زیردنبالۀ ͷی (xn) دنبالۀ که این یعنͬ مجموعه، این برای حدی نقطۀ وجود است. حدی

کردەایم ثابت کنون تا آنچه ͬ شود. م نامیده دنبالەای» «فشردۀ فضای ͷی باشد، داشته همͽرا زیردنبالەای نامتناهͬ، دنباله هر

ͷمتری فضاهای برای هم گفته این عکس که اینجاست جالب اما هست. نیز دنبالەای فشردۀ فشرده، فضای هر که است این

در و سنگین ترمینولوژی از استفاده بدون زیر در تا کوشیدەام اما نیست، سادەای چندان کار گفته، این اثبات است. درست

کنم. ارائه را اثبات این ،۱ آنالیز سطح

نامتناهͬ زیرمجموعۀ هر که طوری به باشد مجموعەای K ⊆ X و باشد ͷمتری فضای (X, d) کنید فرض .۳ .۵ .۲ قضیه

است. فشرده K صورت این در است. K در حدی نقطۀ ͷی دارای K از

همچنین باشد. داشته حدی نقطۀ آن نامتناهͬ زیرمجموعۀ هر که باشد مجموعه ͷی K کنید فرض اول. مرحلە اثبات.

پوشاند. δ شعاع به گوی متناهͬ با ͬ توان م را K که ͬ کنیم م ادعا باشد. شده داده ما به δ > 0 کنید فرض

شعاع به باز گوی ͷی و x1 ∈ K عنصر پوشاند. δ > 0 شعاع به گوی متناهͬ با را K نتوان کنید فرض خلف برهان با

ͬ نامیم. م Bδ(x1) را آن که بͽیرید نظر در آن حول δ

نیست. واقع Bδ(x1) در که دارد وجود x2 ∈ K نقطۀ یعنͬ پوشاند، Bδ(x1) با را K ͬ توان نم فرض به بنا

Bδ(x2) و Bδ(x1) گوی های با را K ͬ توان نم فرض بنابه دوباره بͽیرید. درنظر نیز را δ شعاع به x2 حول Bδ(x2) گوی

و ͬ دهیم م ادامه را روند همین ندارد. قرار Bδ(x1) ∪ Bδ(x2) در x3 که طوری به دارد وجود x3 نقطۀ ͷی یعنͬ پوشاند؛

هر فاصلۀ دیͽر بیان به است. δ از بیشتر آن جملات دو بەدوی فاصلۀ که ͬ شود م ساخته (xn)n∈N دنبالۀ ͷی ترتیب بدین

اثبات حͺم بنابراین است؛ تناقض این و ندارد همͽرایی زیردنبالۀ  هیچ دنباله این است. δ از بیشتر آن قبل جملات از جمله

ͬ شود. م

را K ͬ توان م 1
2

شعاع به گوی متناهͬ با پوشاند. را K ͬ توان م 1 شعاع به گوی متناهͬ با دیدیم: جا این تا آنچه بر بنا

شعاع به گوی متناهͬ با n طبیعͬ عدد هر برای صورت همین به و پوشاند. را K ͬ توان م 1
3

شعاع به گوی متناهͬ با پوشاند.

بیایید ͬ پوشانند. م را K هم با که است واضح البته که آوردەایم دست به گوی شمارا ترتیب، بدین پوشاند. را K ͬ توان م 1
n
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بنامیم. خوب گوی های را گوی ها این بعد، به مرحله این از

که ͬ کنیم م ادعا بͽیرید. نظر در گوی، این در y مثل دلخواه نقطۀ ͷی و K در Br(x) مثل دلخواه گوی ͷی دوم. مرحلۀ

دارد. قرار Br(x) زیرمجموعۀ کاملا́ و است y شامل که هست خوب گوی های از ͬͺی

خوب گوی های این از حداقل پس ͬ دهند، م پوشش را K هم با خوب، گوی های همۀ  که کنید دقت گفته، این اثبات برای

است 1
n

شعاع به خوب گوی ͷی در y صورت این در بͽیریم. درنظر بزرگ کافͬ اندازۀ به را n است کافͬ است. y شامل

است. Br(x) مجموعۀ زیر کاملا́ که

کاملا́ که ͬ شود م پیدا y′ شامل خوب گوی ͷی بͽیریم، نظر در Br(x) در y′ مثل دیͽر نقطۀ ͷی اگر ترتیب همین به

از اجتماعͬ باز زیرمجموعۀ هر بنابراین است. خوب گوی های این از اجتماعͬ Br(x) نتیجه در است. Br(x) زیرمجموعۀ

است. خوب گوی های

سوم. مرحلۀ

ͷی دارای {Uα}α∈I که ͬ کنیم م ادعا .K ⊆ {Uα}α∈I یعنͬ باشد؛ K برای باز پوشش ͷی {Uα}α∈I کنید فرض

است. شمارا زیرپوشش

اجتماعͬ صورت به را آن ͬ توان م قبل مرحلۀ به بنا است. باز مجموعۀ ͷی Uαها از کدام هر که کنید دقت ادعا این اثبات برای

خوب گوی های تعداد ͬ پوشانند. م را K دارند قرار ها Uα تک تک در که خوبی گوی های پس نوشت. خوب گوی های از

ͬ شوند. م پوشانده خوب گوی تا شمارا توسط K بنابراین ͬ پوشانند. م را ها Uα تمام ها آن از بعضͬ و است تا شمارا

این در .Bin ⊆ Uin کنید فرض و ͬ پوشانند م را K که باشند خوب گوی تا شمارا همان {Bin}n∈N کنید فرض

است. ما نظر مورد شمارای پوشش زیر {Uin}صورت

چهارم. مرحلۀ
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ͬ پوشانند. م را K مجموعۀ {Uin} از متناهͬ زیرپوشش ͷی ادعا:

Ui1 در که بͽیرید نظر در گونەای به را x1 عنصر نپوشاند. را K ها Uin از متناهͬ تعداد هیچ کنید فرض خلف برهان با

نباشد:

x1 /∈ Ui1

طوری به بͽیرید نظر در را xn عنصر ترتیب همین به و .x2 /∈ Ui2 ∪Ui2 که طوری به بͽیرید نظر در را x2 عنصر همچنین

که

xn /∈ Ui1 ∪ Ui2 ∪ ... ∪ Uin .

کنید فرض همͽراست، زیردنبالۀ ͷی دارای دنباله این فرض به بنا بͽیرید. نظر در را (xn) دنبالۀ

(xnk
) −→ x.

با این اما گیرند. قرار Uin در باید بعد به جایی از دنباله جملات همͽرایی، به بنا ͬ گیرد. م قرار ها Uin از ͬͺی در x ͬ دانیم م

نیستند. Uin در بعد به xn جملۀ از زیرا است تناقض در دنباله ساخت نوع

ͷتوپولوژی فضای هر برای امر این اما است؛ بودن فشرده دنبالەای معادل بودن فشرده ،ͷمتری فضاهای مورد در .۴ .۵ .۲ توجه

دارد. خود در را ͷتوپولوژی جذاب ملاحظات بسیاری شده ساده بالا، اثبات گفتم، که طور همان نیست. برقرار دلخواهͬ

دردسر به را خود درس این دانشجویان که نیست نیازی آوردەام. باتجربەتر خوانندۀ برای را ملاحظات این از برخͬ زیر در

بیندازند. زیر جملات شدن متوجه

ͷی که دادەایم نشان بالا در ͬ شود. م گفته «لیندلوف» باشد، شمارا زیرپوشش دارای آن باز پوشش هر که فضایی به .۱

گرفتەایم. نتیجه بودن» دوم نوع «شمارای از را آن بودن لیندلوف اما است. لیندلوف فشرده، دنبالەای فضای

ما است. چͽال آن در که باشد داشته شمارا مجموعۀ زیر ͷی هرگاه ͬ نامیم م جدایی پذیر را ͷتوپولوژی فضای ͷی .۲

مورد زیرمجموعۀ  خوب گوی های (مرکز است جدایی پذیر ،ͷمتری فضای ͷی عنوان به K که دادەایم نشان بالا در

ماست). نظر

جدایی پذیر، ͷمتری فضای هر باشد. داشته شمارا «پایەای» هرگاه ͬ نامیم م دوم نوع شمارای را ͷتوپولوژی فضای ͷی .۳

است. دوم نوع شمارای K که دادەایم نشان بالا در پس است. دوم نوع شمارای

گرفتەایم. نتیجه آن بودن دوم نوع شمارای از را نظر مورد ͷمتری فضای بودن لیندلوف .۴

R فشردۀ مجموعەهای زیر ۶ .۲

کمال اصل از معمول، مطابق که، هستند کننده تعیین ویژگͬ ͷی دارای R,R2,R3, . . . فضاهای فشردۀ زیرمجموعەهای

کرد. خواهیم اثبات و بیان را مجموعەها این کننده تعیین مشخصۀ بخش این در ͬ گیرد. م نشأت

[a, b] ⊆ R بستۀ بازۀ است.) مطلق قدر متر d1 از منظور آن در (که بͽیرید. نظر در را (R, d1) ͷمتری فضای .۱ .۶ .۲ قضیه

است. فشرده مجموعۀ ͷی
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دنبالۀ  ͷی (an)n∈N کنید فرض دارد. همͽرا دنبالۀ  زیر ͷی [a, b] در دنبالۀ نامتناهͬ هر که ͬ دهیم م نشان .ͷی شمارۀ اثبات

و صعودی زیردنبالۀ ͷی یا (an) دیدیم، ۹ .۶ .۱ لم ۱۶ صفحۀ در که طور همان صورت، این در باشد. [a, b] در نامتناهͬ

زیر این همچنین است،  صعودی دنبالۀ زیر ͷی دارای (an) کنید فرض کلیت از کاستن بدون دارد. نزولͬ زیردنبالۀ  ͷی یا

دنباله، هر که این ،ͷمتری فضای ͷی در که بودیم دادە نشان قبلا́ همͽراست. بنابراین است،  کراندار b توسط بالا از دنباله

است. بودن فشرده با معادل باشد، داشته همͽرا زیردنبالۀ ͷی

از هم آن البته که کنیم ارائه بالا لم برای ͬ تر مقدمات اثباتͬ که آنیم پی در ادامه در بود. کمال اصل به منوط بالا اثبات

دارند. اشتراک هم با لزوماً حقیقͬ، اعداد در بسته تودرتوی بازەهای که گفتەایم بعدی، لم در ͬ شود. م ناشͬ کمال اصل

بͽیرید نظر در را زیر توی در تو بازەهای و (R, d1) ͷمتری فضای .۲ .۶ .۲ لم

[a1, b1] ⊇ [a2, b2] ⊇ ....

صورت این ∩در
i∈N

[ai, bi] 6= ∅.

است. کراندار بالا از و صعودی (ai) دنبالۀ اثبات.

a1 ≤ a2 ≤ ...

کنید: فرض است. همͽرا (ai) دنبالۀ پس هستند. تر ͷکوچ b1 از ها ai همۀ و

an −→ a.

است. همͽرا بنابراین است دار کران پایین از و نزولͬ ها (bn) دنبالۀ مشابه طور به

bn −→ b.

. lim
i→∞

an ≤ bj پس است کمتر bj این از ها ai از ͷی هر بͽیرید. نظر در را bj عنصر .a ∈
∩
i∈I

[ai, bi] که ͬ دهیم م نشان

(ai−bj)i دنبالۀ است کافͬ دارد. صفر مساوی کمتر حد هستند، منفͬ آن جملات که دنباله هر کردیم ثابت قبلا (یادآوری.

به تا . lim
i→∞

an ≥ aj پس هستند بیشتر aj از ها ai بعد، به جایی از بͽیرید، نظر در را aj عنصر حال بͽیرید.) نظر در را

حد این بنابر است. مساوی یا کوچͺتر ها bi تمام از و مساوی یا بزرگتر ها ai تمام از (an) دنبالۀ حد دادیم نشان اینجا

است.
∩
i∈I

[ai, bi] در (an) دنبالۀ

است. فشرده [a, b] ⊆ R است.) مطلق قدر متر d1 از (منظور بͽیرید. نظر در را (R, d1) ͷمتری فضای .۳ .۶ .۲ قضیه

زیر ͷی دارای {Uα}α∈I که دهیم نشان باید باشد. [a, b] برای باز پوشش ͷی {Uα}α∈I کنید فرض دو. شمارۀ  اثبات

است. متناهͬ پوشش

و [a, a+b
2
] بازۀ دو بین از کنید. نصف را [a, b] بازۀ باشد. نداشته متناهͬ پوشش زیر هیچ نظر مورد پوشش کنید فرض
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بازه کل باشند، داشته متناهͬ پوشش دو، هر اگر (چون ͬ شود نم داده پوشش Uα متناهͬ تعداد توسط ͬͺی حداقل [a+b
2
, b]

ͬ کند). م پیدا متناهͬ پوشش

که کنید عمل صورت این به پس

a0 = a.

b0 = b.

دهید قرار نداشت متناهͬ پوشش [a0, a0+b0
2

] اگر

a1 = a0.

b1 =
a0 + b0

2
.

دهید قرار صورت این غیر در

a1 =
a0 + b0

2
.

b1 = b0.

عنصر ͷی قبل لم به بنا ͬ شوند. م ساخته [ai, bi] توی در تو  بازە های روند این دادن ادامه با

x ∈
∩
i∈N

[ai, bi].

دقت .x ∈ Uα که طوری به دارد وجود α ∈ I یعنͬ آن هاست؛ از ͬͺی در x هستند، پوشش Uα که جا آن از دارد. وجود

در که کنید دقت .(c, d) ⊆ Uα که طوری به داریم x از (c, d) صورت به ͬͽهمسای ͷی این بنابر است، باز Uα که کنید

داریم: ام n مرحلۀ در یعنͬ شد، خواهد نصف بازەها طول مرحله هر

|bn − an| ≤
1

2
· |an−1 − bn−1| ≤

1

2
· 1
2
· |an−2 − bn−2| ≤ ... ≤ 1

2n
· |a− b|.

که طوری به دارد وجود [an, bn] بازۀ ͷی بنابراین

x ∈ [an, bn] ⊆ (c, d) ⊆ Uα.

پوشیده Uα متناهͬ توسط ها [an, bn] از ͷی هیچ بود قرار زیرا است؛ [an, bn] های بازه ساخت نحوۀ با تناقض در این و

نشود.

کنیم: شناسایی را R فشرده زیرمجموعەهای که ͬ کند م ͷکم بالا، لم

است. فشرده اقلیدسͬ)، متر با (همراه R در کراندار و بسته زیرمجموعۀ  هر .۴ .۶ .۲ نتیجه
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که طوری به دارند وجود b و a نقاط کرانداری، به بنا باشد. کراندار و مجموعۀ بسته ͷی K ⊆ R کنید فرض اثبات.

K ⊆ (−M,M) ⊆ [a, b].

فشرده K رو این از است؛ فشرده مجموعۀ ͷی از بسته زیرمجموعۀ ͷی K پس است. فشرده [a, b] قبل قضیۀ بنا به

است.

Rn فشردۀ زیرمجموعەهای ۷ .۲

ͷی R2 در مربع ͷی از منظور کنیم. اثبات و بیان ها Rn برای را قبلͬ بخش قضایای و لمها ͬ خواهیم م بخش، این در

است. [a, b]× [c, d] شͺل به مجموعه

بͽیرید: نظر در زیر صورت به را تو در تو های مربع از خانوادەای .۱ .۷ .۲ لم

Bi = [ai, bi]× [ci, di] ⊇ Bi+1 = [ai+1, bi+1]× [ci+1, di+1] ⊇ . . . .

صورت این ∩در
i∈N

Bi 6= ∅.

داریم Bi ⊇ Bi+1 چون که کنید دقت اثبات.

[ai, bi] ⊇ [ai+1, bi+1].

[ci, di] ⊇ [ci+1, di+1].

.(x, y) ∈
∩
i∈N

Bi بنابراین .y ∈
∩
i∈N

[ci, di] و x ∈
∩
i∈N

[ai, bi] که ͬ شوند م پیدا گونەای به x, y عناصر ۲ .۶ .۲ به بنا

است. فشرده فضا دراین B = [a, b]× [c, d] مربع̧ بͽیرید. هر نظر در را (R2, d2) ͷمتری فضای .۲ .۷ .۲ قضیه

وجود {Uα}α∈I از متناهͬ کلاس زیر ͷی نشان ͬ خواهیم م باشد. B برای باز پوشش ͷی {Uα}α∈I کنید فرض اثبات.

ͬ پوشاند. م را B که دارد

کنید: تقسیم مساوی قسمت چهار به را B مربع دهند. پوشش را B نتوانند ها Uα از متناهͬ تعداد هیچ کنید فرض
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بحث همین و بͽذارید B2 را آن نام ͬ شود. نم پوشیده ها Uα این از متناهͬ توسط که هست مربع چهار این از ͬͺی حداقل

ͬ رسیم. م ها مربع از تو در تو دنبالۀ ͷی به دهید. ادامه را روند این بͺنید. B2 مورد در را

B1 ⊇ B2 ⊇ ....

ͬ گیرد: م قرار مربع ها این تمامͬ اشتراک در که هست (a, b) نقطۀ ͷی ۱ .۷ .۲ قبل لم به بنا

(a, b) ∈
∩
i∈N

Bi.

که هست (a, b) حول باز گوی ͷی بنابراین است، باز Uα مجموعۀ .(a, b) ∈ Uα که طوری به دارد وجود α ∈ I ͷی

به گوی این توسط (یعنͬ گرفت خواهند قرار باز گوی این زیر Bi شدۀ ساخته های مربع این از ͬͺی است. Uα زیرمجموعۀ 

است. تناقض این و ͬ شود) م داده پوشش تنهایی

بعدی n مربع  های که داد نشان ͬ توان م یعنͬ کرد؛ پیاده مشابه صورت به Rn هر مورد در ͬ توان م را بالا بحث .۳ .۷ .۲ توجه

هستند. فشرده

Br(0) گوی ͷی هرگاه ͬ گوییم، م کراندار را X ⊆ R2 مجموعۀ بͽیرید. نظر در را (R2, d2) ͷمتری فضای .۴ .۷ .۲ توجه

.X ⊆ Br(0) که طوری به باشد داشته وجود

است. فشرده باشد، کراندار و بسته اقلیدسͬ) متر با (همراه K ⊆ R2 اگر بورل). ــ (هاینه ۵ .۷ .۲ قضیه

که طوری به دارد وجود B مربع ͷی صورت این در باشد، کراندار و بسته مجموعۀ ͷی K ⊆ R2 کنید فرض اثبات.

K ⊆ Br(0) ⊆ B.

است. فشرده K بنابراین است، فشرده زیرمجموعۀ ͷی بستۀ زیرمجموعۀ K و است فشرده B مربع هر قبل، قضیه به بنا

این عکس است. فشرده کراندار، و بسته زیرمجموعۀ هر (Rk, dk) ͷمتری فضای در که دادیم نشان قبلͬ بخش های در

هستند. کران دار و بسته زیرمجموعەهای همان دقیقا فضاها، این در فشرده زیرمجموعەهای یعنͬ است. درست هم گفته

است. کراندار و بسته فشرده، زیرمجموعۀ هر (Rk, dk) ͷمتری فضای در .۶ .۷ .۲ قضیه

C ͬ دهیم م نشان حال هستند. بسته فشرده، مجموعەهای که دادەایم نشان قبلا باشد. فشرده C ⊆ Rk کنید فرض اثبات.

هست. نیز کراندار

پس است فشرده C ͬ پوشانند. م را C ها گوی این که است واضح بͽیرید. نظر در باز گوی ͷی ،C در نقطه هر حول

بزرگ گوی ͷی مجموعۀ  زیر گوی ها این اجتماع که داد نشان ͬ توان م راحتͬ به ͬ پوشاند. م را آن گوی ها از متناهͬ تعداد

برقرار (X, d) دلخواه ͷمتری فضای هر در ویژگͬ این که کنید دقت اثبات به توجه (با است. کراندار C بنابراین است.

است.)

برای لزوماً امر این اما هستند. فشرده Rk در کران دار، و بسته مجموعەهای که ͬ گوید م بورل  ــ هاینه قضیۀ که کنید دقت

کرد. خواهیم رسیدگͬ موضوع این به درس تمرین های در نیست. برقرار دلخواه ͷمتری فضای هر

داریم: را زیر جذاب قضیۀ شوند، محاط فشرده مجموعەهای توسط ͬ توانند م Rk در کراندار زیرمجموعەهای که آنجا از
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باشد. کراندار مجموعۀ ͷی X ⊆ Rk کنید فرض بͽیرید. نظر در را (Rk, dk) ͷمتری فضای (ویراشتراس). ۷ .۷ .۲ قضیه

است. Rk در زیردنبالۀ همͽرا ͷی دارای X در دنبالۀ نامتناهͬ هر صورت این در

است. است) بعدی k مربع ͷی (منظورمان مربع ͷی زیرمجموعۀ X باشد، کراندار مجموعۀ ͷی X ⊆ Rk اگر اثبات.

است. حدی نقطۀ دارای آن زیرمجموعۀ نامتناهͬ هر بنابراین هستند. فشرده مربع ها

باز مجموعەهای و پیوستگͬ ۸ .۲

داشتن بدون که است آن حقیقت اما است. ضروری «فاصله»  از درکͬ داشتن پیوسته، توابع تعریف برای که بودیم گفته

«ͷتوپولوژی» مفهوم ͷی پیوستگͬ واقع در کرد. تعریف را پیوستگͬ ͬ توان م هم باز» «مجموعۀ مفهوم داشتن با فقط و فاصله،

را ریاضͬ مبانͬ از ساده تعریف چند نخست بیایید هستند. ͷتوپولوژی فضاهای از خاصͬ حالت ͷمتری فضاهای و است

کنیم. یادآوری

ͬ کنیم م تعریف .V ⊆ Y و A ⊆ X باشد، تابع ͷی f : X −→ Y کنید فرض

f(A) = {f(x)|x ∈ A}.

f−1(V ) = {x ∈ X|f(x) ∈ V }.

است. وارون پذیر f تابع که نکند القا چنین شما به f−1 نمادِ که کنید دقت

.a ∈ X و باشد تابع ͷی f : X −→ Y کنید فرض آورید: یاد به را نقطه ͷی در تابع پیوستگͬ تعریف همچنین

x ∈ Bδ(a) اگر x هر برای که طوری به باشد داشته وجود δ > 0 ͷی ϵ > 0 هر برای هرگاه است پیوسته a در f ͬ گوییم م

که طوری به باشد داشته وجود δ > 0 ͷی ϵ > 0 هر برای دیͽر بیان به .f(x) ∈ Bϵ(f(a)) آنگاه

f(Bδ(a)) ⊆ Bϵ(f(a)).

باشد. پیوسته a ∈ X نقاط تمام در هرگاه است، پیوسته f : X −→ Y تابع ͬ گوییم م .۱ .۸ .۲ تعریف

کنید فرض باشد). پیوسته a ∈ X نقاط تمام در (یعنͬ باشد پیوسته تابع ͷی f : X −→ Y کنید فرض .۲ .۸ .۲ قضیه

است. باز مجموعۀ ͷی f−1(V ) ⊆ X صورت این در باشد. باز V ⊆ Y

مجموعۀ اثبات.

f−1(V ) = {x ∈ X|f(x) ∈ V }.

بنا است. درونͬ نقطه، این که دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. f−1(V ) در دلخواه نقطۀ  ͷی a کنید فرض بͽیرید. نظر در را

تابع، پیوستگͬ به بنا است. موجود Bϵ(f(a)) ⊆ V ͬͽهمسای ͷی ،V مجموعۀ بودن باز به بنا .f(a) ∈ V تعریف، به

که طوری به داریم Bδ(a) ͬͽهمسای ͷی

f(Bδ(a)) ⊆ Bϵ(f(a)) ⊆ V.

است. f−1(V ) در درونͬ نقطۀ ͷی a بنابراین .Bδ(a) ⊆ f−1(V ) که است معنͬ بدین بالا، عبارت اما
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است: برقرار هم بالا قضیۀ عکس

باشیم داشته V ⊆ Y باز زیرمجموعۀ هر برای که طوری به باشد، تابع ͷی f : X −→ Y کنید فرض .۳ .۸ .۲ قضیه

است. پیوسته f آنگاه است. باز f−1(V ) ⊆ X مجموعۀ

است. پیوسته a نقطۀ  در f دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. دلخواه نقطۀ ͷی a ∈ X کنید فرض اثبات.

f−1(Bϵ(f(a))) نقاط از ͬͺی a است. باز f−1(Bϵ(f(a))) فرض به بنا بͽیرید. نظر در را Bϵ(f(a)) ͬͽهمسای

یعنͬ: دارد. وجود Bδ(a) ⊆ f−1(Bϵ(f(a))) ͬͽهمسای ͷی یعنͬ است،  درونͬ نقطۀ  ͷی a پس است.

f(Bδ(a)) ⊆ Bϵ(f(a)).

است. پیوسته a در f پس

f−1(V ) ⊆ X مجموعۀ ،V ⊆ Y باز زیرمجموعۀ هر برای اگر تنها و اگر است پیوسته f : X −→ Y تابع .۴ .۸ .۲ نتیجه

باشد. باز

را گفته این درس همین در بعداً (البته است. برقرار هم بسته مجموعەهای برای بالا نتیجه مشابه دهید نشان .۳۱ تمرین

کرد.) خواهیم اثبات

نهایی مقادیر قضیۀ ــ فشردگͬ و پیوستگͬ ۹ .۲

زیر قضیۀ ͬ رسد. م خود ͬ موم مین و ماکزیمم به f : [a, b]→ R پیوسته تابع ͷی که گفتیم ۲۱ صفحۀ در ۲ .۸ .۱ قضیۀ در
۳ است. دلخواه ͷمتری فضاهای برای گفته این تعمیم

f(K) صورت دراین باشد. K فشرده ⊆ X مجموعۀ و باشد پیوسته تابع ͷی f : X −→ Y کنید فرض .۱ .۹ .۲ قضیه

است. فشرده

.Y ͷمتری فضای در f(K) فشردگͬ و است X ͷمتری فضای در K فشردگͬ که کنید دقت اثبات، شروع از پیش

{Uα}α∈I کنید فرض است. فشرده f(K) دهیم نشان ͬ خواهیم م است. فشرده مجموعۀ  ͷی K ⊆ X کنید فرض اثبات.

است. متناهͬ زیرپوشش ͷی دارای پوشش، این که دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. f(K) برای باز پوشش ͷی

از ͷی هر ͬ دانیم م تابع پیوستگͬ از اولا˟ زیرا است. K برای باز پوشش ͷی {f−1(Uα)}α∈I که کنید دقت نخست

باید منظور این برای است. ها f−1(Uα) از ͬͺی در x دهیم نشان باید .x ∈ K کنید فرض حال است. باز ها f−1(Uα)

.f(x) ∈ f(K) زیرا است واضح امر این و باشد ها Uα از ͬͺی در f(x)

که طوری به دارند وجود α1, α2, ..., αn اندیس های که ͬ شود م نتیجه K فشردگͬ از

K ⊆ f−1(Uα1) ∪ f−1(Uα2) ∪ ... ∪ f−1(Uαn).

متناهͬ پوششͬ Uα1 ∪ Uα2 ∪ ... ∪ Uαn یعنͬ f(x) ∈ Uα1 ∪ Uα2 ∪ ... ∪ Uαn داریم x ∈ K عنصر هر برای یعنͬ

است. f(K) برای
دید. خواهیم بعدی فصل در را است قضیه آن تعمیم قضیه، این گفتەام که این ۳علت
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یͺنواخت پیوستگͬ ۱۰ .۲

تمام در f : X −→ Y کنید فرض آنهاست. یͺنواخت پیوستگͬ فشرده، فضاهای روی پیوسته توابع موهبتهای از ͬͺی

باشیم: داشته یعنͬ باشد؛ پیوسته K ⊆ X مجموعۀ ͷی نقاط

∀ϵ > 0 ∀x ∈ K ∃δ > 0 ∀y
(
d(x, y) < δ −→ d(f(x), f(y)) < ϵ).

داشت: خواهیم باشد، فشرده K اگر

∀ϵ > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ K ∀y
(
d(x, y) < δ −→ d(f(x), f(y)) < ϵ

)
.

کند. کار ها x همۀ برای همزمان که کنیم پیدا δ ͷی ͬ توانیم م ϵ هر برای یعنͬ شود). دقت سورها جا بەجایی (به

x ∈ K نقاط تمام در f و فشرده K ⊆ X مجموعۀ کنید فرض بͽیرید. نظر در را f : X −→ Y تابع .۱ .۱۰ .۲ قضیه

که طوری به دارد وجود δ > 0 ͷی ϵ > 0 هر برای صورت این در است. پیوسته

∀x ∈ K ∀y (d(x, y) < δ −→ d(f(x), f(y)) < ϵ).

است. یͺنواخت پیوستۀ K در f تابع ͬ گوییم م اصطلاحاً

درس در را فشرده مجموعەهای روی پیوسته توابع یͺنواخت پیوستگͬ قضیۀ که کنید توجه قضیه، اثبات شروع از پیش

داشت. خواهید نیاز پیوسته توابع انتگرال پذیری اثبات برای ،۲ ریاضͬ آنالیز

به ͬͽهمسای ͷی x ∈ K هر برای است. شده داده ϵ > 0 است. پیوسته x ∈ K نقاط تمام در f تابع کنید فرض اثبات.

که طوری به دارد وجود δx شعاع

d(x, y) < δx −→ d(f(x), f(y)) < ϵ.

را K گوی ها،  این از متناهͬ تعداد است فشرده K چون ͬ دهند. م پوشش را K مجموعۀ  B 1
2
δx
(x) گوی های که کنید دقت

که طوری به دارند وجود 1
2
δx1

1
2
δx2 , ...,

1
2
δxn اندیس های یعنͬ ͬ دهند؛ م پوشش

K ⊆ B 1
2
δx1

(x1) ∪B 1
2
δx2

(x2) ∪ ... ∪ B 1
2
δxn

(xn).

.δ = min{1
2
δx1 ,

1
2
δx2 , ...,

1
2
δxn} دهید قرار

فرض کلیت از کاستن بدون است. گوی ها این از ͬͺی در x نقطۀ .d(x, y) < δ که باشند نقطه دو x, y ∈ K کنید فرض

که کنید دقت همچنین .d(x, x1) <
1
2
δx1 یعنͬ x؛ ∈ B 1

2
δx1

(x1) کنید

d(y, x1) ≤ d(x, x1) + d(x, y) <
1

2
δx1 + δ <

1

2
δx1 +

1

2
δx1 = δx1 .

داریم حال

d(f(y), f(x)) < d(f(y), f(x1)) + d(f(x1), f(x)) < ϵ+ ϵ ≤ 2ϵ.

در را ϵ′ = ϵ
2

اگر ϵ هر برای حال .d(f(x), f(y)) < 2ϵ داریم d(x, y) < δ وقتͬ که دارد وجود δ ͷی ϵ هر برای پس

.d(f(x), f(y)) < 2ϵ′ = ϵ داریم d(x, y) < δ وقتͬ که ͬ شود م پیدا δ ͷی بͽیریم، نظر
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کانتور مجموعۀ ۱۱ .۲

آمده دست به بازەهای با را کار همین بردارید. را آن میانͬ بازِ سوم̧ ͷی بͽیرید. نظر در را [0, 1] بستۀ  بازۀ .۱ .۱۱ .۲ تعریف

دهید: ادامه طریق بدین و دهید انجام

داریم یعنͬ

I0 = [1, 0]

I1 = [1,
1

3
] ∪ [

2

3
, 1]

I2 = [1,
1

9
] ∪ [

2

9
,
3

9
] ∪ [

6

9
,
7

9
] ∪ [

8

9
, 1]

مجموعۀ

I =
∩
n∈N

In

ͬ نامیم. م کانتور مجموعۀ  را

است. کرده آنالیزی مطلوب نقض» «مثال ͷی به تبدیل را آن که دارد جذابی ͬ های ویژگ کانتور مجموعۀ

بسته مجموعۀ  متناهͬ اجتماع In هر است. بسته In هر و است ها In اشتراک چون است، بسته مجموعۀ کانتور ●

است. بسته علت این به و است

است. کراندار و بسته چون است؛ فشرده کانتور مجموعۀ  ●

ناشماراست. کانتور مجموعۀ ●

ͬ کرد. م بازی کلیدی نقش کمال اصل اثبات، این در است. ناتهͬ تو در تو بستۀ  بازەهای اشتراک بودیم داده نشان قبلا

در عضو هر پس دارد. قرار تو در تو بازەهای از مسیر ͷی اشتراک در کانتور مجموعۀ از عضو هر کنید دقت حال

ͬ  کند. م مشخص را زیر درخت در مسیر ͷی مجموعه این
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است. ناشمارا بنابراین و 2ℵ0 درخت این مسیر های تعداد دادیم،  نشان ریاضیات مبانͬ در

ͬ شود، م برداشته آن ساخت برای [0, 1] بازۀ از که زیادی مقدار به توجه با کانتور، مجموعۀ بودن ناشمارا که کنید دقت

اندازۀ با ناشمارای مجموعۀ ͷی از نمونەای کانتور مجموعۀ که دید خواهید بالاتر آنالیزهای در است. عجیب کمͬ

هم کانتور مجموعۀ روی توابع از انتگرال گیری نیست. مجموعه کاردینالیتͬ اندازه، این از منظور البته است. صفر

است. جالبی موضوع

است) تهͬ I (درون نیست بازەای هیچ شامل کانتور مجموعۀ ●

In های تکه از ͬͺبزرگ، ی کافͬ اندازه به n ͷی برای صورت این در باشد. I در بخواهد (a, b) بازۀ کنید فرض

ͬ تواند نم (a, b) بازۀ بنابراین و شد خواهد برداشته تکه این میانͬ سوم ͷی بعد مرحلۀ  در است. (a, b) زیرمجموعۀ

باشد. I مجموعۀ زیر

نیز Qc و Q مجموعەهای است. جالب نباشد درونͬ هیچ کدام اما باشد داشته نقطه ناشمارا مجموعه که این دوباره

دارند. را خصلت همین

حدی مجموعه، ͷی نقطۀ هر که این اما است، خود حدی نقاط شامل بسته مجموعۀ هر هستند. حدی I نقاط همۀ ●

است. دیͽری مهم مطلب باشد،

ابتدایی نقاط از دنباله، این است. دنباله ͷی حد کانتور مجموعۀ  در نقطه هر که کنید دقت اثبات اول روش عنوان به

آنهاست. اشتراک در ما نظر مورد نقطه و باقͬ مانند کانتور مجموعۀ در مرحله هر در که است شده ساخته بازەهایی

غیر اشتراکͬ I با x از دلخواه ͬͽهمسای هر دهیم نشان باید باشد. I در نقطۀ دلخواه ͷی x کنید فرض دوم. روش

زیر In تکەهای از ͬͺی باشد. بزرگ کافͬ اندازۀ به n کنید فرض بͽیرید. نظر در را (c, d) ͬͽهمسای دارد. x از

است. (c, d) در تکه این ابتدای عنصر ͬ شود. م (c, d) مجموعۀ

دارند. 2 و 0 ارقام فقط 3 مبنای در که است شده تشͺیل (0, 1) بازۀ در عناصری از دقیقاً کانتور مجموعۀ .۲ .۱۱ .۲ توجه

کنید! پیدا را آن اثبات یا کنید اثبات را گفته این علاقەمندی صورت در
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۳ فصل

راهنمایی با تمرین 

اول سری ۱ .۳

که دهید نشان باشد. ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۳۲ تمرین

است. باز مجموعۀ ͷی باز، گوی هر ●

است. باز گوی های از اجتماعͬ باز مجموعۀ  هر که دهید نشان ●

Bx ⊆ O باز گوی ͷی x ∈ O دلخواه عنصر هر برای بͽیرید. نظر در را O ⊆ X مثل باز مجموعۀ ͷی راهنمایی:

دهید نشان دارد. وجود

O =
∪
x∈O

Bx.

باشد.) باز گوی های از اجتماعͬ اگر تنها و اگر است باز مجموعه، ͷی بͽوییم ͬ توانیم م تمرین این اثبات از (پس

ͬ نامیم، م A برای درونͬ نقطۀ ͷی را x ∈ A نقطۀ .A ⊆ X و باشد ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۱ .۱ .۳ تعریف

که طوری به باشد موجود Br(x) مانند x حول باز گوی ͷی هرگاه

Br(x) ⊆ A.

ͬ دهیم. م نشان A◦ با را A درونͬ نقاط مجموعۀ

باشند. درونͬ آن نقاط تمام هرگاە است باز مجموعه، ͷی تعریف، این به بنا

گرفتەایم. قرار (X, d) ͷمتری فضای در کنید فرض بعد به اینجا از

است. باز E◦ دهید نشان است. دلخواه E ⊆ X مجموعۀ .۳۳ تمرین

است. E◦ زیرمجموعۀ که دارد وجود x حول باز گوی ͷی بدهیم نشان باید بͽیرید، نظر در را x ∈ E◦ عنصر راهنمایی:

گوی همین ͬ کنیم م ادعا .Bx ⊆ E که طوری به هست x حول باز گوی ͷی پس دارد، قرار E درونͬ نقاط در x که آنجا از

دهید. انجام شما را کار باقͬ است. درونͬ Bx ͬͽهمسای این در نقطەای هر دهیم نشان باید هست. نیز E◦ مجموعۀ  زیر
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E◦ = E اگر تنها و اگر است باز E ⊆ X مجموعۀ .۳۴ تمرین

است. E زیرمجموعۀ بازِ زیرمجموعۀ  بزرگ ترین E◦ که دهید نشان بͽیرید. نظر در را E ⊆ X مجموعۀ .۳۵ تمرین

در نقطه هر که کنید دقت منظور این برای .O ⊆ E◦ دهید نشان باشد. باز O ⊆ E مجموعۀ کنید فرض راهنمایی:

است. E◦ در پس است. درونͬ نقطۀ ͷی O

صورت این در .E ⊆ X باشد ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۳۶ تمرین

●

Ē =

∩Cبسته
E⊆C

C

●

E◦ =

∪Oباز
O⊆E

O

پس است، E زیرمجموعه باز بزرگترین E◦ که کنید دقت دومͬ، برای کردەایم. اثبات قبلا́ را اول مورد راهنمایی.

.E◦ ⊆
∪
O پس هاست O از ͬͺی E◦ خودِ طرفͬ از .

∪
O ⊆ E◦ یعنͬ است؛ E زیرمجموعۀ بازهای همۀ شامل

نیست، درونͬ که طوری به دارد وجود x ∈ E مانند نقطەای یعنͬ است؟ معنا چه به E مجموعۀ نبودن باز .۲ .۱ .۳ توجه

است. Ec برای حدی نقطۀ ͷی x دیͽر عبارت به دارد. اشتراک Ec با x حول گوی هر یعنͬ

است. بسته ،E حدی نقاط مجموعۀ یعنͬ ،E ′ دهید نشان بͽیرید. نظر در را E ⊆ X مجموعۀ .۳۷ تمرین

که دارد وجود x حول ͬͽهمسای ͷی دهیم نشان باید ، x /∈ E ′ کنید فرض است. باز E ′ متمم دهیم نشان باید راهنمایی:

ندارد. اشتراک E ′ با

همین ͬ کنیم م ادعا ندارد. اشتراک E با که دارد وجود Br(x) مثل x از ͬͽهمسای ͷی یعنͬ نیست، E حدی نقطۀ x

ندارد. اشتراکͬ هم E ′ با ͬͽهمسای

y طرفͬ از اما ندارد. اشتراک E با گوی این گفتیم بͽیرد. قرار y نام به مثلا حدی، نقطۀ ͷی Br(x) گوی در کنید فرض

است. تناقض این و باشد؛ داشته اشتراک E با باید گوی این پس است. آن شامل گوی این و است حدی نقطۀ ͷی

دوم سری ۲ .۳

هرگاه ͬ نامیم م E برای مرزی نقطۀ  ͷی را x نقطۀ .E ⊆ X و باشد ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .۱ .۲ .۳ تعریف

مرزی نقاط مجموعۀ باشد. نقطه خودِ ͬ تواند م اشتراک این باشد. داشته اشتراک Ec با هم و E با هم x از ͬͽهمسای هر

نباشد. E نقاط خود جزو E مرزی نقطۀ که دارد امͺان که کنید دقت ͬ دهیم. م نمایش ∂E با را E مجموعۀ

E با خودش از غیر نقطەای در اش ͬͽهمسای هر هرگاه ͬ نامیم م E برای حدی نقطۀ ͷی را x نقطۀ که ͬ کنیم م یادآوری

باشد. داشته اشتراک

باشد. E ⊆ X و ͷمتری فضای (X, d) کنید فرض تمارین، تمام در
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است؟ حدی مرزی، نقطۀ  هر آیا سوال.

نقطەای چنین (به دارد اشتراک x خود در فقط E با که هست x از ͬͽهمسای ͷی نیست، حدی که باشد مرزی نقطەای x اگر

.x ∈ E داریم خاص طور به ͬ شود). م گفته ایزوله نقطۀ ͷی

است؟ مرزی حدی، نقطۀ هر آیا سوال.

ͬ کند م قطع خودش جز به نقطەای در را E آن ͬͽهمسای هر صورت این در نیست، مرزی که باشد حدی نقطەی ͷی x اگر

است. درونͬ نقطەای x بنابراین است، E در کاملا́ یعنͬ ندارد؛ Ec با اشتراکͬ هیچ که دارد ͬͽهمسای ͷی اما

دهید نشان .۳۸ تمرین

E ′ − ∂E ⊆ E◦.

دهید نشان .۳۹ تمرین

Ē = E ∪ ∂E.

.E ∪ ∂E = E ∪ E ′ دهیم نشان است کافͬ راهنمایی:

دهید نشان .۴۰ تمرین

∂E = Ē − E◦.

نقطه این که است واضح باشد، مرزی x کنید فرض .∂E = (E ∪ E ′) − E◦ دهید نشان است کافͬ راهنمایی: 

ͬ کند). م قطع خودش بجز نقطەای در را E آن ͬͽهمسای هر است.(زیرا E ′ در آنگاه نباشد، E در x اگر حال نیست. درونͬ

است. بسته (E مرزی (نقاط ∂E دهید نشان .۴۱ تمرین

دهید نشان بͽیرید. نظر در را (R, d1) ͷمتری فضای .۴۲ تمرین

Q◦ = ∅.

Q̄ = R.

رابطۀ دهید نشان .۴۳ تمرین

(Ē)◦ = E◦

نیست. برقرار لزوما

دهید نشان بͽیرید. نظر در را A = (0, 1) ∩Q مجموعۀ راهنمایی:

Ā = [0, 1].

(Ā)◦ = (0, 1).

A◦ = ∅.
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سوم سری ۳ .۳

مجموعۀ (برای را x نقطۀ که ͬ کنیم م یادآوری .E ⊆ X و باشد ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض زیر تمارین تمامͬ در

کند. قطع را Ec هم و E هم آن ͬͽهمسای هر هرگاه ͬ نامیم، م مرزی (E

نیست؟ E برای مرزی نقطۀ ͷی x نقطۀ زمانͬ چه سوال.

مبانͬ نظر از نکند). قطع را Ec یا نکند قطع را E (یا که طوری به باشد داشته وجود Br(x) ͬͽهمسای ͷی که زمانͬ

است: جملۀ زیر جنس از بیان این ریاضیات

∃x (p(x) ∨ q(x)).

است: زیر جملۀ با معادل بالا منطقͬ جملۀ اما

(∃x p(x)) ∨ (∃x q(x)).

ͬͽهمسای ͷی یا ͬ کند نم قطع را E که باشیم داشته x از ͬͽهمسای ͷی یا که نیست E برای مرزی نقطۀ ͷی زمانͬ x بنابراین

x از ͬͽهمسای ͷی یا است، E زیرمجموعۀ که داریم x از ͬͽهمسای ͷی یا یعنͬ ͬ کند. نم قطع را Ec که باشیم داشته x از

است. Ec زیرمجموعۀ که داریم

دهید نشان .۴۴ تمرین

X = E◦ ∪ ∂E ∪ (Ec)◦.

است. بسته ∂E دهید نشان .۴۵ تمرین

است.) باز آن متمم که دهید نشان راحتͬ به است کافͬ قبل، تمرین به توجه با (راهنمایی:

دهید نشان .۴۶ تمرین

Ē = E◦ ∪ ∂E.

است.) E شامل مجموعۀ بستۀ کوچͺترین Ē (راهنمایی:

دهید  نشان .۴۷ تمرین

∂E = Ē − E◦.

آیا سوال.

E◦ = (Ē)◦

است؟

دهید: قرار یعنͬ بͽیرید؛ نظر در را (0, 1) بازۀ گویای مجموعۀ نقاط بͽیرید، نظر در را (R, d1) ͷمتری فضای خیر، 

A = (0, 1) ∩Q.

پس: نیستند.) گویا که است نقاطͬ شامل بازه هر (زیرا ندارد. درونͬ نقطۀ پس نیست، بازەای هیچ شامل مجموعه این

A◦ = ∅.

.Ā 6= (Ā)◦ پس .(Ā)◦ = (0, 1) و Ā = [0, 1] طرفͬ از
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∂E = ∂Ē که: است گونه این آیا سوال.

(.∂A 6= ∂Ā وضوح به ∂Ā = {0, 1} و ∂A = [0, 1] قبل، مثال در (راهنمایی:

که است گونه این آیا .۴۸ تمرین

∂E = ∂E◦

کنید تعریف باشد. نامتناهͬ مجموعۀ  ͷی X کنید فرض .۴۹ تمرین

d(x, y) =

1 x 6= y

0 x = y

است. X روی متر ͷی d دهید نشان ●

کنید. شناسایی را فشرده و بسته باز، باز، مجموعەهای های گوی ●

کنید. توصیف (xn −→ x) را فضا این در دنباله ͷی همͽرایی ●

داریم r ≤ 1 اگر بͽیرید. نظر در r دلخواه شعاع و x دلخواه نقطه حول باز گوی ͷی راهنمایی:

Br(x) = {y|d(y, x) < r} = {x}.

داریم: r > 1 اگر و

Br(x) = {y|d(y, x) < r} = X.

باز X از دلخواه زیرمجموعۀ  هر پس باشد، باز گوی های از اجتماعͬ اگر تنها و اگر است باز مجموعه ͷی گفتیم همچنین

نوشت. عضوی تک مجموعەهای اجتماع صورت به را آن ͬ توان م زیرا است.

A =
∪
a∈A

{a}.

است. باز آن متمم زیرا است بسته X زیرمجموعۀ هر همچنین

کنید). (ثابت نیستند فشرده نامتناهͬ مجموعەهای و هستند فشرده X در متناهͬ مجموعەهای
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