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اول نویسندۀ پیش گفتار

تایپ شده یادداشتͬ ͬ دادم م ارائه که درسͬ هر برای اصفهان، صنعتͬ دانشͽاه در استخدامم اول سالهای یعنͬ گذشته، ترمهای در

نبود. ممͺن هیچͺدام تهیۀ ایشان ͷکم بدون و ͬ کرد م یاری مرا همسرم عموما یادداشتها این تهیه ˄ در ͬ کردم. م تهیه

دلایل به که کتاب، به یادداشتها تبدیل از و بماند باقͬ جزوه و یادداشت صورت به یادداشتها، این داشته ام اصرار همیشه

به را آنها و دارند یادداشتهائͬ مختلف زمینه های در ریاضͬ بزرگان کرده ام. خودداری ماست کشور در معمول ͬͺسب مختلف،

با را چیزهائͬ که ͬ کنم م اقرار سودمندترند. نیز معروف کتابهای از یادداشتها این از بسیاری و داده  اند قرار وبسایشان در رایͽان

نگرفته ام. یاد داده ام پول خریدشان برای که کتابهائͬ با هیچͽاه یادگرفته ام، غیرقانونͬ دانلودهای حتͬ و رایͽان کتابهای خواندن
١

دارند. ریاضͬ مختلف گرایشهای بر جامع نگاهͬ که ͬ شوند م نوشته بزرگانͬ توسط کتابها ریاضͬ، استاندارد فرهنگ در

یا میانͬ سالهای در آنها اکثر نیز هستند. دانشͽاهͬ مطالعه های مرجع سالها تا و دارند صفحه هزار به ͷنزدی کتابها این گاهͬ

مولف به تبدیل را ما ب کتاب به الف کتاب از بخش ͷی ترجمۀ چسباندن لزوماً شده اند. نوشته ریاضیدان ͷی کارهای پایانͬ

باشد. امتیاز کسب به منجر کار این سیستمͬ در چند هر ͬ کند، نم

بسیار کار این به و پرداختم کلاسهای برخͬ فیلم برداری به همسرم، ͷکم به هم باز گذشته، ترمهای در بالا، دیدگاه بر علاوه

روش این ادامه ی به منجر جدید، عوالم شدن پدیدار و کرونا ویروس شیوع قضا، از بودم. شده  علاقه مند زحمت پر و مشقت پر

شدم متوجه بعدها حال، این با پرداخت. کلاسهایم فیلمهای ویرایش و فیلم برداری به ساعتها فداکارانه همسرم زمان، آن در شد.

برگردم. قبلͬ شیوه ˄ به دوباره گرفتم تصمیم و ͬ آیند م کار به بیشتر فیلمها از یادداشتها که

برای کافͬ هماهنگͬ عدم وجود با است. شده تشͺیل بار اولین برای ٩٩‐ ٠٠ دوم نیمسال در مجموعه ها، نظریۀ درس

است. غنیمتͬ فرصت اینچنین درسهای برای این و رسید نصاب حد به درس این مناسب اطلاع رسانͬ عدم و درس بموقع اعلام

نداشتم کار این برای کافͬ وقت طرف ͷی از و بودم یادداشتهایم گردآوری و کلاس این تشͺیل به علاقه مند بسیار طرف ͷی از

تایپ به که کردم درخواست افشین، از ندارد. را کلاسم در حضور فرصت است دانا، پسرم، نگه داری درگیر که نیز، همسرم و

به تبدیل من) (و خود برای نهایت در را آنها است، علاقه مند دلیل هر به اگر و بپردازد خودش روش و سلیقه با یادداشتها، این

سپاسͽزارم. همͺاری این بابت او از و است همͺاری این حاصل رو پیش یادداشتهای کند. کتاب

که این اثبات با و داده ام بسط رادو اردوش قضیۀ مانند مباحثͬ با کرده ام، آغاز مجموعه ها نظریۀ موضوعۀ اصول با را درس

جزوه این به نیز فرسینگ ͷتکنی دربارۀ فصلͬ آینده در احتمالا برده ام. پایان به دارد وجود یافته تعمیم پیوستار فرضیۀ برای مدلͬ

شود. افزوده

هرگاه ندیده ام. زیͽلر مارتین مجموعه های نظریۀ جزوه ی از بهتر کتابی هیچ و منطق کتاب از بهتر کتابی هیچ سالها، این در

زودتر که کرد اعلام جلسه ای در خودش بود. نوشته ͬͺزاریس توپولوژی های درباره ی را معروفش کتاب تازگͬ به زیلبر بوریس دانشجوئیم ١زمان

بدهید. را پولش باید بعداً وگرنه کنید، دانلود وبسایتم از را کتاب

٣



این گشتم! پشیمان خود عدول از و شدم کشیده سمت همان به دوباره بͽیرم، فاصل او تدریس و نوشتار شیوه های از کردم سعͬ

است). رویت قابل او خود سایت در و آلمانͬ زبانͬ به (که دارد زیͽلر جزوۀ با بسیار شباهت اولیه، شالودۀ در حداقل نیز، جزوه

است. شده داده قرار زیر در آپارات در درس این کلاسهای پیوند

مجموعه ها: نظریۀ درس در شده ام ضبط کلاسهای به پیوند •

https://www.aparat.com/playlist/838861
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١ فصل

ZFC و BG مجموعه ها: نظریه ی اصول موضوعۀ

آموزش را فارسͬ زبان او به و کنید صحبت فارسͬ زبان با ͬ داند، نم فارسͬ که کسͬ به که است آمده پیش برایتان حال به تا

در ͬ کنند. م صحبت فارسͬ که ͬ آموزند م مادری و پدر از را فارسͬ زبان، فارسͬ کودکان ولͬ باشد، دشواری کار احتمالا˟ دهید؟

ورزید. اهتمام او توسط دستوری ساختارهای دقیق رعایت به ابتدا همان از ͬ توان نم کودک، به فارسͬ زبان آموزش

«فرمال» مفاهیم و «سهل انگارانه» تصورات میان باید همیشه دارد. وضعͬ چنین ریاضیات در مجموعه ها نظریه ی توضیح

داد. آموزش را مجموعه ها نظریه ی (فرمالیسم) صورت گرایی نهایت در و کرد حرکت

است. آن درباره ی گفتن سخن برای ͬ دانان ریاض میان مشترک زبان ͷی داشتن مجموعه، تعریف برای نیاز اولین

منطقͬ پیش نیازهای ١. ١

نظریه ی مطالعه برای کرد. بیان را نظریه بررسͬ برای نیاز مورد زبان که است نیاز ابتدا منطق، در نظریه ای هر بررسͬ برای

است قرار که اشیائͬ  ͬ ویژگ باید زبان، این از استفاده با است. ∈ دوموضعͬ رابطه ی ͷی شامل فقط ما زبان مجموعه ها،

شود. بیان شوند، نامیده مجموعه

آمده زیر تعریف در که ترتیبی به ¬ و ∧ ،∃ منطقͬ ادوات همچنین و a, b, c, . . . و x, y, z, . . . متغیرهای از استفاده با

بقیه ی که باشید، داشته توجه جست. بهره ͬ توان م هم «=» نماد از ͬ ها جمله نویس در همچنین کرد. جمله نویسͬ ͬ توان م است

منطق در «جمله» و «فرمول» کلمات میان آورد. بدست ادوات این از استفاده با ͬ توان م را ،∀ و → ،∨ شامل منطقͬ ادوات

نیست. ما ͬ های نگران جزو جا این در تفاوت این بررسͬ ولͬ دارد وجود تفاوت

ͬ شوند. م ساخته زیر به صورت جملات) (یا فرمول ها استقرایی، روش از استفاده با .١ تعریف

ͬ شوند: م نوشته زیر به صورت ͬ شود، م گفته نیز اتمͬ فرمول های آنها به که فرمول ها، ساده ترین .١

z ∈ t, a ∈ b, x ∈ y, x = y, a = x, · · ·

است. متغیر دو برای = و ∈ رابطه ها ی از کردن استفاده حاصل اتمͬ فرمول های دیͽر، عبارتͬ به

و قاعده این بردن بͺار با مثال عنوان به است. فرمول نیز (ϕ ∧ ψ) صورت این در باشند، فرمول دو ψ و ϕ کنید فرض .٢

است. نوشتن قابل (x ∈ y ∧ z ∈ t ∧ a = x) فرمول اول، قاعده ی

۵



قبل قواعد و قاعده این از استفاده با بنابراین است. فرمول ͷی نیز (¬ϕ) صورت این در باشد، فرمول ͷی ϕ کنید فرض .٣

ساخت. ͬ توان م را (¬(x ∈ y ∧ z = t)) و ((x ∈ y ∧ z = t) ∧ (¬(a ∈ b))) فرمول های

قواعد و قاعده این از استفاده با مثال، به عنوان است. فرمول نیز (∃xϕ) صورت این در باشد، فرمول ͷی ϕ کنید فرض .۴

نوشت. را ،(∃y(∃x(x ∈ y ∧ ¬(y ∈ a)) فرمول ͬ توان م قبل

همچنین ͬ نامند. م L = {∈} زبان در اول مرتبه ی فرمول های را ͬ شوند م ساخته شده، گفته قواعد از استفاده با که فرمول هایی

دامنه ی در که است متغیری آزاد، متغیر از منظور ͬ نامیم. م جمله را باشد نداشته وجود آزادی متغیر هیچ آنها در که فرمول هایی

نباشد. سوری هیچ

است. فوق تعریف با مطابق ما مͺالمه ی زبان درس̞، این سرتاسر در بنابراین

∀x ∈ به صورت مثلا́ فرمولͬ، ͬ توان نم هیچ گاه فرمول ها، ساخت استقرایی روش این از استفاده با که کنید دقت .١ تذکر

نوشت: ͬ توان نم مثلا́ ساخت. N (x ∈ y)

∀i ∈ N∀x١, . . . , xi . . .

از نیز ما و ͬ کنند م استفاده ∈ رابطه ی نقیض برای /∈ نماد از نوشته ها و کتاب ها از بسیاری در کار، راحتͬ برای .٢ نمادگذاری

کرد. خواهیم استفاده نماد این

بالا قواعد از استفاده با ϕ که است این منظورمان است، فرمول ͷی یا ویژگͬ، ͷی ϕ(x١, . . . , xn) گفته ایم هرگاه ادامه در

است. x١, . . . , xn درباره ی فرمول ͷی یا جمله، ͷی ϕ واقع در است. شده استفاده x١, . . . , xn آن در و است شده نوشته

ادامه ی در ما هدف است. برقرار آنجا در ما نظر مورد فرمول یعنͬ است، فرمول ͷی برای مˀدلͬ جهان، ͷی که ͬ گوییم م وقتͬ

برای ͬ توان م که جهانͬ هر در است قرار که مجموعه هاست نظریه ی موضوعه ی اصول عنوان به فرمول، سری ͷی بیان درس،

باشند. برقرار کرد، تصور مجموعه ها

از منظور همچنین .∀x(x ∈ A → ϕ) که است این ∀x ∈ A ϕ کوتاه نوشت، از منظور باشد، فرمول ͷی ϕ اگر

همچنین ͬ کنیم. م استفاده کوتاه نوشت ها این از گاهاً درس ادامه ی در .∃x(x ∈ a∧ϕ) که است این ∃x ∈ A ϕ کوتاه نوشت،

ͬ کنیم. م استفاده است، ϕ ویژگͬ دارای که دارد وجود عنصر ͷی دقیقاً اینکه بیان برای ،∃!xϕ کوتاه نوشت از ادامه در

مجموعه ها نظریه ی ١. ٢

از نیز مجموعه  هر است. مجموعه نام به اشیائͬ حاوی جهان این که است این مجموعه ها» «جهان از ما «ساده انگارانه » درک

دارد: وجود تعلق رابطه ی نام به رابطه ͷی اشیاء این میان دارند. معینͬ»  ͬ «ویژگ که است شده تشͺیل اشیائͬ

آمده اند. هم گرد یͺسان ویژگͬ ͷی داشتن علت به که است مشخص اشیاء از گردایه ای مجموعه). (ساده انگارانه ی ٣ تعریف

ͬ کند. م پیروی زیر اصول از تنها مجموعه ها نظریه ی ͬ آید، برم مجموعه ها ١ ساده انگارانه ی نظریه ی از که گونه آن واقع در

1naive

۶



مجموعه ها: ساده انگارانه ی نظریه ی موضوعه ی اصول ١. ٢. ١

هستند. برابر هم با دارند، یͺسانͬ اعضای که دومجموعه ای ͬ کند م بیان اصل این :٢ گسترش اصل .١

∀x∀y (∀z (z ∈ x↔ z ∈ y) → x = y)

طبیعͬ عدد هر برای دیͽر عبارتͬ به ͬ دهند. م مجموعه  ͷی تشͺیل دارند، مشخصͬ ویژگͬ که اشیایی :٣ ادراک اصل .٢

نسبت خاصͬ ویژگͬ اعضایش که دارد وجود مجموعه ای دارند، قرار مجموعه ها جهان در که x١, . . . , xn عناصر و n

نوشت: زیر به صورت ͬ توان م را اصل این آنگاه بنامیم، ϕ را خاص ویژگͬ این اگر دارند. عناصر این به

∀x١, · · · , xn∃y∀x
(
x ∈ y ↔ ϕ(x, x١, · · · , xn)

)
.

استفاده (با باشد مجموعه ها نظریه ی زبان در اول مرتبه ی فرمول ͷی ϕ(x, x١, . . . , xn) کنید فرض دیͽر، بیانͬ به

y مثل دارد وجود مجموعه ای که ͬ کند م بیان ادراک اصل صورت این در است). شده ساخته فرمول سازی، قواعد از

آشناتر، زبان به .ϕ(x, x١, . . . , xn) اگر تنها و اگر x ∈ y که به طوری

y = {x|ϕ(x, x١, . . . , xn)

است. مجموعه ͷی

ویژگͬ اگر صورت این در هستند، جهان) در (عناصری مجموعه x٢ و x١ عناصر که ͬ دانیم م ما کنید فرض مثال به عنوان

در هم مجموعه این اعضای که دارد وجود مجموعه ای ادراک اصل به بنا باشد، (x ∈ x١) ∧ (x ∈ x٢) به صورت ϕ

.x٢ مجموعه ی در هم و دارند قرار x١ مجموعه ی

به یعنͬ شود. نوشته باید ادراک اصل ͷی ϕ ویژگͬ هر برای درواقع نیست، اصل ͷی ادراک اصل که باشید داشته توجه

است. بفرد منحصر مجموعه این گسترش، اصل بنابه که دارد وجود مجموعه ای ͷی ϕ ویژگͬ هر ازای

بیان بالا اصول بͽیرید. درنظر را ϕ(x) := x /∈ x ویژگͬ است. ایراد دارای ͬ آید، برم آن نام از که همان گونه اصل بندی این اما

y ∈ y که کنید دقت است. مجموعه ͷی y = {x|x /∈ x} بنابراین دارد. وجود مجموعه ای ویژگͬ، این با متناظر که ͬ کنند م

y چون ،y /∈ y اگر همچنین .y /∈ y یعنͬ ͬ کند، م صدق ϕ ویژگͬ در صورت این در ،y ∈ y اگر زیرا؛ .y /∈ y اگر تنها و اگر

.y ∈ y پس ͬ کند، م صدق ϕ ویژگͬ در و است مجموعه

تعریف بنابراین ͬ شود. م نتیجه اصول این از کردیم، مشاهده که همان طور و ͬ گویند م ۴ راسل پارادوکس پارادوکس، این به

را تناقضͬ ͬ شود، م گرفته نظر در مجموعه برای که اصولͬ نباید داد. تغییر باید را مجموعه ها اصول یا و ͬ ها ویژگ یا مجموعه 

برسانند. اثبات به

که ͬ شود، م بیان دقیق تری موضوعه های اصول ͬ  شود؛ م کار دستور ریاضیات از مشͺل این زدودن بیستم، قرن ریاضیات در

برنیز‐گودل موضوعه اصول ادامه در شود. جلوگیری دیͽری!) احتمالͬ پارادکس هر (یا راسل پارادوکس رخ دادن از اصول آن در

کرد. خواهیم بیان را ۵

2extensionality
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حروف با را آنها که اول نوع دارند، وجود اشیا از نوع دو ͬ شود، م بیان برنیز‐گودل موضوعه اصول آن در که جهانͬ در

ͬ دهیم م نمایش لاتین ͷکوچ حروف با را آنها که دیͽر دوم نوع و ͬ نامیم م کلاسها را آنها و که ͬ دهیم م نمایش لاتین بزرگ

کلاسهائͬ نوعͬ به مجموعه ها و بزرگترند مجموعه ها از کلاسها که است این در اصول این شهود هستند. مجموعه ها همان که

باشند. ͷکوچ کافͬ اندازه ی به که هستند

A ∈ B و A ∈ x ،a ∈ A ،a ∈ b به صورت ͬ توانند م هستند نوشتن قابل اینجا در که فرمول هایی مثال به عنوان بنابراین

یͷ موضعͬ رابطه ای نماد نیازمند موضوعه، اصول این بیان برای کردیم، معرفͬ را آنها قبل در که نمادهایی این بر علاوه باشند.

X که است معنͬ این به ،Men(X) مثال برای ͬ کنیم. م استفاده آن از مجموعه ها کردن مشخص برای که هستیم، نیز ۶Men

است. نوشتن قابل نیز Men(X) ∧ (X ∧ Y ) فرمول پس است. مجموعه ͷی

نیست. مجموعه کلاس، هر لزوماً ولͬ است کلاس ͷی مجموعه، هر که باشید داشته توجه

برنیز‐گودل موضوعه اصول ١. ٣

٧ است. زیر به صورت برنیز‐گودل مجموعه های نظریه ی اول اصل سه

که معنͬ این به هستند، مجموعه کلاس ها، به متعلق عناصر .١

∀X∀Y (X ∈ Y → Men(X)).

از کلاس ها اعضای نمایش برای و ͬ گیریم م نظر در مجموعه را کلاس ها اعضای راحتͬ به درس، این ادامه ی در بنابراین

ͬ کنیم. م استفاده ͷکوچ حروف با متغیر های

برابرند. هم با شده اند، تشͺیل یͺسانͬ مجموعه های از که کلاس دو هر گسترش: اصل .٢

∀X∀Y (∀z(z ∈ X ↔ z ∈ Y ) → X = Y )

است. شده تشͺیل ويژگͬ آن دارای مجموعه های از که دارد وجود کلاسͬ مجموعه ها از ویژگͬ هر برای ادراک: اصل .٣

است. ویژگͬ کردن محدود مجموعه ها، ساده انگارانه ی نظریه ی ادراک اصل با اصل این تفاوت درواقع،

∀X١, · · · , Xn∃Y ∀X(X ∈ Y ↔ (Men(X) ∧ ϕ(X,X١, · · · , Xn))).

کنید). دقت حروف بودن بزرگ یا و ͷکوچ (به است کلاس ͷی Y = {x|ϕ(x,X١, . . . , Xn)} دیͽر، بیانͬ به یا

ͬ کند؟» م ایجاد تغییری چه ویژگͬ، کردن «محدود که است این ͬ کند م خطور ذهن به طبیعͬ طور به که سوالͬ اولین

ͬ کنیم. م بیان را اصل سه این از نتیجه چند ادامه در

دیͽر، بیانͬ به دارد. وجود مجموعه ها همه ی کلاس  .۴ نتیجه

V = {x|x = x}

است. کلاس ͷی
مجموعه معنͬ به Menge آلمانͬ کلمه ی اول ۶حرف

ادامه ی در را آنها بقیه ی و رسیده اند چاپ به Journal of Symbolic Logic در a system of axiomatic set theory مقاله ی در اصول این ٧

کرد. خواهیم معرفͬ درس
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دیͽر عبارتͬ به ͬ گوییم. م تهͬ کلاس آن به و ͬ شود م تعریف زیر به صورت که دارد وجود کلاس ͷی .۵ نتیجه

∅ = {x|¬(x ∈ x)}

در مجموعه ها، نظریه ی برای جهان ͷی در همچنین نیست. اثبات قابل فعلا V ̸= ∅ که کنید دقت است. کلاس ͷی

مجموعه  V که کرد ثابت ͬ توان نم اینجا تا که کنید توجه همچنین کنید!). (اثبات نیست مجموعه ای هیچ تهͬ کلاس

نه. یا است

بودن. کلاس ͷی عضو یعنͬ بودن، مجموعه واقع در ͬ کنیم. م معرفͬ را مجموعه هر کلͬ ساختار زیر قضیه ی در

باشد. کلاس ͷی از عضوی اگر تنها و اگر است مجموعه a عنصر .۶ قضیه

مجموعه ͷی a کنید فرض حال است. مجموعه ͷی a اول، اصل بنابه باشد، کلاس ͷی از عضوی a کنید فرض اثبات.

.a ∈ V صورت این در باشد،

ͬ کنیم. م استفاده است»، مجموعه x» بیان برای x ∈ V نماد از بعد، به این از

ͬ شود. م راسل» «قضیه ی به تبدیل اینجا در راسل» «تناقض

نیست. مجموعه که دارد وجود کلاسͬ دیͽر بیانͬ به دارد. وجود ٨ سره کلاس ͷی (راسل). ٧ قضیه

Y کلاس که ͬ کنیم م ادعا است. کلاس ͷی Y ادراک اصل بنابه صورت این در .Y = {x|x /∈ x} دهید قرار اثبات.

اگر Y ∈ Y که داشت خواهیم راسل پارادوکس مشابه باشد، مجموعه Y اگر صورت این غیر در زیرا نیست. مجموعه

.Y /∈ Y اگر تنها و

نیست. مجموعه که باشد داشته وجود کلاسͬ ͬ شود، م باعث ادراک اصل در ویژگͬ کردن محدود بنابراین

آنجا از و است کلاس ͷی Y = {x|x ̸∈ x} که کنید دقت ͬ دهد. نم رخ راسل»  «تناقض چرا که بپرسید خود از شاید

.Y ̸∈ Y نیست، مجموعه Y که

را ما ͬ های فرمول نویس آنها که ͬ کنیم، م معرفͬ را کوتاه نوشت و جدید نماد چند موضوعه، اصول ادامه ی بیان از قبل

کرد. خواهند ساده تر

A ⊆ B کوتاه نوشت از و است B زیرکلاس A کلاس که ͬ گوییم م صورت این در باشند، کلاس دو B و A اگر (آ)

هرگاه ͬ کنیم، م استفاده

∀x(x ∈ A→ x ∈ B).

ͬ کنیم م تعریف صورت این در باشند، کلاس دو B و A اگر (ب)

A ∪B = {x|(x ∈ A) ∨ (x ∈ B)}

دارد. وجود کلاسͬ چنین ادراک اصل طبق که کنید دقت ͬ نامیم. م کلاس دو این اجتماع را کلاس این که

8proper
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ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت را کلاس دو این اشتراک صورت این در باشند، کلاس دو B و A اگر (ج)

A ∩B = {x|(x ∈ A) ∧ (x ∈ B)}.

ͬ شود. م نتیجه ادراک اصل از نیز کلاس این وجود مشابه، طور به

ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت و ͬ دهیم م نشان A \B با را آنها تفاضل کلاس باشند، کلاس دو B و A اگر (د)

A \B = {x|x ∈ A ∧ x /∈ B}.

به صورت و ͬ دهیم م نمایش Ac نماد با را آن مͺمل کلاس صورت این در باشد، کلاس ͷی A اگر (ه)

Ac = {x|¬(x ∈ A)}

ͬ کنیم. م تعریف

به صورت و ͬ نامیم م A اجتماع را کلاس این اعضای همه ی اجتماع صورت این در باشد، کلاس ͷی A اگر ∪(و)
A = {x|∃a(a ∈ A ∧ x ∈ a}

ͬ دهیم. م نمایش

کلاس صورت این در باشد، کلاس ͷی A اگر ∩(ز)
A = {x|∀a(a ∈ A→ x ∈ a}

ͬ نامیم. م A کلاس اشتراک را

یعنͬ ͬ نامیم، م A زیرکلاس های همه ی کلاس را B(A) کلاس ،A کلاس برای (ح)

B(A) = {x|x ⊆ A}.

است. مجموعه ͷی کلاس، ͷی با مجموعه ͷی اشتراک :٩ تصریح اصل .۴

∀a∀A a ∩ A ∈ V

مجموعه کلاس، ͷی اعضای که ͬ دانیم م اول اصل از گرفت. نتیجه دیͽر اصول از ͬ توان نم را اصل این که کنید دقت

اصول بقیه ی و اول اصل از ͬ توان نم را است مجموعه خود، عضوِ ͷی با کلاس ͷی اشتراک حاصل اینکه ولͬ هستند.

گرفت. نتیجه

ͬ شوند. م نتیجه بالا اصول از زیر گزاره های

نیست. مجموعه V کلاس .٨ نتیجه

ͷی V ∩ A صورت این در باشد، مجموعه V اگر .A = {x|x /∈ x} بͽیرید، نظر در را راسل کلاس اثبات.

است. تناقض که است، مجموعه A بنابراین ،V ∩A = A طرفͬ از است. مجموعه
9specification
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است. سره کلاس ͷی V بنابراین

V؟ = A آیا .٩ سوال

است. مجموعه ͷی
∩
A آنگاه باشد، ناتهͬ کلاس ͷی A اگر .١٠ نتیجه

در بͽیرید. درنظر را a ∈ A است، ناتهͬ کلاس ͷی A چون طرفͬ از است. کلاس ͷی
∩
A که ͬ دانیم م اثبات.

ͷی
∩
A بنابراین .a ∩

∩
A =

∩
A طرفͬ از است. مجموعه ͷی a ∩

∩
A تصریح، اصل به توجه با صورت این

است. مجموعه

است. مجموعه A آنگاه ،A ⊆ b و باشد مجموعه ͷی b اگر .١١ نتیجه

است. مجموعه ͷی تصریح، اصل طبق A پس ،b ∩ A = A که آنجایی از اثبات.

است. اصل چند این برای مˀدلͬ جهان این که ͬ دهیم م ارائه را جهانͬ زیر، مثال در

مجموعه ای هیچ همچنین و تعلق رابطه ی هیچ و دارد وجود m کلاس فقط آن در که بͽیرید نظر در را جهانͬ .١٢ مثال

است. برقرار فوق اصول تمام جهان، این در است. m خود مجموعه ها همه ی کلاس بنابراین ندارد. وجود جهان آن در

جهان این کرد، تصور اصول این برای ͬ شود م که مˀدلͬ ساده ترین است. اصل چند این برای مˀدل ͷی جهان این بنابراین

.V = m = ∅ جهان این در که کنید دقت است.

است. مجموعه ͷی تهͬ کلاس تهͬ: مجموعه ی اصل .۵

∅ ∈ V.

ͬ بایست م ͬ گیریم، م نظر در اصول این برای که جهانͬ که ͬ شود م باعث اصول مجموعه ی به اصل این افزودن بنابراین

معرفͬ ١٢ مثال در که جهانͬ بنابراین باشد. ∅ ∈ V رابطه ی و تهͬ مجموعه ی و مجموعه ها همه ی کلاس شامل حداقل

نیست. اصول این برای مˀدلͬ دیͽر کردیم،

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را مجموعه دو این از شده تشͺیل کلاس باشند، مجموعه دو b و a کنید فرض تعریف١٣.

{a, b} = {x|x = a ∨ x = b}.

به صورت را مجموعه ها این همه ی شامل کلاس ͬ توانیم م باشیم، داشته را an, . . . , a١ مجموعه ی n اگر مشابه طور به

کنیم: تعریف در زیر

{a٠, · · · , an} = {x|x = a٠ ∨ · · · ∨ x = an}.

را اینجا در n طبیعͬ عدد پس نکرده ایم، تعریف مجموعه ها نظریه ی در را عددی هیچ ما اینجا، تا که باشید داشته توجه

منظورمان بͽیرید، نظر در را a٣ و a٢ و a١ مجموعه های دو ͬ گوییم م وقتͬ کنید. فرض ساده انگارانه طبیعͬ عدد همان

ادامه در بͽیرد! نظر در نیز را سومͬ ͬ تواند م بͽیرد، نظر در را مجموعه دو ͬ تواند م کسͬ که ͬ دانیم م و است مجموعه  سه

اعداد تفاوت به باید بحث، سرتاسر در خواننده کرد. خواهیم تعریف مجموعه ها نظریه ˄  در را طبیعͬ اعداد درس این

کند! فکر مجموعه ها نظریه ی در فرمال طبیعͬ اعداد و آشنا سهل انگارانه ی طبیع̞ͬ

١١



است. مجموعه ،{a, b} کلاس آنگاه باشند، مجموعه دو b و a اگر :١٠ جفت سازی اصل .۶

∀a, b {a, b} ∈ V.

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را دقیق طبیعͬ اعداد مجموعه ها، نظریه ی جهان در

⌜٠⌝ = {} = ∅

⌜١⌝ = {⌜٠⌝} = {∅}

⌜٢⌝ = {⌜٠⌝, ⌜١⌝} = {∅, {∅}}

⌜٣⌝ = {⌜٠⌝, ⌜١⌝, ⌜٣⌝}

نتیجه جفت سازی اصل همچنین و ͬ شود م نتیجه تهͬ مجموعه ی اصل از ⌜٠⌝ کلاس بودن مجموعه  که کنید دقت

⌜٣⌝ کلاس که کرد ثابت ͬ توان نم بالا اصول از استفاده با ولͬ هستند. مجموعه ⌜٢⌝ و ⌜١⌝ کلاس های که ͬ دهد م

است. مجموعه

مجموعه هایی همه ی و ∅ از مجموعه هایش قسمت در که بͽیرید نظر در اصول این مˀدل عنوان به را جهانͬ .١۴ مثال

بنابه صورت این در باشد. شده تشͺیل آنها زیرمجموعه های همه ی و ͬ آیند م دست به تهͬ از سازی زوج اصل توسط که

اصل از مجدد استفاده ی با و ،{∅, ∅} = {∅} مجموعه ی شامل مجموعه ها، بخش در کلاس این جفت سازی اصل

نتیجه آن از و کرد استفاده تعداد هر به ͬ توان م جفت سازی اصل از است. نیز {∅, {∅}} مجموعه ی شامل جفت سازی

هستند. جهان این مجموعه های جزو ... و {{{∅}}} ،{{{∅}}, {∅, {∅}}} ،{{∅}} مجموعه های مثلا که گرفت

جهان این در کلاس عنوان به چند هر ... و ⌜۴⌝ و ⌜٣⌝ ولͬ مجموعه اند ⌜٢⌝ و ⌜١⌝ ،⌜٠⌝ جهان این در که کنید توجه

هستند. مجموعه  که کرد اثبات ͬ توان نم فعلا́ ولͬ دارند وجود

وجود ͬ ای متناه مˀدل هیچ که ͬ شود م باعث اصول، به جفت سازی اصل شدن اضافه مثال، این به توجه با که کنید دقت

باشد. نداشته

است. مجموعه نیز
∪
a باشد، مجموعه a اگر اجتماع: اصل .٧

∀a
∪

a ∈ V

ͬ شود. م حاصل زیر نتایج قبلͬ، اصول به اصل این افزودن از

است. مجموعه نیز a ∪ b آنگاه باشند، مجموعه b و a اگر .١۵ نتیجه

ͷی
∪
{a, b} = a∪ b که ͬ شود م نتیجه اجتماع اصل از اکنون است. مجموعه {a, b} جفت سازی اصل بنابه اثبات.

است. مجموعه

نتیجه ͬ توان م بنابراین .⌜٣⌝ = {⌜٢⌝} ∪ ⌜٢⌝ زیرا است. مجموعه ⌜٣⌝ که ͬ شود م نتیجه اجتماع اصل از .١۶ نتیجه

دقت است. مجموعه ͷی ͬ شود، م تعریف ⌜n + ١⌝ = {⌜n⌝} ∪ ⌜n⌝ به صورت که دقیق طبیعͬ عدد هر که گرفت

است. مجموعه دقیق، طبیعͬ اعداد همه ی کلاس که گرفت نتیجه ͬ توان نم اصول این از که کنید
10pairing
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ͬ کنیم. م بیان را آنها زیر در که هستیم جدیدی تعاریف نیازمند اصول، بقیه ی بیان برای

ͬ دهیم م نشان ⟨a, b⟩ نماد با را عنصر دو این مرتب زوج̧ ،b و a مجموعه ی دو برای .(١١ ͬͺکوراتوفس (زوج ١٧ تعریف

داشته توجه ͬ گویند. م ͬͺکوراتوفس زوج̧ مرتب، زوج این به ͬ کنیم. م تعریف ⟨a, b⟩ = {{a}, {a, b}} به صورت و

است. مجموعه  ͷی مجموعه، دو ͬͺکوراتوفس زوج جفت سازی، اصل طبق که باشید

گرفت. نتیجه را زیر لم ͬ توان م به راحتͬ تعریف این از

.b = b′ و a = a′ اگر تنها و اگر ⟨a, b⟩ = ⟨a′, b′⟩ آنگاه باشند، مجموعه b′ و a′ ،b ،a اگر .١٨ لم

دیͽر، بیانͬ به است. مجموعه ͷیB(a) = {b|b ⊆ a} کلاس آنگاه باشد، مجموعه ͷی a اگر توان: مجموعه ی اصل .٨

است. مجموعه ͷی مجموعه، ͷی زیرمجموعه های همه ی از متشͺل کلاس

∀a B(a) ∈ V.

اصل این از قبل تا اما است، مجموعه  مجموعه، ͷی زیرمجموعه ی هر که ͬ دانیم م تصریح اصل طبق که کنید دقت

ͬ دهد. م مجموعه ͷی تشͺیل زیرمجموعه ها همه ی از متشͺل کلاس که کنیم نتیجه گیری ͬ توانیم نم

ͬ کنیم. م بیان را آنها ابتدا که هستیم، تعاریفͬ نیازمند ͬ گیریم، م اصل این از که نتایجͬ همچنین و بعدی اصل بیان برای

.١٩ تعریف

به صورت و ͬ دهیم م نشان A×B نماد با را آنها حاصلضرب کلاس ،B و A کلاس دو برای •

A×B = {⟨a, b⟩|a ∈ A ∧ b ∈ B}

کرد. تعریف نیز را V ×V کلاس ͬ توان م بنابراین ͬ کنیم. م تعریف

تشͺیل زوج مرتب هایی Rاز رابطه ی بنابراین ͬ گوییم. م رابطه ͷی باشد، V×V از زیرکلاسͬ کلاسRکه هر به •

⟨a, b⟩ ∈ R بیان برای aRb نماد از درس این ادامه ی در دارند. قرار V کلاس در آن مولفه های که است شده

تساوی رابطه ی و “ ∈ ” := {⟨a, b⟩|a ∈ b} به صورت ͬ توان م را تعلق رابطه ی مثال به عنوان ͬ کنیم. م استفاده

مجموعه. نه و هستند کلاس روابط، این که کنید توجه کرد. تعریف “ = ” := {⟨a, b⟩|a = b} به صورت را

و ͬ دهیم م نشان R ↾A نماد با را A کلاس به R رابطه ی تحدید باشد. کلاس ͷی A و رابطه ͷی R کنید فرض •

ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت

R ↾A= R ∩ (A×V).

ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را R رابطه ی دامنه ی باشد، رابطه ͷی R اگر •

D(R) = {x|∃y(⟨x, y⟩ ∈ R}.
11Kuratowski pair
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Wb(R) = {y|∃x(⟨x, y⟩ ∈ R)} به صورت و ͬ دهیم م نشان Wb(R) نماد با را R رابطه ی بˀرد مشابه، به طور

ͬ کنیم م تعریف باشد، کلاس ͷی A اگر همچنین ͬ کنیم. م تعریف

R[A] = {y|∃x(x ∈ A ∧ xRy)}.

بر R رابطه ی تحدید از کلاس این درواقع، ͬ نامیم. م A کلاس برروی R رابطه ی تصویر کلاس را کلاس این که

ͬ شود. م حاصل A کلاس

.y١ = y٢ که شود نتیجه xFy٢ و xFy١ از هرگاه ͬ نامیم، م ١٢ تابعال ͷی را F رابطه ی •

شود. قائل تمیز ͬ داند، م تابع از قبل از که تعریفͬ و تابعال تعریف بین بتواند باید خواننده

استفاده Wb(F ) ⊆ B و D(F ) = A اینکه بیان برای F : A→ B نماد از باشد، تابعال ͷی F اگر قرارداد.

ͬ کنیم. م

باشد. مجموعه F هرگاه گوییم، تابع را F تابعال •

ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت را رابطه دو این ترکیب صورت این در باشند، رابطه دو R و Q کنید فرض •

Q ◦R = {⟨x, y⟩|∃z(xRz ∧ zQy)}.

ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت و ͬ دهیم م نشان R−١ با را R معکوس رابطه ی کلاس ،R رابطه ی برای •

R−١ = {⟨x, y⟩|yRx}.

ͬ شود. م حاصل زیر نتیجه ی بالا تعاریف از

است. مجموعه نیز a× b آنگاه باشند، مجموعه b و a اگر .٢٠ نتیجه

آنجایی که از اثبات.

a× b =
{
{{x}, {x, y}}|x ∈ a ∧ y ∈ b

}
⊆ B(B(a ∪ b)),

است. مجموعه a× b تصریح اصل و توانͬ مجموعه ی اصل طبق پس

هر برای دیͽر، بیانͬ به است. مجموعه ͷی F [a] آنگاه باشد، مجموعه ͷی a و تابعال ͷی F اگر :١٣ جانشانͬ اصل .٩

F تابعال

∀a F [a] ∈ V.

ͬ آورد. م ارمغان به را زیر نتایج اصل، این افزودن

است. مجموعه r ↾a آنگاه مجموعه، ͷی a و باشد مجموعه  r رابطه ی اگر (آ) .٢١ لم

است. مجموعه نیز D(r) آنگاه باشد، مجموعه r اگر (ب)
12functional
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است. مجموعه نیز Wb(r) باشد، مجموعه r اگر (ج)

است. مجموعه نیز q ◦ r آنگاه باشند، مجموعه q و r رابطه های اگر (د)

است. مجموعه نیز r−١ آنگاه باشد، رابطه r اگر (ه)

است. مجموعه r ↾a بنابراین ،r ↾a⊆ r آنجایی که از (آ). اثبات.

است. مجموعه نیز D(r) پس است، مجموعه
∪∪

r و D(r) ⊆
∪∪

r چون (ب).

است. مجموعه بنابراین و Wb(r) ⊆
∪∪

r مشابه، به طور (ج).

طبق طرفͬ از .q ◦ r ⊆ D(r) ×Wb(q) پس ،qor = {⟨x, y⟩|∃z(xrz ∧ zqy)} که ͬ دانیم م تعریف طبق (د).

پس است. مجموعه نیز D(r) ×Wb(q) بنابراین هستند، مجموعه Wb(q) و D(r) که ͬ دانیم م (د) و (ب) موارد

است. مجموعه تصریح، اصل طبق نیز q ◦ r

است. مجموعه پس ،r−١ ⊆ Wb(r)×D(r) آنجایی که از (ه).

است. تابع ͷی F آنگاه باشد، مجموعه D(F ) اگر باشد. تابعال ͷی F کنید فرض .٢٢ نتیجه

تابعال تعریف طبق طرفͬ از است. مجموعه نیز F [D(F )] جانشانͬ، اصل بنابه است، مجموعه  D(F ) چون اثبات.

تابع لذا و است مجموعه F تابعال پس است، مجموعه مجموعه، دو حاصل ضرب چون و ،F ⊆ D(F )×F [D(F )]

است.

است. تابع ͷی ،F : a→ B تابعال هر که کرد بیان صورت این به ͬ توان م را نتیجه این

ͬ دهیم. م نشان AB نماد با را F : A→ B تابعال های همه ی کلاس باشند، کلاس دو B و A اگر .٢٣ نمادگذاری

است. مجموعه ͷی aB باشد، مجموعه B اگر .٢۴ نتیجه

اصل طبق همچنین و است مجموعه مجموعه، دو حاصلضرب که آنجا از و ،aB ⊆ B(a × B) که ͬ دانیم م اثبات.

است. مجموعه ͷی aB توانͬ، مجموعه ی

ساده انگارانه ادراکِ اصل تعمیر راستای در گسترش، اصل بجز اینجا، تا شده گفته اصول تمامͬ که باشید داشته توجه

ادارک اصل با متفاوت کاملا́ اصولͬ پرداخت، خواهیم آنها به زیر در که باقیمانده، اصل سه حال این با شده اند. بیان

شده اند. افزوده مجموعه ها نظریۀ به ریاضیاتͬ دیͽر نیازهای کردن برطرف برای که هستند

x اگر یعنͬ است، خوش بنیاد مجموعه ای هر که است این کرده ایم، بیان را آن زیر در که خوش بنیادی، اصل اصلͬ هدف

نامتناه̞ͬ دنبالۀ ͷی ͬ توان نم باشد، مجموعه  ͷی

. . . xn ∈ . . . x٢ ∈ x١ ∈ x

مجموعه ها ساخت اصول کارگیری به مرتبه متناهͬ با و تهͬ مجموعه ی از استفاده با مجموعه ای هر یعنͬ کرد. پیدا

در شدن برآورده قابل بالا خواسته ی که ͬ شود م باعث ١۴ فشردگͬ) قضیه ی (مثلا́ منطقͬ ͬ های پیچیدگ ͬ شود. م ایجاد

دارد. وجود غیرخوش بنیاد مجموعه های آنها در که ͬ شوند م پیدا مدلهائͬ همیشه قضیه این نتیجه ی ١۴در
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ادامه ی (در لیͺن ندارد، بالا گفته ی به شباهتͬ نیز زیر در اصل خوش بنیادی بیان نباشد. مجموعه ها نظریۀ مدلهای تمام

مجموعه ی ͷی با ͷبه ی ͷی تناظر در مجموعه ها نظریه ی اصول مدل ͷی در مجموعه  هر که دید) خواهیم درس همین

آن در خوش بنیاد مجموعه های بͽیریم، نظر در را مجموعه ها نظریه ی از مدلͬ اگر آن نتیجه ی در (و است خوش بنیاد

هستند). مجموعه ها نظریۀ برای مدلͬ دوباره مدل،

موکول بعدی جلسات به را بالا ͬ های پیچیدگ و پرداخته ایم آن نتایج برخͬ و خوش بنیادی اصل  دقیق بیان به زیر در

کرده ایم.

ندارد. اشتراکͬ هیچ آن با که دارد، مجموعه ای ناتهͬ کلاس هر :١۵ خوش بنیادی اصل .١٠

∀A ̸= ∅ ∃a ∈ A (a ∩ A = ∅)

است. زیر نتیجه ی ͬ آورد، م ارمغان به اصل این که نتایجͬ مهمترین از ͬͺی

داریم x ∈ V هر برای دیͽر بیان (به است برابر ،A راسل، کلاس با ،V مجموعه ها، همه ی کلاس .٢۵ نتیجه

.(¬(x ∈ x)

مجموعه ͷی {u} طرفͬ از .u ∈ u پس ،u /∈ A چون صورت این در .u ∈ V \A و V ̸= A کنید فرض اثبات.

است. خوش بنیادی اصل با تناقض در ͷی این و .u ∈ u ∩ {u} و است) کلاس نتیجه (در است

ͬ شود. نم یافت زیر صورت به مجموعه ها از متناهͬ دور هیچ .٢۶ نتیجه

x٠

x١

x٢x٣

..
.

xn ∈
∈

∈

∈
∈

∈

را خوش بنیادی اصل A = {x٠, . . . , xn} مجموعه ی صورت این در شوند، یافت مجمو عه هایی چنین اگر اثبات.

ͬ کند. م نقض

است: استقرائͬ» «کلاس ͷی مجموعه ها همه ی کلاس خوش بیادی، اصل به بنا

است. زیر ویژگͬ دارای که باشد کلاسͬ A کنید فرض .٢٧ نتیجه

∀a
(
(∀x ∈ a x ∈ A) → a ∈ A

)
.

.A = V صورت این در
15foundation
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V دیͽر، بیانͬ به نیز است. عضوش باشد، زیرمجموعه اش که مجموعه ای هر که است کلاسͬ تنها V دیͽر، بیانͬ به

آن در نیز مجموعه آن خودِ آنگاه باشد، باشد آن در مجموعه ͷی عناصر همه ی هرگاه که مجموعه هاست از کلاسͬ تنها

است.

b ∈ V \ A مجموعه ی خوش بنیادی، اصل بنابه است. ناتهͬ V \ A صورت این در .A ̸= V کنید فرض اثبات.

است. تناقض که .b ∈ A نتیجه در ،b ⊆ A پس .b ∩ (V \ A) = ∅ که است موجود

مجموعه ͷی در موجود مجموعه های همه ی که این از که گونه ای به باشد مجموعه ها درباره ی ویژگͬ ͷی φ اگر پس

φ ویژگͬ مجموعه ها همه ی آنگاه داراست، را ویژگͬ این هم مجموعه آن خود که شود نتیجه هستند دارا را ویژگͬ این

اعداد درباره ی ویژگͬ ͷی φ اگر ͬ کند: م روشن تر را آن طبیعͬ، اعداد درباره ˄  استقراء با گفته این شباهت هستند. دارا را

است، ویژگͬ این دارای هم n که گرفت نتیجه بشود هستند ویژگͬ این دارای n از کمتر اعدادِ که این از و باشد طبیعͬ

هستند. دارا را ویژگͬ این طبیعͬ اعداد همه ی آنگاه

توجه ͬ گیرد. م قرار A کلاس در ⌜n⌝ هر آنگاه x ∪ {x} ∈ A ،x ∈ A هر برای و ⌜٠⌝ شامل A کلاس اگر توجه:

داریم. نیاز نیز زیر اصل به منظور این برای خیر. یا است مجموعه A کلاس که ͬ دانیم نم هنوز ما که باشید داشته

.x∪{x} ∈ a ،x ∈ a هر برای و ∅ ∈ a که طوری به است موجود a مثل مجموعه ͷی نامتناهͬ: مجموعه ی وجود اصل .١١

دارد. وجود نامتناهͬ مجموعه ی ͷی که ͬ کند م بیان اصل این دیͽر، بیانͬ به

a؟ = N آیا .٢٨ سوال

داد. خواهیم پاسخ سؤال این به درس ادامه ی در

هستیم. زیر تعریف نیازمند اصل، آخرین بیان برای

انتخاب تابعال ͷی را F : A→ V تابعال ͷی باشد. ناتهͬ مجموعه های از متشͺل Aکلاسͬ کنید فرض تعریف٢٩.

.F (x) ∈ x ،x ∈ A هر برای هرگاه گوییم، ١۶

دیͽر، بیان به است. انتخاب تابع ͷی دارای است، شده تشͺیل ناتهͬ مجموعه های از که مجموعه ای هر انتخاب: اصل .١٢

.f(x) ∈ a ،x ∈ a هر برای که دارد وجود f : a→ V تابع آنگاه باشد، مجموعه  ͷی a اگر

که ͬ کند م بیان انتخاب اصل داریم. {ai}i∈N مانند ناتهͬ مجموعه های از گردایه ای که کنید فرض بهتر، بیانͬ به

نگاه در شاید .bi ∈ a ∩ ai که است موجود bi عنصر ،i ∈ N هر ازای به که طوری به a مانند دارد وجود مجموعه ای

کردن» «انتخاب همین ولͬ برسد، نظر به بدیهͬ هستند، ناتهͬ که گردایه این اعضای از عضو ͷی کردن» «انتخاب اول

ͬ شود. م نتیجه انتخاب اصل از است، «مجموعه» حاصل کلاس اینکه و

پرداخت. خواهیم اصل این معادل صورت های و اصل این به بیشتر ادامه در

استفاده آن از و کرده معرفͬ را کلاس مفهوم رسمͬ و واضح طور به که است این دارد، برنیز‐گودل موضوعه ی اصول که مزیتͬ

شد. قائل تفاوت مجموعه و کلاس بین باید همواره زیرا است، مختصری پیچیدگͬ دارای مدل ͷی مفهوم بنابراین ͬ کند. م

صحبت مجموعه ها مورد در فقط ١٧ZFC موضوعه ی اصول مانند مجموعه ها، نظریه ی برای دیͽر موضوعه های اصول در ولͬ
16choice functional
17Zermelo, Fränkel, (and axiom of) Choice
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رهایی کلاس مفهوم از تا ͬ کند م استفاده فرمولͬ از زیرکͬ با تصریح، اصل در ولͬ ͬ شود. نم کلاس ها مفهوم وارد اصلا و ͬ کند م

اصل ادامه در ͬ دهد. م رخ راسل پارادوکس صورت آن در زیرا ندارد، وجود ادراک اصل موضوعه، اصول این در بنابراین یابد.

است. معادل برنیز‐گودل موضوعه ی اصول با موضوعه اصول این که ͬ کنیم م ثابت و ͬ کنیم م بیان را ZFC موضوعه ی

انتخاب اصل با زِرم˼لو‐فرانکل مجموعه های نظریه ی ۴ .١

از نامͬ و ͬ شود م استفاده مجموعه ها از فقط کردند، ارائه مجموعه ها نظریه ی برای فرانک˼ل و زِرم˼لو که موضوعه ای اصول در

که صورت بدین دارد؛ وجود ZFC مجموعه های نظریه ی در کلاس از ضمنͬ درکͬ حال، این با ͬ آید. نم میان به کلاس ها

متغیرهای فقط متغیر ها، بنابراین نباشند. مجموعه است ممͺن و ͬ شوند م تعریف فرمول ها توسط که هستند چیزهائͬ کلاس ها

تعلق، رابطه ی برنیز‐گودل، موضوعه ی اصول مشابه ͬ کنیم. م استفاده ͷکوچ حروف از آنها نمایش برای که هستند مجموعه ای

توضیح درس ابتدای در که ͬ ای منطق ادوات و تساوی و رابطه ای نماد این از استفاده با فرمول ها و دارد وجود زبان در نیز ،∈

است. زیر شرح به ZFC موضوعه ی اصول ͬ شوند. م ساخته شد، داده

گسترش: اصل .١

∀x∀y
(
∀z(z ∈ x↔ z ∈ y) → x = y

)
.

{y ∈ x|ϕ(y)} آنگاه باشد، مجموعه x و مجموعه ها نظریه ی زبان در اول مرتبه ی فرمول ͷی ϕ اگر :١٨ تصریح اصل .٢

دیͽر به عبارتͬ است. مجموعه ͷی

∀x١, · · · , xn∀x∃y
(
∀x٠(x٠ ∈ y ↔ x٠ ∈ x ∧ ϕ(x٠, x١, · · · , xn))

)
.

که معنͬ این به

y = {x٠|x ∈ x٠ ∧ ϕ(x٠, x١, · · · , xn)}.

این در درواقع، است. اصول از شمایی درواقع اصل این بنابراین دارد، وجود اصل ͷی فرمول، هر برای که کنید توجه

اما است. شده جلوگیری راسل پارادوکس دادن رخ از دارد را ϕ ویژگͬ که x مجموعه ی ͷی افزودن با زیرکͬ به اصل

هستند. کلاس ͷی ،ZFC تصور در دارند را ϕ ویژگͬ که مجموعه هایی گردایه ی که کرد فرض چنین این ͬ توان م

دارد. وجود تهͬ مجموعه ی تهͬ: مجموعه ی وجود اصل .٣

∃y ∀x¬(x ∈ y).

هستند. مجموعه {x, y} آنگاه باشند، مجموعه y و x اگر جفت سازی: اصل .۴

∀x∀y ∃z(∀t(t ∈ z ↔ t = x ∨ t = y)).

است. مجموعه هم
∪
x آنگاه باشد، مجموعه x اگر اجتماع: اصل .۵

∀x∃y ∀t
(
t ∈ y ↔ ∃s(s ∈ x ∧ t ∈ s)

)
.

18specification
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است. مجموعه مجموعه، ͷی زیرمجموعه های تمام گردایه ی توان: مجموعه ی وجود اصل .۶

∀x∃y∀t(t ∈ y ↔ t ⊆ x).

برای کنید فرض همچنین باشند. مجموعه x٢, . . . , xn و ویژگͬ ͷی ϕ کنید فرض اصل): (شمای ١٩ جای گذاری اصل .٧

دیͽر، عبارتͬ به باشد. برقرار ϕ(x٠, x١, x٢, . . . , xn) که کرد پیدا x٠ مجموعه ی ͷی تنها بتوان x١ مجموعه ی هر

مجموعه  ͷی تشͺیل x مجموعۀ ͷی روی تابع این تصویرِ آنگاه ͬ کند. م تعریف «تابع» ͷی که باشد فرمولͬ ϕ ویژگͬ

دقیق تر، بیان به ͬ دهد. م

∀x٢, · · · , xn∀x
(
(∀x١∃!x٠ϕ(x٠, x١, x٢, · · · , xn)) →

∃y∀x٠(x٠ ∈ y ↔ ∃x١(x١ ∈ x ∧ ϕ(x٠, x١, x٢, · · · , xn))
)
.

تابع از منظور است. مجموعه «تعریف پذیر»، تابع ͷی تحت مجموعه، ͷی تصویر که ͬ کند م بیان اصل این واقع در

از فرار برای موضوعه اصول این در بنابراین کرد. تعریف زبان در فرمولͬ با را آن بتوان که است تابعͬ تعریف پذیر،

ͬ کند. م استفاده تعریف پذیر» «تابع̧ مفهوم از جای گذاری، اصل در کلاس مفهوم

مجموعه ای شامل کلاس، هر که شد بیان صورت بدین خوش بنیادی اصل برنیز، و گودل اصول در خوش بنیادی: اصل .٨

بیان برای فرمولͬ شمای ͷی از کلاس، مفهوم بردن بͺار از گریز برای قبل، اصل مشابه ندارد. اشتراک آن با که است

ͬ گیریم. م ͷکم اصل این

∀x١, · · · , xn
(
∃x٠ϕ(x٠, x١, · · · , xn) → ∃y(ϕ(y, x١, · · · , xn) ∧ ∀z(z ∈ y → ¬ϕ(z, x١, · · · , xn))

)
.

دارد. وجود نامتناهͬ مجموعه ی ͷی نامتناهͬ: مجموعه ی وجود اصل .٩

∃x
(
∅ ∈ x ∧ ∀y(y ∈ x→ y ∪ {y} ∈ x)

)
.

آنگاه است، شده تشͺیل ناتهͬ مجموعه های از که باشد مجموعه ͷی x اگر که است این بیان هدفمان انتخاب: اصل .١٠

زیر صورت به ͬ توان م را اصل این .y ∈ x هر برای f(y) ∈ y که طوری به است موجود f : x →
∪
x تابع ͷی

x در موجود مجموعه ی هر با که دارد وجود مجموعه ای آنگاه باشد، شده تشͺیل ناتهͬ مجموعه های از x اگر کرد: بیان

مجموعه آن در تابع مقدار ،x در موجود مجموعه های تک تک با مجموعه آن اشتراک واقع در دارد. اشتراک ͷی دقیقاً

است.

اگر که معنͬ این به است. زد اف سͬ و برنیز‐گودل موضوعه اصول بودن معادل بیانگر که کرد خواهیم اثبات قضیه ای ادامه در

پیش است. یͺسان یادشده موضوعۀ اصول دو هر منظر از جمله این شدن اثبات آنگاه باشد، مجموعه ها مورد در «جمله» ͷی ϕ

داریم. نیاز دیͽر منطقͬ نیاز پیش چند آن از

است. افزوده بود، شده ارائه زِرم˼لو توسط قبلا́ که موضوعه ای اصول به را اصل این فقط ١٩فرانکل

١٩



بحث ادامۀ برای منطقͬ پیش نیاز چند ۵ .١

ϕ فرمول ZFC مˀدل های تمام در که است این ͬ شود م اثبات ZFC موضوعه ی اصول از ϕ جمله ی اینکه از منظور :١ توجه

تمام در جمله ͷی زمانͬ که ͬ داند م منطق با آشنا خواننده  ی ͬ دهیم. م نمایش ZFC ⊢ ϕ نماد با را حقیقت این است. درست

باشد. داشته وجود آن اثبات برای متناهͬ روشͬ که است درست ZFC مدل های

برای نباشد. درست آن در ϕ ولͬ باشند برقرار ZFC اصول تمامͬ آن در که باشد داشته وجود جهانͬ هرگاه ،ZFC ̸⊢ ϕ بنابراین

باشید: داشته نظر در را زیر موارد مطلب، بهتر درک

نه و شود ثابت ZFC در ϕ نه که است ممͺن .ZFC ⊢ ¬ϕ که نیست این با معادل تعاریف، به بنا ،ZFC ̸⊢ ϕ اینکه .١

.¬ϕ

وجود ͬ تواند نم ZFC برای مدلͬ هیچ آنگاه ،ZFC ⊢ ¬ϕ و ZFC ⊢ ϕ که طوری به شود پیدا ϕ مانند جمله ای اگر .٢

ͬ دهد. م رخ تناقض مدل آن در مدل، وجود صورت در زیرا باشد؛ داشته

هستند. زیر سوال دو بود، خواهیم آنها به دادن پاسخ دنبال به که سوالاتͬ مهمترین درس این ادامه ی در

ZFC؟ ̸⊢ ¬ϕ همچنین و ZFC ̸⊢ ϕ که به طوری یافت ͬ توان م را ϕ مانند جمله  ای آیا .١ .٣٠ سوال

ZFC؟ ⊢ ¬ϕ همچنین و ZFC ⊢ ϕ که به طوری ͬ شود م پیدا ϕ مانند جمله ای آیا .٢

ZFC و BG مقایسۀ ۶ .١

است. ZFC موضو عه ی اصول از ٢٠ نگهدارنده توسیع ͷی (برنیز‐گودل)، BG موضوعه ی اصول .٣١ قضیه

کنید فرض .BG ⊢ ϕ اگر تنها و اگر ZFC ⊢ ϕ آنگاه، باشد مجموعه ها درباره ی جمله ای ϕ اگر که دهیم نشان باید اثبات.

هستند)، مجموعه ها درباره ی اصول (این است درست BG در ZFC اصول تمام که آنجایی از صورت این در ،ZFC ⊢ ϕ

برقرار ϕ نقیض M در و باشد ZFC برای مˀدلͬ M کنید فرض صورت این در ،ZFC ̸⊢ ϕ کنید فرض حال .BG ⊢ ϕ پس

مˀدلͬ به را ZFC برای M مˀدل همین منظور، این برای است. برقرار ϕ نقیض آن در که ͬ کنیم م پیدا BG برای مˀدل ͷی باشد.

فرمول در که کنید دقت بͽیرید. نظر در {x|ϕ(x, y١, . . . , yn)} به صورت را مˀدل این کلاس های ͬ کنیم. م تبدیل BG برای

وجود سره ای کلاس هیچ و ͬ شود م مجموعه به تبدیل کلاس این صورت این در زیرا باشد، نباید x ∈ a به صورت فرمولͬ ϕ

در که مجموعه هایی و ،K ͬ شوند، م ساخته صورت این به که کلاس هایی اجتماع را BG مˀدل جهان صورت این در ندارد.

مانند مجموعه ها، در ∈ که (K ∪ S,∈) اینکه بررسͬ صورت این در .K ∪ S یعنͬ بͽیرید، نظر در ،S دارند، قرار M مˀدل

برای مˀدلͬ ͷی است، ͬ کند م تعریف را کلاس که فرمولͬ بودن برقرار با معادل کلاس ها در ∈ و ͬ شود م Mتعبیر در تعلق همان

که باشید داشته توجه است. برقرار جهان این در BG اصول تمام که بدهید نشان باید ͬ کنیم. م بیان مختصر به طور را است BG

گونه ای به یا انتخاب) اصل (مانند اصل خود یا دیͽر اصول بقیه زیرا است، بیشتری دقت به نیاز ادراک، اصل اثبات برای فقط

است: زیر به صورت ادراک اصل شده اند. بیان ZFC در دیͽر

∀B١, · · · , Bn∃A(x ∈ A↔ ϕ(x,B١, · · · , Bn))

20conservative extension
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کرد. بیان نیز زیر به صورت ͬ توان م را اصل این

∀x١, · · · , xk
(∧

ϕBi
(x١, · · · , xk) → ∃A(x ∈ A↔ ϕ(x, x١, · · · , xk))

)
,

این بنابراین است، نشده استفاده کلاس ها از ادراک اصل بیان این در ͬ کند. م تعریف را Bi کلاس که است فرمولͬ ϕBi
که

M جهان در جمله ای اگر بنابراین است. برقرار نیز جدیدمان جهان در نیز اصل این پس کرد، بیان ZFC در ͬ توان م را اصل

نیست. برقرار نیز کردیم تبدیل BG برای مˀدلͬ به را آن که ،K ∪ S جهان در جمله  این نباشد، برقرار

تمرین ١. ٧

تناظر ͷی N و Bω(N) بین که ͬ دانیم م باشد. N متناهͬ زیرمجموعه های همه ی مجموعه ی Bω(N) کنید فرض .١ تمرین

باشد. برقرار زیر ͷبه ی ͷی تناظر که کنید فرض مثلا دارد. وجود ͷبه ی ͷی

g : Bω(N) −→ N

{n١, · · · , nk} 7→ g({n١, · · · , nk})

این به باشند. N نامتناهͬ زیرمجموعه های تمام آن سرۀ کلاسهای و باشند N عناصر آن مجموعه های که بͽیرید درنظر را جهانͬ

نیستند. مجموعه که هستند کلاس هایی نامتناهͬ، زیرمجموعه های که معنͬ

کنید: تعریف زیر به صورت نیز را تعلق رابطه ی

طبیعͬ. تعلق̞ رابطه ی نیستند: مجموعه که کلاس هایی و مجموعه ها بین •

مجموعه ها: و مجموعه ها بین •

n١ ∈ n٢ ⇐⇒ n١ ∈ g(n٢)

ͬ کنید م پیشنهاد gای تابع چه خوش بنیادی. اصل مͽر است بالا اصول تمامͬ مدل M که دهید نشان بنامید. M را بالا جهان

باشد. برقرار خوش بنیادی اصل که

بنویسید. دقیق به صورت را ZFC موضوعه اصول در انتخاب اصل صورت .٢ تمرین

٢١



٢ فصل

زرن لم و خوش ترتیبی اصل

پیش نیاز  های و تعاریف ابتدا منظور این برای ͬ کنیم. م بیان را زُرن لم و خوش ترتیبی یعنͬ انتخاب، اصل معادل دو فصل این در

ͬ کنیم. م بیان را آن

خوش ترتیبی ٢. ١

.(r ⊆ u× u ) باشد u روی رابطه ͷی r و باشد مجموعه ͷی u کنید فرض .١ تعریف

که معنͬ این به باشد، داشته متعدی و پادبازتابی خاصیت هرگاه است ترتیبی r رابطه ی ترتیبی: رابطه ی •

∀x ¬(xrx),

∀x, y, z ((xry) ∧ (yrz) → xrz).

که معنͬ این به باشند. مقایسه قابل هم با عناصر همه  هرگاه گوییم خطͬ را r ترتیبی رابطه ی خطͬ: ترتیبی رابطه ی •

∀x, y
(
(xry) ∨ (yrx) ∨ (x = y)

)
.

خطͬ خاصیت ترتیب رابطه ی اگر است. «<» رابطه ی به شبیه خطͬ ترتیبی رابطه ی که کرد فرض شهودی به طور ͬ توان م

ͬ نامیم. م ١ جزیی ترتیب را آن نبودند، مقایسه قابل هم با عناصر تمام یعنͬ نداشت، را بودن

u از ناتهͬ زیرمجموعه ی هر هرگاه نامیم خوش بنیاد را u روی r خطͬ ترتیبی رابطه ی خوش بنیاد: خطͬ ترتیبی رابطه ی •

که معنͬ این به ͬ دهیم. م نمایش minr نماد با را عنصر این باشد. r رابطه ی به نسبت ابتدا عنصر دارای

∀a ⊆ u
(
a ̸= ∅ → ∃x ∈ a (∀y ∈ a( x = y ∨ xry))

)
.

است. اول مرتبه فرمولͬ بالا، فرمول که باشید داشته توجه

است. خوش ترتیبی ͷی ū = (u, r) ͬ گوییم م صورت این در

1partial ordering
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ندارد. ابتدا عنصر که دارد وجود a ⊆ u ناتهͬ زیرمجموعه ی آنگاه نباشد، خوش بنیاد (u, r) و باشد ناتهͬ u اگر .٢ مشاهده

مشابه به طور .b١rb٠ که دارد وجود b١ ∈ a عنصر پس نیست، a مجموعه ی ابتدای عنصر b چون آنگاه ،b٠ ∈ a اگر پس

a در ͬ توان م را نامتناهͬ (!) نزولͬ دنباله ی ͷی بنابراین .. . . rb٣rb٢rb١ که یافت طوری را b٢, b٣, . . . ∈ a عناصر ͬ توان م

صورت به آن اثبات برای است، توجیه قابل راحتͬ به طبیعͬ اعداد از ما ساده انگارانه ˄ درک با مشاهده این چند هر کرد. پیدا

در فعلا́ که داریم ابزارهائͬ به نیاز مجموعه ها) نظریه ˄ جهان در طبیعͬ اعداد گرفتن نظر در با (یعنͬ مجموعه ها نظریه ی در دقیق

پرداخت. خواهیم بدان دوباره درس آینده ˄ بخشهای در ولͬ ͬ گذاریم م کنار خود برای را شهود این فعلا نداریم. اختیار

بر علاوه و باشد خوش بنیاد ترتیبی رابطه ی ͷی R هرگاه است، خوش ترتیبی ͷی Ū = (U,R) کلاسͬ زوج مشابه به طور

باشد. مجموعه ͷی زیر، کلاس x ∈ U هر برای آن

U(x) = {y ∈ U |yRx}.

نظر در را U \ {a} مجموعه ی حال است. a ابتدای عنصر دارای U آنگاه باشد، خوش ترتیبی ͷی Ū = (U,R) اگر

رابطه ی به نسبت ͬ ای تال دارای U در عنصر هر بنابراین است. R رابطه ی به نسبت b ابتدای عنصر دارای نیز کلاس این بͽیرید.

گرفت. درنظر U \ (U(a) ∪ {a}) کلاس ابتدای عنصر به صورت ͬ توان م را R رابطه ی به نسبت a عنصر هر تالͬ است. R

عنصری هیچ تالͬ که عناصری به نیست. دیͽر عنصری تالͬ لزوماً ولͬ است تالͬ ͷی دارای عنصری، هر که باشید داشته توجه

ͬ گوییم. م حدی عنصر نباشند، کلاس عنصر بزرگترین همچنین و نباشند

هرگاه است U از ابتدایی٢ بخش ͷی V ͬ گوییم م .V ⊆ U و باشند خوش ترتیبی دو (V,R) و (U,R) کنید فرض .٣ تعریف

دلیل زیر نتیجه ˄  در .y ∈ V آنگاه yRx اگر ،y ∈ U هر و x ∈ V هر برای دیͽر به عبارتͬ .V(x) = U(x) ،x ∈ V هر برای

است. شده روشن ابتدائͬ» «بخش  نام گذاری

برای V = U(a) یا V = U یا آنگاه باشد U از ابتدایی بخش ͷی V اگر باشد. خوش ترتیبی (U,R) کنید فرض .۴ نتیجه

.a ∈ U ͷی

دهید قرار است. ابتدا عنصر دارای بنابراین است. U از ناتهͬ زیرکلاسͬ U \ V صورت این در .V ̸= U کنید فرض اثبات.

چون حال .xRa پس ،a = minR(U \ V ) چون .x ∈ V کنید فرض .V = U(a) که ͬ کنیم م ادعا .a = minR(U \ V )

پس ،xRa صورت این در ،x ∈ V(a) = U(a) که کنید فرض حال .x ∈ V(a) = U(a) پس است، U ابتدایی قسمت V

.x ∈ V

ابتدایی بخش های بالا نتیجه به توجه با بنابراین (چرا؟)، است U از ابتدایی بخش ͷی U(a) ،a ∈ U هر برای که آنجا از

هستند. ،a ∈ U ͷی برای U(a) به صورت دقیقاً U کلاس

F : (U,R) → پوشای و ͷبه ی ͷی تابعال باشند. خوش ترتیبی دو V̄ = (V, S) و Ū = (U,R) کنید فرض .۵ تعریف

این در .F (x)SF (y) اگر تنها و اگر xRy باشیم داشته ،U در y و x عنصر دو هر برای هرگاه گوییم ٣ ایزومرفیسم را (V, S)

است. ایزومرف V̄ با Ū ͬ گوییم م صورت

.ū ∼= v̄ ͬ نویسیم م باشند، ایزومرف v̄ = (v, s) و ū = (u, r) خوش ترتیبی دو اگر

2initial part
3isomorphism
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ابتدایی بخش دو با V کنید فرض همچنین باشند. خوش ترتیب کلاس دو V̄ = (V, S) و Ū = (U,R) کنید فرض .۶ قضیه

و F : V̄ → Ū کنید فرض دیͽر، بیان به هستند. برابر هم با ابتدایی بخش دو آن صورت این در باشد. ایزومرف U از

.F (x) = G(x) ،x ∈ V هر برای صورت این در باشند. U ابتدایی بخش دو و V میان ایزومرفیسم دو G : V̄ → Ū

G[V ] و F [V ] که طوری به باشند ایزومرفیسم دو .G : V → U و F : V → U ،a, b ∈ U برای کنید فرض اثبات.

روی F مقادیر که کنید فرض همچنین .F (minV ) = G(minV ) = minU که کنید دقت باشند. U از اولیه ای بخشهای

صورت این در بدانیم. را V(x)
F (x) = min(U − f [V(x)]).

x از کمتر عنصری آنگاه آنگاه yRF (x) اگر F (x)Ry اگر .min(U − f [V(x)]) = y که کنید فرض بالا گفتۀ اثبات برای

و F (x) ∈ F [V(x)] داریم آنگاه F (x)Ry اگر است. F [V(x)] از خارج y اما ببرد. y به را آن F که باشد داشته وجود باید

است. ناممͺن F بودن ایزومرفیسم به بنا این

چون صورت این در .F (x) ̸= G(x) که است موجود چنان x ∈ V بنابراین .F [V ] ̸= G[V ] کنید فرض حال

.m = min({x|F (x) ̸= G(x)}) دهید قرار است. ابتدا عنصر دارای پس Vاست، از ناتهͬ زیرکلاسͬ {x|F (x) ̸= G(x)}

است. تناقض این و F (m) = G(m) قبل، بند به بنا رو این از و F [V(m)] = G[V(m)] صورت این در

گرفت. نتیجه ͬ توان م را زیر مشاهده بالا نتیجه اثبات از

ایزومرف V از ابتدایی بخش ͷی با U از ابتدایی بخش هر اگر تنها و اگر هستند ایزومرف V و U خوش ترتیبی دو .٧ مشاهده

باشد.

باشد. خوش ترتیب که گونه ای به کنیم تعریف خوش ترتیبی ها بین ترتیبی داریم سعͬ درس، ادامه ی در

هرگاه ū < v̄ ͬ نویسیم م و است کوچͺتر v̄ از ū ͬ گوییم م صورت این در باشند. خوش ترتیبی دو v̄ و ū کنید فرض .٨ تعریف

داد. تعمیم کلاس ها برای ͬ توان م را تعریف این مشابه طور به باشد. ایزومرف v̄ از سره ابتدایی̞ بخش ͷی با ū

دارد: پادبازتابی خاصیت رابطه، این

نیست. ایزومرف خود سره ی ابتدایی̞ بخش ͷی با خوش ترتیبی مجموعه ی هیچ .٩ نتیجه

در ،ū ∼= ū(a) باشیم داشته a ∈ u ͷی برای اگر حال .ū ∼= ū صورت این در باشد. خوش ترتیبی ͷی ū کنید فرض اثبات.

است. تناقض که ū = ū(a) ،۶ قضیه ی به بنا صورت این

رابطه ، این آن بر علاوه است. ترتیب ͷی رابطه، این نتیجه در و است نیز متعدی رابطه این که داد نشان ͬ توان م به سادگͬ

است. نیز خطͬ ترتیبِ رابطه ی ͷی شبیه

.Ū ∼= V̄ یا و V̄ < Ū یا ،Ū < V̄ یا آنگاه باشند، خوش ترتیب کلاس دو V̄ و Ū اگر .١٠ قضیه

دو چون .F = {(a, b)|a ∈ U ∧ b ∈ V ∧ U(a)
∼= V(b)} دهید قرار .V̄ = (V, S) و Ū = (U,R) کنید فرض اثبات.

بنابه که کنید توجه .((minR(U),minS(V )) ∈ F (زیرا است ناتهͬ F کلاس پس هستند، خوش ترتیبی ،V و U کلاس

از ابتدایی بخش ͷی نیز Wb(F ) همچنین و U از ابتدایی بخش ͷی D(F ) این، بر علاوه است. تابعال ͷی F ،١٠ قضیه ی
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به .y ∈ D(F ) پس y ∈ U(x) آنگاه ،yRx و y ∈ U اگر بنابراین .U(x)
∼= V(F (x)) آنگاه ،x ∈ D(F ) اگر زیرا است. V

ͷی با U صورت این در ،D(F ) = U اگر حال است. V از ابتدایی بخش ͷی نیز F بˀرد که داد نشان ͬ توان م هم مشابه طور

اگر حال است. ایزومرف U ابتدایی بخش ͷی با V آنگاه ،Wb(F ) = V اگر همچنین است. ایزومرف V از ابتدایی بخش

صورت این در .b = minS(Wb(F )) و a = minR(U −D(F )) دهید قرار آنگاه ،Wb(F ) ̸= V و D(F ) ̸= U هم

a زیرا است، تناقض این که .(a, b) ∈ F که معنͬ این به ،U(a)
∼= V(b) بنابراین .Wb(F ) = V(b) و D(F ) = U(a)

باشند. ابتدایی بخش همزمان ͬ توانند نم F بˀرد یا دامنه بنابراین نداشت. قرار F دامنه ی در که بود U از عنصری کوجͺترین

.Ū ∼= V̄ یا و V̄ < Ū یا ،Ū < V̄ یا پس

ͬ شود. م حاصل زیر جالب نتیجه ی قضیه، این از

سره ی خوش ترتیب کلاس دو بهتر، بیان به است. موجود خوش ترتیب سره ی کلاس ͷی حداکثر ایزومرفیسم، حد در .١١ نتیجه

ندارد. وجود غیرایزومرف

بدون .V < U یا و U < V یا صورت این در باشند، غیرایزومرف خوش ترتیب سره ی کلاس دو V و U کنید فرض اثبات.

امͺان پذیر چیزی چنین اما .a ∈ V ͷی برای ،U ∼= V(a) صورت این در .U < V کنید فرض مساله، کلیت از شده کاسته

باشد. ایزومرف سره کلاس̞ ͷی با ͬ تواند نم جای گذاری اصل طبق و است مجموعه ͷی V(a) زیرا نیست،

داد. خواهیم درس ادامه در را سوال این پاسخ دارد؟ وجود خوش ترتیب سره ی کلاس ͷی حداقل آیا اما

است. زیر قضیه ی فصل، این قضایای مهمترین از ͬͺی

قرار ترتیبی ͬ توان م شده داده مجموعه ˄ هر روی یعنͬ کرد؛ خوش ترتیب ͬ توان م را مجموعه  هر خوش ترتیبی). (اصل ١٢ قضیه

باشد. خوش ترتیب ترتیب، این با نظر مورد مجموعه ی که داد

کند. خوش ترتیب را مجموعه  آن که کرد تعریف رابطه ͷی ͬ توان م مجموعه هر روی که ͬ کند م بیان قضیه این

خارج  عنصری a ⊊ u هر برای که باشد انتخابی تابع f کنید فرض باشد. دلخواه مجموعه ای u کنید فرض .١٢ قضیه ی اثبات

همچنین و باشد خوش ترتیب a هرگاه بنامید خوب خوش ترتیبِ مجموعه ی ͷی را a ⊆ u مجموعه ی ͷی ͬ کند. م انتخاب a از

∀x ∈ a x = f(a(x)).

که باشد همانͬ ابتدایی، بخش هر از بعد عنصر اولین بهتر، بیانͬ به کرده ایم. تعریف انتخاب تابع از استفاده با را ترتیب یعنͬ

ͬ کند. م انتخاب f تابع

a ابتدایی بخش ͷی b یا است b ابتدایی بخش ͷی a یا آنگاه باشند، خوب خوش ترتیبِ مجموعه ی دو a, b ⊆ u اگر .١٣ لم

است.

این g کنید فرض باشد. ایزومرف b ابتدایی بخش ͷی با a کنید فرض کلیت، از کاستن بدون و ١٠ قضیه ی بنابه اثبات.

تابع که است عنصری a عنصر اولین آنجایی که از است. همانͬ تابع ایزومرفیسم، این که ͬ دهیم م نشان باشد. ایزومرفیسم

که است واضح صورت این در است. نیز b عنصر اولین عنصر همین و ͬ کند م انتخاب تهͬ مجموعه ی خارج از را آن انتخاب

چون صورت این در .x = min{x|g(x) ̸= x} دهید قرار حال ͬ کند. م عمل همانͬ تابع مانند عنصر این روی g ایزومرفیسم

تابع همان g ایزومرفیسم بنابراین است، تناقض که .g(x) = x پس ،g[a(x)] = g[b(x)] نیز و x = f(a(x)) = f(b(x))

است. b از ابتدایی بخش ͷی a ͬ دهید م نتیجه که است همانͬ
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این در هستند. خوب خوش ترتیبِ که باشند u از زیرمجموعه هایی همه ی خانواده ی {(ai, ri)|i ∈ I} کنید فرض .١۴ لم

است. خوب خوش ترتیبِ مجموعه ی ͷی نیز (
∪
ai,

∪
ri) صورت

x ∈ aj بنابراین ،x ∈
∪
ai کنید فرض منظور این برای است. خطͬ ترتیبِ ͷی (

∪
ai,

∪
ri) ͬ دهیم م نشان ابتدا اثبات.

(x, y) ∈
∪
ri و x, y, z ∈

∪
ai کنید فرض حال .¬(x, x) ∈

∪
ri پس ،¬(x, x) ∈ rj که آنجایی از .j ∈ I ͷی برای

دیͽری زیرمجموعه ی آنها از ͬͺی که داریم خوش ترتیب خوبِ زیرمجموعه ی دو هر برای که آنجایی از .(y, z) ∈
∪
ri و

rj رابطه ی چون حال .(y, z) ∈ rj و (x, y) ∈ rj پس .x, y, z ∈ aj که به طوری است موجود j ∈ I بنابراین است،

استدلالͬ با صورت این در ،x, y ∈
∪
ai کنید فرض حال .(x, z) ∈

∪
ri بنابراین ،(x, z) ∈ rj پس است، خوش ترتیبی

بنابراین .(y, x) ∈
∪
ri یا (x, y) ∈

∪
ri پس .(y, x) ∈ rj یا (x, y) ∈ rj یا پس .j ∈ I ͷی برای x, y ∈ aj مشابه،

برای است. خوش ترتیب ترتیب رابطه ی این که ͬ دهیم م نشان حال است.
∪
ai روی خطͬ ترتیب رابطه ی ͷی

∪
ri رابطه ی

این در .i٠ ∈ I از برخͬ برای x ∩ ai٠ ̸= ∅ صورت این در باشد.
∪
ai از ناتهͬ زیرمجموعه ای x کنید فرض منظور این

داشته اشتراک مجموعه  دو با x اگر که ͬ دهیم م نشان منظور این برای .minx = min x ∩ ai٠ که ͬ دهیم م نشان صورت

کنید فرض بنابراین است. برابر هم با دارد، قرار مجموعه ها این از کدام هر با x اشتراک در که عنصری کوچͺترین آنگاه باشد،

،ai ⊂ aj کنید فرض مساله کلیت از کاستن بدون .aj ⊂ ai یا ai ⊂ aj یا قبل لم به توجه با .x ∩ aj ̸= ∅ و x ∩ ai ̸= ∅

ͷی (
∪
ai,

∪
ri) پس .minx ∩ ai = min x ∩ aj پس ،x ∩ ai ̸= ∅ چون حال .x ∩ ai ⊂ x ∩ aj صورت این در

است. خوش ترتیبی

که آنجایی از صورت این در ،x ∈
∪
ai کنید فرض منظور این برای است. اثبات گام آخرین بودن، خوب خوش ترتیبِ اثبات

f(aj(x)) = بنابراین .aj(x) = (
∪
ai)(x) پس ،aj ⊂

∪
ai چون حال .x = f(aj(x)) پس ،j ∈ I ͷی برای x ∈ aj

است. خوب خوش ترتیبِ زیرمجموعه ی ͷی (
∪
ai,

∪
ri) که معنͬ این به .f((

∪
ai)(x))

عنصری
∪
ai خارج از ͬ تواند م انتخاب تابع صورت این در .u\

∪
ai ̸= ∅ کنید فرض .

∪
ai = u که ͬ کنیم م ادعا حال

این که است، آن از سره ای زیر مجموعه ی
∪
ai که دارد وجود خوب خوش ترتیبِ زیرمجموعه ی ͷی بنابراین کند. انتخاب

مجموعه ی ͷی (u,
∪
ri) و u =

∪
ai پس است. u از خوب خوش ترتیبِ زیرمجموعه ی بزرگترین

∪
ai زیرا است. تناقض

است. خوش ترتیب

گرفت. نتیجه را خوش ترتیبی اصل ͬ توان م مجموعه ها نظریه ی اصول از که دادیم نشان قضیه این در

BG |= خوش ترتیبی اصل

کرد. اثبات را انتخاب اصل خوش ترتیبی، اصل همچنین و انتخاب اصل جز به مجموعه ها نظریه ی ازاصول استفاده با از ͬ توان م

دیͽر بیانͬ به ͬ شود. م اثبات مجموعه ها نظریه ی اصول بقیه ی و خوش ترتیبی اصل از انتخاب اصل .١۵ قضیه

BG− انتخاب اصل + خوش ترتیبی اصل |= انتخاب .اصل

است موجود چنان f : a→
∪
a تابع ͬ دهیم م نشان باشد. ناتهͬ مجموعه های از متشͺل مجموعه  ͷی a کنید فرض اثبات.

کنید تعریف ،x ∈ a هر برای حال کرد. خوش ترتیب را
∪
a ͬ توان م ترتیبی خوش اصل بنابه .f(x) ∈ a ،x ∈ a هر برای که

ͬ گیریم. م نظر در انتخاب تابع همان را تابع، این .f(x) = min x
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ͬ شود. م حاصل خو ش ترتیبی اصل و انتخاب اصل بودن معادل بالا قضیه ی دو از

زُرن لم ٢. ٢

ͬ پردازیم. م ۴ زُرن لم یعنͬ آن، معادل صورت ͷی بیان به ما اینجا در که دارد زیادی معادل صورت های انتخاب اصل

است. نیاز زیر تعاریف به زُرن لم بیان برای

.١۶ تعریف

ͬ نامیم م a برای بالا کران ͷی را b ∈ u عنصر صورت این در .a ⊆ u و باشد خوش ترتیبی ͷی (u, r) کنید فرض •

هرگاه

∀x(x ∈ a→ (x = b ∨ (x, b) ∈ r).

است، u برای ماکسیمال عنصری b ͬ گوییم م صورت این در باشند، جزيی مرتبِ مجموعه ی ͷی (u, r) کنید فرض •

هرگاه

∀x ∈ u ¬
(
(b, x) ∈ r

)
.

خطͬ مرتبِ زیرمجموعه ی هر که طوری به باشد، ناتهͬ جزیی مرتبِ مجموعه ی ͷی (a, r) کنید فرض زُرن). (لم ١٧ قضیه

است. ماکسیمال عنصر ͷی حداقل دارای a مجموعه ی صورت این در باشد. a در بالا کران ͷی دارای (b, r)

عنصر ͷی بالا، کران این باشد، مجموعه آن خودِ در خطͬ مرتب مجموعه ی ͷی بالای کران اگر انتخاب. اصل از استفاده با

باشد. مجموعه آن خود از خارج a از خطͬ زیرمجموعه  ی هر بالای کرانهای کنید فرض پس است. ماکزیمال

فرض است، بالا کران دارای آن خطͬ مرتب ِ زیرمجموعه ی هر که آنجایی از نباشد. ماکسیمال عنصر دارای a کنید فرض

کران (اگر ͬ کند م انتخاب مجموعه آن از خارج بالایی کران (زنجیر) خطͬ مرتب زیرمجموعه ی هر برای که باشد تابعͬ f کنید

هرگاه ͬ گوییم م خوب را b زنجیر ͷی است). ماکسیمال عنصر همان بالا کران این باشد، داشته تعلق مجموعه آن خود به بالا

اصل اثبات مشابه حال .b′ ∈ b ͷی برای x = f(b′) ،x ∈ b هر همچنین و باشد a از خوش ترتیب زیرمجموعه ی ͷی

را خوب زنجیر های این همه ی اجتماع اگر صورت این در بͽیرید. نظر در را خوب زنجیر های همه ی خانواده ی خوش ترتیبی،

مجموعه ی در c بالای کران پس ندارد، ماکسیمال عنصر a چون حال است. خوب زنجیر ͷی نیز c صورت این در بنامیم، c

c مجموعه ی اجتماع یعنͬ ͬ کند. م انتخاب مجموعه این از خارج را مجموعه این بالای کران انتخاب تابع پس ندارد. قرار c

ماکسیمال عنصر ͷی دارای a پس دارد. c بودن خوب زنجیرِ بزرگترین با تناقض که است خوب زنجیرِ ͷی بالا، کران این با

است.

گرفت. نتیجه نیز را انتخاب اصل ͬ توان م زُرن لم از مشابهاً

ͬ دهد. م نتیجه  را انتخاب اصل زُرن لم .١٨ قضیه

BG− انتخاب اصل + Zorn |= انتخاب اصل

4Zorn’s lemma
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x صورت این در .x ∈ a کنید فرض است. شده تشͺیل ناتهͬ مجموعه های از که باشد مجموعه  ͷی a کنید فرض اثبات.

جزئͬ انتخاب تابع ͷی g صورت این در .g = {(x, y)} دهید قرار بͽیرید. درنظر را y ∈ x عنصر است. ناتهͬ مجموعه ای

دهید قرار نیست. a مجموعه ی کل آن دامنه ی که است انتخابی تابع یعنͬ است،

A = {g : x→
∪

a|x ⊆ a,است انتخاب تابع ͷی g}.

ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت A مجموعه ی روی را ≤ رابطه ی است. ناتهͬ A مجموعه ی

∀g١, g٢ ∈ A g١ ≤ g٢ ⇐⇒ g١ ⊆ g٢.

معنͬ این به باشد. A در دلخواه زنجیر ͷی B ⊆ A کنید فرض حال است. جزئͬ ترتیب رابطه ی ͷی رابطه، این که کنید دقت

لم بنابه تمرین). (اثبات: است A در بالا کرانِ ͷی دارای B زنجیر ͬ کنیم م ادعا است. خطͬ ترتیبِ رابطه ی ͷی (B,≤) که

نشان باید است. ما نظر مورد انتخاب تابع همان f : a →
∪
a که ͬ کنیم م ادعا است. f ماکسیمال عنصر دارای A زُرن،

صورت این در بͽیرد. درنظر را y ∈ x پس است ناتهͬ x آنجایی که از .x ∈ a \D(f) کنید فرض .D(f) = a که دهیم

این که .f ≤ f ∪ {(x, y)} همچنین و دارد قرار A مجموعه ی در همچنین و است جزئͬ انتخاب تابع ͷی f ∪ {(x, y)}

.a = D(f) پس دارد، f بودن ماکسیمال با متناقض

تمرین ٢. ٣

که به طوری باشد a خوش ترتیب زیرمجموعه های از خانواده ͷی ((ui, ri), i ∈ I) و مجموعه ͷی a کنید فرض .١ تمرین

هر و است خوش ترتیب کلاس ͷی (
∪
ui,

∪
ri) که دهید نشان برعکس. یا باشد، uj ابتدایی بخش ui یا i, j ∈ I هر برای

است.
∪
ui از ابتدایی بخش ͷی ui

است. A در بالا کرانِ دارای شد، گفته ١٨ قضیه ی اثبات در که B زنجیر کنید ثابت .٢ تمرین
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٣ فصل

اُردینال ها

اُردینالها معرفͬ ٣. ١

غیر طور به نیز است. خوش بنیادی اصل مجموعه ها، نظریه ˄ اصول مهم ترین از ͬͺی که دارید خاطر به گذشته فصل از احتمالا

تعلق̞ͬ نزول̞ͬ دنبالۀ ͷی نتوانیم مجموعه، ͷی از که باشد معنͬ بدین است قرار مجموعه ها خوش بنیادی که کردیم بیان رسمͬ

را بالا عبارت معنای بالاخره تا کرده ایم واکاوی را اصل این آثار رو، پیش فصل چند در کنیم. پیدا تهͬ مجموعه ی تا نامتناهͬ

کنیم. منتقل خوبی به

بود: کرده تعریف ٢ اُردینال ͷی به عنوان را زیر عبارت ١ کانتور باشد، خوش ترتیبی ͷی ū کنید فرض

{v̄|v̄ ∼= ū و باشد خوش ترتیبی ͷی v̄}

را ما تعریف این گرفتن نظر در و است کلاس ͷی که مجموعه، ͷی نه بالا عبارت که است این تعریف این مشͺل مهمترین

ͬ کنیم. م بیان را آن ادامه در که داد ارائه اُردینال برای بهتری تعریفِ زِرملو ͬ کند. م کلاسها ͬ های پیچیدگ وارد

هر برای هرگاه ͬ نامیم م اُردینال ͷی را ᾱ خوش ترتیبی باشد. خوش ترتیب مجموعه ی ͷی ᾱ = (α,<) کنید فرض .١ تعریف

باشیم داشته β ∈ α

α(β) = {x ∈ α|x < β} = β.

آورده ایم. زیر در را بالا تعریف از فوری نتیجۀ  چند ͬ دهیم. م نشان . . . و β ،α ͷکوچ یونانͬ حروف با را اُردینال ها

.٢ نتیجه

دیͽر، بیانͬ به است. ∈ رابطه ی همان ،α روی ترتیب .١

∀x, y ∈ α(x < y ↔ x ∈ y).

.β ⊆ α آنگاه β ∈ α اگر .٢
1Cantor
2Ordinal
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.β٢ ∈ α آنگاه β٢ ∈ β١ و β١ ∈ α اگر دیͽر بیانͬ به است. ٣ متعدی تعلق، رابطه ی به نسبت α مجموعه ی .٣

دیͽر بیانͬ سوم مورد .β ⊆ α پس ،β = {x ∈ α|x < β} آنجایی که از ͬ شود. م نتیجه تعریف از راحتͬ به اول مورد اثبات.

است. دوم مورد از

بازنوشت: زیر به صورت را اردینال تعریف ͬ توان م بنابراین

خوش بنیاد رابطه این ثانیاً و است متعدی αمجموعه ی روی ∈ رابطه ی اولا˟ که به طوری است (α,∈) مجموعه ی ͷی اُردینال

است.

دارد. ͬͺنزدی بسیار رابطه ی خوش بنیادی اصل با اُردینال مفهوم که ͬ رسد م نظر به اُردینال از بیان این به توجه با

بنابراین است. ∅∪{∅} آن غیرِتهͬ عنصر کوچͺترین همچنین است. تهͬ مجموعه ی اُردینال، هر عنصر کوچͺترین .٣ مشاهده

اگر این، بر علاوه هستند. دقیق طبیعͬ اعداد اُردینالͬ، هر ابتدایی عناصر همچنین و هستند اُردینال دقیق، طبیعͬ اعداد تمام

است. β ∪ {β} اُردینال ،β بلافصل̞ تال̞ͬ اُردینالِ آنگاه ،β ∈ α

است. خوش ترتیب نحوی به نیز رابطه  این که دیدم و کردیم تعریف را رابطه ای خوش ترتیب مجموعه های بین قبل فصل در

کرد. تعریف ترتیبی نیز اُردینال ها بین ͬ توان م بنابراین

بخش همان با برابر α آنگاه باشد، ایزومرف β از ابتدایی بخش ͷی با α اگر باشند. اُردینال دو β و α کنید فرض .۴ قضیه

است. ابتدایی

α عضو کوچͺترین f صورت این در باشد. β از ابتدایی بخش ͷی و α بین ایزومرفیسم ͷی f : α → β کنید فرض اثبات.

.f(x) = xصورت این در .x = min{x|f(x) ̸= x} کنید فرض حال .f(∅) = ∅ یعنͬ ͬ نگارد، م β عضو کوچͺترین به را

است. β از ابتدایی بخش ͷی با برابر α پس است. همانͬ نگاشت ایزومرفیسم، این بنابراین

اُردینال ها روی ترتیب رابطه ی دیͽر، بیانͬ به  .α = β یا β < α یا α < β یا آنگاه باشند، اُردینال دو β و α اگر .۵ نتیجه

است. خطͬ ترتیب رابطه ی ͷی

اگر فقط و اگر α ≤ β همچنین .α ∈ β اگر فقط و اگر α < β آنگاه باشند اُردینال دو β و α اگر باشید داشته توجه

.α ⊆ β

ͬ دهیم. م نشان On با را اُردینال ها همه ی کلاس .۶ نمادگذاری

است. مرتب کلاس ͷی (On,∈) شده، گفته مطالب به توجه با

خوش ترتیب کلاس ͷی ،(On,∈) عضویت، رابطه ی با اُردینال ها همه ی کلاس خوش بنیادی). اصل از استفاده (بدون ٧ قضیه

است.

باشد، اُردینال ͷی α اگر که ͬ دانیم م خوش بنیادی اصل از استفاده بدون ͬ کنیم. م بررسͬ را خطͬ ترتیبِ ͬ های ویژگ ابتدا اثبات.

γ و β ،α اگر است. تناقض که است ایزومرف خودش ابتدایی بخش ͷی با α صورت، این غیر در زیرا .¬(α ∈ α) آنگاه

که ͬ دانیم م همچنین .α ∈ γ پس است، متعدی اُردینال ها روی عضویت رابطه ی چون ،β ∈ γ و α ∈ β و باشند اُردینال سه

عناصرِ عناصرِ که است این فقط اینجا در بودن متعدی از منظور نگیرید. اشتباه رابطه ͷی بودن متعدی با را آن و کنید دقت بودن متعدی تعریف ٣به

باشند. آن در مجموعه، ͷی
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رابطه ی ͬ توان م قضیه، این از قبل در شده گفته مطالب به توجه با .α = β یا β < α یا α < β یا β و α اُردینال دو هر برای

حال است. مجموعه ͷی On(β) پس ،On(β) = {x ∈ On|x ∈ β} = β آنگاه β ∈ On اگر کرد. جایͽزین < با را ∈

که داد نشان ͬ توان م قبلͬ اثبات های مشابه صورت این در .A ∩ α ̸= ∅ و α ∈ On کنید فرض .∅ ̸= A ⊆ On کنید فرض

.min(A ∩ α) = min(A ∩On) = minA

این پاسخ باشد، مجموعه ͷی On اگر است؟ اُردینال ͷی آیا اما است. اُردینال ها شبیه On که ͬ شود م نتیجه قضیه این از

چنین .On ∈ On بنابراین و است اُردینال ͷی On صورت، این غیر در زیرا است. سره کلاس ͷی On ولͬ، است. مثبت سوال

هم خوش بنیادی اصل از استفاده Onبدون ∈ On که این حال عین در نیست. امͺان پذیر خوش بنیادی اصل از استفاده با چیزی

نیست. امͺان پذیر چیزی چنین که است ایزومرف خود سره ی ابتدایی بخش ͷی با On صورت این در زیرا نیست، امͺان پذیر

سره یِ کلاس̞ ͷی تنها ایزومرفیسم حد در که دیدیم گذشته فصل در است. سره خوش ترتیبِ کلاس̞ ͷی On که حال

است. On کلاس همین کلاس آن دارد؛ وجود خوش ترتیب

۴ اُردینالͬ نوع̧ اُردینال، این به است. ایزومرف اُردینال ͷی با خوش ترتیب مجموعه ی هر خوش بنیادی). اصل̞ (بدون ٨ نتیجه

ͬ دهیم. م نشان Ot نماد با را آن و ͬ شود م گفته مجموعه آن

است. ایزومرف On از سره ابتدائͬ بخش ͷی با a صورت این در باشد. خوش ترتیب مجموعۀ ͷی (a, r) کنید فرض اثبات.

است. اُردینال ͷی On از سره ابتدائͬ بخش هر

فراهم اردینالها برای دیͽری جذاب تعریف خوش بنیادی اصل اما زدیم. باز سر خوش بنیادی اصل از استفاده از اینجا تا

ͬ کند: م

خوش بنیادی): اصل فرض (با معادل اند هم با زیر موارد صورت این در باشد. مجموعه ͷی α کنید فرض .٩ قضیه

است. اُردینال ͷی α .١

است. همبند و متعدی (α,∈) .٢

در y و x هر برای که است معنͬ این به همبندی .γ ∈ α آنگاه γ ∈ β و β ∈ α اگر که است معنͬ این به بودن متعدی

.x = y یا y ∈ x یا x ∈ y یا ،α

خوش ترتیبی (α,∈) که ͬ دهیم م نشان ابتدا باشد. همبند و متعدی (α,∈) کنید فرض است. بدیهͬ (١ =⇒ ٢) اثبات.

صورت این در .∅ ̸= a ⊆ α کنید فرض حال .¬(x ∈ x) خوش بنیادی، اصل به بنا صورت این در .x ∈ α کنید فرض است.

چون حال است. a عنصر کوچͺترین x صورت این در ،x ∩ a = ∅ که است موجود x ∈ a عنصر خوش بنیادی اصل به بنا

،x ∈ α هر برای

α(x) = {y ∈ α|y ∈ x} = {y|y ∈ x},

است. اُردینال ͷی α پس ͬ شود. م نتیجه بودن متعدی از آخر تساوی که

به خوش بنیادی استقراء زیر، قضیۀ اثبات در نوشت. اُردینال از ͬ توان م جالب تری تعریف خوش بنیادی اصل از استفاده با

است. شده استفاده زیبایی نحو
4ordinal type
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x اگر تنها و اگر است اُردینال ͷی x صورت این در باشد. مجموعه ͷی x کنید فرض خوش بنیادی). اصل فرض (با ١٠ قضیه

باشند. متعدی x در موجود عناصر تمام و

موجود عناصر تمام و x کنید فرض حال هستند. متعدی x اعضای تمام و x که است واضح آنگاه باشد، اُردینال x اگر اثبات.

بودن متعدی به توجه با صورت این در z ∈ y اگر است. متعدی y صورت این در .y ∈ x کنید فرض باشند. متعدی آن در

y ∈ x هر برای کنید فرض داشتیم، خوش بنیادی اصل برای که دیͽری بیان به توجه با است. متعدی نیز z پس ،z ∈ x ،x

از مجموعه ای x صورت این در است. اُردینال y شود نتیجه هستند، متعدی آن در موجود مجموعه های تمام و y اینکه از اگر

،٩ قضیه ی از حال هستند). مقایسه قابل هم با اُردینال ها همه ی (چون است هم بند x بنابراین است. متعدی که اُردینال هاست

است. اُردینال ͷی x مجموعه ی که ͬ شود م نتیجه

نباشد، تالͬ که ناصفری اُردینالِ به همچنین .α اُردینال ͷی برای β = α ∪ {α} هرگاه گوییم ۵ تالͬ را β اُردینال .١١ تعریف

گوییم. ۶ حدی اُردینال

پاسخ پرسش این به درس ادامه ی در هستند؟ تالͬ ناصفر اُردینال هایِ همه ی آیا معادلا˟ یا دارد؟ وجود حدی اُردینالِ آیا اما

داد. خواهیم

اُردینال هایی کلاس یعنͬ هستند. حدی اردینالهای همۀ به متعلق که ͬ دهیم م نشان را اردینالهائͬ همه ˄ ωکلاس با نمادگذاری١٢.

هستند. مساوی یا کوچͺتر وجود) صورت (در حدی اُردینال هایِ همه ی از که

.ω = On آنگاه باشد، نداشته وجود حدی اُردینال هیچ اگر بنابراین است. On ابتدایی̞ بخش ͷی ω که کنید توجه

همه ی آیا معادلا˟ یا دارد؟ وجود حدی اُردینالِ آیا اما است. آنها کوچͺترین̞ ω آنگاه باشد، داشته وجود حدی اُردینالِ اگر همچنین

داد. خواهیم پاسخ پرسش این به درس ادامه ی در هستند؟ تالͬ ناصفر اُردینال هایِ

ͬ شود. م نتیجه حدی اُردینالِ وجود نامتناهͬ، مجموعه ی وجود اصل از .١٣ قضیه

مجموعه ای چنین اصل این بنابه که کند، صدق نامتناهͬ مجموعه ی وجود اصل اصل در که باشد مجموعه ای a کنید فرض اثبات.

بزرگتر a در موجود اُردینال های تمامͬ از که را اُردینالͬ کوچͺترین دارد. قرار a مجموعه ی در صفر که ͬ دانیم م دارد. وجود

برای α = β ∩ {β} صورت این در باشد، تالͬ اُردینال α اگر است. حدی اُردینال ͷی α که ͬ دهیم م نشان بنامید. α را است

α و β < α زیرا .a مجموعه ی در اُردینال ͷی به متعلق یا است a در اُردینال ͷی با برابر یا β که باشید داشته توجه .β ͷی

شرایط در a مجموعه ی زیرا است، تناقض این اما است. بزرگتر a در موجود اُردینال های تمامͬ از که است اُردینالͬ کوچͺترین

α پس .α + ١ همین طور و باشد a مجموعه ی در باید نیز α صورت این در که است صادق نامتناهͬ مجموعه ی وجود اصل

باشد. تالͬ ͬ تواند نم

نوشت. نامتناهͬ مجموعه ی وجود اصل برای معادلͬ ͬ توان م قضیه، این از

است. ω بودن مجموعه با معادل متناهͬ مجموعه ی وجود اصل .١۴ قضیه

5successor
6limit ordinal

٣٢



کوچͺترین بالا، اثبات مشابه باشد. صادق نامتناهͬ مجموعه ی وجود اصل شرایط در که باشد مجموعه  ͷی a کنید فرض اثبات.

ω بنابراین است. حدی اُردینال ͷی α قبل، قضیه طبق بنامید. α را است بزرگتر a در موجود اُردینال های همه ی از که اُردینالͬ

این در .ω ∈ V کنید فرض حال است. مجموعه ͷی بنابراین و است اُردینال ͷی ω پس است، On از سره ابتدایی بخش ͷی

ͬ کند. م صدق نامتناهͬ مجموعه ی وجود اصل در ω صورت

اینکه اما .{⌜٠⌝, ⌜١⌝, ⌜٢⌝, . . .} ⊆ ω بنابراین .... و ⌜١⌝ ∈ ω ،⌜٠⌝ ∈ ω که ͬ دانیم م ،ω تعریف به توجه با بنابراین

نام به درس، از بخشͬ در است. خارج درس فعلͬ بحث از که است سوالͬ دارد، وجود ω مجموعه ی در نیز دیͽری اشیای آیا

گشت. بازخواهیم بحث این به دوباره طبیعͬ» «اعداد

اُردینال ها حساب و فرامتناهͬ استقراء بازگشت، قضیۀ ٣. ٢

قضیه ی و فرامتناهͬ استقرای معرفͬ نیازمند آنها) روی توان و ضرب، جمع، تعریف (یعنͬ اردینال ها حساب به پرداختن از پیش

هستیم. بازگشت

p(α) برقراری ،β < α هر برای p(β) برقراری از α اُردینال هر برای و باشد برقرار p(٠) اگر فرامتناهͬ). (استقرای ١۵ تعریف

ͬ شود. م گفته ٧ فرامتناهͬ استقرای استقرا، گونه این به است. برقرار p(α) ،α اُردینال هر برای آنگاه شود، نتیجه

است: زیر به صورت متناهͬ استقرای از دیͽری بیان

باشند. برقرار زیر شرط های که به طوری باشد، اُردینال ها درباره ی حͺمͬ p کنید فرض

باشد. برقرار p(٠) .١

است. درست p(α + ١) آنگاه باشد، درست p(α) اگر .٢

است. درست p(α) آنگاه باشد، درست β ∈ α همه ی برای p(β) و باشد حدی اُردینال ͷی α اگر .٣

است. برقرار p(α) ،α ∈ On هر برای صورت این در

همۀ کلاس از تابع ͷی کردن پیدا برای اما ͬ شود. م اردینال ͷی برای حͺمͬ اثبات به منجر فرامتناهͬ استقراء که کنید دقت

است. نیاز استقرأ از بیش چیزی به اردینالها،

F : On → V یͺتای تابعالِ صورت این در باشد. تابعال ͷی G : V → V کنید فرض بازگشت٨). (قضیه ی ١۶ قضیه

.F (α) = G(F ↾α) داریم α ∈ On هر برای که به طوری است موجود

F١(α) = G(F١ ↾ α) باشیم داشته α اُردینال هر برای که به طوری باشند موجود F٢ و F١ تابعال کنید فرض یͺتایی: اثبات.

F١(α) ̸= که باشد اُردینالͬ کوچͺترین α کنید فرض بنابراین .F١ ̸= F٢ کنید فرض .F٢(α) = G(F٢ ↾ α) همچنین و

ͷی وجود، صورت در پس است، تناقض که .F١(α) = G(F١ ↾ α) = G(F٢ ↾ α) = F٢(α) صورت این در .F٢(α)

دارد. وجود یͺتا تابعال

که به طوری است موجود F : α + ١ → V تابع ،α اُردینال هر برای که ͬ دهیم م نشان فرامتناهͬ استقرای با ابتدا وجود:

7transfinite induction
8recursion theorem
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تابعال β ∈ α هر برای کنید فرض و F (٠) = ٠ دهید قرار باشد. برقرار بازگشت قضیه ی حͺم ،β ∈ α + ١ هر برای

دهید قرار دارد. وجود قضیه شرایط با f : β + ١ → V

F =
∪

f :β+١→V
β∈α

f ∪ {⟨α,G(
∪

f)⟩}.

در ͬ شود، م تعریف زیر به صورت که F تابعال حال است. نظر مورد تابعال همان F : α + ١ → V تابعال صورت این در

ͬ کند. م صدق قضیه شرایط

F =
∪

f :α+١→V
α∈On

f.

ثابت فوق قضیه ی مانند ͬ توان م را زیر قضیه ی این مشابها که ͬ گیرد، م قرار استفاده مورد بالا قضیه از زیر کاربرد معمولا

کرد.

F : On → V یͺتای تابعال صورت این در باشند. تابعال دو G٢ : V → V و G١ : V → V کنید فرض .١٧ قضیه

.F (γ) = G٢(F ↾γ) ،γ حدی اُردینال برای و F (α + ١) = G١(α, f(α)) ،F (٠) = α که به طوری دارد وجود

گرفت. درنظر نیز آن از نتیجه ای عنوان به ͬ توان م را است بازگشت قضیه ی از تعمیم ͷی که زیر نتیجه ی

F : V × On → V یͺتای تابعال صورت این در باشد. تابعال ͷی G : V × V → V کنید فرض .١٨ قضیه

F (x, α) = معادل طور به  .Fx(β) = F (x, β) که جایی F (x, α) = G(x, Fx ↾ α) که به طوری است موجود

.G(x, {(β, F (β))|β ∈ α}

.Fx(α) = G(x, {(β, F (β))|β ∈ α} که به طوری است موجود Fx : On → V یͺتای تابعال x ∈ V هر برای اثبات.

است. نظر مورد یͺتا تابعال همان .F =
∪
Fx دهید قرار حال

را اُردینال ها جمع بازگشت قضیه ی از استفاده با ͬ کنیم. م استفاده اُردینال ها روی بر حساب تعریف برای قضیه ها این از

ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت

دارد. را زیر شرایط که است + : On×On → On تابعال ͷی اُردینال ها جمع .١٩ تعریف

α + ٠ = α .١

α + (β + ١) = (α + β) + ١ .٢

،γ حدی اُردینال برای .٣

α + γ =
∪
β∈γ

α + β.

.α +
∪
β∈γ β =

∪
β∈γ α + β معادلا یا

ͬ شود. م گفته جمع تابع پیوستگͬ سوم، شرط به

قضیه ی و بͽیرید نظر در را G(x) = x ∪ {x} که G : V → V تابعال دارد، وجود جمع تابعال که این اثبات برای

ببرید. به کار تابعال این برای را بازگشت
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کردیم. تعریف (استقرا) بازگشت قضیه ی از استفاده با را اردینال ها جمع بنابراین

ͬ شود. م تعریف زیر به صورت بازگشت قضیه ی از استفاده با نیز اُردینال ها ضرب .٢٠ تعریف

α · ٠ = ٠ .١

α · (β + ١) = (α · β) + β .٢

.α · β =
∪
β∈γ α · β باشد، حدی اردینال  ͷی γ اگر .٣

است. شده استفاده جمع تابعال از اردینال ها ضرب تعریف در که شود توجه

ͬ شود. م تعریف زیر به صورت بازگشت قضیه ی از استفاده با اردینال ها توان مشابه به طور همچنین

α٠ = ١ .١

αβ+١ = αβ · α .٢

.αγ =
∪
β∈γ α

β ،γ حدی اردینال برای .٣

است. شده استفاده توان تعریف در جمع تابعال از که شود دقت

مثال برای نیست. جابجایی اردینال ها اعمال این که کنید توجه

١+ ω =
∪
n∈ω

(١+ n) =
∪
n∈ω

n = ω.

همچنین .١+ ω ̸= ω + ١ که معنͬ این به ،١+ ω = ω ∈ ω + ١ پس .ω + ١ = ω ∪ {ω} دیͽر، طرفͬ از

٢ · ω =
∪
n∈ω

(٢ · n) =
∪
n∈ω

n = ω.

.٢ · ω = ω < ω + ω = ω · ٢ پس .ω · ٢ = ω · (١+ ١) = ω + ω دیͽر، طرفͬ از

مثال: به طور نیست. پخش پذیری چپ، سمت از جمع عمل روی ضرب عمل همچنین

(١+ ١) · ω = ٢ · ω ̸= ω + ω.

گرفت. نظر در زیر به صورت صعودی به صورت را اُردینال ها ͬ توان م بنابراین

٠, ١, ٢, · · · , ω, ω + ١, ω + ٢, · · · , ω · ٢︸︷︷︸
ω+ω

, ω · ٢+ ١, · · · , ω · ٣, · · · , ω٢︸︷︷︸
ω·ω

,

ω٢ + ١, · · · , ω٢ + ω, · · ·ω٢ + ω · ٢, · · ·ω٢ + ω · ٣, · · · , ω٢ · ٢, · · ·ω٢ · ٣, · · · , ω٣, · · · , · · · , ωω, · · ·

به آن از کمتر اردینال ،ω + ω از شروع با مثال برای یافت. نامتناهͬ نزولͬ دنباله ͷی ͬ توان نم اردینال هر از باشید داشته دقت

هم آن از کمتر که است طبیعͬ عدد ͷی ω از کمتر اردینال هر و دارد وجود اردینال متناهͬ ω تا آن از و است ω + n صورت

این ادامه ی در را مشاهده این ساخت. اردینال ها از نزولͬ دنباله ای ͬ توان نم اردینال هر از بنابراین دارد، وجود اردینال متناهͬ

کرد. خواهیم بیان دقیق به طور درس

کرده ایم. لیست را اردینال ها مهم ͬ های ویژگ برخͬ زیر قضیه ی در

هستند. زیر خواص دارای اردینال ها اعمال .٢١ قضیه
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٠+ α = α .١

α · ١ = α .٢

١ · α = α .٣

α١ = α .۴

٠ · α = ٠ .۵

.٠α = ٠ ،α > ٠ اردینال برای .۶

.١α = ١ .٧

α + (β + γ) = (α + β) + γ .٨

α · (β · γ) = (α · β) · γ .٩

α · (β + γ) = α · β + α · γ .١٠

αβ+γ = αβ + αγ .١١

(αβ)γ = αα·γ .١٢

فرض حال .٠ · ٠ = ٠ جمع عمل تعریف طبق ͬ کنیم. م اثبات فرامتناهͬ استقرای از استفاده با را حͺم این .١ اثبات.

داریم جمع عمل تعریف طبق صورت این در ،٠+ α = α کنید

٠+ (α + ١) = (٠+ α) + ١ = α + ١.

تعریف طبق صورت این در ،٠+ β = β که بدانیم β < γ هر برای و باشد حدی اردینالͬ γ که کنید فرض

٠+ γ =
∪
β∈γ

٠+ β =
∩
β∈γ

β = γ.

.α · ١ = α · (٠+ ١) = α · ٠+ α = ٠+ α = α داریم ضرب عمل تعریف طبق .٢

همچنین .١ · ٠ = ٠ تعریف طبق ͬ کنیم. م ثابت را حͺم این فرامتناهͬ استقرای از استفاده با .٣

١ · (α + ١) = ١ · α + ١ = α + ١

β < γ اردینال های تمام برای و باشد حدی اردینال γ کنید فرض حال ͬ شود. م نتیجه استقرا فرض از آخر تساوی که

داریم ضرب تعریف طبق ،١ · β = β که بدانیم

١ · γ =
∪
β∈γ

١ · β =
∪
β∈γ

β = γ.

داریم فوق موارد و تعریف طبق .۴

α١+٠ = α٠ · α = ١ · α = α.

صورت این در ،٠ · α = ٠ کنید فرض .٠ · ٠ = ٠ تعریق طبق ͬ دهیم. م نشان فرامتناهͬ استقرای با نیز را حͺم این .۵

هر برای و باشد حدی اردینال ͷی γ کنید فرض حال .٠ · (α + ١) = ٠ · α + ٠ = ٠ ضرب عمل تعریف طبق

صورت این در ،٠ · β = ٠ باشیم داشته β < γ

٠ · γ =
∪
β∈γ

٠ · β =
∪
β∈γ

٠ = ٠.

ͬ شوند. م اثبات مشابه به طور و فرامتناهͬ استقرای با را ٧ و ۶ موارد
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α+ (β + ٠) = α+ β = که ͬ دانیم م تعریف به توجه با ͬ کنیم. م ثابت γ روی بر فرامتناهͬ استقرای با را حͺم این .٨

داریم جمع تعریف از استفاده با صورت این در ،α + (β + γ) = (α + β) + γ کنید فرض .(α + β) + ٠

(α+β)+(γ+١) = ((α+β)+γ)+١ = (α+(β+γ))+١ = α+((β+γ)+١) = α+(β+(γ+١)).

با صورت این در (α+ β) + δ = α+ (β + δ) که بدانیم δ < γ برای و باشد حدی اردینال ͷی γ کنید فرض حال

داریم اردینال ها جمع تعریف به توجه

(α + β) + γ =
∪
δ∈γ

((α + β) + δ) =
∪
δ∈γ

(α + (β + δ)) = α +
∪
δ∈γ

(β + δ) = α + (β + γ).

تمرین. .٩

α · (β + ٠) = داریم ضرب و جمع تعریف به توجه با ͬ کنیم. م ثابت γ روی بر فرامتناهͬ استقرای با نیز را حͺم این .١٠

جمع عمل تعریف طبق صورت این در باشد، برقرار γ اردینال برای حͺم که کنید فرض حال .α · β = α · β + α · ٠

داریم فوق موارد و ضرب و

α·(β+(γ+١)) = α·((β+γ)+١) = α·(β+γ)+α = (α·β+α·γ)+α = α·β+(α·γ+α) = α·β+α·(γ+١).

این در .α · (β + δ) = α · β + α · δ باشیم داشته δ < γ هر برای و باشد حدی اردینال ͷی γ که کنید فرض حال

داریم فوق موارد و ضرب و جمع عمل تعریف و فرض این طبق صورت

α ·(β+γ) = α ·(
∪
δ∈γ

(β+δ)) =
∪
δ∈γ

(α ·(β+δ)) =
∪
δ∈γ

(α ·β+α ·δ) = α ·β+
∪
δ∈γ

(α ·δ) = α ·β+α ·γ.

ͬ شوند. م اثبات فرامتناهͬ استقرای با مشابه به صورت نیز ١٢ و ١١ موارد

است. نهفته اردینال ها اعمال تعریف این در نیز طبیعͬ اعداد اعمال که کنید توجه

اردینال ها روی بر اعمال معنای ٣. ٣

اردینال ͷی با مجموعه هر آنجایی که از بخش این در کردیم. تعریف استقرائͬ صورت به را اردینالها اعمال قبلͬ، بخش در

مجموعه ی که بدانیم اگر که معنͬ بدین کنیم. بیان مجموعه ها با را اردینال ها اعمال ͬ خواهیم م بخش زیر این در است، ایزومرف

α · β ،α+ β اردینال های با مجموعه ها کدام آنگاه است، ایزومرف α+ β اردینال با y مجموعه ی و ایزومرف α اردینال با x

کرد. خواهیم استفاده زیر کاربردی لم از منظور این برای ایزومرفند. αβ و

داریم ،β ∈ α هر برای صورت این در باشد. صعودی اکیدا تابع ͷی f : α → On و اردینال ͷی α کنید فرض .٢٢ لم

β ≤ f(β)

،β′ ∈ α برای کنید فرض .f(٠) ≥ ٠ که است واضح ͬ کنیم. م ثابت را حͺم β روی بر فرامتناهͬ استقرای با اثبات.

لذا و β′ < f(β′ + ١) بنابراین .f(β′) < f(β′ + ١) پس است، صعودی اکیداً تابعͬ f طرفͬ از .β′ ≤ f(β′)
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از حال .β′ ≤ f(β′) که بدانیم β′ ∈ β هر برای و باشد حدی اردینال ͷی β ∈ α کنید فرض حال .β′ + ١ ≤ f(β′ + ١)

پس .β′ ∈ β هر برای f(β′) < f(β) پس است، صعودی تابعͬ f ∪آنجایی که
β′∈β

β′ ≤
∪
β′∈β

f(β′) ≤ f(β).

اردینال ها جمع معنای ٣. ٣. ١

ͬ شود. م ایجاد α از پس β گرفتن قرار از که است اردینالͬ α + β صورت به اردینالِ دو جمع که دید خواهیم بخش این در

ͬ کنیم. م بیان را نیاز مورد لم چند ابتدا منظور، این برای

آنگاه β < γ اگر ،γ و β ،α اردینال های هر برای که معنͬ این به است. صعودی اکیداً دوم، درایه ی در اردینال ها جمع .٢٣ لم

.α + β < α + γ

.α + β < α + β′ آنگاه ،β < β′ اگر کنید فرض حال .α + β < α + (β + ١) که ͬ دانیم م تعریف طبق اثبات.

α + β < α + β′ < استقرا فرض طبق آنگاه ،β < β′ اگر .β ≤ β′ صورت این در ،β < β′ + ١ کنید فرض همچنین

.α + β = α + β′ < (α + β′) + ١ = α + (β′ + ١) آنگاه β = β′ اگر همچنین .(α + β′) + ١ = α + (β′ + ١)

کنید فرض .α + β < α + β′ آنگاه β < β′ اگر ،β′ ∈ γ هر برای کنید فرض و باشد حدی γ و β < γ کنید فرض حال

ͬ توانند نم β′ ∈ γ اردینال های تمام برای زیرا .β < β′ که دارد وجود β′ ∈ γ مانند اردینالͬ بنابراین .β < γ =
∪
β′∈γ β

′

استقرا فرض طبق ،β < β′ چون حال دارد). β < γ با تناقض صورت این غیر در (زیرا باشند β از ابتدایی بخش ͬͽهم

α + β < α + β′ ≤
∪
β′∈γ

(α + β′) = α + γ.

.γ = α + β که است موجود β یͺتای اردینال آنگاه ،γ ≥ α اگر .٢۴ قضیه

است. γ مثلا بالا کران دارای که است اردینال ها از مجموعه ای S مجموعه ی .S = {β′|α + β′ ≤ γ} دهید قرار اثبات.

زیرا .α+β ≤ γ که ͬ کنیم م ادعا .β = supS دهید قرار .α+β′ ≤ γ = ٠+γ ≤ α+γ همواره ،β′ ∈ S هر برای زیرا

ادعا حال است. تناقض که ،γ < α+ β′ که است موجود β′ ∈ S بنابراین .γ < α+ β = α+supS صورت، غیراین در

سوپریمم با که β + ١ ∈ S بنابراین .α+ (β + ١) ≤ γ صورت این در ،α+ β < γ کنید فرض .α+ β = γ که ͬ کنیم م

کاستن بدون .β١ ̸= β٢ و α + β٢ = γ و α+ β١ = γ کنید فرض است. یͺتا که ͬ دهیم م نشان حال دارد. تناقض β بودن

.γ = α + β١ < α + β٢ = γ پس است، اکید صعودی دوم درایه ی در جمع عمل چون .β١ < β٢ کنید فرض کلیت، از

است. تناقض که

ͬ آورد. م ارمغان به  را است، اردینال ها جمع عمل معنای همان که زیر جالب نتیجه ی بالا قضیه ی
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رابطه ی با را (α× {٠}) ∪ (β × {١}) مجموعه ی باشند. اردینال دو β و α کنید فرض اردینال ها). جمع (معنای ٢۵ نتیجه

بͽیرید. درنظر زیر

(x, y) < (x′, y′) ⇐⇒ (y < y′ ∨ (y = y′ ∧ x < x′))

دیͽر بیانͬ به است. ایزومرف α + β اردینال با ((α× {٠}) ∪ (β × {١}), <) صورت این در

Ot((α× {٠}) ∪ (β × {١}), <) = α + β.

بͽیرید. درنظر زیر ضابطه ی با را f : α + β → (α× {٠} ∪ β × {١}, <) نگاشت اثبات.

f(γ) =

(γ, ٠) γ ∈ α

(β′, ١) γ = α + β′

ͬ کنیم. م واگذار خواننده عهده به را f بودن ایزومرفیسم اثبات

اردینال ها ضرب معنای ٣. ٣. ٢

خواهیم بخش این در ͬ کنیم. م بیان لم چند ابتدا نیز اردینال ها ضرب معنای بیان برای اردینال ها، جمع معنای تعریف مشابه

ͬ شود. م ایجاد α اردینالِ از طبقه β دادن قرار از α · β صورت به حاصلضرب ͷی که دید

آنگاه β < β′ اگر ،α ناصفر اردینال برای که معنͬ این به است. صعودی اکیداً  دوم، درایه ی در اردینال ها ضرب عمل .٢۶ لم

.α · β < α · β′

α · β < داریم ٢٣ لم به توجه با ابتدا ͬ دهیم. م نشان را حͺم β′ اردینال روی بر فرامتناهͬ استقرای از استفاده با اثبات.

کنید فرض همچنین .α · β < α · β′ آنگاه β < β′ اگر ،β′ اردینال برای کنید فرض حال .α · β + α = α · (β + ١)

اگر .α · β < α · β′ < α · (β′ + ١) پس استقرا فرض طبق آنگاه ،β < β′ اگر .β ≤ β′ صورت این در .β < β′ + ١

باشیم داشته γ ∈ β′ هر برای و باشد حدی اردینال ͷی β′ کنید فرض حال .α · β = α · β′ < α · (β′ + ١) آنگاه ،β = β′

برای β < γ پس ،β ∈
∪
γ∈β′ γ صورت این در .β < β′ =

∪
γ∈β′ γ کنید فرض .α · β < α · γ آنگاه β < β′ اگر که

.α · β < α · γ ≤
∪
γ∈β′(α · γ) = α · β′ پس .α · β < α · γ که ͬ دهد م نتیجه استقرا فرض اما .γ ∈ β′ ͷی

ͬ کنید. م مشاهده زیر لم در را حͺم این است. برقرار اردینال ها برای تقسیم الͽوریتم

.µ < α که γ = α ·β+µ که موجودند چنان µ و β بفرد منحصر اردینال های صورت این در ،γ ≥ α کنید فرض .٢٧ قضیه

مجموعه این پس است، مجموعه این برای بالا کران ͷی γ اردینال خود آنجایی که از .S = {β′|α ·β′ ≤ γ} دهید قرار اثبات.

پس .γ < α ·β = α · supS صورت، این غیر در زیرا .α ·β ≤ γ که ͬ کنیم م ادعا .β = supS دهید قرار و است کران دار

داشته توجه ابتدا .γ = α ·β+µ ٢۶ لم طبق ،γ ≥ α ·β چون حال است. تناقض این که ،γ < α ·β′ که دارد وجود β′ ∈ S

این که γ = α ·β+(α+β′) = α ·(β+١)+β′ آنگاه µ = α+β′ ،٢۶ لم طبق صورت این غیر در زیرا .µ < α که باشید

γ = α · β١ + µ١ کنید فرض ͬ شوند. م مشخص یͺتا به صورت µ و β که ͬ کنیم م ادعا حال دارد. β بودن سوپریمم با تناقض
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صورت این در .β١ < β٢ که کنید فرض کلیت از شدن کاسته بدون .µ٢ < α که γ = α · β٢ + µ٢ و µ١ < α که

بنابراین .β٢ = β١ + β′

α · β٢ + µ٢ = α · (β١ + β′) + µ٢ = α · β١ + (α · β′ + µ٢).

داریم است، صعودی اکیداً دوم درایه ی در جمع و ضرب عمل چون همچنین و µ١ < α چون دیͽر، طرفͬ از

µ١ < α · β′ < α · β′ + µ٢.

پس

γ = α · β١ + µ١ < α · β١ + (α · β′ + µ٢) = α · β٢ + µ٢ = γ

است. یͺتا نیز µ ،٢۴ قضیه ی طبق حال است. یͺتا β پس است. تناقض که

قاموسͬ عکس̞ ترتیب رابطه ی با α× β مجموعه ی اردینالͬ نوع اردینال ها). ضرب (معنای ٢٨ نتیجه

(x, y) < (x′, y′) ⇐⇒ (y < y′) ∨ (y = y′ ∧ x < x′)

.Ot(α× β,<) = α · β دیͽر بیانͬ به است. α · β اردینال

.γ = α · β′ + µ که f(γ) = (µ, β′) γ ∈ α · β هر برای که طوری به f : α · β → α × β نگاشت دهید قرار اثبات.

است. تابع ͷی فوق نگاشت بنابراین ͬ شود. م نوشته صورت این به یͺتا به صورت قبل قضیه ی طبق γ که باشید داشته توجه

ͬ کنیم. م واگذار خواننده به عهده را تابع این بودن ایزومرفیسم تحقیق

است. اکید) نه (و صعودی اول درایه ی روی اردینال ها ضرب عمل که کنید توجه

اردینال ها توان معنای ٣. ٣. ٣

عمل دو مشابه صفرند. همه جا تقریباً که است α به β از توابعͬ مجموعۀ اردینالͬ تایپ αβ که دید خواهیم بخش این در

ͬ کنیم. م بیان را لم چند ابتدا اردینال ها، توان معنای بیان برای دیͽر،

.αβ < αβ
′ آنگاه ،β < β′ اگر که معنͬ این به است. صعودی اکیداً دوم درایه ی در اردینال ها توان .٢٩ لم

عمل تعریف طبق صورت این در ،β < β + ١ کنید فرض ابتدا ͬ کنیم. م ثابت را حͺم β′ روی فرامتناهͬ استقرای با اثبات.

داریم است صعودی دوم درایه ی در ضرب عمل چون حال .αβ+١ = αβ · α داریم توان

αβ < αβ · α = αβ+١.

آنگاه ،β < β′ اگر .β ≤ β′ صورت این در .β < β′ + ١ کنید فرض .αβ < αβ
′ آنگاه β < β′ اگر کنید فرض حال

αβ
′
< αβ

′ · α = αβ
′+١ پس است صعودی اکیدا دوم درایه ی در اردینال ها ضرب چون و αβ < αβ

′ استقرا فرض طبق

پس است، صعودی دوم درایه ی در اردینال ها ضرب عمل چون صورت این در ،β = β′ اگر حال .αβ < αβ
′+١ بنابراین و

اگر که باشیم داشته γ < β′ اردینال هر برای و باشد حدی اردینال ͷی β′ کنید فرض حال .αβ = αβ
′
< αβ

′ · α = αβ
′+١

فرض طبق حال .β < γ که است موجود γ ∈ β′ پس .β < β′ =
∪
γ∈β′ γ کنید فرض همچنین .αβ < αγ آنگاه β < γ

αβ < αβ
′
. پس .αγ ≤

∪
γ∈β′ αγ = αβ

′ دیͽر طرفͬ از .αβ < αγ داریم استقرا
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.١٢ = ١ · ٢٣+ ١ · ٢٢+ ٠ · ٢١+ ٠ · ٢٠ مثلا نوشت، شده داده عددی مبنای در را عدد هر طبیعͬ اعداد در که همان طور

است. برقرار ویژگͬ همین هم اردینال ها در

δ < αβ و µ < α ،β یͺتای اردینال های ،γ اردینال هر برای صورت این در باشد. شده داده α اردینال کنید فرض .٣٠ قضیه

.γ = αβ · µ+ δ که طوری به هستند موجود

است. مجموعه این برای بالا کران ͷی γ زیرا است کراندار بالا از S مجموعه ی .S = {β′|αβ′ ≤ γ} دهید قرار اثبات.

پس .γ < αβ صورت این درغیر زیرا .αβ ≤ γ که ͬ کنیم م ادعا .supS = β دهید قرار است. سوپریمم دارای بنابراین

که موجود اند چنان δ < αβ و µ اردینال های ٢۴ قضیه ی بنابر حال است. تناقض که γ ≤ αβ
′ که است موجود β′ ∈ S

بنابراین .µ′ ≤ ٠ اردینال ͷی برای µ = α + µ′ ١۶ قضیه ی طبق صورت غیراین در زیرا .µ < α اما .γ = αβ · µ + δ

بودن بالا کران با تناقض که ،β+١ ∈ S بنابراین .αβ ·µ = αβ · (α+µ′) = (αβ ·α)+(αβ ·µ′) = αβ+١+(αβ ·µ′)

.γ = αβ١ ·µ١+δ١ و δ < αβ و µ١ < α کنید فرض ͬ دهیم. م نشان را اردینال ها این یͺتایی حال دارد. S مجموعه ی برای β

.δ٢ < αβ و µ٢ < α ͷی برای γ = αβ٢ · µ٢ + δ٢ همچنین

در .β′ ≥ ١ ͷی برای β٢ = β١ + β′ ١۶ قضیه ی طبق صورت این در .β١ < β٢ کنید فرض کلیت، از کاسته شدن بدون

صورت این

γ = αβ٢ · µ٢ + δ٢ = αβ١+β
′ · µ٢ + δ٢ = (αβ١ · αβ′

) · µ٢ + δ٢ = αβ١ · (αβ′ · µ٢) + δ٢.

پس است، اکید صعودی دوم درایه ی در جمع عمل و δ١ < αβ١ آنجایی که از

αβ١ · µ١ + δ١ < αβ١ · µ١ + αβ١ = αβ١ · (µ١ + ١). (٣. ١)

پس است، اکید صعودی دوم درایه ی در ضرب عمل چون حال .µ١ + ١ ≤ α ≤ αβ
′
< αβ

′ · µ٢ دیͽر طرفͬ از

αβ١ · (µ١ + ١) < αβ١ · (αβ′ · µ٢) ≤ αβ١ · (αβ′ · µ٢) + δ٢ = γ. (٣. ٢)

ترکیب با اما کرده ایم. استفاده δ٢ ≥ ٠ و دوم درایه ی در جمع عمل بودن اکیدا صعودی از آخر نامساوی در که کنید توجه

یͺتا β اردینال پس است. تناقض که ،γ = αβ١ · µ١ + δ١ < αβ١ · (µ١ + ١) < γ داریم (٣. ٢) ی رابطه و (٣. ١) رابطه ی

ͬ دهد. م نتیجه را δ و µ اردینال های یͺتایی ،٢٧ قضیه ی حال است.

است. زیر به صورت α مبنای در یͺتا نمایشͬ دارای γ اردینال هر شده، داده  α اردینال برای .٣١ لم

γ = αβ١ · µ١ + · · ·+ αβn · µn

.µi < α و β١ > . . . > βn طبیعͬ، عدد ͷی n آن در که

اردینال های برای کنید فرض است. بدیهͬ حͺم که γ = ١ اگر ͬ کنیم. م ثابت را حͺم ،γ اردینال روی استقرا با اثبات.

که موجودند چنان δ < αβ و µ < α ،β یͺتای اردینال های بالا قضیه ی طبق حال باشیم. داشته یͺتایی نمایش چنین γ′ < γ

ͬ دهد. م نتیجه را حͺم استقرا فرض و δ < γ پس ،δ < αβ چون حال .γ = αβ · µ+ δ
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است. زیر یͺتای  نمایش دارای γ اردینال هر .٣٢ نتیجه

γ = ωβ١ · n١ + · · ·+ ωβn · nk

ͬ گویند. م ٩ کانتور نرمال صورت نمایش این به که

عنصر متناهͬ تعداد حداکثر در که f : β → α همه ی مجموعه ی باشند. اردینال دو β و α کنید فرض .٣٣ نمادگذاری

ͬ کنیم م تعریف f ∈ AZ(βα) تابع برای همچنین ͬ دهیم. م نشان AZ(βα) نماد با را صفر)، ١٠ همه جا (تقریبا است ناصفر

است. متناهͬ مجموعه این که باشید داشته  توجه .supp(f) = {γ ∈ β|f(γ) ̸= ٠}

دهید قرار صورت این در باشند. AZ(βα) مجموعه ی در تابع دو f٢ و f١ توابع کنید فرض

δ = max{γ ∈ β|f١(γ) ̸= f٢(γ)}.

است. خوش ترتیب رابطه این با AZ(βα) مجموعه ی .f١(δ) < f٢(δ) هرگاه f١ < f٢ ͬ کنیم م تعریف صورت این در

شده تعریف بالا در که است رابطه ای همان < رابطه ی که .Ot(AZ(βα), <) = αβ ،β و α اردینال های برای .٣۴ نتیجه

است.

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را F : AZ(βα) → αβ نگاشت اثبات.

F (f) =
∑

γ∈supp(f)

αγ · f(γ).

،AZ(βα) مجموعه ی روی ترتیب رابطه ی تعریف به توجه با حال است. پوشا و ͷبه ی ͷی تابع ͷی فوق نگاشت که کنید دقت

(تمرین). است ایزومرفیسم ͷی F نگاشت پس است، نیز ترتیب حافظ نگاشت این

تمرین ۴ .٣

است. α از بعد اُردینال اولین α ∪ {α} آنگاه باشد، اُردینال ͷی α اگر دهید نشان .١ تمرین

کوچͺترین
∪
αi آنگاه است، مجموعه ͷی آن در I اندیس که باشد اُردینال ها از خانواده  ͷی (αi)i∈I اگر دهید نشان .٢ تمرین

دیͽر بعبارتͬ است، مساوی یا بزرگتر αiها همه ی از که است اُردینالͬ

sup{αi|i ∈ I} =
∪
i∈I

αi.

است. حدی اُردینالِ کوچͺترین ω که دهید نشان .٣ تمرین

کنید. ثابت را فرامتناهͬ استقرای دیͽر بیان و فرامتناهͬ استقرای طبیعͬ، اعداد استقرای .۴ تمرین

تالͬ اُردینال های برای حͺمͬ چنین آیا همچنین .α =
∪
β∈α β دهید نشان باشد، حدی اُردنیال ͷی α کنید فرض .۵ تمرین

است؟ برقرار نیز
9Cantor normal form

10almost everywhere
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است. شده استفاده چͽونه بازگشت قضیه ی از اردینال ها توان و ضرب تعاریف در .۶ تمرین

.(ω · ٢(٢ = ω٢ · ٢ < ω٢ · ۴ دهید نشان .٧ تمرین

α·(β ·γ) = همواره ،γ و β ،α اردینال سه هر برای یعنͬ دارد، انجمنͬ خاصیت اردینال ها ضرب عمل که دهید نشان تمرین٨.

.(α · β) · γ

.α + β ≤ γ + β آنگاه α < α′ اگر که معنا این به است، صعودی اول درایه ی در اردینال ها جمع که دهید نشان .٩ تمرین

است. ایزومرفیسم ͷی ،٣۴ نتیجه ی اثبات در شده تعریف نگاشت دهید نشان .١٠ تمرین

کنید. ثابت را ٣٧ قضیه ی .١١ تمرین

و m + n = n + m ،m,n ∈ ω هر برای که معنͬ این به هستند. جابجایی ω روی · و + عمل دهید نشان .١٢ تمرین

.m · n = n ·m

.(n ·m)ℓ = nℓ ·mℓ ،m,n ∈ ω هر برای دهید نشان .١٣ تمرین
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۴ فصل

فُن نویمʿ˼ن سلسله مراتب و طبیعͬ اعداد

طبیعͬ اعداد ١ .۴

مجموعه ی هستند. تالͬ ω در موجود ناصفر اردینال های تمام بنابراین و است حدی اردینال کوچͺترین ω دیدیم که همان طور

این ͬ شود م مطرح اینجا در که سوالͬ اما ͬ نامیم. م طبیعͬ عدد ͷی را n ∈ ω هر و ͬ نامیم م طبیعͬ اعداد مجموعه ی را ω

چه و BG چه مجموعه ها، نظریه ی مدل های از بعضͬ در است. خیر سوال پاسخ ω؟ = {⌜٠⌝, ⌜١⌝, ⌜٢⌝, . . .} آیا که است

طبیعͬ اعداد این همه ی از که باشند عناصری شامل دقیق طبیعͬ اعداد این بر علاوه است ممͺن آنها ωی مجموعه ی ،ZFC

از استفاده با به ویژه و ١ مˀدل نظریه ی در بشناسند، را مدل هایی چنین هستند علاقه مند که دانشجویانͬ هستند. بزرگتر دقیق

مجموعه ی که کرد ثابت ͬ توان نم مجموعه ها نظریه ی اصول با ولͬ ساخت. مدل هایی چنین ͬ توان م به راحتͬ ٢ فشردگͬ قضیه ی

است. دقیق طبیعͬ اعداد همه ی مجموعه ی دقیقا ω

کرد. تعریف نیز دیͽری به طریق ͬ توان م را طبیعͬ اعداد اما

ماکزیمم عنصر دارای آن از ناتهͬ زیرمجموعه ی هر که باشد اردینال ͷی اگر تنها و اگر است طبیعͬ عدد ͷی n عنصر .٣۵ لم

خوش ترتیب نیز تعلق)، (عکس ∋ رابطه ی با هرگاه است طبیعͬ عدد ͷی n اردینال دیͽر، بیانͬ به تعلق). رابطه ی (با است

باشد.

نیست، حدی اردنیال ͷی b که کنید توجه .b = sup a دهید قرار .∅ ̸= a ⊆ n و باشد طبیعͬ عدد ͷی n کنید فرض اثبات.

،b ≤ x این صورت در که ،b′ < x که است موجود x ∈ a عنصر پس .b′ ∈ a ͷی برای ،b = b′ + ١ بنابراین .b ∈ ω زیرا

نباشد، طبیعͬ عدد n اردینال کنید فرض حال .b = max a پس ،b ∈ a بنابراین .b = x سوپریمم، تعریف به توجه با که

نیست. ماکزیمم دارای ω و ω ⊆ n پس .n ≥ ω بنابراین

دارد. وجود طبیعͬ اعداد مجموعه ی نام به ω مجموعه ی ͷی BG از مدل هر در که کنید توجه

اعداد ساختار N = (ω, ٠, s) سه تایی به بͽیرید. درنظر را s(x) = x + ١ = x ∪ {x} به صورت را s : ω → ω تابع

از ͬͺی که است ٣ اصل بندی ای دارای طبیعͬ اعداد ساختار دیده اید، ریاضͬ، مبانͬ درس در که همانطور ͬ شود. م گفته طبیعͬ
1model theory
2compactness theorem
3axiomatization
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ͬ کنیم. م بیان دقیق به صورت را اصل این زیر قضیه ی در است. پئانو۴ اصول آن اصل بندی های

ͬ شود. م مشخص زیر ͬ های ویژگ توسط یͺتا به طور ایزومرفیسم تحت N ساختار پئانو). (اصول ٣۶ قضیه

است. ͷبه ی ͷی تابعͬ s الف)

.(٠ /∈ Wb(s)) نیست s تابع برد در صفر عنصر ب)

.a = ω آنگاه ،s(x) ∈ a شود نتیجه  x ∈ a از ،x هر برای و ٠ ∈ a و a ⊂ ω اگر (استقرا) ج)

.M ∼= N آنگاه باشد، داشته را بالا ͬ های ویژگ M = (M,O, S) ساختار اگر دیͽر، بیانͬ به

و a ⊂ ω کنید فرض حال دارد. را ب) و الف) ͬ های ویژگ ،N = (ω, ٠, s) طبیعͬ، اعداد ساختار که کنید توجه ابتدا اثبات.

تالͬ اردینال ͷی b پس ،b ∈ ω چون .b = min(ω − a) دهید قرار .s(x) ∈ a شود نتیجه  x ∈ a از ،x هر برای و ٠ ∈ a

.a = ω بنابراین است. تناقض که b ∈ a ،a مجموعه ی ͬ های ویژگ طبق صورت، این در اما .b′ ∈ a که b = s(b′) پس است،

را قضیه  ͬ های ویژگ M = (M,O, S) ساختار کنید فرض حال دارد. را قضیه  ͬ های ویژگ N ساختار که دادیم نشان اینجا تا

.f(s(n)) = S(f(n)) و f(٠) = O که به طوری f : ω → M کنید تعریف بازگشت، قضیه ی از استفاده با باشد. داشته

است. ساختار دو بین ایزومرفیسم و پوشا ،ͷبه ی ͷی f تابع ͬ کنیم م ادعا

است. ایزومرفیسم f پس ،f(s(n)) = S(f(n)) و f(٠) = O چون ،f تابع تعریف به توجه با بودن: ایزومرفیسم اثبات

k ∈ Wb(f) اگر Oو ∈ Wb(f) Wb(f)که ⊆M بنابراین .S(k) ∈ Wb(f) آنگاه ،k ∈ Wb(f) اگر بودن: پوشا اثبات

.Wb(f) =M سوم، ویژگͬ طبق پس .S(k) ∈ Wb(f) آنگاه

دهید قرار .f(m) ̸= f(n) آنگاه m > n اگر n ∈ ω هر برای که که دهیم نشان است کافͬ بودن: ͷبه ی ͷی اثبات

چون صورت این در ،m > ٠ کنید فرض .A = ω که ͬ دهیم م نشان .A = {n ∈ ω|∀m > nf(n) ̸= f(m)}

صورت این در .m > s(n) کنید فرض .n ∈ A کنید فرض حال .f(m) ̸= O = f(٠) پس ،f(m) ∈ Wb(S)

f(m) = پس است، ایزومرفیسم f چون و f(m′) ̸= f(n) استقرا، فرض بنابه حال .s(m′) = m که m′ برای m′ > n

.A = ω بنابراین .f(s(m′)) = S(f(m′)) ̸= S(f((n)) = f(s(n))

ساختارهایی ͬ توان م اما ͬ آید. م بدست ٠ از s تابع از استفاده بار متناهͬ با طبیعͬ عدد هر روزمره، ریاضیات در که کنید توجه

ͬ کنیم. م دقیق بیان را موضوع این درس ادامه ی در ندارند. را  ͬ ویژگ این طبیعͬ اعداد برخͬ که ساخت مجموعه ها نظریه ی از

است. بسته اردینال ها اعمال تحت ω مجموعه ی .٣٧ قضیه

تمرین. اثبات.

وجود عضویت رابطۀ با نامتناهͬ نزولͬ دنبالۀ هیچ که باشد این بیانگر است قرار خوش بنیادی اصل که بودیم گفته بارها قبلا

کرده ایم. کسب را گفته این اثبات برای لازم امͺانات جا این در ندارد.

عدد ͷی تابع این دامنه ی اگر ͬ دهیم. م نشان (ai)i∈ω با و ͬ نامیم م نامتناهͬ دنباله ی ͷی را a : ω → V تابع هر .٣٨ تعریف

ͬ نامیم. م متناهͬ دنباله ی ͷی را آن باشد، طبیعͬ

ͬ کنیم. م بیان خوش بنیادی اصل برای معادلͬ تعریف، این از استفاده با
4Peano Axioms
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نظریه ی جهان ͷی در نامتناهͬ و تعلق) رابطه ی (با نزولͬ دنباله ی هیچ که ͬ شود م نتیجه خوش بنیادی اصل از .٣٩ قضیه

ندارد. وجود مجموعه ها

آنگاه i ∈ j اگر ،i, j ∈ ω هر برای که معنͬ این به باشد. نامتناهͬ نزولͬ دنباله ی ͷی a : ω → V کنید فرض اثبات.

خوش بنیادی اصل مجموعه این ͬ دهد. م مجموعه ͷی Aتشͺیل = {ai|i ∈ ω} جایͽزینͬ اصل بنابه صورت این در .aj ∈ ai

.(ai+١ ∈ ai ∩ A) دارد اشتراک A مجموعه ی با ai ∈ A هر زیرا ͬ کند، م نقض را

نیاز ͬ شود، م نتیجه خوش بنیادی اصل نزولͬ، نامتناهͬ دنبالۀ وجود عدم از که این اثبات یعنͬ بالا، قضیۀ عکس اثبات برای

داریم: مقدماتͬ به

a متعدی پوسته ی را a شامل متعدی مجموعه ی کوچͺترین باشد. مجموعه ͷی a کنید فرض متعدی۵). (پوسته ی ۴٠ تعریف

ͬ دهیم. م نشان th(a) با و ͬ نامیم م

تعریف زیر به صورت و ͬ شود م پیدا a متعدی پوسته ی آنگاه باشد، داشته وجود a شامل متعدی مجموعه ی ͷی حداقل اگر

ͬ شود. م

th(a) =
∩
a⊆b

متعدی b

b

باشد. داشته وجود آن شامل متعدی مجموعه ی ͷی حداقل که بیابیم مجموعه ͷی برای متعدی پوسته ی ͬ توانیم م زمانͬ بنابراین

متعدی مجموعه ی ͷی کردن پیدا برای روش ͷی دارد؟ وجود آن شامل متعدی مجموعه ی ͷی آیا a مجموعه ی هر برای آیا اما،

این همه ی از پایان در و دهیم ادامه ترتیب همین به و a اعضایِ اجتماع اجتماع̧ ،a اعضای اجتماع̧ از که است این a شامل

ͬ کنیم. م بیان به طوردقیق را گفته این زیر قضیه ی در بود. خواهد متعدی حاصل، مجموعه ی بͽیریم. اجتماع مجموعه ها

دارد. وجود آن شامل متعدی مجموعه ی ͷی مجموعه ای هر برای ͬ شود م نتیجه نامتناهͬ مجموعه ی وجود اصل از .۴١ قضیه

و f(٠) = a که f : ω → V کنید تعریف بازگشت، قضیه ی از استفاده با باشد. مجموعه ͷی a کنید فرض اثبات.

برای زیرا است. متعدی که است مجموعه ͷی
∪
n∈ω f(n) پس است، مجموعه ͷی ω که آنجا از .f(n + ١) =

∪
f(n)

پس .y ∈
∪
f(n) = f(n+ ١) بنابراین .x ∈ f(n) ،n ∈ ω ͷی برای صورت این در .y ∈ x اگر ،x ∈

∪
n∈ω f(n) هر

.
∪
n∈ω f(n) = a ∪

∪
a ∪

∪∪
a ∪ . . . واقع در .y ∈

∪
n∈ω f(n)

ͬ شود. م پیدا نزولͬ نامتناهͬ دنباله ی ͷی برقرارنباشد، خوش بنیادی اصل اگر .۴٢ نتیجه

ناتهͬ مجموعه ی صورت این در نباشد. برقرار خوش بنیادی اصل a ∈ A برای و باشد مجموعه ͷی A کنید فرض اثبات.

برای صورت این در ͬ گیریم. م درنظر را th(a)∩A روی انتخاب تابع انتخاب اصل از استفاده با بͽیرید. درنظر را th(a)∩A

ͷی برای g(٠) = a٠ صورت به را g : ω → V تابع بازگشت، قضیه ی از استفاده با حال .f(x) ∈ x ،x ∈ th(a) ∩ A هر

دنباله ی ͷی g پس ،g(٠) ∋ g(١) ∋ g(٢) ∋ . . . صورت این در کنید. تعریف g(n + ١) = f(g(n)) و a در دلخواه a٠
است. نامتناهͬ نزولͬ

است. نزولͬ نامتناهͬ دنباله ی وجود عدم با معادل خو ش بنیادی اصل بنابراین

است. خوش بنیادی اصل برای مدلͬ است، خوش بنیاد آنها متعدی پوسته ی که مجموعه هایی همه ی کلاس .۴٣ نکته
5transitive hall
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فُن نویمن سلسله مراتب ٢ .۴

چه مجموعه ها ساخت در خوش بنیادی اصل که است این ͬ شود م مطرح خوش بنیادی اصل مورد در که جالبی سوالات از ͬͺی

ساخت؟ را مجموعه ها همه ی ͬ توان م تهͬ مجموعه ی و خوش بنیادی اصل از استفاده با آیا همچنین، ͬ کند؟ م تضمین را چیزی
۶ فُن نویمن سلسله مراتب ابتدا منظور، این برای هستیم. در قبیل این از سوالاتͬ به دادن پاسخ  دنبال به زیربخش این در و ادامه در

ͬ کنیم. م معرفͬ را

تعریف زیر به صورت را فُن نویمن سلسه مراتب بازگشت(استقرا)، قضیه ی از استفاده با فُن نویمن). (سلسه مراتب ۴۴ تعریف

ͬ کنیم. م

V٠ = ∅

Vα+١ = B(Vα)

Vγ =
∪
α∈γ

Vα, γ حدی اردینال برای

است. زیر به صورت فُن نویمن سلسه مراتب بنابراین

V٠ = ∅

V١ = B(V٠) = {∅}

V٢ = B(V١) = {∅, {∅}}

V٣ = B(V٢) = {∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}}
...

Vω =
∪
n∈ω

Vn

Vω+١ = B(Vω)

· · ·

است. طبقه هر بودن متعدی دارد، سلسه مراتب این از طبقه هر که ͬ ای ویژگ اولین

است. متعدی Vα ،α اردینال هر برای .۴۵ لم

کنید فرض باشد. متعدی Vα کنید فرض حال است. متعدی V٠ = ∅ که است واضح ͬ کنیم. م ثابت را لم استقرا با اثبات.

ͬ دهد م نتیجه Vα بودن متعدی که ،y ∈ Vα بنابراین ،x ⊆ Vα پس ،Vα+١ = B(Vα) آنجایی که از .y ∈ x و x ∈ Vα+١

x ∈ Vγ کنید فرض باشد. متعدی Vα ،α ∈ γ هر برای و باشد حدی اردینال γ کنید فرض حال .y ∈ Vα+١ پس .y ⊆ Vα

.y ∈ Vα ⊆ Vγ پس است، متعدی Vα چون حال .α ∈ γ ͷی برای x ∈ Vα پس ،x ∈
∪
α∈γ Vα چون .y ∈ x و

.Vα < Vβ آنگاه باشند، اردینال دو α < β اگر .۴۶ لم

6von Neumann hierarchy
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گرفت. نتیجه تهͬ مجموعه ی از استفاده با را مجموعه ها تمام شدن ساخته ͬ توان م سلسله مراتب این از استفاده با اما

دیͽر به عبارتͬ است. واقع فُن نویمن سلسله مراتب از طبقه ͷی در مجموعه ای هر که ͬ دهد م نتیجه  خوش بنیادی اصل .۴٧ قضیه

V =
∪
α∈On

Vα.

اگر ͬ دهیم م نشان باشد. مجموعه ͷی x کنید فرض ͬ گیریم. م نتیجه را قضیه این خوش بنیادی استقرای از استفاده با اثبات.

نتیجه را قضیه خوش بنیادی استقرای صورت این در است.
∪
α∈On Vα در نیز x آنگاه باشند،

∪
α∈On Vα در x اعضای همه ی

،y ∈ x هر برای بنابراین .αy = min{α|y ∈ Vα} کنید تعریف ،y ∈
∪
α∈On Vα چون .y ∈ x کنید فرض ͬ دهد. م

.x ∈ Vβ+١ پس (چرا؟)، x ⊆ Vβ صورت این در .β =
∪
y∈x αy دهید قرار .y ∈ Vαy

مرتبه ی کرد. تعریف فُن نویمن سلسله مراتب در آن ساخت پیچیدگͬ به توجه با مرتبه ای ͬ توان م مجموعه هر برای بنابراین

دارد. قرار اردینال آن به مربوط طبقه ی در x که ͬ گیریم م در نظر اردینالͬ کوچͺترین را عنصر هر

تمرین ٣ .۴

.th(x) =
∪
y∈x th(y) دهید نشان ،x ناتهͬ دلخواه مجموعه ی برای .١۴ تمرین

معادل اند: هم با a مجموعه ی ͷی برای زیر موارد که دهید نشان خوش بنیادی اصل از استفاده بدون .١۵ تمرین

ندارد. وجود a از شروع با نامتناهͬ نزولͬ دنباله ی هیچ .١

است. ∈ رابطه ی به نسبت ابتدا عنصر دارای th(a) ای زیرمجموعه  هر .٢

است. خوش بنیاد th(a) مجموعه ی که ͬ شود م نتیجه تمرین این از

پوسته ی که مجموعه هایی همه ی با است برابر
∪
α∈On Vα که دهید نشان خوش بنیادی اصل از استفاده بدون الف) .١۶ تمرین

است. خوش بنیاد آنها متعدی

ͬ دهد. م نتیجه را خوش بنیادی اصل V =
∪
α∈On Vα که دهید نشان ب)
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۵ فصل

کاردینال ها

کاردینال ها ͬ های ویژگ و تعریف به ابتدا بنابراین است. کاردینال ها حساب همچنین و ١ کاردینال ها با آشنایی بخش، این از هدف

ͬ پردازیم. م

کاردینال تعریف ١ .۵

که ͬ دانیم م هستند. پوشا و ͷبه ی ͷی تابع های کرد، استفاده آن از ͬ توان م که ابزاری تنها مجموعه، هر اندازه ی مقایسه ی برای

چه به بودن هم اندازه اما، هستند. «هم اندازه» مجموعه دو آن باشد، داشته وجود پوشا و ͷبه ی ͷی تابع ͷی مجموعه دو بین اگر

کرد. تعریف دقیق به صورت ͬ توان م چͽونه را آن و است معنا

وجود آنها بین پوشا و ͷبه ی ͷی تابع ͷی هرگاه هستند، هم توان y و x ͬ گوییم م باشند. مجموعه دو y و x کنید فرض .١ تعریف

.x ∼ y ͬ نویسیم م صورت این در باشد. داشته

∼ هم ارزی رابطه ی تعریف در که کنید دقت همچنین است. مجموعه ها بین هم ارزی رابطه ی ͷی ∼ رابطه ی که کنید توجه

است نشده استفاده ترتیبی هیچ از

با ͬ توان م را اردینال ها چون حال خوش ترتیبی). (اصل است ایزومرف اردینال ͷی با مجموعه هر که ͬ دانیم م قبل فصل از

داریم. مجموعه ها برای را زیر تعریف بنابراین کرد، مقایسه هم

نشان |x| با را آن و است هم توان x با که ͬ نامیم م اردینالͬ کوچͺترین را x مجموعه ی اندازه ی ،x مجموعه ی برای .٢ تعریف

ͬ دهیم. م

اردینال ها از دسته ای اما دارد. وجود پوشا و ͷبه ی ͷی تابع ͷی دو آن بین و است اردینال ͷی مجموعه هر اندازه ی بنابراین

هستند. هم توان خودشان با که که هستند

ͬ گویند. م کاردینال هستند، مجموعه ͷی اندازه ی که اردینال هایی به (کاردینال). ٣ تعریف

ͬ شود. م حاصل زیر نتایج تعریف این از

1cardinals
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باشد. کاردینال ͷی α که ͬ دهد م رخ زمانͬ تساوی همچنین و |α| ≤ α همواره α اردینال هر برای .۴ لم

هستند. کاردینال هستند، برابر خود اندازه ی با که اردینال هایی که گرفته نتیجه ͬ توان م فوق لم از

.|x| = |y| اگر تنها و اگر هستند، هم توان y و x مجموعه ی دو .۵ لم

هم توان y با که است اردینالͬ کوچͺترین است، هم توان x با که اردینالͬ کوچͺترین |x| و هستند هم توان y و x چون اثبات.

.x ∼ y پس است، هم ارزی ∼ رابطه ی که آنجا از .y ∼ α و x ∼ α بنابراین ،|x| = |y| = α که کنید فرض حال است.

باشند. هم اندازه که هستند هم توان هم با زمانͬ مجموعه دو بنابراین

معادل اند. هم با زیر موارد ،y و x مجموعه ی دو هر برای .۶ لم

|x| ≤ |y| الف)

دارد. وجود f : x→ y ͷبه ی ͷی تابع ͷی ب)

است. موجود f : y → x پوشا تابع ͷی یا x = ∅ یا ج)

ایزومرفیسم دو g٢ : β → y و g١ : α → x کنید فرض هستند. معادل  هم با ب) و الف) موارد که ͬ دهیم م نشان ابتدا اثبات.

id : x→ y همانͬ تابع بنابراین است، β ابتدایی بخش ͷی α صورت این در .|x| = α ≤ β = |y| کنید فرض حال باشند.

تابعͬ f تابع .f(t) = g٢(g
−١
١ (t)) ،t ∈ x هر برای که به طوری f : x → y کنید تعریف صورت این در است. ͷبه ی ͷی

است. f : x→ y و ͷبه ی ͷی

خوش ترتیبی اصل طبق است. α از کمتر است، ایزومرف a مجموعه ی با که اردینالͬ آنگاه ،a ⊆ α اگر که ͬ کنیم م ادعا ابتدا

،x ≤ g(x) ∈ α داریم ،x ∈ β هر برای پس است، صعودی g تابع چون هستند. موجود g : β → a ایزومرفیسم و β اردنیال

ͷبه ی ͷی تابع ͷی صورت این در .|y| = β و |x| = α و باشد ͷبه ی ͷی تابعͬ f : x → y کنید فرض حال .β ≤ α پس

g[α] ∼ β′ اگر قبل، ادعای بنابر است. هم توان α با که است β از زیرمجموعه ای g[α] همچنین دارد. وجود g : α → β

.α < β پس .β′ ≤ β آنگاه

.x ̸= ∅ و باشد ͷبه ی ͷی تابعͬ f : x → y کنید فرض هستند. معادل هم با ج) و ب) موارد که ͬ کنیم م ثابت اکنون

هر برای و g(y) = f−١(t) ،t ∈ y ∩ f [x] هر برای که به طوری g : y → x کنید تعریف اکنون .x٠ ∈ x کنید فرض پس

طبق بنابراین .f(t) ∈ y ∩ f [x] ،t ∈ x هر برای زیرا است. پوشا g تابع صورت، این در .g(t) = x٠ دهید قرار ،t /∈ f [x]

.g(f(t)) = t داریم ،g تابع تعریف

مجموعه های از خانواده این بͽیرید. درنظر را {g−١(t)|t ∈ x} خانواده ی باشد. پوشا تابعͬ f : y → x کنید فرض حال

که ،h : x→ y نگاشت صورت این در است. f انتخاب تابع دارای خانواده این انتخاب، اصل بنابه است. شده تشͺیل ناتهͬ

است. ͷبه ی ͷی تابع ͷی h صورت، این در .h(t) = f(t) ،t ∈ x هر برای

ͬ شود. م حاصل زیر مهم نتیجه ی لم این از

موجود g : y → xͷبه ی ͷی تابع ͷی همچنین و f : x→ y ͷبه ی ͷی تابع ͷی اگر ش˼رودِر‐بِرن˼شتاین٣٢). (قضیه ی ٧ نتیجه

هستند. هم توان y و x آنگاه باشند،
2Schröder–Bernstein theorem

ͬ شود. م گفته نیز کانتور‐برنشتاین قضیه ی قضیه، این به ٣
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هستند. هم توان y و x پس .|x| = |y| بنابراین ،|y| ≤ |x| و |x| ≤ |y| قبل، لم بنابه اثبات.

دارد وجود نتیجه این برای دیͽر اثباتͬ اما کردیم، استفاده خوش ترتیبی اصل از بالا نتیجه ی اثبات در که باشید داشته توجه

ͬ شود. نم استفاده ای هیچ آن، معادل صورت های و انتخاب اصل از اثبات آن در که

هر برای باشند. ͷبه ی ͷی توابعͬ g : y → x و f : x→ y توابع کنید فرض انتخاب. اصل از مستقل ،٧ نتیجه ی دوم اثبات

ͬ کنیم. م تعریف زیر زیر به صورت را t به مربوط مدار ،t ∈ y

mt = {t, g(t), f(g(t)), g(f(g(t))), · · · }

دو هیچ همچنین و است نامتناهͬ mt آن، به مربوط مدار t ∈ y هر برای هستند، ͷبه ی ͷی g و f چون که باشید داشته توجه

ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را h : x→ y تابع حال ندارند. اشتراک هم با مداری

h(s) =

g
−١(s) ∃t s ∈ mt

f(t) صورت غیراین در

و (تمرین) است پوشا و ͷبه ی ͷی h تابع اما است. نشده استفاده آن معادل صورت های و انتخاب اصل از تابع این تعریف در

هستند. هم توان y و x بنابراین

است. کاردینال ͷی طبیعͬ عدد هر .٨ لم

تساوی حالت فقط که دهیم نشان است کافͬ ،|n| ≤ n آنجایی که از .|n| = n ،n ∈ ω هر برای که ͬ دهیم م نشان اثبات.

کنید فرض باشد. عدد آن از کوچͺتر ͬ تواند نم طبیعͬ عدد هر اندازه ی که ͬ دهیم م نشان استقرا با منظور، این برای ͬ دهد. م رخ

ͬ دهیم م نشان صورت این در است. موجود f : m → n پوشای و ͷبه ی ͷی تابع ͷی صورت این در .|m| = n و n < m

کنید تعریف است. تناقض در استقرا فرض با که بیابیم، g : m− ١ → n− ١ مانند پوشا و ͷبه ی ͷی تابعͬ ͬ توانیم م که

g(x) =

f(x) f(x) ̸= m− ١

f(m− ١) f(x) = m− ١
.

است. پوشا و ͷبه ی ͷی فوق تابع

است. مجموعه ها نظریه ی در کبوتری لانه ی اصل اثبات فوق، اثبات که کنید توجه

است. کاردینال ͷی نیز ω اردینال .٩ لم

تابع این اما ͬ شود. م پیدا n به ω از ͷبه ی ͷی تابع  ͷی صورت این در .n ∈ ω ͷی برای |ω| = n آنگاه ،|ω| < ω اگر اثبات.

تناقض که ،|n+ ١| ≤ |n| بنابراین ͬ شود. م پیدا n به n+ ١ از ͷبه ی ͷی تابع ͷی بنابراین کرد. تحدید n+ ١ به ͬ توان م را

است.

مجموعه ی ͷی البته ͬ کردیم. م استفاده مفهوم این از گاهاً کنیم، تعریف را متناهͬ مفهوم اینکه بدون قبل، فصل های در اما

است، متناهͬ دلخواه مجموعه هر اینکه اما بود. تعریف قابل ͬ کرد، م مشخص را اعضایش تعداد که فرمول ͷی توسط متناهͬ

ͬ کند. م فراهم را امͺان این کاردینال مفهوم نیست. بیان قابل اول مرتبه فرمول ͷی با
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هم توان ω با a مجموعه ی هرگاه همچنین .n ∈ ω ͷی برای |a| = n هرگاه ͬ نامیم م متناهͬ را a مجموعه ی .١٠ تعریف

ͬ نامیم. م شمارا را آن باشد،

کلاس ͷی A اگر این صورت در است. خوش ترتیب A که باشید داشته توجه باشد. اردینال ها از کلاس ͷی A کنید فرض

ͬ شود. م گفته نیز A از شمارشͬ ͷی تابعال، این به است. موجود f : On → A صعودی اکیداً تابعال آنگاه باشد، سره

ͷی دارای اردینال ها از کلاس هر بنابراین است. موجود f : α → A شمارش تابع ͷی آنگاه باشد، مجموعه A اگر همچنین

شمرد. را آنها اعضای ͬ توان م که معنͬ این به است، شمارش تابعال

.sup b ∈ A باشیم داشته b ⊆ A ناتهͬ زیرمجموعه ی هر برای هرگاه ͬ نامیم Onم در بسته را اردینال ها کلاسAاز تعریف١١.

اگر حال .sup b =
∪
α∈b α که دیدیم قبل فصل در است. بسته کلاس ͷی ،On اردینال ها، همه ی کلاس مثال، به عنوان

برای بالا کران ͷی β طرفͬ، از .β اردینال ͷی برای sup b = β + ١ کنید فرض مثال به عنوان باشد، تالͬ اردینال ͷی sup b

اردینال sup b اگر حال .sup b ∈ b پس ،α = β + ١ اما .β < α که است موجود α ∈ b اردینال پس نیست، b مجموعه ی

اردینال هر با اشتراکش هرگاه است بسته A کلاس که ͬ کند م بیان تعریف این بنابراین .sup b = λ ∈ A آنگاه باشد، λ حدی

برای هرگاه ͬ نامیم م بسته α اردینال در را a مجموعه ی مشابه، به طور باشد. کلاس به متعلق حدی اردینالͬ ،A در موجود حدی

.λ ∈ a آنگاه sup(a ∩ λ) = λ ،λ ∈ α هر

یافت بزرگتر کاردینالͬ اردینالͬ، هر از که معنͬ این به بی کران است. بی کران و بسته On در کاردینال ها کلاس .١٢ قضیه

ͬ شود. م

را کاردینال ها بودن بی کران ͬ توان م کانتور قضیه ی از ͬ کنیم. م اثبات و بیان را ۴ کانتور قضیه ی ابتدا قضیه، این اثبات برای

گرفت. نتیجه 

.|a| < |B(a)| همواره ،a مجموعه ی هر برای کانتور). (قضیه ی ١٣ قضیه

حال .|a| ≤ |B(a)| بنابراین است، ͷبه ی ͷی تابعͬ ،f(x) = {x} ضابطه ی با f : a → B(a) تابع که ͬ دانیم م اثبات.

g : a→ |B(a)| کنید فرض .|a| < |B(a)|صورت این در که ندارد، B(a)وجود به a از پوشایی تابع هیچ که ͬ دهیم م نشان

زیرا ͬ گیرد. نم قرار g برد در ،a زیرمجموعه ی این بͽیرید. درنظر را b = {x ∈ a|x /∈ g(x)} مجموعه ی باشد. دلخواه تابعͬ

.y /∈ g(y) اگر تنها و اگر y ∈ g(y) صورت این در ،y ∈ b اگر این صورت، درغیر

ͬ کنیم. م استفاده ١٢ قضیه ی اثبات برای قضیه، این از حال

،{αi|i ∈ I} کنید فرض ͬ شود. م نتیجه کانتور قضیه ی از کاردینال ها، همه ی کلاس بودن بی کران .١٢ قضیه ی اثبات

دارد وجود i ∈ I ͷی ،β ∈ λ هر برای است. کاردینال
∪
i∈I αi = λ ͬ دهیم م نشان باشد. کاردینال ها از خانواده ای

.|λ| = λ پس .λ ≤ |λ| یا ،λ ⊆ |λ| ͬ شود م نتیجه این از که .β < αi = |αi| ≤ |λ| بنابراین .β < αi که

ͬ دهیم. م نشان Card با را نامتناهͬ کاردینال های کلاس .١۴ نمادگذاری

ͬ دهیم. م نشان ℵ : On → Card با را آن که دارد وجود شمارشͬ تابعال بنابراین ،Card ⊆ On که باشید داشته  توجه

به صورت را نامتناهͬ کاردینال های به ترتیب پس است. نامتناهͬ کاردنیال α‐اُمین ،ℵα از منظور ،α اردینال هر برای بنابراین
4Cantor theorem
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کرد. شمارش ͬ توان م زیر

ℵ٠,ℵ١,ℵ٢, · · · ,ℵω,ℵω+١, · · ·

ͬ کند م بیان ͬ دهند، م نشان CH با را آن که ۵ پیوستار فرضیه ی اما .|B(ω)| ≥ ℵ١ کانتور قضیه ی بنابه که کنید توجه

،α اردینال هر برای که ͬ کند م بیان ،GCH مختصر به طور یا ۶ تعمیم یافته پیوستارِ فرضیه ی همچنین .|B(ω)| = ℵ١ که

در ͬ شود؟ م نتیجه مجموعه ها نظریه ی اصول از تعمیم یافته پیوستار فرضیه ی یا و پیوستار فرضیه ی آیا اما .|B(ℵα)| = ℵα+١

پرداخت. خواهیم سوال این به درس این ادامه ی

را κ+ به صورت کاردینال های ͬ دهیم. م نشان κ+ با را κ از بعد کاردینال اولین باشد، کاردینال ͷی κ کنید فرض .١۵ تعریف

از غیر حدی کاردینال های بنابراین ͬ نامیم. م حدی کاردینال را آن نباشد، تالͬ کاردینالͬ اگر همچنین ͬ نامیم. م تالͬ کاردینال

است. حدی اردینال λ که هستند، ℵλ به صورت ،ω

.κ+ = ٢κ که ͬ کند م بیان تعمیم یافته پیوستار فرضیه ی بنابراین

است. حدی اردینال ͷی نامتناهͬ کاردینال هر .١۶ لم

λ = که دارد وجود α یͺتای اردینال بنابراین ،λ > ω چون باشد، تالͬ اردینال λ اگر .λ ∈ Card کنید فرض اثبات.

است. λ بودن کاردینال با متناقض این که .|λ| = |(ω + α) + ١| = |ω + α| < λ صورت این در .(ω + α) + ١

کاردینال ها اعمال ٢ .۵

و جمع عمل تعریف کرد. تعریف کاردینال ها برای ͬ توان م را اعمال همین کردیم، تعریف اردینال ها برای که اعمالͬ مشابه

ͬ کنیم. م استفاده اردینال ها از کاردینال ها عمل بین تمایز برای c اندیس از فصل این سراسر در است. آسان کاردینال ها ضرب

تعریف زیر به صورت و ͬ دهیم م نشان κ+c µ با را دو این کاردینالͬ جمع صورت این در باشند، کاردینال دو µ و κ کنید فرض

ͬ شود. م

κ+c µ = |(κ× {٠}) ∪ (µ× {١})|.

به صورت و ͬ دهیم م نشان κ ·c µ با را کاردینال دو این ضرب همچنین .κ+c µ = |κ+ µ| بنابراین

κ ·c µ = |κ× µ|

،(κµ)c = |µκ| به صورت ͬ توان م مشابه به صورت هم را کاردینال ها توان .κ ·c µ = |κ ·µ| مشابه به صورت و ͬ شود م تعریف

کاردینالͬ توان از تعریف این که باشید داشته توجه است. κ به µ از توابع همه ی مجموعه ی ،µκ از منظور که ͬ شود م تعریف

.٢ω =
∪
n∈ω ٢n = ω که درحالͬ ،(٢ω)c = |B(ω)| > ω مثال، به عنوان است. متفاوت کاملا́ اردینالͬ توان با

کرد. تعریف دیͽر بیانͬ به زیر به صورت ͬ توان م را اعمال این اما

|u|+c |v| = |(u× {٠}) ∪ (v × {١})|

|u| ·c |v| = |u× v|

(|u||v|)c = |vu|
5continuum hypothesis
6general continuum hypothesis
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کاردینال ها اعمال ͬ های ویژگ ٢. ١ .۵

ͬ کنیم. م بیان را آنها از برخͬ بخش این در که دارند، جالبی خواص کاردینال ها اعمال

.κ ·c κ = κ ،κ ∈ Card هر برای .١٧ قضیه

هر برای یعنͬ باشد، برقرار κ از کمتر اردینال های برای حͺم کنید فرض ͬ کنیم. م ثابت را حͺم این κ روی استقرا با اثبات.

،(α′, β′) ∈ κ×κ و (α, β) ∈ κ×κ هر برای بͽیرید. درنظر را زیر ترتیب κ×κمجموعه ی روی .|λ|·c |λ| = |λ| ،λ < κ

(α, β) < (α′, β′) ⇐⇒
(
max{α, β} < max{α′, β′}∨

(max{α, β} = max{α′, β′} ∧ β < β′)∨

(max{α, β} = max{α′, β′} ∧ β = β′ ∧ α < α′)
)
.

{(α, β,max{α, β})|(α, β) ∈ κ× κ} ⊆ برروی معکوس قاموسͬ ترتیب به صورت ͬ توان م را ترتیب این که کنید توجه

است. زیر مجموعه ی صعودی به ترتیب (٣, ٣) از کمتر عناصر ترتیب این با مثال، به عنوان گرفت. درنظر κ× κ× κ

{(٠, ٠), (١, ٠), (٢, ٠), (٣, ٠), (٠, ١), (١, ١), (٢, ١), (٣, ١), (٠, ٢), (١, ٢), (٢, ٢), (٣, ٢)}

ͬ دهیم م نشان است. اردینال ͷی κ×κ بنابراین است. κ×κ روی خوش ترتیبی ͷی رابطه ، این که کرد ثابت ͬ توان م به راحتͬ

بخش ͷی اگر حال است. ایزومرف κ × κ با که است اردینالͬ کوچͺترین |κ × κ| که کنید دقت .|κ × κ| ≤ κ که

ͷی که کنید توجه است. κ با مساوی یا کوچͺتر آن اندازه ی که ͬ دهیم م نشان باشد، ایزومرف κ × κ با κ × κ| ابتدایی

.(α, β) ∈ κ × κ ͷی برای است، (κ × κ)(α,β) = {(x, y)|(x, y) < (α, β)} به صورت κ × κ سره ی ابتدایی بخش

بنابراین .(κ × κ)(α,β) ⊆ (κ × κ)(λ,λ) صورت این در .λ < κ که است واضح .λ = max{α, β} دهید، قرار حال

بنابراین .|λ| ≤ κ دیͽر، طرفͬ از .|λ| ·c |λ| = |λ| استقرا، فرض بنابه λ < κ چون اما .|(κ × κ)(α,β)| ≤ |λ| ·c |λ|

پس ،κ ⊂ κ × κ دیͽر، طرفͬ از .|κ × κ| ≤ κ پس است. مساوی یا کمتر κ از κ × κ سره ی ابتدایی بخش هر اندازه ی

κ ·c κ = κ بنابراین .κ ≤ |κ× κ|

برخͬ دلیل به همین ͬ شوند، م آشنا کاردینال ها اعمال ͬ های ویژگ با ریاضͬ مبانͬ درس در ریاضͬ، رشته ی دانشجویان

ͬ کنیم. م بیان اثبات بدون را کاردینال ها اعمال ͬ های ویژگ

هستند. برقرار زیر موارد صورت این در باشند، کاردینال γ و λ ،κ کنید )فرض
κλ+cγ

)
c
= (κλ)c ·c (κγ)c .١(

κλ·cγ
)
c
=

(
(κλ)γc

)
c

.٢

ͬ شود. م حاصل زیر نتایج ١٧ قضیه ی از

هستند. برقرار زیر موارد صورت این در باشند، نامتناهͬ کاردینال دو µ و κ کنید فرض .١٨ نتیجه

،κ+c µ = max{κ, µ} .١

،κ ·c µ = max{κ, µ} .٢
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(
٢κ
)
c
=

(
κκ

)
c

.٣

صورت این در .max{κ, µ} = µ کنید فرض کلیت، از کاستن بدون اثبات.

µ ≤ κ+c µ ≤ µ+c µ = ٢ ·c µ ≤ µ ·c µ = µ,

همچنین .κ+c µ = µ پس

κ ·c µ ≤ µ ·c µ = µ ≤ κ ·c µ,

آنجایی که از .κ ·c µ = max{κ, µ} پس

(٢κ)c ≤ (κκ)c ≤ ((٢κ)κc )c = (٢κ·cκ)c = (٢κ)c,

.
(
٢κ
)
c
=

(
κκ

)
c

بنابراین

است. تعریف قابل نیز آنها حاصل ضرب و حاصل جمع باشیم، داشته را کاردینال ها از خانواده ای اگر

به صورت را کاردینال ها این همه ی حاصل جمع صورت این در باشند، کاردینال ها از خانواده ͷی (κi)i∈I کنید فرض تعریف١٩.

ͬ کنیم. م تعریف ∑زیر
i∈I

κi = |
∪
i∈I

κ× {i}|

ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را کاردینال ها این حاصل ضرب مشابه ∏به طور
i∈I

κi = |{f : I →
∪

κi|∀i ∈ I f(i) ∈ κi}|

صورت این در باشند. ناصفر کاردنیال های از خانواده ای (κi)i∈I و باشد نامتناهͬ مجموعه ای I کنید فرض .٢٠ ∑نتیجه
i∈I

κi = max{|I|, supκi}.

تعریف طبق .µ = supκi کنید فرض ∑اثبات.
i∈I

κi ≤
∑
i∈I

µ ≤ |I| ·c µ = max{|I|, supκi}.

ͬ کنیم. م واگذار خواننده عهده به تمرین به عنوان را اثبات ادامه ی

هم پایانͬ و کاردینال ها توان ٣ .۵

از استفاده با درنهایت و ͬ کنیم م تعریف را آنها قسمت این در که داریم جدیدی مفاهیم به نیاز کاردینال ها، توان محاسبه ی برای

ͬ کنیم. م محاسبه را کاردینال ها توان مفهوم ها، این
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هم پایانͬ ٣. ١ .۵

α در عنصری هر برای هرگاه ͬ نامیم، م α با ٧ هم پایان را B ⊆ α مجموعه ی باشد. اردینال ͷی α کنید فرض .٢١ تعریف

شود. یافت B مجموعه ی در عنصر این از بزرگ تر عنصری

∀x ∈ α∃y ∈ By ≥ x

مجموعه  ها برای را بودن هم پایان مفهوم ͬ توان م مشابه، به صورت باشد. بی کران α مجموعه ی در B مجموعه ی دیͽر، به بیانͬ

کرد. تعریف نیز

اعداد ارشمیدسͬ (خاصیت است بی پایان حقیقͬ اعداد مجموعه ی در طبیعͬ اعداد مجموعه ی شهودی، مثالͬ به  عنوان

حقیقͬ).

اندازه ی کوچͺترین با برابر و ͬ دهیم م نشان cf(α) نماد با را α ٨ هم پایانͬ باشد، اردینال ͷی α که کنید فرض .٢٢ تعریف

است. هم پایان α اردینال با که است مجموعه ای

cf(α) = min{|B| | α با هم پایان B ⊆ α}

ͬ شود. م تعریف cf(A) ،A مجموعه ی برای مشابه، به طور

cf(0) = 0 .١ .٢٣ مثال

.cf(α + 1) = 1 پس است، هم پایان α + ١ اردینال با {α} مجموعه ی که آنجا از ،α اردینال هر برای .٢

.cf(ω) = ω .٣

.cf(ℵω) = ω .۴

فرض آنگاه ،cf(κ+) ≤ κ اگر صورت این درغیر زیرا .cf(κ+) = κ+ آنگاه باشد، نامتناهͬ کاردینال ͷی κ اگر .۵

بنابراین .supi∈cf(κ+) αi = κ+ صورت این در باشد. cf(κ+) اندازه ی با بی پایان مجموعه ی ͷی (αi)i∈cf(κ+) کنید

درحالͬ است حدی کاردینال ͷی چپ سمت عبارت زیرا نیست. امͺان پذیر چیزی چنین اما .|
∪
i∈cf(κ+) αi| = |κ+|

است. تالͬ کاردینال ͷی راست سمت عبارت که

ͬ کند. م معرفͬ را اردینال ها از جالب دسته ای بالا، مثال آخرین

.cf(α) < α هرگاه ͬ نامیم م ١٠ تکین را α اردینال همچنین .cf(α) = α هرگاه ͬ نامیم م ٩ منتظم را α اردینال .٢۴ تعریف

وجود ω از غیر منتظمͬ حدیِ کاردینالِ آیا اما هستند. منتظم تالͬ، نامتناهͬ کاردینال های تمام و ω اردینال های بنابراین

.١١ است ZFC و BG از مستقل فوق عبارت که کنید توجه داد. خواهیم پاسخ سوال این به درس ادامه ی در دارد؟

ͬ کنیم. م بیان را هم پایانͬ ͬ های ویژگ برخͬ زیر لم در
7cofinal
8cofinality
9regular

10singular
.BG ̸⊢ ¬φ و BG ̸⊢ φ هرگاه ͬ گوییم م BG از مستقل را φ جمله ی ١١
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.cf(α) ≤ α ،α اردینال هر برای الف) .٢۵ لم

.cf(B) = cf(α) آنگاه باشد، α اردینال با هم پایان مجموعه ی ͷی B اگر ب)

است. cf(α) اردینالͬ تایپ با بسته هم پایانِ زیرمجموعه ی ͷی دارای α اردینال هر ج)

.cf(cf(α)) = cf(α) ،α اردینال هر برای د)

مجموعه ای B اگر است. مساوی یا کوچͺتر α از آن هم پایانͬ پس است، هم پایان خودش با α اردینال که آنجایی از اثبات.

cf(B) = بنابراین است، هم پایان نیز α با باشد، هم پایان B مجموعه ی با که مجموعه ای هر آنگاه باشد، α اردینال در هم پایان

پوشا و ͷبه ی ͷی نگاشت ͷی بنابراین باشد. α با هم پایان B و cf(α) = |B| و باشد اردینال ͷی α کنید فرض .cf(α)

توجه ͬ کنیم. م تعریف F (x) = sup{f(y)|y ≤ x} به صورت را F : cf(α) → On تابع دارد. وجود f : cf(α) → B

برای .Ot(F [B]) = Ot(B) اما است. α اردینال با بسته هم پایان مجموعه ا ی F [α] صورت این در .F (x) ∈ α که کنید

.cf(cf(α)) = cf)α) ͬ شود م نتیجه ب) قسمت از است، α با هم پایان مجموعه ای cf(α) آنجایی که از د)، قسمت اثبات

مثال های ͬ توان م بنابراین است. منتظم کاردینال ͷی cf(α) ،α اردینال هر برای که ͬ شود م نتیجه لم این آخر قسمت از

ساخت. منتظم کاردینال های از زیادی

گوییم. ١٢ ضعیف دست نیافتن̞ͬ را ω از غیر منتظم̧ حدیِ کاردینالِ .٢۶ تعریف

هم پایان مجموعه ای {ℵα|α ∈ λ} مجموعه ی چون طرفͬ، از باشد. ضعیف دست نیافتنͬ کاردینال ͷی ℵλ که کنید فرض

.cf(ℵλ) = ℵλ پس است، ضعیف دست نیافتنͬ ℵλ چون حال .cf(λ) ≤ λ دیͽر طرفͬ از .cf(ℵλ) = cf(λ)پس است، ℵλ با

ضعیف) (دست نیافتنͬ ω از غیر منتظم حدی کاردینال آیا اینکه به پاسخ در بنابراین .ℵλ = λ پس ،λ ≤ ℵλ ≤ λ بنابراین

ℵλ = λ به صورت که کاردینالͬ هر که کنید دقت اما .ℵλ = λ آنگاه باشد، کاردینالͬ چنین ℵλ اگر گفت ͬ توان م دارد، وجود

بͽیرید. درنظر را زیر دنباله ی مثال، به عنوان نیست. ضعیف دست نیافتنͬ لزوماً باشد،

a٠ = ℵ٠, an+١ = ℵan

این با (an)n∈ω دنباله ی همین زیرا .cf(ℵλ) = ω اما .ℵλ = λ صورت این در .λ = aω =
∪
n∈ω an دهید قرار حال

است. هم پایان اردینال

که ͬ کنیم م ادعا ،µ = supi∈cf(µ) αi آنجایی که از باشد، نامتناهͬ کاردینال  ͷی µ که کنید فرض

µ =
∑
i∈cf(µ)

|αi|.

دیͽر طرفͬ از و µ ≤ supi∈cf(µ) |αi| طرفͬ از حال .
∑

i∈cf(µ) |αi| = max{supi∈cf(µ) αi, cf(µ)} چون

نامتناهͬ، کاردینال هر برای پس .µ = max{supi∈cf(µ) αi, cf(µ)} بنابراین .cf(µ) ≤ µ و supi∈cf(µ) |αi| ≤ µ

دارد. وجود کاردینال آن هم پایانͬ براساس نمایشͬ

12weakly inaccessible
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کاردینالها توان محاسبه ˄ در هم پایانͬ مفهوم نقش ٣. ٢ .۵

راحتͬ برای ͬ کند. م بازی مهمͬ نقش κcf(κ) دانستن̞ کاردینالها، توان محاسبۀ در که است نکته این بیان بخش، این در هدفمان

ͬ کنیم. م معرفͬ را نماد دو ابتدا کار،

ͬ کنیم. م معرفͬ را زیر نماد های صورت این در باشند، کاردینال دو µ و κ کنید فرض .٢٧ نمادگذاری

κ⌣
µ = sup

α<κ
(αµ)c

κ µ⌣ = sup
α<µ

(κα)c

و باشد نامتناهͬ µ اگر همچنین .(κµ)c = κ آنگاه باشد، متناهͬ κ و باشد متناهͬ کاردینالͬ µ اگر که کنید توجه

توان محاسبه ی در زیر قضایای از باشند، نامتناهͬ کاردینال دو هر که درصورتͬ اما .(κµ)c = (µµ)c آنگاه ،٢ ≤ κ ≤ µ

ͬ گیریم. م بهره کاردینال ها

صورت این در باشند. نامتناهͬ کاردینال دو κ و µ کنید فرض .٢٨ قضیه

(κλ)c =
(
(κ µ⌣)cf(µ)

)
c
.

بنابراین ،µ =
∑

i∈cf(µ) |αi| آنجایی که از اثبات.

(κµ)c = (κ
∑

i∈cf(µ) |αi|)c =
∏

i∈cf(µ)

κ|αi| ≤
∏

i∈cf(µ)

κ µ⌣ =
(
(κ µ⌣)cf(µ)

)
c
.

دیͽر، طرفͬ )از
(κ µ⌣)cf(µ)

)
c
≤

(
(κµ)µc

)
c
= (κµ·cµ)c = (κµ)c.

هم پایانͬ از است توان در که کاردینالͬ که زمانͬ اول حالت ͬ گیریم، م درنظر را حالت دو کاردینال ها، توان محاسبه ی برای

این از ͷی هر در زیر قضایای در ͬ گیریم. م درنظر را دوم حالت صورت این غیر در و باشد بیشتر است پایه در که کاردینالͬ

ͬ کنیم. م محاسبه را کاردینال ها توان حالت ها

صورت این در .µ < cf(κ) و باشند نامتناهͬ کاردینال دو κ و µ کنید فرض .٢٩ قضیه

(κµ)c = max{κ, κ⌣
µ}.

که ͬ دانیم م تعریف طبق دیͽر طرفͬ از .(κµ)c ≥ max{κ, κ⌣
µ} پس ، κ⌣

µ ≤ (κµ)c و κ ≤ (κµ)c آنجایی که از اثبات.

درحقیقت ،κ به µ از تابعͬ هر پس است. کران دار κ اردینال در µ اردینال نتیجه در ،µ < cf(κ) چون حال .(κµ)c = |µκ|

بنابراین .µκ =
∪µ
α<κ α بنابراین است، α مثل κ از کوچͺتر اردینالͬ به µ از تابعͬ

(κµ)c ≤
∑
α<κ

|α|µ = max{κ, sup
α<κ

|α|µ = max{κ, κ⌣
µ}.
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آنگاه ،µ ≥ cf(κ) و باشند نامتناهͬ کاردینال دو κ و µ اگر .٣٠ قضیه

(κµ)c =
(
( κ⌣

µ)cf(κ)
)
c
.

بنابراین ،cf(κ) ≤ µ آنجایی که از اثبات.

(
( κ⌣

µ)cf(κ)
)
c
≤

(
(κµ)cf(κ)c

)
c
= (κµ)c.

ͬ کنیم. م واگذار خواننده به تمرین، به عنوان را اثبات ادامه ی

توان محاسبه ی برای را زیر رابطه ی خلاصه، به صورت فوق قضیه ی دو آنگاه باشند، نامتناهͬ کاردینال دو κ و µ اگر

ͬ کنند. م بیان  کاردینال ها

(κµ)c =


max{κ, κ⌣

µ} ٢ ≤ µ < cf(κ)(
( κ⌣

µ)cf(κ)
)
c

cf(κ) < µ

(κcf(κ))c µ = cf(κ)

(١ .۵)

(تمرین) .(κcf(κ))c > κ همواره که باشید داشته توجه

آنگاه باشد، برقرار تعمیم یافته پیوستار فرضیه ی اگر .٣١ نتیجه

(κµ)c =


κ µ < cf(κ)

κ+ cf(κ) ≤ µ ≤ κ

µ+ κ ≤ µ

. (٢ .۵)

κ⌣
µ = supα∈κ(α

µ)c اما .(κµ)c = max{κ, κ⌣
µ} ،(١ .۵) رابطه ی طبق صورت این در .µ < cf(κ) کنید فرض اثبات.

این در ،cf(κ) ≤ µ ≤ κ اگر حال .(κµ)c = κ یعنͬ ،(κµ)c < κ+ حالت این در بنابراین است، (κµ)c از کو چͺتر که

از آنگاه، ،κ ≤ µ اگر حال .(κµ)c = κ+ پس ،(κcf(κ))c ≤ κ اما .(κµ)c =
(
( κ⌣

µ)cf(κ)
)
c

،(١ .۵) رابطه ی طبق صورت،

.(κµ)c ≥ (٢µ)c = µ+ دیͽر طرفͬ از .(κµ)c ≤ (µµ)c = µ+ طرفͬ

خواندن، در راحتͬ برای ͬ رسانیم. م به پایان کاردینالͬ توان ͷی محاسبه ی با را فصل این بالا، قضیه های درک برای نهایتاً،

خودداری محاسبات این در c اندیس ذکر از ما بنابراین هستند، کاردینالͬ اعمال ͬ شوند، م نوشته مثال این در که اعمالͬ تمام

کرده ایم.

داریم ٢٨ قضیه ی به توجه با بنابراین ،cf(ℵω) = ω آنجایی که از .٣٢ مثال

(ℵω)ℵω =
(
ℵℵω⌣
ω

)ℵ٠
=

(
sup
n∈ω

(ℵℵn
ω )

)ℵ٠
.

ͬ شود م نتیجه ،(١ .۵) رابطه ی از ،cf(ℵω) = ω < ℵn چون حال کرد. محاسبه را ℵℵn
ω باید بنابراین

ℵℵn
ω =

(
ℵω⌣

ℵn

)ℵ٠
=

(
sup
m∈ω

(ℵℵn
m )

)ℵ٠
.
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نتیجه (١ .۵) رابطه ی از ،cf(ℵm) = ℵm > ℵn چون حال کنیم. محاسبه بزرگ mهای برای را ℵℵn
m که است کافͬ بنابراین

ͬ شود م

ℵαn
m = max{ℵm,ℵm⌣

ℵn}.

روند، این دادن ادامه با ͬ شود. م محاسبه کمتر کاردینال های برحسب هم مقدار این که کرد، محاسبه را ℵm⌣
ℵn باید بنابراین

داریم

ℵαn
m = max{ℵm,ℵm⌣

ℵn} = · · · = max{ℵm, ٢ℵn}.

آن محاسبه ی که رسیدیم عبارتͬ به نهایتاً تا رفتیم پیش تودرتو و نزولͬ به صورت ℵℵω
ω کاردینالͬ توان محاسبه ی برای بنابراین

ͬ آوریم. م بدست را نظر مورد توان مقدار و ͬ رویم م پیش بالارونده به صورت آن محاسبه ی بعداز و بود آسان

تمرین ۴ .۵

شد، ارائه شرودر‐برنشتاین قضیه ی برای انتخاب اصل از استفاده بدون که اثباتͬ در شده تعریف h تابع کنید ثابت .١ تمرین

است. پوشا و ͷبه ی ͷی

پیوسته باشد. پیوسته آن شمارش تابعال اگر فقط و اگر است بسته اردینال ها از بی کران کلاس ͷی که کنید ثابت .٢ تمرین

.f(
∪
αi) =

∪
f(αi) آنگاه باشد، شمارش تابعال f اگر که است معنا این به  بودن

.
∑

i∈I µ ≤ |I| ·c µ دهید نشان باشد. ناصفر کاردینالͬ µ و نامتناهͬ مجموعه ای I کنید فرض .٣ تمرین

.|I| ≤
∑

i∈I κi همچنین و supκi ≤
∑

i∈I κi دهید نشان یعنͬ کنید. کامل را ٢٠ نتیجه ی اثبات .۴ تمرین

.|αβ| = max{|α|, |β|} که دهید نشان نیست. متناهͬ آنها از ͬͺی که باشند اردینال دو β و α که کنید فرض .۵ تمرین

است. اردینالͬ توان چپ، سمت عبارت که کنید دقت

آنگاه باشند، نامتناهͬ کاردینال دو κ و µ اگر که دهید نشان .۶ تمرین

(κµ)c ≤
(
( κ⌣

µ)cf(κ)
)
c
.

.κcf(κ) < κ که دهید نشان .٧ تمرین

۶٠



۶ فصل

͹کونی رادو، ـ اردوش رمزی،  قضایای

نامتناهͬ رمزی ١ .۶

این از ͬͺی حداقل کنیم، تقسیم قسمت متناهͬ به را نامتناهͬ مجموعه  ی ͷی اگر که است این بیانگر کبوتری لانه ی اصل

f آنگاه باشد، m طبیعͬ عدد ͷی به A از نگاشتͬ f : A→ m و باشد نامتناهͬ A اگر دیͽر بیان به است. نامتناهͬ قسمت ها

است. کبوتری لانه ی اصل از تعمیمͬ رمزی قضیه ی است. ثابت نامتناهͬ، مجموعه ی ͷی روی

این در کنیم. تقسیم قسمت m به را A متناه̞ͬ مجموعه ی ͷی عضوی n زیرمجموعه های همه ی مجموعه ی کنید فرض

قسمت ͷی در آن عضوی n زیرمجموعه های همه ی که است نامتناهͬ زیرمجموعه ی ͷی Aدارای رمزی، قضیه ی به بنا صورت،

رنگ آمیزی رنگ، سه با را نامتناهͬ کامل گراف ͷی یال های همه ی اگر مثال عنوان به ͬ گیرد. م قرار تقسیم بندی این از یͺسان

قضیه ی ادامه، در هستند. هم رنگ آن یال های همه ی که است نامتناهͬ کامل زیرگراف ͷی دارای نظر مورد گراف آنگاه کنیم،

کرده ایم. اثبات و بیان دقیق طور به را رمزی

پس ͬ دهیم؛ م نشان [A]n نماد با را A عضوی n زیرمجموعه های همه ی مجموعه ی

[A]n = {b ⊆ A : |b| = n}.

زیرمجموعه ی ͷی دارای A صورت این در .f : [A]n → m و باشد نامتناهͬ مجموعه ی ͷی A کنید فرض (رمزی). ١ قضیه

است. ثابت [B]n روی f که طوری به است B نامتناه̞ͬ

ͬ نامیم. م f نگاشت و A برای همͽن مجموعه ی ͷی را بالا ویژگͬ با B مجموعه  ی

.n > ٠ که ͬ کنیم م فرض پس است. بدیهͬ قضیه n = ٠ در ͬ کنیم. م ثابت n روی استقراء با را حͺم اثبات.

به گونه ای A عناصرِ از a٠, a١, . . . دنباله ی ͷی و A زیرمجموعه های از A٠ ⊃ A١ ⊃ A٢ . . . نزول̞ͬ دنباله ی ͷی ادامه، در

که ͬ سازیم م

ai ∈ Aj ⇔ i ≥ j.

تابع ͷی و بͽیرید نظر در را ai ∈ Ai دلخواه˼ عنصر است. شده ساخته Ai که کنید فرض و A٠ = A دهید قرار
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کنید: تعریف زیر صورت به را fi : [Ai − {ai}]n−١ → m

fi(b) = f({ai} ∪ b).

بͽیرید. نظر در fi تابع تحت Ai همͽن̞ مجموعه ی را Ai+١ حال

باشد. شده ایجاد بار نامتناهͬ k = mi کنید فرض باشد. [Ai+١]
n−١ مجموعه ی روی f تابع مقدار mi که کنید فرض

است: قضیه شده ی خواسته شرایط با مجموعه  ی زیر، مجموعه ی

B = {ai|mi = k}.

شده نوشته صعودی ترتیب با اندیس ها آن در که C = {ai١ , . . . , ain} صورت این در .|C| = n و C ⊆ B که کنید فرض

است. [Ai١+١]
n−١ از مجموعه ای زیر b آن در که C = {ai١} ∪ b پس است.

نمادگذاریِ از منظور .n ∈ ω و باشند کاردینال سه ν و µ ،κ که کنید فرض .٢ تعریف

κ→ (µ)nν

دارد. وجود µ اندازه ی با همͽن مجموعه ی ͷی f : [κ]n → ν تابع̧ هر برای که است این

.٢ تذکر

.m,n ∈ ω هر برای ω → (ω)mn است: بیان قابل صورت بدین بالا نمادگذاری با رمزی قضیه ی .١

ساده). (تمرین .κ→ (κ)١µ آنگاه µ < cf(κ) و باشد نامتناهͬ کاردینال ͷی κ اگر .٢

.٣ قضیه

٢ℵ٠ ̸→ (ℵ١)
٢
٢.

خوش ترتیبی ͷی ≺ و حقیقͬ اعداد عادی >ترتیب کنید فرض است. ٢ℵ٠ اندازه ی دارای ،R حقیقͬ، اعداد مجموعه ی اثبات.

کنید: تعریف زیر به گونه ی را f : [R]٢ → ٢ تابع باشند. R روی

f({c, d}) =

١ <{c,d}=≺{c,d}

٠ صورت این غیر در

ͬ کنیم م ادعا است. خوش ترتیب (B,<−١) یا و (B,<) یا آنگاه باشد، f تابع به نسبت همͽن مجموعه ی ͷی B ⊆ R اگر

است. شمارا حداکثر R از این چنین زیرمجموعه  ی ͷی که

گویا اعداد تعداد و دارد وجود گویا عدد ͷی متوالͬ، عنصر دو هر بین باشد. B برای شمارش ͷی (rα)α∈γ کنید فرض

شماراست.

کرد). خواهیم ثابت ادامه در را نسخه (این ͬ کند م فراهم را رمزی قضیه ی متناهͬ نسخه  ی ͹کونی لم با رمزی قضیه ی ترکیب
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که به طوری است موجود l < ω عدد k,m, n < ω هر برای متناهͬ). صورت (رمزی ۴ قضیه

l → (m)nk .

n طبیع̞ͬ عدد هر و ν و µ کاردینالِ دو هر برای آن به بنا که است رادو اردوش قضیه ی اثبات هدفمان درس، ادامه ی در

.κ→ (µ)nν که به طوری است موجود κ کاردینال ͷی

رادو ـ اردوش ٢ .۶

مجموعه ی آن در که است (T,<) جزئ̞ͬ مرتب مجموعه ی ͷی درخت، ͷی از منظور .۵ تعریف

T(x) = {y : y < x}

است. خوش ترتیب خطͬ مرتب مجموعه ی ͷی x ∈ T هر برای

است خوش بنیاد مجموعه ی ͷی درخت هر ͬ زند). م شاخه بالا سمت به فقط درخت که ͬ شود م نتیجه بالا تعریف (از

ندارد). وجود نامتناهͬ نزولͬ دنباله ی آن در (یعنͬ

(تمرین) است. درخت ͷی شمول ترتیب با <λA =
∪
α<λ

αA .۶ مثال

برسد). نظر به ترسناک ظاهرشان چند (هر هستند طبیعͬ عموماً آمده اند، زیر در که تعاریفͬ

t < s اگر t ∈ T هر و s ∈ S هر برای یعنͬ باشد؛ T ابتدائ̞ͬ بخش ͷی S هرگاه ͬ نامیم م زیردرخت ͷی را S ⊆ T •

.t ∈ S آنگاه

است. آن از خوش ترتیب خطͬ مرتب زیرمجموعه ی ͷی درخت، از شاخه ͷی از منظور •

ͬ شود. م تعریف h(x) = Ot(T(x)) به صورت x ارتفاع x ∈ T هر برای •

ͬ دهیم. م نمایش Tα با را آن و ͬ نامیم م طبقه αاُمین است، α با برابر آنها ارتفاع که را عناصری مجموعه ی •

.y ≤ x که طوری به است موجود y ∈ Tβ عنصرِ ͷی تنها صورت این در .β ≤ α و x ∈ Tα که کنید فرض •

.y = x ↾ β ͬ نویسیم م

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت ͬ دهیم م نشان h(T ) با را آن که T درخت ارتفاع •

min{α|Tα = ∅}.

است. درخت ͷی عنوان به شاخه آن ارتفاع دیͽر بیان به یا آن، اردینالͬ نوع همان شاخه، ͷی طول •

ͬ های تال N(z)(مجموعه  ی = {x|T(x) = z} مجموعه ی z شاخه ی هر برای هرگاه ͬ نامیم م شاخه زننده λ را T درخت •

.<κλ درخت مثال برای باشد. λ با برابر حداکثر اندازه ی دارای درخت) در z
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ارتفاع وقتͬ بنابراین است. تهͬ آن ارتفاع در درخت که است اردینالͬ کوچͺترین درخت، ͷی ارتفاع که کنید توجه .٣ تذکر

هیچ شاید حتͬ نداریم. ω ارتفاع به عنصری هیچ واقع در و داریم عنصر متناهͬ، ارتفاع هر تا فقط یعنͬ است، ω درخت ͷی

باشیم. نداشته ω ارتفاع به شاخه ای

.|T | ≤ λ κ⌣ آنگاه باشد، شاخه زننده λ درخت ͷی T اگر .h(T ) ≤ κ و κ ∈ Card کنید فرض .٧ لم

gx : (α+١) → λ تابع̧ ͷی x ∈ Tα هر برای کنید. انتخاب fz : N(z) → λ ِͷبه ی ͷی تابع ͷی z شاخه ی هر برای اثبات.

که طوری به بͽیرید نظر در

gx(β) = fT(x↾β)(x ↾ β).

نتیجه در .|Tα| ≤ λ|α+١| ≤ λ κ⌣ بنابراین .gx ̸= gy آنگاه x ̸= y اگر که کنید بررسͬ

|T | ≤ |h(T )| ·c λ κ⌣ = λ κ⌣.

.(ν ≤ κ که این فرض (با (٢κ)+ → (µ)n+١
ν که ͬ شود م نتیجه κ+ → (µ)nν از .٨ قضیه

و B ⊂ A کنید فرض دارد. قرار ≺ خوش ترتیبی̞ آن روی که باشد (٢κ)+ اندازه ی با مجموعه ͷی A کنید فرض اثبات.

است: زیر تابع ͬ دهیم، م نشان tp(a/B) با را آن که B روی a تایپِ از منظورمان .a ∈ B − A

tp(a/B) : [B]n → ν

b 7→ b ∪ {a}.

ͬ گوییم م وقتͬ پس

tp(a/B) = tp(a′/B)

.f(b ∪ {a}) = f(b ∪ {a′}) داریم b ⊆ B عضویِ n مجموعه ی هر برای که است این منظورمان

که ͬ کنیم م تعریف به صورتͬ را ga : ON → A تابع a ∈ A هر برای

ga(α) = min{x ∈ A− ga[α] : tp(x/ga[α]) = tp(a/ga[α])}.

δa + ١ روی ga تابع بنابراین ga(δa) = a که به طوری است موجود δa اردینالِ ͷی است ͷبه ی ͷی تابع ͷی ga که آنجا از

صورت این در باشد. gb از ابتدائͬ بخش ͷی ga هرگاه a < b ͬ گیریم م ͬ کنیم: م درخت به تبدیل را A حال است. شده تعریف

شود. متفاوت تایپ ها که ͬ  شود م زده شاخه زمانͬ درخت این روی واقع در .δa با است برابر a ارتفاع

همچنین و بود خواهند کمتر κ+ از δaها همه ی صورت، این غیر در است. بیشتر κ+ از A درخت ارتفاع که ͬ کنیم م ادعا

κ مجموعه ی ͷی عضوی n زیرمجموعه های تعداد (زیرا داشت خواهد وجود ga[δα] روی متفاوت تایپ νκ ≤ ٢κ حداکثر

ͷی A درخت یعنͬ بود). خواهد νκ حالات تعداد باشد، داشته متفاوتͬ رنگ کدام هر باشد قرار اگر و است κ با برابر عضوی

.|A| ≤ (٢κ)
k+
⌣ = ٢κ قبلͬ، لم به بنا رو، این از و است شاخه زننده ٢κ درخت

از تابعͬ tp(a/A(a)) تابع̧ .κ+ → (µ)nν که ͬ دانیم م استقرا فرض به بنا باشد. κ+ ارتفاع̧ با عنصری a که کنید فرض حال

مجموعه ی بنابراین است. عضوی ν مجموعه ی ͷی به عضوی κ+ مجموعه ی ͷی عضویِ nزیرمجموعه های همه ی مجموعه  ی
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آنگاه c ∈ [B]n+١ اگر حال است. ϵ مثلا́ مقدارِ با ثابتِ تابع ͷی tp(a/B) که به طوری است موجود µ اندازه ی با B ⊆ A(a)

که ͬ گیریم م نتیجه tp(a/A(x)) = tp(c/A(x)) که جا آن از .b ⊆ A(x) آن در که c = b ∪ {x}

f(c) = f(b ∪ {x}) = f(b ∪ {a}) = ϵ

است. f برای همͽن مجموعه ی ͷی B یعنͬ،

کاپا). . ان . (بِ ٩ تعریف

ℶ٠(κ) = κ

ℶn+١(κ) = ٢ℶn(κ)

رادو). اردوش (قضیه ی ١٠ نتیجه

(ℶn(κ))+ → (κ+)n+١
κ

قبل. قضیه ی به بنا و ،κ+ → (κ+)١κ که این به توجه با و استقراء با اثبات.

قضیه ی اثبات برای آن از لم، این بیان ضمن بعدی، بخش در است. ͹کونی لم ترکیبیات، در دیͽر پرکاربرد قضایای از ͬͺی

کرد. خواهیم استفاده متناهͬ رمزی

متناهͬ رمزی و ͹کونی ٣ .۶

٢ ١ دارد. وجود نامتناهͬ مسیر ͷی حداقل شاخه زننده متناهͬ نامتناه̞ͬ درختِ هر در .(͹کونی) ١١ قضیه

صعودیِ دنباله ی ͷی بازگشت، قضیه ی از استفاده با باشد. ͬ شاخه زننده متناه نامتناه̞ͬ درخت ͷی T که کنید فرض اثبات.

و است i با برابر ai هر ارتفاع آن در که ساخت خواهیم a٠ < a١ < a٢ < . . .

T ai = {b ∈ T |ai ≤ b}

است. نظر مد نامتناهͬ مسیر همان ai صورت این در است. نامتناهͬ

طوری به است موجود a٠ ∈ T٠ بنابراین است. متناهͬ درخت) صفرم طبقه ی (یعنͬ T٠ و T =
∪
c∈T٠ T

c که ͬ دانیم م

را an+١ مشابه روش به و T an = {an} ∪
∪
c∈N(an)

T c دهید قرار باشد. شده پیدا an کنید فرض است. نامتناهͬ Ta٠ که

کنید. پیدا

شاخه  ی را شاخه ای (چنین ندارد h(T ) = α طول به شاخه ای لزوماً باشد α حدی اردینال ͷی آن ارتفاع که درختͬ .۴ تذکر

ببینید. نیز را ٣ تذکر بنامیم). پیش رونده تاانتها

آورده ایم. پیش رونده تاانتها شاخه ی هیچ بدون α ارتفاع با درخت ͷی از مثالͬ زیر در

ͬ شود! م ادا کسره است شده باز ضمه برای دهان که حالͬ در König در ö تلفظ˼ ١برای

است. ناتهͬ ناتهͬ، متناهͬ مجموعه های از معکوس خانواده ͷی معکوس حد است: جالبی تعمیم دارای ͹کونی لم مجموعه ها، کاتگوری ٢در
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بͽیرید: نظر در T روی را زیر ترتیب و T = {(γ, δ)|γ ≤ δ < α} دهید قرار .١٢ مثال

(γ, δ) < (γ′, δ′) ⇔ γ < γ′ و δ = δ′.

کاردینال ͷی α = κ اگر است. |α\β| با برابر Tβ هر اندازه ی دارد. δ طول به موازی شاخه هائͬ δ < α هر برای درخت این

بود. خواهند κ اندازه ی دارای طبقه ها همه ی باشد

و است κ از کمتر آن طبقه ی هر اندازهͬ که κ ∈ Card ͷی ارتفاع با است درختͬ ،٣ آرونشان κ درختِ ͷی از منظور

کرد: بیان زیر صورت به ͬ توان م را ͹کونی لم ندارد. پیش رونده تاانتها شاخه ی هیچ

ندارد. وجود آرونشان ω درختِ هیچ .(͹کونی قضیه ی دیͽر (بیان ١٣ قضیه

ͬ کنیم. م بسنده زیر قضیه ی بیان به تنها و پرهیز آرونشان درخت های وجود درباره ی بحث از

دارد. وجود آرونشان ω١ درختِ ͷی .١۴ قضیه

اثبات (البته کنیم اثبات را رمزی قضیه  ی متناهͬ حالت ͬ توانیم م ͹کونی لم از استفاده با بودیم داده وعده که طور همان

به زیر اثبات است). جذاب و پیچیده ترکیبیات دیͽری نوع حاوی و است نبوده نامتناهͬ نسخه  ی از استفاده با قضیه این اصلͬ

ͬ کند. م ͷکم نیز ͹کونی لم بهترِ فهم

که به طوری است موجود l < ω عدد k,m, n < ω هر برای متناهͬ). (رمزی ١۵ قضیه

l → (m)nk .

مانند توابعͬ تمام از متشͺل را Tl مجموعه ی l < ω هر برای نباشد. موجود l عدد چنین کنید فرض اثبات.

Tl هر ندارد. وجود m اندازه ی با همͽنͬ زیرمجموعه ی هیچ آنها برای که بͽیرید نظر در f : [{٠, . . . , l − ١}]n → k

شمول، ترتیب با T =
∪
Tl بنابراین .g ⊂ f که طوری به دارد وجود یͺتا طور به g ∈ Tl آنگاه f ∈ Tl+١ اگر و است متناهͬ

است). نامتناهͬ نظر مورد درخت است، ناتهͬ Tl هر که آنجا (از است ͬ شاخه زننده متناه نامتناه̞ͬ درختِ ͷی

نامتناهͬ مسیرِ ͷی ͬ توانیم م ،͹کونی لم به بنا حال

f٠ ⊂ f١ ⊂ f٢ . . .

.fi ∈ Ti آن در که کنیم پیدا درخت این در

همͽن̞ زیرمجموعه ی ͷی دارای باید نامتناهͬ رمزی قضیه ی به بنا تابع این بͽیرید. نظر در را f =
∪
fi : [N]n → k تابع̧

مجموعه ای مجموعه، این اول عنصر m از متشͺل مجموعه ی صورت این در اما باشد؛ X = {x١, . . . , xm, . . .} نامتناه̞ͬ

بود. خواهد s > xm برای fs تابع̧ هر برای همͽن

تمرین ۴ .۶

زیرگراف ͷی G یا دارد نامتناهͬ کامل زیرگراف ͷی G یا که دهید نشان باشد. نامتناهͬ گراف ͷی G کنید فرض .١ تمرین

نیست. یالͬ آن رأس های از هیچͺدام بین که دارد نامتناهͬ
3Aronszajn, https://en.wikipedia.org/wiki/Nachman_Aronszajn
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کنید. ثابت را ٢ تذکر در دوم مورد .٢ تمرین

کنید. اثبات را ۶ مثال .٣ تمرین

است؟ چقدر آن در موجود مسیرهای تعداد است؟ چقدر ω ارتفاع̧ با دوشاخه زننده ی درخت ͷی اندازه ی .۴ تمرین
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٧ فصل

مجموعه ها نظریۀ متعدی مدلهای

کرد. دنبال را بحث ͬ توان م نیز دوم مقدمات و اول مقدمات بخش دو خواندن بدون

اول مقدمات ٧. ١

طبیعͬ، اعداد جهان آن در دهند، رخ اصول این جهانͬ در اگر که گفتیم و نوشتیم اولیه اصول سری ͷی درس این ابتدای در

باشند؟ برقرار ما اصول آن در که دارد وجود جهانͬ آیا اما دارند. وجود فون نویمن سلسله مراتب و کاردینالها اردینالها،

کنیم ثابت بتوانیم خود اصول با ما که کند پیروی ما اصول از که دارد وجود جهانͬ زمانͬ واقع در کنیم؟ ثابت را این چͽونه

کنیم ثابت خود اصول با ͬ توانیم م ما زمانͬ که ͬ گوید م گودل ناتمامیت قضیۀ اما کند. پیروی ما اصول از که دارد وجود جهانͬ

باشد! نداشته وجود ما اصول برای جهانͬ که دارد وجود ما اصول برای جهانͬ که

که ͬ گوید م گودل دوم ناتمامیت قضیۀ

(
ZFC |= است مدل دارای ZFC

)
⇔

(
باشد نداشته مدلͬ ZFCهیچ

)
در مجموعه ها نظریۀ اصول تمام که دارد وجود مجموعه ͷی مجموعه ها، نظریۀ از احتمالͬ مدل هر در زمانͬ تنها دیͽر بیان به

باشد، داشته وجود مجموعه ها نظریۀ برای مدلͬ اگر پس باشد. نداشته وجود مجموعه ها نظریۀ برای مدلͬ هیچ که برقرارند، آن

نیست. زد اف سͬ مدل آن در موجود مجموعه های از کدام هیچ که دارد وجود مدلͬ

نوشته ZFC اصول در که جملاتͬ تمام که کنید توجه اولا است؟ مدل دارای ZFC که کند اثبات ZFC چͽونه اما

از هستند. ZFC مدل ͷی در مجموعه هایی ZFC اصول یعنͬ کرد. گذاری ک͒د طبیعͬ اعداد از استفاده با ͬ توان م را شده اند

بͽوید که ϕ(m,x) صورت به مثلا نوشت فرمول ͷی ͬ توان م یعنͬ مجموعه هاست. نظریۀ  از زیرمجموعه ای مدل، نظریۀ  طرفͬ

است. شده گذاری کد مجموعه ها نظریه ˄ در که است جمله ͷی x که کنید دقت .m |= x

دوم مقدمات ٧. ٢

دلخواه اندازه های با مدلهایی دارای ZFC صورت این در .m |= ZFC که طوری به باشد مجموعه ͷی m که کنید فرض

حقیقͬ اعداد مجموعه ی هم و دارد وجود طبیعͬ اعداد مجموعه ی هم شمارا، مدل این در دارد. شمارا مدل ͷی مثلا است؛
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هستند) مدل این در آن اعضای (که حقیقͬ اعداد مجموعه ی شمارا مدل این در نیز غیره). و فون نویمن مراتب سلسه هم (و

بزرگتر مدل ͷی داخل از (یعنͬ بیرون از ولͬ است بی خبر خودش ͬͺکوچ از خودش شمارا، مدل این واقع در ناشماراست!

ͬ نامند. م اسͺولم پارادوکس را گفته این شماراست! مدل این شود، نگاه آن به که مجموعه ها) نظریۀ

اصلͬ بحث ٧. ٣

دقت برقرارند. زد اف سͬ اصول آن در که است m = (m, e) صورت به ساختاری مجموعه ها، نظریۀ برای مدل ͷی از منظور

است. مجموعه ͷی m یعنͬ ͬ شود، م ساختار از صحبت وقتͬ که کنید

را مدلͬ چنین است. مدل ͷی (m,∈↾ m) ساختارِ که است این منظورمان است، مدل ͷی m مجموعۀ ͬ گوییم م وقتͬ

باشد. متعدی m مجموعۀ هرگاه ͬ نامیم م متعدی

با m از زیرمجموعه   هر هرگاه است خوش بنیاد مجموعه، ͷی روی r رابطۀ رسیده ایم: خوش بنیاد روابط از درکͬ به اینجا تا

نشود. نامتناهͬ نزولͬ دنبالۀ ͷی ایجاد به منجر که است ͬ بنیاد خوش زمانͬ رابطه ͷی معادلا باشد. ابتدا عنصر دارای رابطه این
١

معادلند: زیر موارد m = (m, e) ساختارِ ͷی برای .(ͬͺموستوفس (فروریزش̞ ١ قضیه

است. ایزومرف متعدی مجموعۀ ͷی با m .١

است. خوش بنیاد رابطۀ ͷی e و است گسترش اصل برای مدلͬ m .٢

باشد متعدی مجموعۀ ͷی a کنید فرض است. خوش بنیاد رابطۀ ͷی متعدی) مجموعۀ ͷی (روی تعلق رابطۀ .١ ⇒ ٢ اثبات.

داریم a بودن متعدی به بنا است. موجود (z ∈ y − x (یا z ∈ x− y مانند عنصری صورت این در .x ̸= y و x, y ∈ a و

داشت. نخواهند یͺسانͬ عناصر نیز a در x, y صورت این در پس، .z ∈ a

f : m→ a کنید فرض است. یͺتا نظر مورد متعدی مجموعۀ حͺم، برقراری صورت در که ͬ دهیم م نشان ابتدا .٢ ⇒ ١

داریم x ∈ m هر برای صورت این در باشد. ایزومرفیسم ͷی

f [m(x)] = f(x) ∩ a.

داریم است، متعدی a وقتͬ بنابراین

f [m(x)] = f(x).

ͬ دهد. م نتیجه را f یͺتائͬ بالا، عبارت

تمرینها در قبلا́ را است موجود تابعͬ چنین که این (اثبات کند برآورده را بالا شرط که باشد تابعͬ f : m→ V کنید فرض

تصویر بودن متعدی علت ماست. نظر مورد متعدی مجموعۀ ͬ دهیم، م نشان a با را آن که تابع، این تحت m تصویر دیده ایم).

گسترش اصل برقراری به بنا و استقراء با تابع، بودن ͷی به ͷی است. f [m(x)] صورت به آن در عنصر هر که است این m

کنید فرض است. وارون تصویر ͷی تنها دارای b ∈ a عنصر هر که دهیم نشان باید منظور این برای ͬ شود: م اثبات m روی

استقراء فرض به بنا صورت، این در .f(x) = f(y) = b

f−١[b] = m(x) = m(y).

است. شده تعریف متعدی مجموعۀ ͷی روی رابطه این باید باشد خوش بنیاد تعلق، رابطۀ ͬ خواهیم م وقتͬ که کنید دقت ١
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.x = y که ͬ گیریم م نتیجه m(x) = m(y) که این از m روی گسترش اصل به بنا

مجموعه ˄ آنگاه کند، برآورده را گسترش اصل m = (m,∈↾ m) ساختارِ اگر باشد. مجموعه ͷی m کنید فرض .٢ تعریف
٢ ͬ نامیم. م m متعدی فروریخت است ایزومرف m با بالا قضیۀ به بنا که را متعدی ای

نیست. برقرار گفته این عکس اما ͬ کند؛ م برآورده را خوش بنیادی اصل ٣ m = (m, e) بنیادِ خوش مدل هر که کنید توجه

آنها در کرد پیدا مدلهائͬ ͬ توان م بزرگ) متناهͬ نزولͬ دنباله های وجود علت (به مدل نظریۀ در فشردگͬ قضیۀ از استفاده با

خوش بنیاد مدل وجود زد اف سͬ، برای مدل وجود که گفت خواهیم فصل این ادامه ˄ در ۴ دارد. وجود نزولͬ نامتناهͬ دنباله های

ͬ دهد. نم نتیجه را زد اف سͬ برای

دارای زد اف سͬ که را این گودل، دوم ناتمامیت قضیۀ به بنا باشد) داشته مدل ͷی حداقل (یعنͬ باشد سازگار زداف سͬ اگر

از متناهͬ قطعۀ هر برای دید، خواهیم ادامه در که گونه همان حال، عین در ۵ کرد. ثابت زد اف سͬ در ͬ توان نم است مدل

کرد. ثابت را متعدی) (حتͬ مدل ͷی وجود ͬ توان م زد اف سͬ

برای هرگاه نداریم) کلاسͬ متغیرهای فرمول این (در ͬ دهد م بازتاب را ϕ(x١, . . . , xn) فرمولِ a مجموعۀ ͬ گوییم م .٣ تعریف

باشیم داشته b١, . . . , bn ∈ a هر

ϕ(b١, . . . , bn) ⇔ a |= ϕ(b١, . . . , bn).

است). مطلق a مجموعۀ برای ϕ فرمولِ که ͬ شود م گفته (نیز

باشند. شده داده ϕ١, . . . , ϕm فرمول˼های کنید فرض

ͬ دهد. م بازتاب را ϕ١, . . . , ϕm فرمولهای Vα بزرگ، کافͬ اندازۀ به های α برای (بازتاب). ۴ قضیه

برای که طوری به است موجود ۶ ON از Cϕ بی کرانِ بستۀ زیرکلاس ͷی ϕ فرمولِ هر برای که دهیم نشان است کافͬ اثبات.

ͬ دهد. م بازتاب را Cϕ فرمولِ Vα ،α ∈ Cα هر

ͬ کنیم. م ثابت ϕ فرمولِ پیچیدگͬ روی استقراء با را گفته این

.Cϕ∧ψ = Cϕ ∩ Cψ و C¬ϕ = Cϕ دهید قرار همچنین ͬ یابند. م بازتاب مجموعه ها همۀ توسط سور، بدون فرمولهای

کنید: تعریف صورت به تابعͬ ϕ(x١, . . . , xn) = ∃x٠ ψ(x٠, x١, . . . , xn) صورت به فرمول هر برای

F (b١, . . . , bn) =

٠ ¬ϕ(b١, . . . , bn)

min{α : ∃x٠ ∈ Vα ψ(x٠, b١, . . . , bn)} صورت این غیر در

دهید قرار همچنین

G(β) = sup{F (b١, . . . , bn) : b١, . . . , bn ∈ Vβ}.
2transitive collapse

باشد خوش بنیاد e که است این ٣منظور

فعلا و بͽیرند نظر در را آن حͺم فقط است بهتر باقͬ شوند. متوجه را جمله این معنͬ ͬ توانند م و گذرانده اند منطق درس من با دانشجویان ۴برخͬ

نروند. اثبات پی
ببینید را آن اثبات ͬ توانید م منطقم درس جزوۀ در کرده ام. ثابت منطق درس در نیز را گزاره ۵این

club ͬ نامند: م کلاب را زیرکلاسͬ ۶چنین
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این کلاس ٧ (چرا؟)؛ ͬ دهند م اردینالها از بی کران بستۀ زیرکلاس ͷی تشͺیل هستند بسته G تابع̧ تحت که Cψ از عناصری

داریم b١, . . . , bn ∈ Vα و α ∈ Cϕ برای حال ͬ گیریم. م Cϕ را عناصر

ϕ(b١, . . . , bn) ⇔ (٧. ١)

∃b٠ ∈ Vα ψ(b٠, . . . , bn) ⇔ (٧. ٢)

Vα |= ϕ(b٠, . . . , bn). (٧. ٣)

دارد. Vα ͷی صورت به مدلͬ T صورت این در باشد. ZFC از متناهͬ قطعۀ ͷی T کنید فرض .۵ نتیجه

است: زیر عبارت کرده ایم اثبات که آنچه که کنید توجه .۵ تذکر

صورت این در باشد. ZFC از متناهͬ قطعۀ  ͷی T کنید فرض

ZFC |= است مدل دارای T

که نکرده ایم اثبات اما

ZFC |= است. مدل دارای زد اف سͬ از متناهͬ قطعۀ هر

ͬ شد م نتیجه است) اثبات  پذیر زد اف سͬ در هم آن (که فشردگͬ فضیۀ  از استفاده با آنگاه کرده بودیم اثبات را دوم مورد اگر اما

که

ZFC |= دارد مدل زد اف سͬ

ͬ شد. م ناسازگار زد اف سͬ دوم) ناتمامیت به (بنا رو این از و

Def(m) دیͽر بیان به ͬ دهیم. م نشان را m تعریف پذیرِ پارامتر) (با زیرمجموعه های همۀ مجموعۀ Def(m) با .۶ تعریف

است: شده تشͺیل زیر صورت به مجموعه های از

{a٠ ∈ m|m |= ϕ(a٠, a١, . . . , an)}

.a١, . . . , an ∈ m و است فرمول ͷی ϕ آن در که

کند: برآورده را زیر شرایط اگروتنهااگر است زد اف سͬ برای مدلͬ m متعدیِ مجموعۀ ͷی .٧ قضیه

.a ∈ m ∧ b ∈ Def(m) ⇒ a ∩ b ∈ m .١

.∅ ∈ m .٢

.a, b ∈ m⇒ {a, b} ∈ m .٣

.a ∈ m⇒
∪
a ∈ m .۴

است بسته G تابع̧ تحت که اردینالͬ کردن پیدا برای .G(β) ∈ α باشیم داشته β ∈ α هر برای هرگاه ͬ نامیم م G تابع تحت بسته را α ٧اردینال

بͽیریم. نظر در را
∪

n∈ω Gn(α) اردینالِ و کنیم شروع α اردینال ͷی از است کافͬ
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.a ∈ m⇒ B(a) ∩m ∈ m .۵

.f [a] ∈ m آنگاه a ∈ m و باشد تابع ͷی f ∈ Def(m) اگر .۶

.ω ∈ m .٧

باشد. m در انتخاب تابع ͷی دارای نباشد شامل را تهͬ مجموعۀ که a ∈ m هر .٨

مجموعۀ ͷی در که دادیم نشان ١ قضیۀ اثبات در ͬ کنیم: م اکتفا نکته این بیان به و خودداری بالا قضیۀ کامل اثبات از

است. معادل ω ∈ V با نامتناهͬ مجموعه ˄  وجود اصل که داده ایم نشان قبلا نیز برقرارند. گسترش و خوش بنیادی اصول متعدی

شده اند. تنظیم m مجموعۀ به نسبت که هستند زد اف سͬ اصول شده اند، فهرست بالا در که اصولͬ سایر

به تنها آن در سورها که فرمولͬ دیͽر بیان به شده اند؛ محدود آن سورهای که است فرمولͬ ،∆٠ فرمولِ ͷی از منظور .٨ تعریف

شود اثبات ZFC در هرگاه ͬ نامیم م ∆ZFC
٠ را فرمول ͷی شوند. ظاهر ∀x(x ∈ y → . . .) یا ∃x(x ∈ y ∧ . . .) صورت

است. معادل ∆٠ فرمول ͷی با که

است: آسان فرمولها روی استقرا با پایین لم اثبات .٩ مثال

فرمولهای ͬ شوند). م داده بازتاب متعدی مجموعه های توسط =) هستند مطلق متعدی مجموعه های برای ∆٠ فرمولهای .١٠ لم

هستند. مطلق زد اف سͬ متعدی مدلهای برای ∆ZFC
٠

هستند: فرمولها ∆٠ از مثالهائͬ زیر فرمولهای

.x = ∅ ⇔ ∀y ∈ x¬y ∈ x .١

x = {y, z} ⇔ y ∈ x ∧ z ∈ x ∧ ∀w ∈ x(w = y ∨ w = z) .٢

.x = (y, z) ⇔ ∃u, v ∈ x(x = {u, v} ∧ u = {y} ∧ v = {y, z}) .٣

.x =
∪
y ⇔ ((∀w ∈ x∃z ∈ yw ∈ z) ∧ (∀z ∈ y∀w ∈ zw ∈ x)) .۴

.x ⊆ y ⇔ ∀z ∈ x z ∈ y .۵

.∀y ∈ x y ⊆ x⇔ است متعدی x .۶

.∀y ∈ x∀z ∈ y(z ∈ x ∧ ∀w ∈ z w ∈ y)⇔ ͬ دهیم) م نشان x ∈ On با را این (که است اردینال ͷی x .٧

.x ∈ ON ∧¬x = ∅∧∀y ∈ x∃z ∈ x y ∈ z⇔ ͬ دهیم) م نشان Lim(x) با را این (که است حدی اردینال ͷی x .٨

است). طبیعͬ عدد ͷی x) x ∈ ω ⇔ x ∈ On ∧ ¬Lim(x) ∧ ∀y ∈ x¬Lim(y) .٩

حدی اردینال ͷی α اگر اگروتنها است جایͽذاری)  و بی نهایت اصول احتمالا˟ استثناء (به زد اف سͬ برای مدلͬ Vα .١١ نتیجه
٨ .α > ω اگر اگروفقط است برقرار بی نهایت اصل باشد.

برای که طوری به است κ غیرشمارای منتظم حدی کاردینال ͷی منظور، است. برقرار هم جانشانͬ اصل باشد قوی دست نیافتنͬ اردینال ͷی α اگر ٨

ͬ کنم. م رها تمرین عنوان به را گفته این اثبات .٢µ < κ باشیم داشته µ < κ هر
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بͽیرید. نظر در را Vα و باشد حدی اردینال ͷی α کنید فرض کنیم. بررسͬ را ٧ قضیۀ در شده ذکر موارد است کافͬ اثبات.

است. متعدی Vα که کنید توجه نخست

صورت این در .a ∈ Vβ که طوری به است موجود β ∈ α اردینال پس .b ∈ Def(Vα) و a ∈ Vα کنید فرض

.a ∩ b ∈ Vα پس .a ∩ b ∈ Vβ+١ نتیجه در و a ∩ b ⊆ a

.∅ ∈ Vα که است واضح

.{a, b} ∈ B(Vβ) = Vβ+١ پس .a, b ∈ Vβ که طوری به است موجود β ∈ α صورت این در .a, b ∈ Vα کنید فرض

.
∪
a ∈ B(Vβ) یعنͬ

∪
a ⊆ Vβ پس .β ∈ α ͷی برای a ∈ Vβ صورت این در .a ∈ Vα کنید فرض

هست. نیز Vβ از زیرمجموعه ای a از زیرمجموعه هر .β ∈ α ͷی برای a ∈ Vβ صورت این در .a ∈ Vα کنید فرض

است. Vβ+٢ در یعنͬ است؛ B(Vβ) از زیرمجموعه ای B(a) پس

اگر .ω ⊆ Vω دهیم نشان است کافͬ منظور این برای .α > ω که است برقرار زمانͬ ω ∈ Vα که ͬ کنیم م ادعا حال

.ω ∈ Vω+١ پس ω ⊆ Vω بنابراین .n ∪ {n} ∈ Vω پس .{{n}} ∈ Vn+٢ و {n} ∈ Vm+١ آنگاه n ∈ Vm

وجود دست نیافتنͬ کاردینال ͷی» که جمله این نظیر جملاتͬ مثلا́ باشند. مجموعه ها نظریۀ در جملاتͬ ϕ, ψ کنید فرض

است: زیر صورت به جملۀ Con(ϕ) جملۀ از منظور دارد».

است. سازگار ZFC + ϕ

ͬ گوییم م مثلا وقتͬ پس

ZFC ⊢ Con(ϕ) → Con(ψ)

دارد. وجود ZFC + ψ برای مدلͬ آنگاه باشد داشته وجود ZFC + ϕ برای مدلͬ اگر که ͬ شود م اثبات ZFC در یعنͬ

.١ تمرین

چه؟ یعنͬ m |= Con(ϕ) عبارت باشد. ZFC برای مدلͬ m کنید فرض .١

چه؟ یعنͬ است» سازگار ZFC + Con(ϕ)» عبارت .٢

هرگاه است ψ سازگاری قدرت از بیشتر ϕ سازگاری قدرت ͬ گوییم م .١٢ تعریف

ZFC ⊢ Con(ϕ) → Con(ψ).

که این فرض با بالا) شرط بر (علاوه هرگاه است ψ سازگاری قدرت از اکیداًبیشتر ϕ سازگاری قدرت ͬ گوییم م همچنین

که کرد اثبات بتوان ندارد) وجود ZFC + ψ برای مدلͬ که نشود اثبات ZFC در (یعنͬ باشد سازگار ZFC + Con(ψ)

ZFC ̸⊢ Con(ψ) → Con(ϕ).

ناتمامیت قضیۀ از زیر لم است. ψ سازگاری قدرت از بیشتر ϕسازگاری قدرت ZFCآنگاه ⊢ ϕ→ ψ اگر که است واضح

ͬ شود. م نتیجه گودل دوم

است. ϕ سازگاری قدرت از بیشتر اکیدا Con(ϕ) سازگاری قدرت .١٣ لم
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اولا˟ اثبات.

⊢ Con(Con(ϕ)) → Con(ϕ).

بود. خواهد ناسازگار Con(ϕ) گودل، دوم ناتمامیت به بنا آنگاه Con(ϕ) ⊢ Con(Con(ϕ)) اگر

٩ شده اند: نوشته اکید سازگاری قدرت ترتیب به زیر جملات .١۴ قضیه

.٠ = ٠ .١

است. مدل دارای ZFC .٢

است. متعدی مدل ͷی دارای ZFC .٣

دارد. وجود قوی دست نیافتنͬ کاردینال ͷی .۴

دارد. وجود ضعیف فشردۀ کاردینال ͷی .۵

دارد. وجود اندازه پذیر کاردینال ͷی .۶

چرا که کرده ایم اثبات زیر در ͬ شود. م نتیجه قبل لم از است تر قوی ١ از ٢ اینکه ͬ کنیم. م بررسͬ را سه تا ͷی از فقط اثبات.

است. قو ی تر اکیدا از٢ ٣

جملۀ ͷی تمامیت، قضیۀ به بنا است. برقرار Con(ZFC) گاه آن باشد m نام به مثلا متعدی، مدل ͷی دارای ZFC اگر

(زیرا است مطلق زد اف سͬ متعدی مدلهای برای تمامیت) قضیۀ به بنا (و دید خواهیم فصل در آنچه بر بنا Con(ϕ) صورتِ به

که داده ایم نشان پس هست. نیز Con(ZFC) برای مدلͬ m بنابراین است). حسابی جملۀ  ͷی

ZFC ⊢ دارد) وجود زد اف سͬ برای متعدی مدل ͷی) → Con(Con(ZFC))

ͬ شود. م اثبات قضیه خواستۀ قبل، لم به بنا

در ͬ توان م باشد. اول مرتبۀ ساختار ͷی (m,E) رو این از و آن روی دوتائͬ رابطۀ ͷی E و مجموعه ͷی m کنید فرض

نوشت: را زیر عبارت ZFC

“(m,E) |= ZFC ′′

دارد: معنͬ زیر عبارت پس

ZFC |= “(m,E) |= ZFC ′′

چیست. منظورمان است ZFC برای مدلͬ کلاس، ͷی ͬ گوییم م وقتͬ که داده ایم توضیح ادامه در اما

باید ثانیا است. تعریف قابل x = x فرمولِ توسط که V کلاس مانند هستند؛ تعریف قابل فرمولها توسط کلاسها اولا

برای که ندارد وجود (ϕ(K, x) صورت به (مثلا فرمولͬ هیچ یعنͬ نداریم: مدل نظریۀ کلاسها، برای که باشیم داشته توجه

بͽوید: K کلاسهای

(K |= x) و است جمله ͷی x

شده اند. نوشته جا این در مفاهیم این با آشنا خوانندۀ  برای تنها و نشده اند تعریف درس این در ۶ تا ۴ ٩موارد
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فرمولِ ͬ توان م K کلاس و ϕ واحدِ جملۀ  ͷی برای حال عین در اما

K |= ϕ

کنیم). تنظیم K به نسبت را ϕ فرمولِ سورهای که است کافͬ تنها کار این (برای نوشت ͬ توان م را

که کرد ثابت وضوح!) (به ZFC در ͬ توان م ZFC در ϕ اصل هر برای شد، گفته چه آن بر بنا

V |= ϕ.

عبارت اما

V |= ZFC

که ͬ شد، م اثبات ZFC داشتن مدل ZFC در ͬ شد م بود امͺان پذیر چیزی چنین اگر نیست. فرمول بندی قابل وجه هیچ به

است. ZFC سازگاری عدم معنͬ به گودل دوم ناتمامیت قضیۀ  به بنا این

اصول جزو ϕ که است K |= ϕ صورت به جملۀ بی نهایت آن تمام منظورمان K |= ZFC نوشته ایم جا هر ادامه، در

است. ZFC

و Kα ∈ Kα+١ که طوری به باشد شده داده متعدی مجموعه های از (Kα)α∈On دنبالۀ کنید فرض .١۵ قضیه

باشیم داشته α هر برای اگر صورت این در .K =
∪
α∈On دهید قرار نیز .λ حدی اردینال هر برای Kλ =

∪
α<λKα

است. ZF برای مدلͬ K آنگاه Def(Kα) ∈ K

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به ساختͬ سلسله مراتب .١۶ تعریف

L٠ = ∅

Lα+١ = Def(Lα)

Lλ =
∪
α<λ Lα λ حدی اردینال برای

ZF برای مدلͬ L صورت این در باشد. ساخته شدنͬ مجموعه  های همۀ کلاس ،L =
∪
α∈On Lα کنید فرض .١٧ نتیجه

است.

است. برقرار آن در هم GCH و است ZFC مدل L که دید خواهیم بعدی فصل در .۶ تذکر

٧۵



٨ فصل

V = L

.١٨ تعریف

است: زیر صورت به فرمولͬ
∑

١ فرمولِ ͷی از منظور .١

∃x ϕ

است. ∆٠ فرمول ͷی ϕ آن در که

است. معادل
∑

١ فرمول ͷی با که ͬ شود م اثبات ZFC در که است فرمولͬ ،
∑ZFC

١ فرمول ͷی از منظور .٢

تابع شدن تعریف  و ͬ شود م تعریف
∑ZFC

١ فرمولِ ͷی توسط که است V n روی تابعال ͷی
∑ZFC

١ تابع̧ ͷی از منظور .٣

است. پذیر اثبات ZFC در نیز فرمول این توسط

.١٩ لم

a١, . . . , an ∈ m هر برای صورت این در باشد. متعدی مجموعۀ ͷی m و باشد
∑

١ فرمول ͷی ϕ که کنید فرض .١

داریم

m |= ϕ(a١, . . . , an) ⇒ ϕ(a١, . . . , an).

است). متداوم m برای نظر مورد فرمول که بͽوییم بالا حالت (در

باشند، مدلͬ و تابع چنین ترتیب به m و F اگر معنͬ بدین هستند؛ مطلق ZFC متعدی مدلهای برای
∑ZFC

١ توابع̧ .٢

a٠, . . . , an ∈ m هر برای آنگاه

m |= a٠ = F (a١, . . . , an) ⇔ a٠ = F (a١, . . . , an).

هستند. بسته
∑ZFC

١ توابع̧ تحت متعدی مدلهای همچنین

هستند: بسته زیر موارد تحت
∑ZFC

١ فرمولهای .٢٠ لم

∨ .١
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∧ .٢

∃ .٣

∀x ∈ y .۴

.
∑ZFC

١ توابع جایͽذاریِ .۵

کرد: ثابت را زیر موارد ZFC در ͬ توان م باشد.
∑

١ فرمولِ دو ϕi = ∃x٠ψi(x٠, . . . , xn) کنید فرض اثبات.

ϕ١ ∨ ϕ٢ ↔ ∃x٠(ψ١ ∨ ψ٢)

ϕ١ ∧ ϕ٢ ↔ ∃y(∃x٠ ∈ yψ١) ∧ (∃x٠ ∈ yψ٢))

∃x١ϕ١ ↔ ∃y∃x١ ∈ y∃x٠ ∈ yψ١

∀x١ ∈ yϕ١ ↔ ∃z∀x١ ∈ y∃x٠ ∈ zψ١

ϕ١(F (x٢, . . . , xn), x٢, . . . , xn) ↔ ∃x١(x١ = F (x٢, . . . , xn) ∧ ϕ١)

است.
∑ZFC

١ نسخۀ ͷی دارای بازگشت قضیۀ که دید خواهیم بعدی لم در

به است موجود F : V ×On→ V مانند
∑ZFC

١ یͺتای تابع̧ ͷی G : V × V → V مانند
∑ZFC

١ تابع̧ هر برای .٢١ لم

است. شده تعریف Fx(y) = F (x, y) صورت به Fx : On→ V آن در که F (x, α) = G(x, Fx ↾ α) که طوری

داریم اثبات.

y = F (x, α) ⇔ ∃f((است (fتابع ∧ α ∈ On ∀β ∈ (α + ١) f(β) = G(x, f ↾ β) ∧ f(α) = y)

است. ∆٠ فرمولͬ است» تابع ͷی x» عبارت همچنین

ͬ شود. م گفته حسابی رابطۀ ͷی باشد، تعریف قابل (ω, ٠,+, ·, <) ساختارِ در که رابطه ای هر به .٢٢ تعریف

باشند.)
∑ZFC

١ نقیضش و خود˂ که ͬ نامیم م ∆ZFC
١ را (فرمولͬ هستند. ∆ZFC

١ حسابی، روابط .٢٣ نتیجه

ͬ کنیم. م خودداری زیر قضیۀ اثبات از

است.
∑ZFC

١ تابع̧ ͷی x 7→ Def(x) .٢۴ قضیه

که: ͬ گیریم م نتیجه ٢١ لم̧ و بالا قضیۀ از

است.
∑ZFC

١ تابعالِ ͷی α → Lα تابعالِ .٢۵ نتیجه

ͷی برای یعنͬ است؛ مطلق هستند، اردینالها شامل که مجموعه ها نظریۀ از M متعدی مدلهای برای L (گودل). ٢۶ نتیجه

داریم M مدل چنین

LM = L.
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∑ZFC
١ تابع این و است بسته α → Lα تابع̧ تحت M که آنجا از باشد. ZFC از متعدی مدل ͷی M کنید فرض اثبات.

حال .OnM = On ∩M داریم است ∆٠ محمولِ ͷی On که آنجا از است. OnM تصویر LM که ͬ گیریم م نتیجه است،

.LM = L داریم باشد اردینالها همۀ  شامل M اگر

دارند. وجود بالا اثبات در توجه جالب نکته دو .٧ تذکر

یعنͬ Mهستند؛ در که باشند اردینالهائͬ Mهمان اردینالهای که ͬ شود م باعث است ∆٠ جملۀ ͷی بودن اردینال که این .١

ͬ شود. نم اردینال V اردینالهای از غیر دیͽری چیز اتفاق حسب بر M در

.LM = Lα ͬ داشتیم م و ͬ شد م α حدیِ اردینال ͷیOn∩M آنگاه ͬ بود، نم اردینالها همۀ Mشامل اگر اثبات پایان در .٢

اردینالهاست. شامل L که دهید نشان .٢ تمرین

.٢٧ نتیجه

L |= V = L.

پس: است. نشده استفاده انتخاب اصل از L ساختن در که کنید توجه

است. سازگار نیز ZF + V = L آنگاه باشد سازگار ZF اگر .٢٨ نتیجه

(گودل). ٢٩ قضیه

ZFC + V = L ⊢ GCH.

زیرمجموعه ای B(κ) رو این از ͬ شود. م واقع β < κ+ با Lβ ͷی در a ⊂ κ هر و |Lα| = |α| که ͬ دهیم م نشان اثبات. ایدۀ

است. κ+ حداکثر اندازۀ دارای و Lκ+ از

پرداخت. نخواهیم بدان ولͬ نیست دشوار چندان آن اثبات که داریم، نیاز لم ͷی به نخست اثبات برای اثبات. کامل شرح

.|Lα| = |α| داریم α نامتناهͬ اردینالِ هر برای .٣٠ لم

مورد فرمول راحتͬ،  (برای است. شده تعریف آن توسط α 7→ Lα تابع̧ که بͽیرید نظر در ϕ(x٠, x١) ∈
∑

١ فرمولِ ͷی

است: درست زیر جملۀ  V = L فرض̞ با کنید). تصور x٠ = Lx١ صورت به را نظر

ψ = ∀x∃y, z ϕ(y, z) ∧ x ∈ y

ͬ کند: م بیان را زیر واقعیت بالا جملۀ

∀x∃y, z x ∈ y ∧ y = Lz.

.κ∪{a} ⊂ Lα که باشد بزرگ اندازه ای αبه کنید فرض بͽیرید. نظر در κرا کاردینالِ ͷی از a دلخواه˼ نامتناه̞ͬ زیرمجموعۀ ͷی

که گرفت نظر در گونه ای به را α ͬ توان م ١ ۴ قضیۀ به بنا است). امͺان پذیر کار این V = L (چون

Lα |= ψ.

یادآوری را قضیه این نخست ͬ بریم. م کار به κ∪{a} زیرمجموعۀ و (Lα,∈↾ Lα) ساختارِ برای را اسͺولم لون هایم قضیۀ حال

ͬ کنیم. م

نیازمندیم. نسخه آن به ما و است اثبات قابل نیز Lα برای قضیه همان مشابه واقع ١در
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این در باشند. A از نامتناهͬ زیرمجموعۀ ͷی B و شمارا زبان ͷی در ساختار ͷی A کنید فرض اسͺولم). (لونهایم ٣١ قضیه
٢ دارد. آن هم اندازۀ و B شامل C مقدمات̞ͬ زیرساختارِ ͷی A صورت

بنا است. κ با برابر آن اندازۀ و داراست را a و β < κ همۀ که باشد Lα از مقدماتͬ زیرساختار ͷی C که کنید فرض حال

داریم: زیرساختار این بودن مقدماتͬ به

C |= ψ ∧ گسترش) (اصل

است، متعدی κ∪{a} که آنجا از ͬ آید. م دست به ١ فروریزش قضیۀ به بنا که باشد ایزومرفیسمͬ f : C → D که کنید فرض

.a ∈ D و κ ⊆ D بنابراین است. همانͬ κ ∪ {a} روی f تابع̧

.D |= ϕ(y, z) که طوری به موجودند a ∈ y عنصر و y, z ∈ D عناصرِ است، برقرار نیز D در ψ فرمولِ که آنجا از

Dمتعدی که آنجا از .Lβ ∈ D که است Lβ ͷی با برابر y و است برقرار ϕ(y, z) بنابراین است؛ Dمتداوم برای ϕ فرمولِِ

.β < κ+ که ͬ گیریم م نتیجه β ⊆ Lβ که این از حال .|Lβ| ≤ κ بنابراین است آن از زیرمجموعه ای Lβ است،

دارای +Lκو از زیرمجموعه ای B(κ) رو این از ͬ شود. م واقع (β < κ+ Lβ(که ͷی در a ⊂ κ هر شد گفته آنچه بر بنا

است. κ+ حداکثر اندازۀ

.٣٢ قضیه

ZF + V = L ⊢ AC.

تعریف پذیر مجموعه های همۀ  روی که است لازم کار این برای ͬ کنیم. م تعریف خوش ترتیبی ͷی L روی اثبات. ایدۀ

از یادشده خوش ترتیبی تعریف در باشیم. داشته خوش ترتیبی فرمولها همۀ روی است لازم این برای و باشیم داشته خوش ترتیبی

ͬ دهد. م نتیجه را انتخاب اصل خوش ترتیبی وجود که ͬ دانیم م پایان در ͬ کنیم. نم استفاده انتخاب اصل

ͷی < کنید فرض است. اثبات قابل AC از استفاده بدون شماراست،  مجموعه ها نظریۀ فرمولهای تعداد که این اثبات.

باشد. فرمولها همۀ  روی خوش ترتیبی

خوش ترتیبی ͷی Def(x) روی ͬ توان م باشد خوش ترتیب مجموعه ˄  ͷی x اگر که ͬ دهیم م نشان بعدی)  بند (در نخست

زوجهای است کافͬ پس ͬ شود؛ م تعریف پارامتر تعداد ͷی با فرمول ͷی Def(x)توسط در مجموعه هر که کنید دقت داد. قرار

پارامتر. ͷی a و است فرمول ͷی ϕ آن در که کنیم مرتب را (ϕ, a) صورت به

متشͺل x∗ مجموعۀ ͬ شود. م شروع ∅ با که باشد آن روی خوش ترتیبی ͷی < و باشد ∅ شامل مجموعه ͷی x کنید فرض

است. (قاموسͬ) کانونͬ خوش ترتیبی ͷی دارای هستند ∅ با برابر همه جا تقریباً که x عناصر از نامتناهͬ دنباله های تمام از

بͽیرید: نظر در قاموسͬ ترتیب با را زیر مجموعه ˄ 

{(ϕ, a) : a ∈ x∗ و است فرمول ͷیϕ}

ͬ کند: م تعریف زیر صورت به c ∈ Def(x) مجموعۀ ͷی بالا مجموعۀ در مرتب زوج هر

c = {b ∈ x|x |= ϕ(b, a)}.

را c′ نتوان گاه هر c < c′ ͬ کنیم م تعریف دارد: وجود رو پیش صورت به Def(x) روی کانونͬ خوش ترتیبی ͷی نتیجه در

باشد. (ϕ, a) از کوچͺتر (ϕ′, a′) که طوری به کرد تعریف (ϕ′, a′) مرتبِ زوج ͷی توسط

ͬ دهد. م بازتاب را فرمولها همۀ که است زیرساختاری مقدماتͬ، زیرساختار از ٢منظور
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متناظر Lα روی <α خوش ترتیبی̞ ͷی با را α اردینال هر که کرد خواهیم تعریف تابعال ͷی بازگشتͬ صورت به ادامه در

انتخابی هیچ α = ١ و α = ٠ برای باشد. (Lα, <α) از ابتدائͬ بخش ͷی (Lβ, <β) آنگاه β < α اگر که گونه ای به کند

گرفت. قبلͬ های <α تمام اجتماع را <λ ͬ توان م λ حدی اردینال هر برای و ندارد وجود

ترتیب ͷی Lα+١ = Def(Lα) روی گفتیم آنچه بر بنا باشد. شده تعریف <α ترتیب α اردینال برای که کنید فرض حال

ͬ کنیم م تعریف بنابراین باشد. <α از توسیعͬ که ندارد لزومͬ کلͬ، حالت در که دارد وجود کانونͬ

c <α+١ c
′ ⇔


c <α c

′ c, c′ ∈ Lα

c < c′ c, c′ ̸∈ Lα

c ̸= c′ c ∈ Lα, c
′ ̸∈ Lα.

است. L روی خوش ترتیبی ͷی
∪
α∈On <α صورت این در

ͬ بریم. م پایان به زیر نتیجۀ با را بحث

است. سازگار نیز ZFC باشد، سازگار ZF اگر .٣٣ نتیجه
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