
تصمیم پذیری و سور حذف
ریاضیات خانه ــ جبر روز سخنرانͬ

خانͬ محسن

۱۴۰۳ آذر ۲۱



تعریف پذیری فیلم: اواسط
:x < y بͽو ⟨R,+, ·⟩ در ◀

∃z x = y + z2.

:x < y بͽو ⟨Z,+, ·⟩ در ◀

∃z1, z2, z3, z4 y = x + z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4. لاگرانژ قضیه

:x < y بͽو ⟨N,+⟩ در ◀
∃z x + z = y

:x < y بͽو ⟨Z,+⟩ در ◀
ͬ توانم! نم

بعد!) (صفحه x ∈ Z بͽو ⟨Q,+, ·⟩ در رابینسون) (ژولیا ◀
.x ∈ Z بͽو یا x ∈ R بͽو ⟨C,+, ·⟩ در ◀

ͬ توانم! نم

ارزیابی میدان ͷی در .x ∈ Z(p) بͽو Q(p) حلقۀ در سوالات) اقسام و (انواع ◀
. ... و v(x) > 0 بͽو



:Q در Z تعریف برای رابینسون ژولیا فرمول

است: شده ارائه کمتر پیچیدگͬ با فرمول های اخیراً توجه.
Koenigsmann, J. (2016). Defining Z in Q. Annals of
Mathematics, 73-93.



اول ناتمامیت

که بͽویم را جمله این ͬ توانم م ⟨N,+, ·⟩ در

φ(m, n) ⇐⇒ بایستد n ورودی در m شماره الͽوریتم



۱۹۷۸ شلاه دستەبندی

:T تئوری
وجود (bj) و (ai) دنبالۀ دو و φ(x, y) فرمول ͷی هرگاه دارد ترتیبی ویژگͬ ◀

که طوری به باشند داشته

φ(ai, bj) ⇐⇒ i < j.

و (ai) دنباله دو و φ(x, y) فرمول ͷی گاه هر دارد وابستگͬ ویژگͬ T تئوری ◀
که باشند داشته وجود (bJ)

φ(ai, bJ) ⇐⇒ i ∈ J.

نسازد! درخت فرمولͬ هیچ هرگاه است متعالͬ کاملا́ ◀
.... ◀

. ... و ترتیبی ویژگͬ دارای درختͬ، ویژگͬ دارای وابسته، تئوری های ◀



جهان نقشه



شد... شروع کجا از قصه
جووونه؟! و باغ و گل از

جمله ͷی φ و باشد موضوعه اصول از مجموعه ͷی T کنید فرض گودل) (تمامیت
باشد.

T ⊢ φ ⇐⇒ باشد نداشته مدلͬ هیچ T ∪ {¬φ}

نتیجه
دارد؟ وجود موضوعه اصول از مجموعه ͷی برای مدل ͷی زمانͬ چه

کنیم. ادغام هم با را ͷکوچ مدل های باید احتمالا



که دارد امͺان
T ̸⊢ φ T ̸⊢ ¬φ.

که نیست گونه این یعنͬ

T ̸⊢ φ ⇐⇒ T ⊢ ¬φ.

تعریف
باشد داشته وجود الͽوریتم ͷی هرگاه است تصمیم پذیر تئوری ͷی T ͬ گوییم م ◀

.T ̸⊢ φ یا T ⊢ φ آیا که کند تعیین و بͽیرد را φ جملۀ ͷی که
.T ⊢ ¬φ که شود نتیجه T ̸⊢ φ از هرگاه است کامل T تئوری ͬ گوییم م ◀



ساختارها ادغام

گروەها مستقیم جمع حاصل :
⊕

i∈I Gi ◀
دارد؟ معنͬ میدان ها مستقیم جمع حاصل آیا ◀

چه ͬ آید، م دست به دیͽر ساختارهای از خاصͬ روش به که ساختاری ◀
دارد؟ اولیه ساختار با شباهتهایی



ساختارها فراضرب
را آنها همۀ ضرب حاصل باشد. ساختارها از خانواده ͷی {Mi}i∈I کنید فرض ◀

دهید: نشان M با
M =

∏
i∈I

Mi

شامل F صورت این در باشد. I اندیس مجموعه روی فیلتر ͷی F کنید فرض I ◀
است. I زیرمجموعەهای برخͬ

که صورتͬ در بͽیرید ͬͺی هم با را b = (bi)i∈I و a = (ai)i∈I عنصر دو ◀

{i ∈ I : ai = bi} ∈ F.

(واش) قضیه
داراست: را آنها همۀ مشترک ͬ های ویژگ ساختارها، از خانواده ͷی فراضرب

M |= φ(a,b) ⇐⇒ {i : Mi |= φ(ai, bi)} ∈ F.

گروەها و میدانها ͬ های ویژگ اشتراک سودومتناهͬ: گروه  ــ سودومتناهͬ میدان
متناهͬ.



نتایج

∆ ⊆ T متناهͬ بخش هر اگر باشد. تئوری ͷی T کنید فرض فشردگͬ: قضیۀ ◀
است: مدل دارای T آنگاه باشد، مدل دارای

M∆ |= ∆
∏
F

M∆ |= T

Aφ = {∆ : φ ∈ ∆} ∈ F



نتایج

بزرگ دلخواه اندازه به متناهͬ مدل های تئوری ͷی اگر اسͺولم)  ــ (لونهایم ◀
دارد. κ اندازه با مدلͬ κ دلخواه کاردینال برای آنگاه باشد، داشته

درست C در باشد درست بزرگ دلخواه اندازه با متناهͬ میدانهای در φ اگر ◀
است.

ͷی به ͷی اگر Cn → Cn از چندجملەای نگاشت هر اکس: مثال، عنوان به ◀
است!) واضح قضیه این متناهͬ میدان ͷی (برای پوشاست. باشد، 



بازی

x M N y?

A

OO

∼= B

OO

A⟨x⟩ ∼= B⟨?⟩.

قضیه
ψ سور بدون معادل ͷی φ فرمول هر برای T نظر از باشد، پذیر انجام فوق بازی اگر

یعنͬ دارد؛ وجود
T ⊢

(
φ ↔ ψ

)
.

∃x ax2 + bc + c = 0 ↔ b2 − 4ac > 0.

را بازی این ͬ  توان م حقیقͬ بستۀ  میدانهای در و جبری، بسته میدانهای در مثال:
داد. انجام



ریشەها قضیه
قضیه

در .I ⊊ J که طوری به باشند رادیͺال ایدەآل دو I, J ⊆ K[X1, . . . ,Xn] کنید فرض
.V(J) ⊊ V(I) صورت این

اثبات.

g ∈ J − I

I = p1 ∩ . . . ∩ pn, I = ⟨f1, . . . , fn⟩

g ̸∈ p1 ⇒ K[X]
p1

|= g(X) ̸= 0

g ∈ I ⇒ K[X]
p1

|= f1(X) = . . . = fn(X) = 0.

K[X̄]
p1

|= ∃X f1(X) = . . . fn(X) = 0 ∧ g(X) ̸= 0

K |= ∃x f1(x) = . . . , fn(x) = 0 ∧ g(x) ̸= 0.



هیلبرت هفدهم مسئله

.f(ā) ≥ 0 باشیم داشته ā هر برای که باشد چندجملەای ͷی f ∈ K[X̄] کنید فرض
صورت این در

f = g2
1 + . . . g2

k

هستند. گویا توابع ها gi آن در که

اثبات.
ترتیب آن با که داریم K[X̄] روی ترتیب ͷی نباشد، ها دو توان جمع f ∈ K[X̄] اگر

داریم .f < 0

K[X̄] |= ∃X̄ f(X̄) < 0 ⇒ K |= ∃x̄ f(x̄) < 0.



بودن کامل و سور حذف

تمام در که باشد داشته مدل ͷی و باشد داشته سور حذف T تئوری کنید فرض
ͬ نشیند: م T مدلهای

M1 M2

A

``AAAAAAAA

>>}}}}}}}}

داریم φ جمله هر برای صورت این در

M1 |= φ ⇐⇒ A |= φ ⇐⇒ M2 |= φ.

داریم φ جمله هر برای یعنͬ

T ⊢ φ یا T ⊢ ¬φ



تصمیم پذیری ͷمح

ͬ تواند م الͽوریتم این کند. چاپ را T تئوری جملات الͽوریتم ͷی که کنید فرض
است. تصمیم پذیر T صورت این در باشد، کامل T اگر پس کند. چاپ را T نتایج

نتیجه
قابل الͽوریتم توسط موضوعەاش اصول و باشد داشته اول مدل و سور حذف T اگر

است. تصمیم پذیر باشد، چاپ



است؛ تصمیم ناپذیر (N,+, ·) تئوری یادآوری:

φ(m, n) ⇐⇒ بایستد n ورودی در m شماره الͽوریتم

توقف. مسئله

(هیرونیمͬ) قضیه
ͬ شود. م N تصمیم ناپذیری موجب تنهایی به ضرب اثر دو فقط

(هیرونیمͬ) سوال
است؟ تصمیم پذیر (N,+, <, ⌊ex⌋) آیا



ͬ زاده) ول − زارعͬ ـ (خانͬ قضیه
(N,+, <, ⌊ex⌋) برای

کرد. ارائه ساده موضوعه اصول ͷی ͬ توان م ◀
کرد. بازی تئوری این مدلهای بین ͬ  توان م ◀

است. تصمیم پذیر تئوری این نتیجه در ◀

Khani, M., Valizadeh, A. N., and Zarei, A. (2024).
Model-completeness and decidability of the additive structure of
integers expanded with a function for a Beatty sequence.
Annals of Pure and Applied Logic, 175(10), 103493.


