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چکیده:

که دارد وجود حلقه ها زبان در ∀∃ فرمولِ یک یا و ∃∀ فرمولِ یک آیا که است سوال این به دادن پاسخ پایان نامه این هدف
شده مطرح [۱۲] مقالۀ در ۱ ل رست پ توسط سوال این کند؟ تعریف پارامتر بدون را هنسلی ارزیابی میدان یک ارزیابِ حلقۀ
حلقۀ که می کنیم معرفی K = k((Γ۱))((Γ۲)) صورت به هنسلی ارزیابی میدان یک سوال این به دادن پاسخ در است.
سری های میدان k((Γ۱)) از منظور نمی شود. تعریف حلقه ها زبان در پارامتر بدون ∀∃ یا و ∃∀ فرمول هیچ با آن ارزیاب
پذیری تعریف برای پرستل از محکی سوال، این به پاسخ برای رفته کار به ایده های مهم ترین است. Γ۱ ارزیاب گروه با هان
آورده پایان نامه در دو هر که است ۲ ارشوف و اکس‑کوچن قضیۀ همچنین و ∀∃ و ∃∀ فرمول های با ارزیاب حلقۀ یک

است. شده
است. پایان نامه این اصلی منبع زیر مقالۀ

Halupczok, I and Jahnke, F.: A definable Henselian valuation with high
quantifier complexity. Mathematical Logic Quarterly Bull. 61 (4-5). pp. 362-366. ISSN 0942-
5616 (2015).
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پیشگفتار

دو که است v : A× −→ Γ صورت به Γ مرتبِ آبلی گروه یک به A صحیح دامنۀ یک از نگاشتی ارزیابی، نگاشت یک
داراست: را زیر ویژگی

∀a, b ∈ A v(ab) = v(a) + v(b)

∀a, b ∈ A v(a+ b) ≥ min{v(a), v(b)}.

گروه Γ به ارزیابی، میدان یک (K, v) جفت به باشد، میدان یک K اگر گوییم. ارزیابی حلقۀ یک (A, v) جفت به
حلقه ای ارزیاب، حلقۀ داد خواهیم نشان دو فصل در ارزیاب گوییم. حلقۀ Ov = {x ∈ K : v(x) ≥ ۰} به و ارزیاب

یک kv :=
Ov

mv
قسمتی خارج حلقه ٔ و دهیم می نشان mv با را آن که دارد ماکسیمال ایده آل یک تنها یعنی است موضعی

نامیم. باقی مانده ها میدان را آن که است میدان

دامنه ٔ از vp ارزیابی نگاشت .p ∤ a′ که طوری به a = pma′ اگر .a ∈ Z و باشد اول عدد یک p کنید فرض مثال برای
صورت به Z گروه به Z صحیح

vp : Z −→ Z

vp(a) = n

که گویند p‑ادیک ارزیابی حلقۀ (Z, vp) جفت به بنابراین گویند. p‑ادیک ارزیابی نگاشت آن به که می شود تعریف
دامنۀ یک هنسلی میدان از منظور می پردازیم. آن به جلوتر که می باشد Fp باقی مانده ها میدان است. Z آن ارزیاب گروه
f(a) ∈ m که طوری به a ∈ A هر برای و f(x) ∈ A[X] هر برای هرگاه که می باشد m ماکسیمال آل ایده با A موضعی

.α ≡ a (mod m) و f(α) = ۰ که طوری به باشد موجود α ∈ A آنگاه f ′(a) /∈ m و
فرمولی بتوانیم که معناست این به زبان در تعریف پذیر مجموعۀ بگیریم، نظر در را  Lr = {+,−, .,۰,۱} حلقه  ها زبان اگر
مجموعۀ می توانیم مثال عنوان به باشد. مجموعه برابر صدق می کنند فرمول در که عناصری که طوری به دهیم ارائه زبان در
زبان در A مجموعۀ گوییم صورت این در کنیم تعریف x۲ + ۱ = ۰ فرمولِ از استفاده با حلقه ها زبان در را A = {i,−i}

است. تعریف پذیر
حلقه ها زبان در را ارزیاب حلقه های تعریف پذیری که دارند وجود زیادی مثال های [۲ ،۳ ،۵ ،۶ ،۷ ،۸ ،۹ ،۱۲] مقالات در

می کنیم. مقالات این چکیده های بر مروری ادامه در می کنند. بیان کم) سور با (فرمول های ساده فرمول های با
توانی سری های ارزیاب حلقه باشد، متناهی میدانی Fq هرگاه که داده اند نشان [۲] منبع در ۴ کونیگزمن و ۳ اَنسکوب
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این به آن ها اثبات روش است. تعریف پذیر پارامتر بدون و وجودی طور به حلقه ها زبان در Fq((t)) میدان در Fq[[t]]
تعریف پذیر −Fq همسایگی یک ،۵ زیگلر و پرستل کار ادامه در هنسلی، توپولوژی تعریف از استفاده با که است صورت
شامل Fq[[t]] از زیرمجموعه ای برای صورت∃ به فرمول های با تعریف یک هنسل لم از استفاده با و کرده اند پیدا صفر حول
تعریف پذیری است، تعریف پذیر xq−x = ۰ فرمول با Fq که حقیقت این از استفاده با نهایت در کرده اند. معرفی tFq[[t]]

کرده اند. معرفی پارامتر بدون تعریفی و داده اند گسترش Fq[[t]] حول را
ارزیابی هنسلی میدان های تعریف پذیری و داد گسترش را آن ها شدۀ استفاده روش [۵] مقالۀ در ۶ فهن آرنو آن ها، از بعد
معرفی دوم فصل در جبری بسته سودو میدان های کرد. بررسی را جبری بستۀ سودو میدان یا متناهی ماندۀ باقی میدان با

است: شده اثبات زیر قضیۀ مقاله این در واقع در است. شده

اگر باشند. آن باقی ماندۀ میدان و ارزیاب حلقۀ ترتیب به kv و Ov و هنسلی ارزیابی میدان یک K کنید فرض .۱ قضیه
که دارد وجود ∃ صورت به فرمول یک آنگاه نباشد، جبری بستۀ kv جبری بخش و باشد جبری بستۀ سودو یا و متناهی kv

می کند. تعریف K هنسلی ارزیابی میدان در را Ov ارزیاب حلقۀ

ِهنسلی ارزیابی میدان یک ارزیاب حلقۀ زمانی چه که داده اند پاسخ سوال این به [۹] مقالۀ در کونیگزمن و ۷ یانکه
یا جدایی پذیر ما میدان هرگاه نیست پذیر امکان این که رسیدند نتیجه این به آن ها است. تعریف پذیر −∅ حلقه ها زبان در
حلقۀ که دارد وجود هنسلی ارزیابی میدان های از زیادی مثال های زیگلر و پرستل مختلف مقالات در باشد. حقیقی بسته
تعریف پذیر −∅ که می دهند ارائه مانده ها باقی  میدان روی را شرایطی [۹] درمقاله نیستند. تعریف پذیر −∅ آن ها ارزیاب
تعریف پذیر −∅ هنسلی ارزیابی میدان یک ارزیاب حلقۀ داده اند نشان آن ها واقع در می کند. تضمین را ارزیاب حلقۀ بودن

باشد. هنسلی غیر یا جدایی پذیر بسته آن ماندۀ باقی میدان هرگاه است
حلقه های تعریف پذیری برای را شرایطی [۱۲] مقاله در ارزیاب حلقه های تعریف پذیری برای محکی ارائۀ با پرستل آن از بعد
است مهم ما برای منطق در واقع در است. کرده معرفی را کم سوری پیچیدگی با فرمول های از استفاده با هنسلی ارزیابِ
۳ فصل در که محک این به توجه با هستند. توجه مورد کم سور با فرمول های و باشد فرمولی نوع چه با تعریف پذیری که
با معادل حلقه ها زبانِ در هنسلی ارزیابِ حلقه برای پارامتر بدونِ تعاریفِ اکثر که است داده نشان رستل پ است، شده آورده
پارامتر بدون فرمولِ یک آیا که است کرده مطرح را سوال این رستل پ سپس می باشند. ∃∀ یا ∀∃ پارامترِ بدون فرمول های

کند؟ تعریف هنسلی ارزیابی میدان در را ارزیاب حلقۀ که دارد وجود ∃∀ صورت به یا ∀∃ صورت به
را k = QtotR(

√
−۱) مشخص مثال ما واقع در است. شده فراهم پرستل سوال برای نقض مثالِ یک نامه پایان این در

که طوری به هستند Q ماکسیمال توسیع که هستند کامل حقیقی اعداد میدان QtotR از منظور اینجا در می کنیم. بررسی
است. حقیقی اعداد زیر مجموعۀ مختلط، اعداد به میدان این نشاندن هر تصویرِ

که است میدانی جبری بستۀ سودو میدان از منظور است. جبری بستۀ سودو میدان یک از مثالی QtotR(
√
−۱) میدانِ

دارد وجود فرمولی −Lring که داد خواهیم نشان پایان نامه این در است. بسته وجودی طور به منتظم میدانی توسیع هر در
به فرمولِ هیچ با Ow اما می کند تعریف K = QtotR(

√
−۱)((Γ۱))((Γ۲)) ارزیابی میدان در را Ow ارزیاب حلقۀ که

ارزیابی نگاشت آن روی اگر که است هان سری های مجموعۀ K((Γ۱)) از منظور نیست. تعریف پذیر ∃∀ یا ∀∃ صورت
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بنابراین است میدان یک K((Γ۱)) می دهیم نشان ۸ .۲ بخش در است. K[[Γ۱]] آن ارزیاب حلقۀ آنگاه کنیم، تعریف
Ow = k((Γ۱))[[Γ۲]] آن ارزیاب حلقۀ که کرد تعریف را K = k((Γ۱))((Γ۲)) هان سری های ارزیابی میدان می توان

گفته می شود. اختصار به آن اثبات و پایان نامه این مهم قضیۀ ادامه در است.
است: زیر قضیۀ اثبات پایان نامه این اصلی هدف واقع در

جدایی پذیرش بستار با که جبری بستۀ سودو میدان هر برای که طوری به دارند وجود Γ۲ و Γ۱ مرتب آبلی گروه های .۲ قضیه
بدون K = k((Γ۱))((Γ۲)) هنسلی ارزیابی میدان در Ow = k((Γ۱))[[Γ۲]] ارزیابِ حلقه (k 6= ksep نباشد( برابر

نیست. تعریف پذیر حلقه ها زبان در ∃∀ و ∀∃ فرمولِ هیچ با Ow اما است، تعریف پذیر پارامتر

منبع در (K,O) ساختار در O تک موضعی محمول تعریف پذیری برای پرستل که محکی از فوق قضیۀ اثبات برای

به K۱ ≺∃ K۲ اینجا در برد. خواهیم بهره شده، آورده آن اثبات نامه پایان این آخر فصل در و است کرده ارائه [۱۲]
K۱ در ρ(x۱, x۲, ...) وجودی فرمول Lring هر مثال، برای است. بسته K۲ در وجودی نظر از K۱ که است معنی این
در موضعی تک محمول یک O اگر می کند بیان پرستل محک می شود. برآورده نیز K۱ در می شود برآورده K۲ در که
اینکه از تئوری در اگر می شود، تعریف حلقه ها زبان در پارامتر بدون ∃∀ فرمولِ یک توسط O آنگاه باشد، (K,O) ساختار
اینکه از اگر باشند، تئوری از مدل دو (K۲, O۲) و (K۱, O۱) اگر بالعکس .O۱ ⊆ O۲ بگیریم نتیجه K۱ ≺∃ K۲

می شود. تعریف ∃∀ ِ فرمول یک توسط O تئوری این از (K,O) مدل هر در آنگاه O۱ ⊆ O۲ بگیریم نتیجه K۱ ≺∃ K۲

تعریف پذیری فقط پایان نامه، این در که است شده بیان ∀∃ و ∀ ،∃ صورت به فرمول های برای پرستل محک همچنین
در تک موضعی محمول تعریف پذیری برای ∃∀ حالت مانند شد. خواهد بررسی ∀∃ و ∃∀ ِ فرمول های با ارزیاب حلقه های

داریم: ساختار یک
∀∃ iff (K۱ ≺∃ K۲ ⇒ O۲ ∩K۱ ⊆ O۱)

بگیرید. نظر در زیر صورت به را Y و X مرتب آبلی گروه های می کنیم. بیان را ۸۹ قضیۀ اثبات روند از مختصری ادامه در

X := Z(۲) = {
a

b
∈ Q|a, b ∈ Z,۲ ∤ b, (a, b) = ۱}

Y := Z(۳) = {
a

b
∈ Q|a, b ∈ Z,۳ ∤ b, (a, b) = ۱}

آنگاه باشد، معمول ترتیب عکس با طبیعی اعداد مجموعۀ (N′, <) و معمول ترتیب با طبیعی اعداد مجموعۀ (N, <) اگر
می کنیم: تعریف را زیر صورت به را Γ و Γ۲ و Γ۱ گروه های

Γ۱ :=
⊕
N

((
⊕
N

)⊕X)

Γ۲ :=
⊕
N′

(X ⊕ Y )

Γ := Γ۲ ⊕ Γ۲



ارزیابی میدان یک در را (K۱, w, k,Γ۱) دیگرِ ارزیابی میدان اینکه برای ۸ ارشف و اکس‑کوچن قضیۀ به توجه با
به ترتیب، به را Γ۱ ارزیاب گروه و k ماندۀ باقی میدان است کافی بنشانیم، وجودی بستۀ صورت به (K۲, u, k

′,Γ۲)

بستۀ نشاندن دو ،K ≺∃ K دهیم نشان آنکه جهت بنابراین بنشانیم. Γ۲ ارزیاب گروه و k′ در وجودی بستۀ صورت
را idk همانی نگاشت همان k باقی مانده میدان نشاندن جهت و می دهیم ارائه ۴ .۳ بخش در ارزیاب گروه از وجودی
ارزیاب حلقۀ پرستل محک به توجه با نتیجه در .O ∩ K ⊊ O و O ⊊ O می دهیم نشان آخر در و می گیریم نظر در
در Ow ارزیاب حلقۀ که می کنیم دقت اما نیست. تعریف پذیر حلقه ها زبان در ∀∃ و ∃∀ صورت به فرمول هیچ با Ow

هنسلی ارزیابی میدان بررسی با را حقیقت این است. تعریف پذیر حلقه ها زبان در پارامتر بدون نظر، مورد ارزیابی میدان
می دهیم. نشان خاص طور به K = QtotR(

√
−۱)((Γ۱))((Γ۲))

است: زیر صورت به پایان نامه فصل بندی
بعدی بخش در است. شده پرداخته منطق مقدماتی تعاریف همچون مدل نظریۀ نیاز مورد مقدماتی مفاهیم اول فصل در
در می گیرد. قرار استفاده مورد کرات به بعدی درفصل های که است شده داده توضیح چندمثال ذکر با تک موضعی محمول

است. شده پرداخته تعبیرپذیری و تعریف پذیری مفاهیم به فصل انتهای
توسیع های انواع است. شده پرداخته نامه پایان این مطالعه ٔ روند در شده استفاده مورد جبری مفاهیم مطالعۀ  به دوم فصل در
مورد در کوتاه بحثی در است.همچنین شده آورده ها p‑ادیک و هنسلی مانند نرم دار حلقه های و شده معرفی میدانی
مرور آن در گزاره هایی و است شده مطالعه فصل این در ارزیابی میدان های آن بر علاوه . است شده محدب زیرگروه های

است. شده
پیش تر که مواردی و است شده پرداخته مقاله به آن از بعد و است شده گفته ۲ قضیۀ اثبات مسیر ابتدا سوم فصل در آخر در

است. گرفته قرار بحث و بررسی مورد گفتیم

8Ax-Kochen and Eršov



۱ فصل

مدل ها نظریۀ بر مقدماتی

می پردازیم آن از مثال هایی و موضعی تک محمول به ادامه در می پردازیم. مدل نظریۀ مقدماتی مفاهیم به ابتدا فصل این در
قبیل از مفاهیمی همچنین است. زبان در ساختار از بخشی کردن جدا زبان، به موضعی تک محمول افزودن از منظور که
نامه پایان این نیاز مورد گزاره ها ی و قضایا و می کنیم مرور را سوری رتبه و کامل تئوری وجودی، بستۀ مقدماتی، زیرساختار

می کنیم. تعریف مثال چند ذکر با را تعبیر پذیری و تعریف پذیری مفاهیم آخر در می خوانیم. را

مقدماتی مفاهیم ۱ .۱

نیستند. دقیقی تعاریف شد گفته فرمول و ترم ساختار، زبان، برای که تعاریفی بخش این بودن مختصر جهت .۳ توجه

کند. مطالعه ۱ مارکر دیوید از مدل نظریۀ کتاب مانند مدل نظریۀ در مرجع کتاب های در را دقیق تعاریف می تواند خواننده

ثوابت برای نمادهایی و روابط برای نمادهایی توابع، برای نماد هایی از متشکل مجموعۀ یک L اولِ مرتبۀ زبانِ یک
.L = F ∪R ∪ C آنگاه باشند زبان در ثوابت برای نمادی و C روابط برای نمادی R و توابع برای نمادی F اگر است.

است: زیر صورت به جفتی ساختار −Lیک از منظور شوند. معنا ساختار ها در باید جملات اول مرتبۀ منطق در

M = (M, (ZM)Z∈L)

ZM مابازای یک Z ∈ L نمادِ هر برای همچنین و ساختار، L آن جهان نام به است M مجموعۀ یک از متشکل که
می شود. Mگفته ساختار در Z (معنای)نماد تعبیر آن به که دارد وجود

1David Marker



۲ مدل ها نظریۀ بر مقدماتی .۱ فصل

متناهی ای دنباله هر به بگیرید. نظر در را متغیر ها از x۱, x۲, . . . مجموعه یک باشد. اول مرتبۀ زبان یک L کنید فرض
L یک یا ترم L یک شود ساخته خاصی، قوانین با البته و متغیر ها، این از استفاده با و ثابت تابع، زبانی علائم از که
حلقه ها زبان در مثال عنوان به نیست. ترم متغیر ها و توابع و ثوابت از دلخواه دنبالۀ هر که کنید دقت گویند. کلمه

هستند: ترم زیر موارد Lr = {+,−, .,۰,۱}
۱ + ۰

x۱ + x۲ + x۳

−Lیک t(x۱, . . . , xn) کنید فرض باشد. ساختار −LیکM کنید فرض کنیم. تعبیر ساختاری در را ترم ها می توانیم ما
tM(a۱, . . . , an) با را آن که دارد وجود M ساختارِ جهان در عنصری صورت این در .a۱, . . . , an ∈ M و باشد ترم
ساختار در حلقه ها زبان در مثال عنوان به می دهیم. نشان (xi جای به ai جایگذاری با M ساختار در t ترم (تعبیر

داریم، R = (R,+,−, .,۰,۱)

(
۲x۱x۲ + x۴

۳
)R

(۱,۲,۳) = ۲(۱)(۲۲) + ۳۴ = ۸۹

که هستند متناهی دنباله هایی فرمول ها آن، از بعد را. کلمه ها حکم ترم ها و دارد را الفبا حروف حکم زبان واضح تر بیان به
∃x(x.x = −۱) مثال برای می شوند. ساخته  تساوی علامت و ∨ و ∃ و ∧ و منطقی علائم زبان، ترم های از استفاده با

حلقه هاست. زبان در فرمولی
در مثلا می نامیم. پایبند را آن اینصورت غیر در نباشد سوری هیچ تاثیر تحت هرگاه گوییم آزاد φ فرمول در را x متغیر

است. آزاد y متغیر و دوم x و پایبند اول x متغییر ((∀xψ(x)) ∧R(x, y)) فرمول

از منظور .a۱, . . . , an ∈ M و باشد ساختار −L یک M و L‑فرمول یک φ(x۱, . . . , xn) کنید فرض .۴ تعریف
است برقرار M |= φ(a۱, . . . , an) عبارت هستند. آزاد متغیر x۱, . . . , xn متغیرهای که است این φ(x۱, . . . , xn)

فرمول این برای مدلی M اینصورت گوییم در باشد درست M ساختار در xi جای به ai جایگذاری با φ فرمول هرگاه
است.

یکسان فرمول مثال عنوان به می شوند. تعبیر ساختار ها در نیز فرمول ها ترم ها، مانند 
درست یکی در اما می شود تعبیر (C,+,−, .,۰,۱) و (R,+,−, .,۰,۱) ساختار −Lring دو در ∃x(x.x = −۱)

است: نادرست یکی در و
(C,+,−, .,۰,۱) |= ∃x(x.x = −۱)

(R,+,−, .,۰,۱) ⊭ ∃x(x.x = −۱).

متغیر بدون فرمولِ −Lیک جمله −Lیک از منظور است. جمله −L کنیم صحبت موردش در می خواهیم که بعدی مفهوم
جمله اند. Lr زیر فرمول های Lr = {+,−, .,۰,۱} زبان در مثال برای است. آزاد

∀x∃y(x+ y = ۰)



۳ مدل ها نظریۀ بر مقدماتی .۱ فصل

∀x∃y(x.y = ۰)

ساختاری در و درست ساختار یک در زیر فرمول مثال عنوان به می شوند. تعبیر ساختار ها در نیز جمله ها فرمول ها، همانند
است: نادرست دیگر

C |= ∃x(x۲ = −۱)

که حالی در
R ⊭ ∃x(x۲ = −۱)

صورت تئوری ها تحت کار این است. ریاضی از بخش هایی برای موضوعه اصول ارائه ی مدل نظریۀ در مهم اهداف از یکی
یعنی حلقه ها زبان در مثال برای جمله هاست. −L از مجموعه ای تئوری −L یک از منظور می گیرد.

است. زیر صورت به حلقه ها تئوری ،Lring = {+,−, , ,۰,۱}

T = {∀x (x+ ۰ = ۰ + x = x)

∀x, y, z (x+ (y + z) = (x+ y) + z)

∀x(∃y x+ y = ۰)

∀x, y (x+ y = y + x)

∀x, y, z ((x.y).z = x.(y.z))

∀x (x · ۱ = x)

∀x, y, z (x.(y + z) = (x.y) + (x.z))

∀x, y, z((y + z).x = (y.x) + (z.x))}

است: زیر صورت به میدان ها تئوری و

Tfield = Tring ∪ {∀x(x 6= ۰→ ∃y xy = ۱)}

تئوری حلقه ها زبان در مثال برای نه. یا دارد مدل ما تئوری آیا که است این اول مرتبۀ تئوری در مهم مساله ٔ
جمله دو این ساختاری هیچ در که زیرا ندارد مدلی هیچ T = {∀x∃y(x + y = ۱), ∀x¬(∃y(x + y = ۱))}

باشند. درست نمی توانند همزمان

باشد. داشته مدل یک حداقل هرگاه است سازگار T تئوری .۵ تعریف

است چگونه فرمولی به نسبت تئوری یک که ست این مهم موضوع می کند. صدق نیز فرمول ها برای موضوع این
می دانیم بگیرید. نظر در را Lring زبان مثال برای نباشد. دیگر برخی در و درست فرمول تئوری مدل های برخی در یعنی
تئوری گوییم حالت این در .R ⊭ ∃x(x۲ = −۱) ولی C |= ∃x(x۲ = −۱) حال این با C |= Lring و R |= Lring

است. تفاوت بی فرمول به نسبت
است. کامل T تئوری گوییم باشد، درست T تئوری مدل های تمام در آن نقیض یا و فرمول L هر تئوری  در اگر



۴ مدل ها نظریۀ بر مقدماتی .۱ فصل

که طوری به است φ مانند جمله هایی از مجموعه ای ،Th(M) تئوری باشد، ساختار −L یک M کنید فرض .۶ توجه
M |= Th(M) همیشه واقع در است. Th(M) تئوری برای Mمدلی آنگاه باشد، ساختار −LیکM اگر .M |= φ

است. برقرار

هرگاه ،M≡ N می نویسیم و گوییم مقدماتی ارز هم را N Mو ساختار −L دو ساختار ها). مقدماتی ارز (هم ۷ تعریف
باشیم داشته φ جملۀ −L هر برای

M ⊨ φ⇐⇒ N ⊨ φ

که هستند مقدماتی ارز هم زمانی N Mو ساختار دو دیگر بیان به

Th(M) = Th(N ).

جملۀ اگر زیرا (R,+, .,۰,۱) 6≡ (Fp,+, ., ۰̄, ۱̄) آنگاه بگیرید. نظر در را p ثابت عدد و حلقه ها زبان مثال برای
.R ⊭ φ ولی Fp |= φ داریم آنگاه باشد φ = ∀x x+ x+ . . .+ x = ۰̄

T ′ مدل های کلاس همان دقیقاً T مدل های کلاس هرگاه T ≡ T ′ می نویسیم و می نامیم معادل را T ′ و T تئوری دو
باشد.

اثبات در فشردگی قضیۀ است. مدل دارای بزرگ تئوری یک زمانی چه که این بررسی برای است محک یک فشردگی قضیۀ
می کنیم. بیان اثبات بدون را آن ما و است شده استفاده مدل نظریۀ در گزاره ها از بسیاری

هر اگر است مدل یک دارای T صورت این در باشد، اول مرتبه تئوری یک T کنیم فرض فشردگی). (قضیۀ ۸ قضیه
باشد. مدل دارای ∆ ⊆ T متناهی زیرمجموعۀ

است نشاندن −Lیک e :M−→ N باشند. ساختار −L دو N Mو و زبان یک L کنید فرض (نشاندن). ۹ تعریف
باشد: داشته را زیر های ویژگی هرگاه

باشیم داشته a۱, a۲, . . . , an ∈M هر ازای به و متغیر −n تابعی نماد f ∈ F هر ازای به .۱

e(fM(a۱, a۲, . . . , an)) = fN (e(a۱), . . . , e(an))

باشیم داشته a۱, a۲, . . . , an ∈M هر ازای به و موضعی −m رابطه ای نماد R ∈ R هر ازای به .۲

(a۱, a۲, . . . , an) ∈ RM ←→ (e(a۱), e(a۲), . . . , e(an)) ∈ RN

باشیم: داشته c ∈ C هر ازای به .۳
e(cM) = cN

تابع بگیریم. نظر در را (Z,+,۰) ساختار −L و L = {(∗,۲) ∪ {c} اگر مثلا

e : Z −→ Z



۵ مدل ها نظریۀ بر مقدماتی .۱ فصل

X 7−→ ۲X

داریم آنگاه کنیم تعبیر ۰ عدد برابر را c و کنیم تعبیر + برابر Z در را ∗ تابعی نماد اگر زیرا است نشاندن L تابع یک

e(a+ b) = ۲(a+ b) = ۲(a) + ۲(b) = e(a) + e(b)

e(cZ) = e(۰) = ۲ · ۰ = ۰

نشاندن یک را f :M −→ N نگاشت باشند. ساختار −L دو N و M کنید فرض مقدماتی). (نشاندن ۱۰ تعریف
باشیم: داشته φ فرمول هر و m̄ ∈M هر برای هرگاه می نامیم مقدماتی

M |= φ(m̄)⇐⇒ N |= (φ(f(m̄))).

می نویسیم و است N زیرساختار M گوییم باشند، ساختار −L دو N و M کنید فرض (زیرساختار) .۱۱ تعریف
باشد. نشاندن یک i :M −→ N همانی) نگاشت (یعنی شمول نگاشت هرگاه ،M⊆ N

سور بدون فرمولِ هر ⊇Mبرای N اگر دیگر بیان به هستند بسته زیرساختار ها تحت سور بدون فرمول های همیشه
داریم: m۱, . . . ,mk ∈M هر و φ(x۱, . . . , xn)

M |= φ(m۱, . . . ,mk)⇐⇒ N |= φ(m۱, . . . ,mk).

Mبرقرارند در Mکه ساختار −L در پارامتر های با سور بدون فرمول های تمام مجموعۀ باشد، ساختار −LیکM اگر
دیگر بیان به می دهیم. نشان Diag(M) با را

Diag(M) = {φ(m۱, . . . ,mk)|φ(x۱, . . . , xk) ∈ L,m۱, . . . ,mk ∈M,M |= φ(m۱, . . . ,mk), سور {φبدون

eDiag(M) = {φ(m۱, . . . ,mk)|φ(x۱, . . . , xk) ∈ L,m۱, . . . ,mk ∈M,M |= φ(m۱, . . . ,mk)}.

Mزیرساختار گوییم ،M⊆ N که طوری به باشند ساختار −L Nدو Mو کنید فرض مقدماتی). (زیرساختار ۱۲ تعریف
باشیم: داشته ā ∈M چندتایی هر و φ(x̄) فرمول −L هر برای هرگاه ،M < N می نویسیم و است N مقدماتی

M |= φ(ā)⇐⇒ N |= φ(ā).

زیرا نیست (Q, <) مقدماتی زیرساختارِ (Z, <) اما است (Q, <) ساختارِ زیر (Z, <) می دانیم مثال عنوان به
.(Z, <) ⊭ ∃x ۲ < x < ۳ که حالی در (Q, <) |= ∃x ۲ < x < ۳

کلاس می گوییم باشد. ساختار ها −L از کلاسی K کنید فرض است. اهمیت حائز تئوری وجود ما برای منطق در که گفتیم
عنوان به .K = {M|N |= T} که طوری به باشد داشته وجود T اول مرتبۀ تئوری یک هرگاه است اصل بندی دارای K

هستند: اصل بندی دارای صفر مشخصۀ با میدان های مثال

T = Tfield ∪ {۱ + ۱ 6= ۰,۱ + ۱ + ۱ 6= ۰, . . .}.



۶ مدل ها نظریۀ بر مقدماتی .۱ فصل

باشد، T′ مدل های کلاس همان دقیقا T مدل های کلاس هرگاه ،T ≡ T′ می نویسیم و می نامیم معادل را T′ و T تئوری دو
باشیم: Mداشته ساختار −L هر برای یعنی

M |= T←→M |= T′.

جملات همه که باشد موجود T′ تئوری هرگاه است عمومی اصل بندی دارای T تئوری عمومی). (اصل بندی ۱۳ تعریف
.T ≡ T′ و باشد سور بدون φ(x۱, . . . , xn) که طوری به باشند ∀x۱, . . . , xn φ(x۱, . . . , xn) صورت به T′ در موجود

بسته زیرساختار ها تحت تئوری این مدل های کلاس اگر تنها و اگر است عمومی اصل بندی دارای T تئوری .۱۴ قضیه
.M |= T ⊇Mآنگاه N و N |= T هرگاه یعنی باشد

.M |= T می دهیم نشان ، M ⊆ N و N |= T و باشد عمومی اصل بندی دارای T کنید فرض (⇐) اثبات.
چون است سور بدون فرمول یک φ(x۱, . . . , xn) که φ(x۱, . . . , xn) ∈ T داریم x۱, . . . , xn هر برای کنید فرض
کنید فرض حال .N |= φ(n) داریم n۱, . . . , nn ∈ N هر ازای به پس N |= ∀x۱, . . . , xn φ(x۱, . . . , xn)

پس بود دلخواه عنصری m چون و M |= φ(m) پس است سور بدون فرمول یک φ و N |= φ(m) داریم m ∈ M
.M |= ∀xφ(x)

T ≡ T′ تئوری یک که می دهیم نشان باشد، بسته زیرساختار ها تحت T تئوری مدل های کلاس کنید فرض برعکس (⇒)

دهید:  قرار اند. شده نوشته عمومی سور با تنها T′ جملات تمام که طوری به است موجود

T′ = {φ|T |= φ,است عمومی φ}.

در LM = L ∪ {cM|c ∈ M} زبان در را Diag(M) ∪ T مجموعۀ .M |= T می کنیم ادعا M |= T′ کنید فرض
بگیرید. نظر

است. مدل دارای Diag(M) ∪ T اول: ادعای
می شود. نتیجه قضیه حکم اول ادعای از دوم: ادعای

بنابراین M ⊆ N |= T پس N
LM
|= Diag(M) و N

L
|= T آنگاه N |= Diag(M) ∪ T اگر دوم: ادعای اثبات

.M |= T که می گیریم نتیجه است بسته زیرساختارگیری تحت T مدل های کلاس
فوق تئوری که این اثبات برای فشردگی قضیه به بنا است. LM زبان در تئوری یک Diag(M)∪T اول: ادعای اثبات
∆ ⊆ Diag(M) ∪ T کنید فرض است. مدل دارای آن از متناهی بخش هر که دهیم نشان است کافی است مدل دارای
مدل دارای {φ(m)} ∪ T که طوری به می شود یافت φ(m) ∈ Diag(M) جملۀ بنابراین نباشد. مدل دارای متناهی

یعنی T
L
|= ∀x¬φ(x) داریم L زبان در بنابراین T

LM
|= ¬φ(m) پس .M |= ¬φ(m) گاه Mآن |= T اگر یعنی نیست

Mو |= ∀x¬φ(x) Mپس |= T′ طرفی از .∀x¬φ(x) ∈ T′ یعنی است T تئوری از عمومی نتیجه یک ∀x¬φ(x)
.φ(m) ∈ Diag(M) زیرا است ممکن غیر این

اما (R,+,−, .,۰,۱) ⊆ (C,+,−, .,۰,۱) و C |= Th(C) زیرا ندارد عمومی اصل بندی Th(C) مثال عنوان به
.R ⊭ Th(C)



۷ مدل ها نظریۀ بر مقدماتی .۱ فصل

شرایط صورت این در .M ⊆ N که طوری به باشند ساختار −L دو N Mو کنید فرض تارسکی). (محک ۱۵ گزاره
ارزند: هم زیر

(M < N ) است. N مقدماتی ساختار Mزیر : (i)
آنگاه N |= ∃x φ(x, a۱, . . . , an) اگر a۱, . . . , an ∈M هر ازای به و φ(x۱, . . . , xn) فرمول −L هر ازای به : (ii)

.N |= φ(a, a۱, . . . , an) که طوری به است موجود a ∈M عنصر

M ⊆ N اگر M,N |= T هر برای هرگاه می نامیم مدل کامل را T تئوری مدل کامل). میدان های (تئوری ۱۶ تعریف
.M≤ N آنگاه باشد

بیان به باشد. عمومی معادل یک دارای T به نسبت φ(x̄) فرمول هر اگر تنها و اگر است مدل کامل T تئوری .۱۷ قضیه
طوری به دارد وجود است سور بدون ψ(x̄, ȳ) که χ(x̄) : ∀ȳψ(x̄, ȳ) صورت به فرمول یک φ(x) فرمول هر برای دیگر

.T |= φ(x̄)↔ χ(x̄) که

: دهید قرار باشد. دلخواه فرمول یک φ(x̄) و مدل کامل T تئوری کنید فرض اثبات.

Γ (x̄) = {χ(x̄)|T ` φ(x̄)→ χ(x̄),است عمومی فرمول .{χ(x̄)یک

.T ∪ Γ (x̄) |= φ(x̄) : اول ادعای
می شود. نتیجه حکم اول ادعای از : دوم ادعای  

که طوری به موجودند χ۱, . . . , χn ∈ Γ (x̄) فرمول های فشردگی، قضیۀ بنابر باشد، برقرار ادعا اگر دوم: ادعای اثبات
.∀xφ(x) ∧ ∀ψ(x)⇔ ∀x(φ(x) ∧ ψ(x)) می دانیم که کنید توجه .T ` (χ1 ∧ ... ∧ χn ⇔ φ)

.(M, ā) |= T∪Γ (x)∪{¬φ(x)} کنید فرض مثلا باشد. سازگار T∪Γ (x̄)∪{¬φ(x)} کنید فرض اول: ادعای اثبات
تئوری اگر است. سازگار Diag(M) ∪T ∪ {φ(ā)} تئوری می دهیم نشان ⊇Mاست. N |= T مدلِ کردن پیدا هدف

داریم: فشردگی قضیۀ به بنا باشد، ناسازگار

T ` φ(ā)→ ¬ψ(m̄, ā)

⇒ T ` φ(x̄)→ ∀y ¬ψ(ȳ, x̄)

⇒ ∀y ¬ψ(ȳ, x̄) ∈ Γ (x̄)

⇒M |= ∀ȳ ¬ψ(ȳ, ā)

می رسیم. تناقض به Mپس |= ψ(m̄, ā) می دانیم اما
باشد. دلخواه φ(x̄) و ā ∈M ⊇Mو N اگر است. عمومی معادل دارای فرمول هر کنید فرض برعکس

M |= φ(ā)

⇒M |= ∃ȳψ(ā, ȳ)



۸ مدل ها نظریۀ بر مقدماتی .۱ فصل

⇒ N |= ∃ȳψ(ā, ȳ)

⇒ N |= φ(ā)

.M |= φ(ā)⇔ N |= φ(ā) دادیم نشان نتیجه در می شود. ثابت صورت همین به هم عکس و

باشد. وجودی معادلی دارای فرمول هر اگر تنها و اگر است کامل مدل T تئوری .۱۸ نتیجه

است. قبل قضیۀ مانند اثبات روند اثبات.

هرگاه است بسته وجودی طور به N Mدر ⊇Mمی گوییم N M,Nو |= T کنید فرض وجودی). (بستۀ ۱۹ تعریف
است. سور بدون ψ(m̄, ȳ) که طوری Mبه |= ∃ȳψ(m̄, ȳ)⇔ N |= ∃ȳψ(m̄, ȳ)

می دهیم نمایش qr(φ) صورت به را φ فرمول سوری رتبۀ آنگاه باشد، فرمول −Lیک φ اگر سوری۲). (رتبۀ ۲۰ تعریف
می شود: تعریف زیر صورت به استقرا با و

باشد اتمیک ⇒اگرφفرمولِ qr(φ) = 0

qr(φ1 ∧ φ2) = max(qr(φ1) ∧ qr(φ1))

qr(φ1 ∨ φ2) = max(qr(φ1) ∧ qr(φ1))

qr(φ1 → φ2) = max(qr(φ1) ∧ qr(φ1))

qr(¬φ) = qr(φ)

qr(∀xφ) = qr(∃xφ) = qr(φ) + 1.

.qr(φ) = ۲ آنگاه بگیریم نظر در را φ(x, y, z) = ∀x∃y(x < y) ∧ ∃x∃z(x = z) فرمولِ اگر مثال عنوان به

تک موضعی محمول ۲ .۱

بگیرید. نظر در را M = (M, (ZM)Z∈L) ساختارِ −L و باشد اول مرتبۀ زبان یک L = F ∪ R ∪ C کنید فرض
شکل به ما ساختار L′ است، موضعی تک رابطۀ یک U که طوری به بگیریم نظر در را L′ = L ∪ {U} زبان اگر حال

تک موضعی محمولِ یک U به .UM = {x ∈ M |U(x)} و UM ⊆ M که می آید Mدر = (M, (ZM)Z∈L, U
M)

می کنیم. بررسی را تک موضعی محمول از مثال چند شود. Mجدا ساختار از بخشی می شود باعث UM واقع در گوییم.

(M, U) |= که نوشت گونه ای به می توان LU زبان در را T تئوری بگیرید. نظر در را LU = Lring∪{U} زبان .۲۱ مثال
تئوری و LU = {+, .,−,۰,۱, U} داریم زبان به توجه با باشد. گروه Mیک جمع با U و باشد حلقه Mیک هرگاه T

می نویسیم: زیر صورت به را

2Quantifier rank



۹ مدل ها نظریۀ بر مقدماتی .۱ فصل

T = {∀x (x+۰ = ۰+x = x) ∀x, y, z (x+(y+z) = (x+y)+z) ∀x(∃y x+y = ۰) ∀x, y (x+y = y+x)

∀x, y, z ((x.y).z = x.(y.z)) ∀x (x · ۱ = x) ∀x, y, z (x · (y + z) = (x.y) + (x.z))

∀x, y, z((y + z).x = (y.x) + (z.x))∀x, y (U(x) ∧ U(y)→ U(x+ y)) U(۰)

∀x (U(x)→ ∃y(U(y) ∧ x+ y = ۰)}.

صورت به را LU زبان در T تئوری همچنین و بگیرید نظر در را LU = {<,U} زبان .۲۲ مثال

T = {∀x(x < x)

∀x∀y(x < y ∧ y < x→ x = y)

∀x∀y∀z(x < y ∧ y < z → x < z)

∀x∀y(x < y ∨ y < x)

∀x∀y(x < y → ∃z(U(z) ∧ x < z < y)}

Mاست. از چگال زیرمجموعۀ یک U آنگاه باشد خطی مرتب Mمجموعه ای و (M, U) |= T اگر بگیرید. نظر در

می نویسیم گونه ای به LN زبان در را T تئوری می خواهیم بگیرید. نظر در LU = L∪{U} زبان در را زیر تئوری .۲۳ مثال
.N ≤M هرگاه (M,N ) |= T که

دهیم: قرار f ∈ L هر برای باید تئوری در .۱

∀a۱, . . . , an
(
U(a۱) ∧ U(a۲) ∧ . . . ∧ U(an) −→ U(f(a۱, . . . , an))

)
.

دهیم: قرار تئوری در c ∈ L هر برای .۲
U(c).

: دهیم قرار را زیر اصل تئوری در φ فرمول −L هر برای ۱۵ تارسکی محک به توجه با ۳

∀a۱, . . . , an U(a۱)∧U(a۲)∧. . .∧U(an) −→
(
∃xφ(x, a۱, . . . , an) −→ ∃x(U(x)∧φ(x, a۱, . . . , an))

)
.

LA زبان در را T تئوری می خواهیم حلقه هاست. زبان L که باشد شده داده LA = L∪ {A} زبان کنید فرض .۲۴ مثال
توجه با Mباشد. برای ارزیاب حلقۀ یک A ⊆M و باشد میدان Mیک هرگاه (M,A) |= T که بنویسیم گونه ای به

می نویسیم: زیر صورت به را تئوری و LA = {+, .,−,۰,۱, A} داریم زبان به

T = {∀x(x+۰ = ۰+x = x) ∀x, y, z(x+(y+z) = (x+y)+z) ∀x(∃y x+y = ۰) ∀x, y (x+y = y+x)



۱۰ مدل ها نظریۀ بر مقدماتی .۱ فصل

∀x, y, z ((x.y).z = x.(y.z)) ∀x(x · ۱ = x) ∀x, y, z(x.(y + z) = (x.y) + (x.z))

∀x, y, z((y+ z).x = (y.x)+ (z.x)) ∀x(∃y xy = ۱) ∀x∀y (A(x)∧A(y) −→ A(x+ y)∧A(x.y))

A(۰) A(۱) ∀x(A(x) ∨A(x−۱))}.

M |= U(a)⇐⇒M′ |= U(a) داریم a ∈M هر ′M⊆Mبرای چون .(M,N ) ⊆ (M′,N ′) کنید فرض .۲۵ ملاحظه
واقع در .a ∈ N ∩ M ⇐⇒ a ∈ N ′ ∩ M داریم زیرا a ∈ M همچنین .a ∈ N ⇐⇒ a ∈ N ′ نتیجه در

.M∩N ′ = N دادیم نشان بنابراین .a ∈ N ⇐⇒ a ∈ N ′ ∩M

تعریف پذیر مجموعه های ۳ .۱

ٔ مجموعه  Xیک ⊆Mn
ٔ مجموعه  می گوییم .A ⊆M و باشد ساختار −LیکM کنید فرض (تعریف پذیری). ۲۶ تعریف

و ai ∈ A آن در که باشد موجود φ(x۱, . . . , xn, a۱, . . . , am) فرمول هرگاه است تعریف پذیر −A

X = {(b۱, . . . , bn) ∈Mn |M |= φ(b۱, . . . , bn, a۱, . . . , am)}.

.X = {b̄ |φ(b̄)} = {(b۱, . . . , bn) |M |= φ(b۱, . . . , bn)} هرگاه است تعریف پذیر −∅ ،X می گوییم

نوشت: می توان زیرا است تعریف پذیر X = {i,−i} مجموعۀ (C,+, ·,۰,۱) ساختار در .۲۷ مثال

X = {x|C |= x۲ + ۱ = ۰} = {i,−i}.

چهارمربع قضیۀ بنا  بر زیرا است تعریف  پذیر X = {(x, y) |x ≤ y} ٔ مجموعه  (Z,+, ·,۰,۱) ساختارِ در .۲۸ مثال
باشد. کامل مربع چهار جمع حاصل اگر تنها و اگر است مثبت x ∈ Z عدد لاگرانژ

A = {x ∈ Z|x ≥ ۰} = {x ∈ Z|∃a۱, a۲, a۳, a۴ x = a۲
۱ + a۲

۱ + a۲
۳ + a۲

۴}

داریم: نتیجه در و
X = {(x, y)|y − x ∈ A} = {(x, y)|∃a ∈ A; y = x+ a}.

همه همچنین و M جهان اگر است، تعبیر پذیر N ساختار −L′ در M ساختار −L گوییم (تعبیر پذیری۳). ۲۹ تعریف
باشد. تعریف پذیر N در توابع و ثوابت روابط،

باشند. K میدان روی وارون پذیر ۲× ۲ ماتریس های از گروهی G = GL۲(K) و میدان یک K کنید فرض .۳۰ مثال
کنید فرض

X = {(a, b, c, d) ∈ K۴ : ad− bc 6= ۰}
3interpretable



۱۱ مدل ها نظریۀ بر مقدماتی .۱ فصل

می کنیم تعریف زیر صورت به f : X۲ −→ X تابع و

f((a۱, b۱, c۱, d۱), (a۲, b۲, c۲, d۲)) = (a۱a۲ + b۱c۲, a۱b۲ + b۱d۲, c۱a۲ + d۱c۲, c۱d۲ + d۱d۲).

به است یکریخت GL۲(K) با f تابع با همراه X مجموعۀ و است تعریف پذیر (K,+, .) در f و X که است واضح
است. تعبیر پذیر (K,+, .,۰,۱) در GL۲(K), بنابراین می باشد. (۱,۰,۰,۱) آن همانی عضو که طوری

زبانِ کنید فرض همچنین .|M | = ℵ۰ یعنی باشد شمارا جهان با ساختار −LیکM و L = ∅ کنید فرض .۳۱ مثال
کلاس شمارا با ارزی هم رابطۀ یک E که N = (N,E) ساختارِ −L۰ اگر باشد. موضعی دو رابطۀ یک E که L۰ = {E}

کنیم: تعریف اگر زیرا است Mتعبیر پذیر ساختارِ −L در N ساختارِ −L۰ آنگاه بگیرید، نظر در را است، شمارا هم ارزیِ

R = {(x۱, x۲)(y۱, y۲) ∈M۲ ×M۲ : x۱ = y۱}

.N ∼= (M۲, R) آنگاه

N

n۱ n۳n۲

|N | = ℵ۰

|n۱| = ℵ۰

|n۲| = ℵ۰

|n۳| = ℵ۰

. . .

...

M۲



۲ فصل

جبری مقدمات

خواص و مستقیم جمع بر مروری ابتدا در است. شده آورده پایان نامه این مطالعۀ برای نیاز مورد جبری مباحث فصل این در
ادامه و است شده پرداخته منتظم و جدایی پذیر جبری، توسیع نظیر میدانی توسیع های انواع بررسی به ادامه در و شده آن
آن از بعد است. شده آن انواع و توانی سری های بر مختصر مروری همچنین است. شده تعریف جبری بستۀ سودو میدان
حلقه های کرد. خواهیم استفاده آن ها از مقاله در جلوتر که شده، گفته مبحث این در گزاره هایی و خواص و ارزیابی میدان های

است. گرفته قرار مطالعه مورد فصل آخر در هان سری های میدان آن بر علاوه و هنسلی حلقه های نرم دار،

گروه ها مستقیم جمع ۱ .۲

می شود: تعریف زیر صورت به گروه دو این مستقیم جمع باشند. گروه دو H و G کنید فرض

G⊕H = {(g, h)|g ∈ G,h ∈ H}.

می شود: تعریف زیر صورت به گروه این جمع (g۱, h۱), (g۲, h۲) ∈ G⊕H اگر که است گروه یک G⊕H

(g۱, h۱) + (g۲, h۲) = (g۱ +G g۲, h۱ +H h۲).

دهیم: تشکیل زیر صورت به جمعوند از نامتناهی تعداد هر با را مستقیم جمع می توانیم همچنین ⊕ما
i∈I

Gi = {(gi)i∈I |gi ∈ Gi, باشد i}متناهی : gi 6= ۰}}.
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است. آبلی گروهی آبلی، گروه تعداد هر مستقیم جمع .۳۲ ملاحظه

که طوری به باشد موجود n ∈ N یک g ∈ G عنصر هر برای هرگاه تاب دار گوییم را (G,+,۰) گروه
بدون را G گروه آنگاه ،g + g + . . .+ g︸ ︷︷ ︸

nبار

6= ۰ باشیم داشته گروه در n ∈ N هر برای اگر .g + g + . . .+ g︸ ︷︷ ︸
nبار

= ۰

تا شود جمع خودش با بار n که صحیحی عدد تنها زیرا است تاب بدون گروه یک (Z,+,۰) گروه مثال برای گوییم. تاب
است. صفر خود شود، صفر برابر

دارد: را زیر ویژگی های a, b, c ∈ X هر برای که است X مجموعۀ روی ≤ دوتایی رابطۀ یک خطی ترتیب می دانیم
.a ≤ a .۱

.a ≤ c آنگاه b ≤ c و a ≤ b ۲.اگر
.a = b آنگاه b ≤ a و a ≤ b اگر .۳

.b ≤ a یا a ≤ b .۴
برقرار زیر ویژگی های a, b, c ∈ G هر برای و باشد خطی ترتیب یک ≤ هرگاه است خطی مرتب گروه یک (G,≤) گوییم

(c > ۰ باشد:(
a ≤ b =⇒ ac ≤ bc

a ≤ b =⇒ ca ≤ cb

هرگاه است قاموسی ترتیب یک ” ≤ ” ترتیب باشند. مجموعه دو B و A کنید فرض قاموسی۱). (ترتیب ۳۳ تعریف
.b < b′ آنگاه a = a′ اگر یا a < a′ هرگاه (a, b) < (a′, b′) داریم (a, b), (a′, b′) ∈ A×B هر برای

به قاموسی ترتیب ،(g, h), (g′, h′) ∈ G ⊕ H هر برای باشند، مرتب گروه دو (H,<H) و (G,<G) کنید فرض
.h <H h′ باشیم داشته آنگاه g = g′ اگر یا g <G g′ اگر تنها و اگر (g, h) < (g′, h′) که می شود تعریف صورت این

محدب H در G گوییم . H ≤ G که طوری به باشند مرتب گروه هایی H و G کنید فرض محدب). زیر گروه ) ۳۴ تعریف
باشیم داشته A,B ∈ G هر برای گاه هر است

{X ∈ H|A ≤ X ≤ B} = {X ∈ G|A ≤ X ≤ B}

.{x ∈ Q|۱ ≤ x ≤ ۲} 6= {x ∈ R|۱ ≤ x ≤ ۲} ولی ۱,۲ ∈ Q زیرا نیست محدب R در Q مثال عنوان به

جمعوند هر دیگر بیان به است G محدب زیر گروه
⊕

i∈I,i>k

Gi ،k ∈ I هر برای .G :=
⊕
i∈I
Gi کنید فرض .۳۵ گزاره

است. آن محدب زیر گروه
⊕
i∈I
Gi

کنیم فرض اگر زیرا است
⊕
i∈I
Gi محدب گروه زیر

⊕
i∈I,i>k

Gi و (نشاندن)
⊕

i∈I,i>k

Gi ⊆
⊕
i∈I
Gi اینجا در اثبات.

داریم X ∈ G و A ≤ X ≤ B که A,B ∈
⊕

i∈I,i>k

Gi

A = (۰, . . . ,۰, gk+۱, gk+۲, . . .)

1lexicographical order
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و
B = (۰, . . . ,۰, g′k+۱, g

′
k+۲, . . .)

به و gK+۳ < g′k+۳ آنگاه gK+۲ = g′k+۲ اگر یا gK+۲ < g′k+۲ آنگاه gK+۱ = g′k+۱ اگر یا gK+۱ < g′k+۱ که
آنگاه X ∈ G چون آخر. الی ترتیب همین

X = (X۱, X۲, . . . , Xk, Xk+۱, . . .)

.
⊕

i∈I,i>k

Gi نتیجه در

 Xi = ۰ i ≤ k

g ≤ Xi ≤ g′ i ≥ k + ۱
بنابراین A ≤ X ≤ B کردیم فرض و

می شود: تعریف زیر صورت به H
G

قسمتی خارج گروه باشد. G گروه زیر H کنید فرض

H

G
= {h+G|h ∈ H}.

یعنی باشد G گروه در آن ها تفاضل که مساوی اند H
G

قسمتی خارج گروه در عنصر دو زمانی

h+G = h′ +G⇐⇒ h− h′ ∈ G

اگر آوریم. دست به را H
G

قسمتی خارج گروه می خواهیم .H :=
⊕

i∈I,i>k

Gi و G :=
⊕
i∈I
Gi کنید فرض .۳۶ ملاحظه

آنگاه A = (a۱, a۲, . . .), B = (b۱, b۲, . . .) ∈ H

A+G = B +G⇐⇒ A−B ∈ G⇐⇒ ai = bi (i ≤ k).

بیان به می شوند. گروه عناصر تمایز باعث و هستند کننده تعیین اول عنصر k فقط H
G

قسمتی خارج گروه در بنابراین

هستند: برابر H
G

در زیر عنصر دو دیگر

(a۱, a۲, . . . , ak, C) = (a۱, a۲, . . . , ak, D)

داریم نتیجه در

H

G
=

⊕
i∈I,i>k

Gi⊕
i∈I
Gi

= {(a۱, a۲, . . . , ak, . . .) +G|ai ∈ H}.

شود یافت y ∈ G یک g ∈ G هر و n مثبت صحیح عدد هر برای اگر است بخش پذیر (G,+) آبلی گروه .۳۷ تعریف
است. بخش پذیر مثبت صحیح عدد هر بر G عنصرِ هر دیگر بیان به .n+ n+ . . .+ n︸ ︷︷ ︸

yبار

= ny = g که طوری به

هیچ زیرا نیست بخش پذیر گروهی Z اما بخش پذیرند R حقیقی اعداد گروه و Q گویا اعداد جمعی گروه مثال برای
.۲x = ۱ که ندارد وجود صحیحی عدد
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میدان  ها ۲. ۲ توسیع

R مثال برای می دهیم. نشان K ⊆ L صورت به و است K توسیع L گوییم باشد، آن میدان زیر Kیک و میدان یک L اگر
مورد در را مفهوم چند بپردازیم میدانی توسیع های انواع به که آن از قبل است. R میدان توسیع C و است Q میدان توسیع
۱F + ۱F + . . .+ ۱F︸ ︷︷ ︸

mبار

= ۰F که را m طبیعی عدد کوچکترین باشد. میدان یک F کنید فرض می کنیم. مرور میدان ها

میدان یک را F میدان ۱F + ۱F + . . .+ ۱F︸ ︷︷ ︸
mبار

6= ۰F باشیم داشته m طبیعی عدد هر برای اگر گوییم. میدان مشخصۀ

با میدان یک Zp = {۰̄, ۱̄, . . . , p− ۱} میدان ولی دارند صفر مشخصۀ C و R و Q مثال برای گوییم. صفر مشخصۀ با
میدان این در زیرا است p مشخصۀ

۱̄ + ۱̄ + . . .+ ۱̄︸ ︷︷ ︸
pبار

= ۰̄

m 6= ۰ کنید فرض اگر زیرا است، اول عدد یک F مشخصۀ آنگاه باشد، ناصفر F میدان مشخصۀ اگر .۳۸ ملاحظه
داریم: نتیجه در .a, b < m که طوری به m = ab آنگاه نباشد، اول عددی و باشد F میدان مشخصۀ

m · ۱F = ab · ۱F = (a · ۱F )(b · ۱F ) = (۱F + ۱F + . . .+ ۱F︸ ︷︷ ︸
aبار

)(۱F + ۱F + . . .+ ۱F︸ ︷︷ ︸
bبار

) = ۰

.a, b < m فرض بنابر و ۱F + ۱F + . . .+ ۱F︸ ︷︷ ︸
mبار

که است طبیعی عدد کوچکترین m گفتیم چون می رسیم تناقض به و

جبری توسیع ۱ .۲ .۲

ناصفر جمله ای چند هرگاه گوییم جبری K روی را a ∈ L عضو باشد. میدانی توسیع یک K ⊆ L کنید فرض
را K ⊆ L توسیع گوییم. متعالی K روی را a صورت این غیر در .f(a) = ۰ که باشد داشته وجود f(x) ∈ K[x]

آنگاه بگیریم، نظر در را a + bi ∈ C اگر مثال برای باشد. جبری K روی L عضو هر هرگاه می نامیم، جبری توسیع
است: زیر چندجمله ای ریشۀ یک a+ bi

(x− (a+ bi)(x− (a− bi)) = x۲ − ۲ax+ (a۲ + b۲) ∈ R[X]

اعدادی زیرا نیستند Q از توسیعی R نه و C نه اما R جبری توسیع یک C بنابراین است جبری R روی a + bi پس
نیستند. جبری Q روی که دارند وجود e و π مانند گنگ

در f(x) اگر باشد. n درجۀ با ثابت غیر چندجمله ای یک f(x) ∈ K[X] و است K میدان توسیع یک L کنید فرض
شکافته K[X] میدان روی f(x) که گوییم آنگاه شود تجزیه f(x) = c(x−u۱)(x−u۲) . . . (x−un) صورت به L[X]

را K از L میدان توسیع بگیرید. نظر در می شود، شامل را f(x) ریشه های تمام که میدانی توسیع کوچکترین می شود.
باشد: برقرار زیر شرط دو هرگاه گوییم، K روی f(x) شکافندۀ میدان
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.f(x) = c(x− u۱)(x− u۲) . . . (x− un) یعنی شود شکافته L روی f(x).۱
.L = k(u۱, u۲, . . . , un).۲

شکافندۀ میدان توسیع یک C آنگاه شود، گرفته نظر در R[X] در چندجمله ای یک عنوان به x۲ + ۱ اگر مثال عنوان به
.C = R(i,−i) = R(i) دوماً x۲ + ۱ = (x− i)(x+ i) داریم C[X] در اولا زیرا است x۲ + ۱

در ریشه هایش همه K[x] در چندجمله ای  هر هرگاه می نامیم جبری بستۀ را L میدان جبری). بسته (میدان ۳۹ تعریف
جبری بستۀ می شود، شکافته K در ضرایب با ثابت غیر چندجمله ای هر آن روی که میدانی به دیگر بیان به باشد. L خود

می شود. گفته

دارد. ریشه آن در جمله ای چند هر زیرا است جبری بستۀ ،C مختلط اعداد میدان مثال برای

L ثانیاً باشد، جبری توسیع یک اولا هرگاه می نامیم، K جبری بستار یک را K ⊆ L میدان جبری). (بستار ۴۰ تعریف
می دهیم. نشان Kalg با را K جبری بستار باشد. جبری بستۀ خودش

این با است. جبری بستۀ خودش که است R از جبری توسیع یک C = R[i] زیرا است R جبری بستار C مثال برای
نیست. جبری Q روی C زیرا نیست Q جبری بستار C حال

جدایی پذیر توسیع ۲ .۲ .۲

یا و متمایز است ممکن ریشه ها این داراست. را ریشه هایش تمام که است شکافنده میدان یک دارای چندجمله ای هر
این هرگاه گوییم جدایی پذیر چندجمله ای را n ٔ درجه  با f(x) ∈ [X] چندجمله ای باشد، میدان یک L اگر باشند. تکراری
چندجمله ای این اگر است جدایی پذیر f(x) معادل طور به باشد. شکافنده میدان یک در متمایز ریشۀ n دارای چندجمله ای
ریشۀ L از عنصر هر اگر گویند جدایی پذیر توسیع را K از L توسیع باشد. نداشته مکرر ریشۀ شکافنده میدان هر در
چندجمله ای مثال برای است. جبری لزوماً جدایی پذیر توسیع هر بنابراین باشد. f ∈ K[x] جدایی پذیر چندجمله ای یک
f(x) = x۴ − x۳ − x + ۱ ولی است C در {i,−i} متمایز ریشه های دارای زیرا است جدایی پذیر x۲ + ۱ ∈ Q[X]

دارد. مکرر ریشه یک و می شود تجزیه (x− ۱)۲(x۲ + x+ ۱) صورت به زیرا نیست جدایی پذیر
بستار یک را K ⊆ L میدان باشد. خودش آن، جدایی پذیر توسیع هرگاه گوییم بسته جدایی پذیر طور به را میدان یک
Ksep با را K جدایی پذیر بستار باشد. نداشته وجود خودش شامل K از جدایی پذیر توسیع هیچ هرگاه می نامیم جدایی پذیر

نیست. برابر خودش جدایی پذیر بستار با K که است این K 6= Ksep از منظور می دهیم. نشان

منتظم توسیع ۳ .۲ .۲

می پردازیم. جبری و خطی مجزای تعریف به ادامه در
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به را K مانند مشترک میدان زیر یک روی مشترک میدانی توسیع یک در F و L حلقه دو خطی). (مجزای ۴۱ تعریف
باشند خطی مستقل هم F روی آنگاه باشند خطی مستقل K روی L در b۱, b۲, b۳, . . . اگر گاه هر گویند مجزا خطی طور

.ri = ۰ آنگاه ri ∈ K که طوری به r۱b۱ + r۲b۲ + r۳b۳ + . . . = ۰ خطی ترکیب اگر یعنی

.b۱
.b۲

.b۳

...

L

K

F

را K مانند مشترک میدان زیر یک روی مشترک میدانی توسیع یک در F و L حلقه دو جبری). (مجزای ۴۲ تعریف
جبری مستقل هم F روی آنگاه باشند جبری مستقل K روی L در b۱, b۲, b۳, . . . اگر گاه هر گویند مجزا جبری طور به

.ri = ۰ گاه آن ri ∈ K و r۱b۱ + r۲b
۲
۲ + r۳b۲b۳ + . . . = ۰ جبری ترکیب اگر یعنی باشند

خطی مجزای از بودن جبری مجزای دیگر بیان به است. بودن جبری مجزای از قوی تری شرط بودن خطی مجزای .۴۳ لم
می شود. نتیجه بودن

F و L دهیم نشان می خواهیم باشند. K مشترک میدان زیر روی خطی مجزای حلقۀ دو F و L کنید فرض اثبات.
مستقل K روی L در b۱, b۲, b۳, . . . عناصر یعنی باشد، جبری مجزای K روی L کنید فرض هستند. نیز جبری مجزای
خطی مستقل K روی b۱, b۲, b۳, . . . توان های صورت این در است، ناصفر آن ها جبری ترکیب هر آنگاه باشند جبری
تنها و اگر جبری اند مستقل b۱, b۲, b۳, . . . واقع در جبری اند. مستقل F روی b۱, b۲, b۳, . . . توان های بنابراین هستند.
F و L پس هستند. جبری مستقل F روی b۱, b۲, b۳, . . . نتیجه در باشند. خطی مستقل b۱, b۲, b۳, . . . توان های اگر

هستند. جبری مجزای

باشد. K از منتظم توسیع یک F آنکه مگر نیست برقرار همواره بالا لم عکس

باشند. خطی مجزای K روی Kalg و L هرگاه است منتظم میدانی توسیع یک K ⊆ L توسیع .۴۴ تعریف

L

K

Kalg



۱۸ جبری مقدمات .۲ فصل

جبری بستۀ سودو ۲. ۲. ۴ میدان

باشد. ناپذیر تحویل K میدانِ جبریِ توسیع هر در هرگاه است ناپذیر تحویل مطلقاً f ∈ K[X۱, . . . , Xn] چندجمله ای
مطلقاً متغیره تک چندجمله ای های بنابراین می شوند تجزیه مختلط اعداد در همگی متغیره تک چندجمله ای های می دانیم
می شود تجزیه (x + iy)(x − iy) به مختلط اعداد در x۲ + y۲ متغیره دو چندجمله ای مثال برای نیستند. تحویل ناپذیر
یک نتیجه در است ناپذیر تحویل یعنی نمی شود تجزیه میدان از توسیعی هیچ در x۲ + y۲ − ۱ متغیره دو چندجمله ای اما

است. ناپذیر تحویل مطلقاً چندجمله ای

f(X۱, . . . , Xn, T ) ∈ اگر هرگاه گوییم جبری بسته سودو میدان یک Kرا میدان جبری۲). بسته سودو (میدان ۴۵ تعریف
g ∈ K[X۱, . . . , Xn] و باشد بزرگتر یک از T توان و باشد ناپذیر تحویل مطلقاً چندجمله ای یک K[X۱, . . . , Xn, T ]

.g(a) 6= ۰ و f(a, b) = ۰ که طوری به باشد داشته وجود (a, b) ∈ Kn ×K آنگاه

باشد. بسته وجودی طور به منتظم میدانی توسیع هر در اگر وتنها اگر است جبری بستۀ سودو میدان یک K میدان .۴۶ لم

هستند. جبری بستۀ سودو جدایی پذیر، بستۀ های میدان و جبری بستۀ میدان های مثال عنوان به

QtotR ۵ .۲ .۲

تصویر هرگاه می دهند، نمایش QtotR با و گویند حقیقی کاملا را K اعداد میدان .(۳ حقیقی کاملا اعداد (میدان ۴۷ تعریف
چندجمله ای یک توسط Q روی K معادل طور به یا و باشد حقیقی اعداد مجموعۀ زیر مختلط اعداد به K از نشاندن هر
حقیقی کاملا اعداد میدان K میدان دیگر بیان به است. شده تولید هستند حقیقی آن ریشه های تمام که صحیح ضرایب با

.f(K) ⊆ R آنگاه باشد، نشاندن یک f : K −→ C اگر هرگاه، است
حقیقی کاملا میدان Q(r) میدان آنگاه r ∈ R−Q اگر کلی طور به و است حقیقی کاملا اعداد میدان Q(

√
۲) مثال برای

است.

توانی سری های ۳ .۲

عناصری از که می دهیم نشان F [X] با را F میدان روی X متغیر با چندجمله ای های حلقۀ باشد. میدان یک F کنید فرض
است: شده تشکیل زیر شکل به

F [X] = {a۰ + a۱X + a۲X
۲ + . . .+ anX

n|n ∈ N, ai ∈ K}

صورت به f ∈ F [X] اگر است. F در ضرایب با چندجمله ای یک F [X] در عضو هر
اگر است. n درجۀ با چندجمله ای یک f an، گوییم 6= ۰ که طوری به باشد f = a۰ + a۱X + a۲X

۲ + . . .+ anX
n

2pseudo algebraically closed 3Totally real numbers field
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جمع آنگاه g = b۰ + b۱X + b۲X
۲ + . . .+ bnX

n + . . .+ bmX
m و f = a۰ + a۱X + a۲X

۲ + . . .+ anX
n

می شود: تعریف زیر صورت به حلقه این در ضرب و

f + g = (a۰ + b۰) + (a۱ + b۱)X + . . .+ (an + bn)X
n + . . .+ bmX

m

f.g = c۰ + c۱X + c۲X
۲ + . . .+ cn+mX

n+m

c۰ = a۰b۰

c۱ = a۰b۱ + a۱b۰

c۲ = a۰b۲ + a۱b۱ + a۲b۰

. . .

است. F میدان خنثای عضو و همانی عضو همان آن خنثای عضو و همانی عضو که است حلقه یک F [X] که کنید دقت
می پردازیم. توانی سری های مطالعه ٔ به ادامه در

میدان یک F کنید فرض هستند.
∑∞

i=۰ aixi = a۰ + a۱x+ a۲x
۲ + . . . فرم به نامتناهی سری هایی توانی، ∞∑سری های

i=۰ aixi = a۰+a۱x+a۲x
۲+. . صورت. به چندجمله ای ها از مجموعه ای توانی، سری های حلقۀ ،F [[X]] آنگاه باشد

می شود: تعریف زیر صورت به توانی سری های حلقۀ در ضرب و جمع است. ai ∈ F یعنی F در ضرایب با

(an)n∈N + (bn)n∈N = (an + bn)n∈N

(an)n∈N × (bn)n∈N = (

n∑
k=۰

akbn−k)n∈N

می نامیم ضربی بسته مجموعۀ یک را S ⊆ R مجموعه زیر باشد، یکدار و جایی جابه حلقۀ یک R کنیم فرض .۴۸ تعریف
هرگاه:

باشد. ضرب همانی عنصر شامل S.۱
.s۱s۲ ∈ S باشیم داشته s۱, s۲ هر ۲.برای

مجموعۀ برای را تساوی رابطۀ باشد. ضربی بسته مجموعۀ یک S و حلقه یک R کنیم فرض
می کنیم: تعریف زیر صورت به S−۱R = { rs |r ∈ R, s ∈ S}

r۱
s۱

=
r۲
s۲
⇐⇒ ∃u ∈ S u(r۱s۲ − r۲s۱) = ۰

r۱
s۱
. r۲
s۲

= r۱r۲
s۱s۲

و r۱
s۱

+ r۲
s۲

= r۱s۲+r۲s۱
s۱s۲

ضرب و جمع اعمال با S−۱R مجموعه است. هم ارزی رابطۀ یک تساوی این
است. میدان یک S−۱R آنگاه S = R− {۰} اگر گویند. کسرها حلقۀ آن به که است حلقه یک

که است شده تشکیل f(X)

g(X)
صورت به عناصر از میدان این می دهیم. نشان F (X) با را F [X] کسر های میدان

.g(X) 6= ۰ و f(X), g(X) ∈ F [X]
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که است توانی سری صورت به تابع آن از نمایش یک f(z) مختلط تابع یک لوران سری لوران). (سری های ۴۹ تعریف
نمی توان تیلور سری بسط یک که حالتی در مختلط توابع نمایش برای می تواند سری این است. منفی درجه از جملاتی شامل
که f(z) =

∑∞
n=−∞ an(z − c)n وسیلۀ به c نقطۀ حول f(z) مختلط تابع برای لوران سری شود. استفاده برد، کار به

می شود. تعریف ، an =
۱

۲πi
∮ f(z)dz

(z − c)c+۱

به عناصر از مجموعه ای F ((X)) دیگر بیان به است. F [[X]] یعنی توانی سری های حلقۀ کسرهای میدان F ((X))

.Q(X) 6= ۰ و P (X), Q(X) ∈ F [[X]] که طوری به است P (X)

Q(X)
فرم

موضعی حلقه های ۴ .۲

هر برای و باشد گروه زیر، جمع عمل با همراه I هرگاه می نامیم R (راست) چپ ایده آل را R ⊂ I باشد، حلقه R اگر
ایده آل را آن آنگاه باشد R چپ ایده آل هم و راست ایده آل هم I اگر .ra ∈ I(ar ∈ I) باشیم داشته r ∈ R هر و a ∈ I

اعمال با {r + I|r ∈ R} مجموعۀ آنگاه I ⊴ R و باشد حلقه یک R اگر می دهیم. نمایش I ⊴ R با و می نامیم

(r۱ + I) + (r۲ + I) = (r۱ + r۲) + I

(r۱ + I).(r۲ + I) = ((r۱r۲) + I)

گوییم. قسمتی خارج حلقۀ آن به و می دهیم نشان R
I

صورت به را حلقه این و است حلقه یک
I شامل ای سره آل ایده هیچ دیگر بیان به Rنباشد و I مابین ایده آلی هیچ هرگاه گوییم ماکسیمال Rرا ازحلقۀ I ناسره ایده آل

یعنی ۳ مضارب مجموعۀ I و بگیرید نظر در را Z حلقۀ مثال برای باشد. نداشته وجود
هستند. ۳ مضارب ،۳ مضارب ضرب حاصل و مجموع زیرا است Z از حلقه زیر یک I = {۰,±۳,±۶,±۹, . . .}
به است. Z حلقۀ ایده آل یک I نتیجه در است ۳ از مضربی ،۳ مضارب در صحیح عدد هر ضرب حاصل چون علاوه به
با را آن و است R در ایده آلی I = {rc|r ∈ R} آنگاه c ∈ R و باشد یکدار و جایی جابه حلقۀ یک R اگر تر، کلی طور

می دهیم. نمایش < c >

شرط این شدۀ ضعیف کمی باشد. صفر ایده آل حلقه، ماکزیمال ایده آل تنها که است این بودن میدان معادل شروط از یکی
میدان ها مثال برای گوییم. می موضعی حلقۀ ای، حلقه چنین به باشد. داشته ماکزیمال ایده آل یک تنها حلقه، که است این

است. < ۰ > آن ها ماکسیمال آل ایده که هستند موضعی

یکه غیر عناصر مجموعۀ اگر تنها و اگر است موضعی حلقۀ R آنگاه باشد یکدار و جایی جابه حلقه یک R اگر .۵۰ قضیه
می دهند. ماکسیمال ایده آل تشکیل R

که است واضح .m = R\U(R) می کنیم ثابت باشد. آن ماکسیمال ایده آل m و موضعی حلقۀ R کنیم فرض اثبات.
ایده آل می گیریم نتیجه a /∈ U(R) چون .a ∈ R\U(R) کنیم فرض .m ⊆ R\U(R) بنابراین ندارند. وارون m عناصر
داریم، ماکسیمال ایده آل یک تنها چون و است ماکسیمال ایده آل یک مجموعۀ زیر سره ایده آل هر است. سره R در Ra
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.R\U(R) ⊆ m نتیجه در .a ∈ m یعنی Ra ⊆ m
R می  دهیم نشان می دهند. ماکسیمال ایده آل تشکیل R غیریکه عناصر مجموعۀ m = R\U(R) کنیم فرض برعکس
نشان است کافی حال است. R از سره ایده آل یک m پس می باشد یکه ۱ ∈ R چون کنید دقت است. موضعی حلقۀ
چون باشد. حلقه این در دیگری ماکسیمال ایده آل m′ و نباشد چنین کنیم فرض است. R ماکسیمال ایده آل تنها m دهیم
ماکسیمال ایده آل یک m′ چون و m′ ⊆ m نتیجه در است غیریکه آن از عضو هر درنتیجه است R از سره ایده آل یک m′

.m′ = m نتیجه در است

است. میدان یک R
m

آنگاه باشد R حلقۀ ماکسیمال آل ایده m کنید فرض .۵۱ گزاره

مجموعۀ .a /∈ m آنگاه باشد، R
m

صفر غیر عنصر a + m اگر باشد. R ماکسیمال ایده آل m کنید فرض اثبات.
۰R + ۱Ra ∈ m آن بر علاوخ می شود. شامل را m که است R در ایده آل یک J = {m′ + ra|r ∈ R,m′ ∈ m}

اینکه از .J = R باشیم داشته باید نتیجه در است ماکسیمال ایده آل m که آنجا از .m 6= J بنابراین دارد، قرار J در
می گیریم نتیجه حال .c ∈ R و ۱R = m′ + ca که طوری به دارد وجود m′ ∈ m پس ۱R ∈ J می گیریم نتیجه J = R

زیرا است a+m وارون c+M هم مجموعۀ یعنی ca+m = ۱R +m بنابراین ca− ۱R = m′ ∈ m

(c+m)(a+m) = ca+m = ۱R +m

ارزیابی میدان های ۵ .۲

نگاشت یک v : A× −→ Γ نگاشت باشد. آبلی مرتب گروه یک Γ و صحیح دامنۀ یک A کنید فرض .۵۲ تعریف
باشد: داشته را زیر ویژگی های a, b ∈ A× هر برای هرگاه است ارزیابی

v(ab) = v(a) + v(b).۱
v(a+ b) ≥ min{v(a), v(b)}.۲

شود. تعریف v(۰) = ∞ که طوری به گرفت نظر در نیز v : A× −→ Γ ∪ {∞} صورت به را ارزیابی نگاشت می توان
به آنگاه باشد، میدان یک K اگر و می شود گفته ارزیابی حلقۀ یک (A, v) به باشد، A روی ارزیابی نگاشت یک v اگر

گوییم. ارزیابی میدان یک (K, v)

نگاشت یک v آنگاه ،v(x) = ۰ تعریف کنیم x ∈ K هر برای و باشد میدان یک K اگر بدیهی). (ارزیابی ۵۳ مثال
می شود. گفته بدیهی ارزیابی آن به که است ارزیابی

که طوری به a = pma′ کنید فرض همچنین .a ∈ Z و باشد اول عدد یک p کنید فرض پی اَدیک۴). (ارزیابی ۵۴ مثال
آنگاه b = pmb′ و a = pna′ اگر اولا زیرا است ارزیابی نگاشت یک vp بگیریم، نظر در را vp(a) = m اگر آنگاه ،p ∤ a′

4P-adic valuation
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.vp(a+ b) = m = vp(b) آنگاه n > m یعنی vp(a) > vp(b) اگر ثانیاً .vp(a.b) = n+m = vp(a) + vp(b)

گویند. p‑ادیک ارزیابی یک vp به و است ارزیابی میدان یک (Z, vp) نتیجه در

که طوری به f = Xmg و f ∈ F [X] باشد.اگر چندجمله ای ها حلقۀ F [X] و میدان یک F کنید فرض .۵۵ مثال
کرد: تعریف زیر صورت به F [X] روی ارزیابی یک می توان ،g(۰) 6= ۰

vp : F [X] −→ Z

v(f) = m

را v : F [[T ]] −→ F ارزیابی باشد. f روی توانی سری های دنباله حلقۀ F [[T ]] و میدان یک F کنید فرض .۵۶ مثال
.am 6= ۰ و f = amT

m + am+۱T
m+۱ + . . . گاه هر می کنیم تعریف v(f) = m صورت به

برقرارند: زیر خواص .x, a, b ∈ K و است ارزیابی میدان یک (K, v) کنید فرض .۵۷ لم
.v(۱) = ۰ .۱

.v(−۱) = ۰ .۲
.v(x) = v(−x).۳

.v(۱
x) = v(x).۴

.v(a+ b) = v(a) آنگاه v(a) < v(b) ۵.اگر

.۱ اثبات.

v(۱) = v(۱ · ۱) = v(۱) + v(۱)⇒ v(۱) = ۰

.۲

۰ = v(۱) = v((−۱).(−۱)) = v(−۱) + v(−۱)

.v(−۱) = ۰ بنابراین هستند تاب بدون مرتب، گروه های چون
.۳

۰ = v(−x) = v(−۱.x) = v(−۱) + v(x) = v(x)

.۴

v(
۱
x
) + v(x) = v(۱) = ۰

دیگر طرف از .v(a + b) ≥ v(a) آنگاه v(a + b) ≥ min{v(a), v(b)} می دانیم .۵
.v(a) ≥ v(a+b) و v(a+b) < v(b) پس v(a) < v(b) چون .v(a) = v(a+b−b) ≥ min{v(a+b), v(b)}
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v می توان آنگاه باشد، ارزیابی میدان یک (A, v) و باشد آن کسر های میدان K و صحیح دامنۀ یک A اگر .۵۸ ملاحظه
اولا زیرا است ارزیابی میدان یک (K, v) بنابراین داد. گسترش v(ab ) = v(a)− v(b) صورت به K روی را

v(
a

b
.
c

d
) = v(

ac

bd
) = v(ac)− v(bd) = v(a) + v(c)− v(b)− v(d)

= v(a)− v(b) + v(c)− v(d) = v(
a

b
) + v(

c

d
).

داریم v(ab ) ≤ v(
c
d) کنیم فرض اگر ثانیاً

v(
a

b
) ≤ v( c

d
) −→ v(a)− v(b) ≤ v(c)− v(d) −→ v(a) + v(d) ≤ v(b) + v(c)

−→ v(ad) ≤ v(bc) −→ v(ad) ≤ v(ad+ bc) −→ v(a) + v(d) ≤ v(ad+ bc)

−→ v(a) ≤ v(ad+ bc)− v(d) −→ v(a)− v(b) ≤ v(ad+ bc)− v(b)− v(d)

−→ v(a)− v(b) ≤ v(ad+ bc)− v(bd) −→ v(
a

b
) ≤ v(ad+ bc

bd
) = v(

a

b
+
c

d
).

است. K روی ارزیابی نگاشت گسترش راه تنها این می دهیم نشان

v۱ اگر باشد. A روی ارزیابی نگاشت یک v و باشد آن کسرهای میدان K و باشد دامنه یک A کنیم فرض .۵۹ ملاحظه
داریم: آنگاه باشند، K روی v گسترش های v۲ و

v۱(
a

b
) = v۱(a)− v۱(b) = v(a)− v(b)

v۲(
a

b
) = v۲(a)− v۲(b) = v(a)− v(b).

می پردازیم: ارزیابی نگاشت های توسیع های از مثال چند بررسی به

می شود: تعریف زیر صورت به پی ا دیک ارزیابی نگاشت گفتیم .۶۰ مثال

vp : Z −→ Z

a 7−→ m

زیر صورت به را ارزیابی این می توان Frac(Z) = Q که آنجا از .vp(a) = m آنگاه p ∤ b و a = pmb اگر که طوری به
داد: گسترش

vp : Q −→ Z

vp(
a

b
) = vp(a)− vp(b)

.v(f) = n داریم Xn+۱ ∤ f و Xn|f اگر بگیرید. نظر در را K[X] ها چندجمله ای حلقۀ روی ارزیابی نگاشت .۶۱ مثال
است: زیر صورت به یافته توسیع ارزیابی نگاشت و است Frac(K[X]) = K(X) می دانیم

v : K(X) −→ Z

v(
f

g
) = v(f)− v(g)
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روی به را نگاشت این می  توان بگیرید. نظر در را v : K[[X]] −→ Z توانی سری های روی ارزیابی نگاشت .۶۲ مثال
داد. گسترش لوران سری های میدان یعنی K((X)) کسرهای میدان

گفته ارزیاب حلقۀ یک Ov = {x ∈ K : v(x) ≥ ۰} به باشد. ارزیابی میدان یک (K, v) کنید فرض .۶۳ تعریف
می شود.

اگر همچنین .۰,۱ ∈ Ov بنابراین v(۱) = ۰ ≥ ۰ و v(۰) = +∞ ≥ ۰ زیرا است حلقه یک Ov که کنید توجه
.v(ab) = v(a) + v(b) ≥ ۰ و v(a+ b) ≥ min{v(a), v(b)} ≥ ۰ زیرا ab ∈ Ov و a+ b ∈ Ov آنگاه a, b ∈ Ov

پس x ∈ U اگر زیرا است Ov در یکه ها از مجموعه ای U آنگاه بگیریم، نظر در را U = {x : v(x) = ۰} مجموعۀ اگر
v(x) ≥ ۰, v(x−۱) ≥ ۰ داریم x, x−۱ ∈ Ov اگر همچنین .x−۱ ∈ U نتیجه در v(x−۱) = ۰ بنابراین v(x) = ۰

.x ∈ U درنتیجه v(x) = ۰ پس v(x) ≤ ۰ بنابراین

Ov از یکتا ماکسیمال ایده آل یک mv آنگاه بگیرید، نظر در را mv = {x ∈ Ov : v(x) > ۰} مجموعۀ اگر .۶۴ لم
است.

v(x− y) = v(x).v(−y) > ۰ داریم o ∈ Ov و x, y ∈ mv هر برای است. ایده آل mv می دهیم نشان ابتدا در اثبات.
یعنی است Ov از ماکسیمال ایده آل یک mv همچنین .v(ox) = v(o)+ v(x) > ۰ و v(x.y) = v(x)+ v(y) > ۰ و
v(x) ≤ ۰ پس x /∈ m و باشد x شامل که باشد موجود I سره ایده آل اگر زیرا ندارد وجود x شامل Ov از سره ایده آل هیچ
در می رسیم. تناقض به و I = Ov نتیجه در x−۱.x = ۱ ∈ I داریم .x−۱ ∈ Ov بنابراین v(x−۱) > ۰ نتیجه در
x ∈ m − p پس p ⊈ m و m ⊈ p که باشد Ov از دیگر ماکسیمال ایده آل یک p اگر زیرا است نیز یکتا mv ضمن
طرفی از اما . yx ∈ Ov و v( yx) = v(y) − v(x) ≥ ۰ کرد فرض می توان کلیت از شدن کاسته بدون .y ∈ p −m و

می رسیم. تناقض به و y = ( yx)x ∈ p

است. موضعی حلقۀ یک Ov یعنی است یکتا ماکسیمال ایده آل یک دارای Ov دادیم نشان اینجا تا

آنگاه: باشد (K, v) ارزیابی میدان ارزیابِ حلقۀ Ov اگر .۶۵ لم
.x−۱ ∈ Ov یا x ∈ Ov داریم x ∈ K× هر ۱.برای

است. U(Ov) = {x ∈ Ov : v(x) = ۰} برابر Ov از یکه ها ۲.گروه

.v(x−۱) ≥ ۰ یا v(x) ≥ ۰ بنابراین .۰ = v(۱) = v(xx−۱) = v(x)+v(x−۱) داریم x ∈ K× هر برای .۱ اثبات.
.x−۱ ∈ Ov یا x ∈ Ov نتیجه در

اگر تنها و اگر x ∈ U .v(x) ≥ ۰ پس x 6= ۰ و x ∈ Ov کنیم فرض .۲
.v(x) = ۰ اگر تنها و اگر v(x−۱) = −v(x) ≥ ۰ داریم نتیجه در .x−۱ ∈ Ov

کنیم. تعریف را ارزیابی میدان یک می توانیم طریق دو به .۶۶ ملاحظه
ارزیابی میدان یک (K, v) به آنگاه بگیریم، درنظر را v : K× −→ Γ ارزیابی نگاشت اگر ۵۲ تعریف طبق اول: روش
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است. ارزیاب گروه Γ و است Ov = {x ∈ K : v(x) ≥ ۰} صورت به آن ارزیاب حلقۀ که می شود گفته
یا x ∈ O یا باشیم داشته x ∈ K× هر برای هرگاه است K میدان از O حلقۀ زیر ،K میدان از ارزیاب حلقۀ دوم: روش

است: ارزیابی نگاشت یک زیر نگاشت آنگاه بگیریم، نظر در را Γ =
K×

U(O)
قسمتی خارج گروه اگر .x−۱ ∈ O

v : K× −→ Γ

v(x) = xU(O).

است. ارزیابی نگاشت یک دوم روش در شده تعریف نگاشت می دهیم نشان ادامه در

می کنیم: تعریف Γ روی را زیر رابطه x
U
,
y

U
∈ Γ هر برای .Γ =

K×

U(O)
کنید فرض

x

U
≤ y

U
⇐⇒ x|y ⇐⇒ y

x
∈ O

.y
x
∈ O ⇐⇒ vy

ux
∈ O آنگاه x = u, y = v و x, y, u, v ∈ O× اگر زیرا است، تعریف خوش رابطه این اولا

زیرا است Γ روی خطی ترتیب یک ≤ ثانیاً
.x
x
= ۱ ∈ O چون x

U
≤ x

U
۱.داریم

. x
U

=
y

U
نتیجه در است ارزیابی حلقۀ یک O چون و y

x
∈ O و x

y
∈ O بنابراین y

U
≤ x

U
و x

U
≤ y

U
۲.اگر

نتیجه در z = abx نوشت می توان حال z = by و y = ax که طوری به a, b ∈ A پس y
U
≤ z

U
و x

U
≤ y

U
۳.اگر

. x
U
≤ z

U
است. ارزیاب حلقۀ یک O زیرا y

U
≤ x

U
یا x
U
≤ y

U
۴.داریم

است. مرتب آبلی گروه یک (Γ, ., <) دادیم نشان اینجا تا بنابراین
می کنیم: تعریف زیر صورت به را ارزیابی نگاشت حال

v : K× −→ G

v(x) =
x

U

زیرا: است ارزیابی نگاشت یک v داریم ادعا
.v(xy) = xy

U
=
x

U

y

U
که است واضح .yx−۱ ∈ O یا xy−۱ ∈ O آنگاه x, y ∈ K× اگر .۱

(x + y)x−۱ = ۱ + yx−۱ ∈ O داریم .y
x
∈ O بنابراین .v(y) ≥ v(x) آنگاه min{v(x), v(y)} = v(x) اگر .۲

.v(x+ y) ≥ v(x) = min{v(x, v(y))} نتیجه در
می پردازیم. ارزیابی نگاشت های از مثال چند بررسی به

باقی میدان و {۰} آن ماکسیمال آل ایده و باشد می K خود ارزیاب حلقه ،K میدان روی بدیهی ارزیابی نگاشت ۱.در
است. K ها مانده

،am 6= ۰ و f =
∞∑

n=m
anT

n هرگاه v(f) = m گفتیم که بگیریم نظر در را F ((T )) لوران صوری های سری میدان ۲.اگر
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میدان و m > ۰ که طوری به
∑∞

n=m anT
n فرم به های سری تمام آن ماکسیمال آل ایده و F [[T ]] آن ارزیاب حلقه

است. F ها مانده باقی
هنسلی ارزیابی میدان یک Z(p) می دهیم نشان می دهیم. نمایش Z(p) با را آن که می کنیم معرفی را p‑ادیک حلقۀ ادامه در

می کنیم. بررسی را آن باقی مانده ٔ میدان و ارزیاب حلقۀ و است

p‑ادیک ها حلقۀ ۶ .۲

p‑ادیک ها و هنسلی نُرم دار، حلقۀ های ۷ .۲

نُرم دار حلقه های ۱ .۷ .۲

| | : R −→ R≥۰ صورت به نگاشتی ،R روی نرم یک باشد. یکدار و جا به جایی حلقۀ یک R کنید فرض .۶۷ تعریف
باشد: داشته را زیر ویژگی های هرگاه است،

|x| = ۰⇔ x = ۰.۱
|xy| ≤ |x||y|.۲

|x+ y| ≤ |x|+ |y|.۳

گویند. نرم دار حلقۀ یک (R, | |) به باشد نرم یک | | : R −→ R≥۰ نگاشت و باشد حلقه یک R اگر

گفته ۵ ارشمیدسی غیر نرم آن به باشد داشته را |x + y| ≤ max[|x|, |y|] ≤ |x| + |y| خاصیت نرم اگر .۶۸ تعریف
می شود.

.|x+ y| = max[|x|, |y|] آنگاه |x| 6= |y| و x, y ∈ A اگر باشد. ارشمیدسی غیر نرم یک |.| کنید فرض .۶۹ گزاره

داریم طرفی از .|x + y| ≤ max[|x|, |y|] = |x| چون .|x| > |y| کنید فرض کلیت از شدن کاسته بدون اثبات.
.|x| ≤ |x+ y| نتیجه در max[|x+ y|, |y|] = |x+ y|پس .|x| = |x+ y − y| ≤ max[|x+ y|, |y|]

هرگاه می نامیم شی کُ را دنباله این باشد. (R, | |) نرم دار حلقۀ در دنباله یک (an)n∈N کنیم فرض .۷۰ تعریف

∀ϵ > ۰, ∃N ∈ N, ∀m,n > N, |an − am| < ϵ

باشد. همگرا آن در شی کُ دنبالۀ هر هرگاه می نامیم کامل را (R, | |) حلقۀ
5nonarchimedean
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هنسلی حلقۀ ۲ .۷ .۲

زیر نگاشت می گیریم. نظر در را R[X] چندجمله ای حلقۀ باشد. m ماکسیمال ایده آل با موضعی حلقۀ یک R کنیم فرض
است: موجود

R −→ R

m
= K

t 7−→ t̄ = t+m.

چند یک به را f ∈ R[X] هر که بگیریم نظر در را زیر نگاشت می توانیم باشد. جمله ای چند یک f ∈ R[X] کنیم فرض
می برد. k[X] در جمله ای

f(X) = a۰ + a۱X + . . .+ anX
n ∈ R[X] −→ f̄(X) = ā۰ + ā۱X + . . .+ ānX

n ∈ k[X]

f(α) = ۰ که طوری به است موجود α ∈ A باشد هنسلی حلقۀ یک R اگر آنگاه باشد f̄(X) جمله ای چند ریشۀ a اگر
.α ≡ a (mod m) و

می رویم. هنسلی حلقۀ تعریف سراغ به حال

هر برای هرگاه است هنسلی حلقۀ یک m ماکسیمال ایده آل با A موضعی دامنۀ گوییم هنسلی). (حلقۀ ۷۱ تعریف
که طوری به باشد موجود α ∈ A آنگاه f ′(a) /∈ m و f(a) ∈ m که طوری به a ∈ A هر برای و f(x) ∈ A[X]

.α ≡ a (mod m) و f(α) = ۰

است. هنسلی حلقه های از خاصی حالت نرم دار حلقۀ زیر، لم به توجه با

ارزیاب حلقۀ آنگاه باشد ارشمیدسی غیر نرم به مجهز کامل، حلقۀ یک (R, |.|) اگر هنسل). (لم ۷۲ لم
وجود α ∈ R و باشد چندجمله ای یک f(x) ∈ R[X] اگر یعنی است هنسلی یک Ov = {x ∈ R : |x| ≤ ۱}

.|a− α| < ۱ و f(a) = ۰ که طوری به دارد وجود a ∈ R آنگاه f ′(α) ∈ U(R) و |f(a)| < ۱ که باشد داشته

|f(a۰)| ⩽ ϵ < ۱ داریم می دهیم. قرار a۰ = α ابتدا در می کنیم. استفاده نیوتن یابی درون روش از اثبات برای اثبات.

.|a۱ − a۰| = |
f(a۰)

f ′(a۰)
| < ϵ بنابراین a۱ = a۰ −

f(a۰)

f ′(a۰)
می دهیم قرار حال است. پذیر وارون f ′(a۰) و

داریم تیلور بسط از استفاده با بنابراین h = − f(a۰)

f ′(a۰)
می دهیم قرار

f(a۱) = f(a۰ + h) = f(a۰) + f ′(a۰)h+ h۲(. . .) + . . .

|a۲ − a۱| < ϵ۲ بگیریم نتیجه می توانیم قبل مانند .a۲ = a۱ −
f(a۱)

f ′(a۱)
می دهیم قرار مجدداً .|f(a)| < ϵ۲ نتیجه در

ϵ۲n از کمتر هم از دنباله اعضای فاصلۀ که می رسیم a۰, a۱, a۲, . . . دنبالۀ یک به روش این تکرار با .|f(a۲)| < ϵ۴ و
limn→∞ an = a ∈ R بنابراین دارد. وجود دنباله این حد است کامل حلقه چون و است کوشی دنباله این پس می باشد.

و
f(a) = f( lim

n→∞
an) = limn→∞f(an) = ۰

می شود. کوچکتر و کوچک مرحله هر در آن ها نرم زیرا است صفر به همگرا (f(an))n ∈ N دنباله که است ذکر به لازم
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Zp حلقۀ ۳ .۷ .۲

می دهیم. نشان Fp با را (p باقی مانده های (میدان عضوی p میدان های p اول عدد یک برای
نگاشت . .pn+۱ ∤ a و pn|a اگر تنها و اگر vp(a) = n می کنیم تعریف p اول عدد برای باشد صحیح عددی a اگر

است. ارزیابی نگاشت یک vp : Z −→ Z

است. Z حلقۀ روی ارشمیدسی غیر نرم یک |a|p = ۲−vp(a) ضابطۀ با |.|p : Z −→ R نگاشت .۷۳ ملاحظه

و می دهیم نمایش Zp با را |.|p نرم به نسبت Z حلقۀ شدۀ کامل ،p اول عدد یک برای p‑ادیک ها). (حلقۀ ۷۴ تعریف
گوییم. p‑ادیک صحیح اعداد حلقۀ را آن

ai ∈ {۰,۱, . . . , p−۱} ،iاندیس هر برای که طوری به است
∑∞

i=o aip
i صورت به یکتا نمایش دارای a عنصر هر .۷۵ لم

همگراست. a به که دارد وجود Z در (bn)n ∈ N کشی دنبالۀ صورت این در باشد Zp در عنصری a کنیم فرض اثبات.
داریم n,m > Nn هر برای که طوری به دارد وجود Nn ∈ N عدد n ∈ N هر برای است، کشی (bn)n ∈ N دنبالۀ چون
پس .bn ≡ bm(pnپیمانۀ (mبه داریم n,m > Nn هر برای نرم، تعریف به توجه با دیگر، بیان به .|bn − bm| < ۲−n

برای مشابهاً .bn ≡ bm ≡ a۰(pپیمانۀ (mبه که دارد وجود a۰ ∈ {۰,۱, . . . , p − ۱} صورت این در n,m ≥ N۱ اگر
صورت به می توان را a′۱ اما a′۱ ∈ {۰,۱, . . . , p۲ − ۱} آن در که bn ≡ bm ≡ a′۱(p

پیمانۀ۲ (mبه داریم n,m ≥ N۲

هر برای که است موجود a′۲ ∈ {۰,۱, . . . , p۳ − ۱} مشابه طور به می شود. حاصل اینجا از a۱ و نوشت a۰ + a۱p

ها ai نوشت.سایز a۰ + a۱p+ a۲p
۲ صورت به می توان را a′۲ اما bn ≡ bm ≡ a′۲(p۳پیمانۀ (mبه داریم n,m ≥ N۳

می آیند. دست به طریق همین به

است. pZp ماکسیمال ایده آل با هنسلی موضعی حلقه یک Zp حلقه .۷۶ لم

با برابر نرمشان که هستند آنهائی دقیقاً Zp پذیر وراون عناصر دهیم نشان است کافی بودن، موضعی اثبات برای اثبات.
فرض پس است. یک از کمتر آن ها نرم که است عناصری مجموعه ماکسیمال ایده آل بگیریم نتیجه بتوانیم تا است یک
باشد Fp در a۰ وارون b اگر دارد. وارون Fp در a۰ یعنی این و p ∤ a۰ بنابراین .|a| = ۱ و a =

∑∞
i=o aip

iZp کنیم
می کنیم، ضرب a در را b.a۰b = pq + ۱ که طوری به دارد وجود q ∈ Z آنگاه

ab = a۰b
∞∑
i=۱

aip
i + b = ۱ + pq + b

∞∑
i=۱

aip
i

ماکسیمال ایده آل pZp پس است. وارون پذیر Zp در a نتیجه در و ab بنابراین |pq+ b
∑∞

i=۱ aip
i| < ۱ که است واضح

است. هنسلی Zp وضوح به هنسل لم به بنا همچنین است. Zp

بنابراین .Ker(φ) = pZp و است همریختی φ(
∑∞

i=۱ aip
i) = a۰ ضابطه با φ : Zp −→ Fp نگاشت .۷۷ توجه

Zp

pZp

∼= Fp
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Qp میدان ۴ .۷ .۲

|x|p = ۲−vp(n) ،x ∈ Q هر برای می کنیم. تعریف گویا اعداد روی را |.|p نرم صحیح، اعداد مشابه ،p اول عدد هر برای
که طوری  به

vp(x) = n⇐⇒ a = pn(
r

s
) s.t p ∤ s, p ∤ r

و می دهیم نمایش Qp با را |.|p نرم با Q سازی کامل .vp(x) = vp(a) − vp(b) آنگاه x =
a

b
اگر دیگر عبارت به

گرفت. نظر در |.|p نرم با Q اعضای از کشی دنباله های حد می توان را Qp عناصر پس گوییم. p‑ادیک ها میدان آن به
.Zp ⊆ Qp که است واضح همچنین

باقی ماندۀ میدان با هنسلی ارزیابی میدان دو (K ′, O′) و (K,O) کنید فرض ارشف). و اَکس‑کوچن (قضیۀ ۷۸ قضیه
آنگاه باشد صفر مشخصۀ با میدانی k کنید فرض باشند. Γ ′ و Γ ارزیابِ گروه و k′ و k

(K,O) ≡ (K ′, O′)⇐⇒ k
Lring≡ k′, Γ

Loag≡ Γ ′

آن ها ارزیاب گروه و حلقه ها زبان در آن ها باقی ماندۀ میدان هرگاه هستند مقدماتی ارز هم ارزیابی میدان دو دیگر بیان به
باشند. مقدماتی ارز هم مرتب آبلی گروه های زبان در

هان سری های میدان ۸ .۲

سری یک γ ∈ Γ و aγ ∈ K که f =
∑
γ∈Γ

aγt
γ به باشد. مرتب آبلی گروه یک (Γ,+, <) و میدان یک K کنید فرض

می دهیم نمایش K((Γ)) با را هان سری های مجموعۀ باشد. ترتیب خوش supp(f) = {γ|aγ 6= ۰} هرگاه گوییم هان
است: زیر صورت به که

K((Γ)) = {f =
∑
γ∈Γ

aγt
γ است| ترتیب {supp(f)خوش

ندارد. وجود نزولی نامتناهی دنبالۀ هیچ supp(f) در یعنی
است: حلقه یک زیر ضرب و جمع اعمال با همراه K((Γ)) مجموعۀ ،g =

∑
γ∈Γ

bγt
γ و f =

∑
γ∈Γ

aγt
γ کنید فرض

f + g =
∑
γ∈Γ

(aγ + bγ)t
γ

f.g = (
∑
γ∈Γ

aγt
γ)(

∑
γ∈Γ

bγt
γ) =

∑
γ∈Γ

∑
γ۱+γ۲=γ

aγ۱bγ۲t
γ

که طوری به f =
∑
γ∈Γ

aγt
γ = aγT

γ(۱ − ϵ) آنگاه f 6= ۰ اگر زیرا است میدان یک K((Γ)) حلقۀ .۷۹ ملاحظه

می گیریم نظر در . ۱
۱− ϵ = ۱ + ϵ + ϵ۲ + ϵ۳ + . . . آنگاه |ϵ| < ۱ اگر می دانیم .aγ ∈ K× و ϵ ∈ K((Γ))

g(۱− ϵ) = ۱+ ϵ+ ϵ۲ + ϵ۳ + . . . (−ϵ− ϵ۲− ϵ۳− . . .) = ۱ زیرا است ۱− ϵ وارون g بنابراین .g =
∑∞

n=۰ ϵ
n



۳۰ جبری مقدمات .۲ فصل

است: زیر صورت به f معکوس نتیجه در

f−۱ =
۱
a
T−γ ۱

۱− ϵ =
۱
a
T−γg.

می کنیم: تعریف زیر صورت به هان سری های میدان روی ارزیابی نگاشت

v : K((Γ)) −→ Γ

v(
∑

aγt
γ) := min{γ : aγ 6= ۰}.

هر برای دارد. وجود min{γ} نتیجه در است ترتیب خوش supp(f) زیرا است تعریف خوش بالا تعریف کنید دقت
K[[Γ]] صورت به را K((Γ)) ارزیاب حلقۀ است. Γ خود v ارزیاب گروه بنابراین .v(f) ∈ Γ داریم f ∈ K((Γ))

است: زیر شکل به و می دهیم نشان

Ov = {f |v(f) ≥ ۰} = {f باشد| صفر مساوی یا بزرگتر ها آن توان اولین که {fهایی

= {f باشند| نداشته منفی توان که {fهایی

نگاشت اگر زیرا است. K برابر K((Γ)) باقی مانده های میدان

h : Ov −→ K

f 7−→ t۰ضریب

نتیجه در است mv = {f |v(f) > ۰} همان که ker(h) = {f است| مثبت f توان {کوچکترین آنگاه بگیرید نظر در را

Ov

ker(h)
∼=
Ov

mv

∼= K

حلقه که K((t)) همان یعنی است لوران سری های میدان همان K((tγ)) آنگاه بگیریم نظر در را Γ = Z اگر مثال برای
است. K[[t]] آن ارزیاب

میدان می توان باشند، مرتب آبلی گروه های Γ۲ و Γ۱ اگر بنابراین است میدان یک K((Γ۱)) دادیم نشان .۸۰ ملاحظه
کرد: تعریف زیر صورت به را K((Γ۱))((Γ۲))

K((Γ۱))((Γ۲)) = {f |f =
∑

aγt
γ , aγ ∈ K((Γ۱)), γ ∈ Γ۲,است ترتیب {supp(f)خوش

حلقه که کرد تعریف ارزیابی نگاشت یک می توان K((Γ۱))((Γ۲)) میدان روی شد گفته بالاتر در چه آن به توجه با و
K میدان اگر که است این هان سر های میدان کاربردهای از یکی واقع در است. K((Γ۱))[[Γ۲]] صورت به آن ارزیاب
K آن باقی ماندۀ میدان و Γ آن ارزیاب گروه که بسازیم را K((Γ)) میدان می توانیم باشیم، داشته را Γ مرتب آبلی گروه و

باشد.



۳ فصل

با تعریف پذیر هنسلی ارزیابی میدان یک
بالا سوری پیچیدگی

یک عنوان به O۱ ،۲۴ مثال مانند که است O۱ ارزیاب حلقۀ با K۱ هنسلی ارزیابی میدان یک (K۱, O۱) از منظور
را آن اثبات مسیر و نامه پایان نظر مورد قضیۀ ابتدا فصل این در شد. گرفته نظر در K۱ ساختار در موضعی تک محمول
می پردازیم. K = QtotR(

√
−۱)((Γ۱))((Γ۲)) مشخص مثال بررسی و قضیه اثبات به بعدی بخش در و می دهیم شرح

اثبات مسیر ۱ .۳

که: دهیم پاسخ ۱ پرستل سوال این به پایان نامه این در شد گفته که طور همان

هنسلی ارزیابی میدان یک ارزیابِ حلقۀ که دارد وجود حلقه ها زبان در ∀∃ فرمولِ یک یا و ∃∀ فرمولِ یک آیا .۸۱ سوال
کند؟ تعریف پارامتر بدون را

می پردازیم: زیر قضیۀ اثبات به سوال، این به پاسخ در

(یعنی k 6= ksep که جبری بستۀ سودو هرمیدان برای که طوری به دارند وجود Γ۲ و Γ۱ مرتب آبلی گروه های .۸۲ قضیه
بدون K = k((Γ۱))((Γ۲)) میدان در k((Γ۱))[[Γ۲]] هنسلی ارزیابِ )حلقه نیست برابر جدایی پذیرش بستار با k میدان

نیست. تعریف پذیر ∃∀ و ∀∃ صورت به فرمول هیچ با اما است، تعریف پذیر حلقه ها زبان در پارامتر

1Perestel



۳۲ بالا سوری پیچیدگی با تعریف پذیر هنسلی ارزیابی میدان یک .۳ فصل

فرمول با هنسلی ارزیابی میدانِ در ارزیاب حلقۀ نوشت)، خواهیم آن دربارۀ بعدی بخش در که ) پرستل از محکی بنابر
ارزیاب حلقۀ این همچنین .O۱ ⊆ O۲ که شود نتیجه K۲ و K۱ بودن وجودی بستۀ از اگر تنها و اگر است تعریف پذیر ∀∃

.O۱ ⊆ O۲ که شود نتیجه K۲ و K۱ بودن وجودی بستۀ از اگر اگر تنها و اگر است تعریف پذیر −∃∀ فرمول با
که طوری به بیابیم K۲ به K۱ از وجودی بستۀ نشاندنِ یک است کافی ۸۱ پرستل سوال نقض مثال ارائه جهت بنابراین
قضیه به توجه با .O۲ ∩K۱ ⊈ O۱ که کنیم معرفی K۲ به K۱ از وجودی بستۀ نشاندنِ یک آن بر علاوه .O۱ ⊈ O۲

به (K۲, u, k
′,Γ۲) ارزیابی میدان یک در را (K۱, w, k,Γ۱) ارزیابی میدان یک اینکه برای ارشوف، و اکس‑کوشن

Γ۲ ارزیاب گروه و k′ در ترتیب به را Γ۱ آن ارزیاب گروه و k باقی ماندۀ میدان است کافی بنشانیم وجودی بستۀ صورت
ارائه را (۲ −۳) و (۱ −۳) نشاندن های جهت همین به بنابراین بنشانیم. وجودی بستۀ صورت به وجودی بستۀ صورت به
گروه های برای K := k((Γ۱))((Γ۲)) هنسلی ارزیابی میدان می شود پرداخته آن به مقاله این در که خاصی مثال می دهیم.

می نشانیم. خودش در طریق دو به ادامه در که است Γ۲ و Γ۱ ارزیاب

تک موضعی محمول تعریف پذیری برای محکی ۲ .۳

تعریف پذیری برای محکی قضیه، این می پردازیم. است، آورده ،[۱۲] مرجع در پرستل که ۲ زیر قضیۀ اثبات به بخش این در
به آن از بعد و می کنیم بیان را قضیه صورت ابتدا ادامه در است. حلقه ها زبان در ساختار یک در موضعی تک محمول

می دهیم. شرح را آن ساده زبان

O تک موضعی محمول یک همراه به حلقه ها زبان در اول مرتبه ٔ موضوعه ای اصل سیستم یک
∑

کنید فرض .۸۳ قضیه
(K,O) |=

∑
مدل های همه ٔ در را O ٔ مجموعه  که طوری به است موجود حلقه ها زبان در ϕ(x) فرمولِ صورت این در باشد.

است: زیر شرح به
∑

از (K۲, O۲) و (K۱, O۱) مدل دو هر برای آن، سوری نوع و می کند تعریف

∃ iff (K۱ ⊆ K۲ ⇒ O۱ ⊆ O۲)

∀ iff (K۱ ⊆ K۲ ⇒ O۲ ∩K۱ ⊆ O۱)

∃∀ iff (K۱ ≺∃ K۲ ⇒ O۱ ⊆ O۲)

∀∃ iff (K۱ ≺∃ K۲ ⇒ O۲ ∩K۱ ⊆ O۱)

وجودی فرمول Lring هر مثال، برای است. بسته K۲ در وجودی نظر از K۱ که است معنی این به K۱ ≺∃ K۲ اینجا در
می شود. برآورده نیز K۱ در می شود برآورده K۲ در که K۱ در ρ(x۱, x۲, ...)

فرمول یک توسط O گاه آن باشد K ساختار در موضعی تک محمولِ یک O اگر که می کند بیان قضیه این واقع در
بگیریم نتیجه K۱ ⊆ K۲ اینکه از تئوری در ما هرگاه می شود، تعریف است) سور بدون فرمول یک φ (که ∃x̄φ(x̄, ā)
آنگاه O۱ ⊆ O۲ بگیریم نتیجه K۱ ⊆ K۲ اینکه از اگر (K۲, O۲) |=

∑
و (K۱, O۱) |=

∑
اگر بالعکس .O۱ ⊆ O۲

2Characterization Theorem



۳۳ بالا سوری پیچیدگی با تعریف پذیر هنسلی ارزیابی میدان یک .۳ فصل

فرمول یک توسط O تک موضعی محمول همچنین می شود. تعریف وجودی فرمول یک توسط O ،(K,O) |=
∑

هر برای
.O۲ ∩ K۱ ⊆ O۱ بگیریم نتیجه K۱ ⊆ K۲ اینکه از تئوری در ما هرگاه می شود تعریف حلقه ها زبان در ∀ صورت به
آنگاه ،O۲ ∩ K۱ ⊆ O۱ بگیریم نتیجه K۱ ⊆ K۲ اینکه از اگر (K۲, O۲) |=

∑
و (K۱, O۱) |=

∑
اگر بالعکس

بیان نیز ۸۳ قضیه می شود. تعریف حلقه ها زبان در ∀ صورت به فرمول یک توسط O ،(K,O) |=
∑

هر برای
هرگاه می شود تعریف   حلقه ها زبان در ∃∀ صورت به فرمول یک با (K,O) ساختار در O تک موضعی محمول می کند
هر برای اگر بالعکس .O۱ ⊆ O۲ بگیریم نتیجه باشد، بسته K۲ در وجودی طور به K۱ یعنی K۱ ≺∃ K۲ اینکه از
،(K,O) |=

∑
هر برای آنگاه O۱ ⊆ O۲ بگیریم نتیجه K۱ ≺∃ K۲ اینکه از اگر (K۲, O۲) |=

∑
و (K۱, O۱) |=

∑
نتیجه K۱ ≺∃ K۲ اینکه از اگر می گوید، ∀∃ حالت برای قضیۀ این همچنین می شود. تعریف ∃∀ فرمولِ یک توسط O
تعریف پذیر حلقه ها زبان در (K,O) ساختار در ∀∃ فرمول یک توسط O تک موضعی محمول O۲ ∩K۱ ⊆ O۱ بگیریم
،O۲ ∩K۱ ⊆ O۱ بگیریم نتیجه K۱ ≺∃ K۲ اینکه از اگر (K۲, O۲) |=

∑
و (K۱, O۱) |=

∑
اگر نهایت در است.

می شود. تعریف حلقه ها زبان در ∀∃ فرمولِ یک توسط O تک موضعی محمول ،(K,O) |=
∑

هر برای آنگاه
Φ و ساختار −L(O, c) دو (K۲, O۲, a۲) و (K۱, O۱, a۱) اگر که، شود توجه ، ۸۳ قضیۀ اثبات به پرداختن از قبل
ϕ ∈ Φ فرمولِ هر که است این (K۱, O۱, a۱)

Φ⇝ (K۲, O۲, a۲) از منظور باشند، فرمول ها −L(O, c) از مجموعه ای
بدون که زیر قضیۀ از ۸۳ قضیه اثبات در علاوه به باشد. برقرار نیز (K۲, O۲, a۲) در است برقرار (K۱, O۱, a۱) در که

می کنیم: استفاده می پذیریم، را آن اثبات

باشیم: داشته
∑

تئوری از (Ki, Oi, ai) مدل های تمام در کنید فرض قضیه۱] ،۱۲] .۸۴ قضیه

(K۱, O۱, a۱)
Φ⇝ (K۲, O۲, a۲) =⇒ (K۱, O۱, a۱)

{c∈O}⇝ (K۲, O۲, a۲)

همۀ به نسبت تئوری مدل های که این از اگر دیگر بیان به است. تعریف قابل Φ در فرمول یک توسط c ∈ O آنگاه
یک توسط c ∈ O آنگاه، هستند هم  نظر نیز O در c حضورِ به نسبت که شود نتیجه هستند، هم نظر Φ در موجود فرمول های
درست هستند، درست K۱ در که Φ در موجود فرمول های که این از بتوانیم گاه هر یعنی است. تعریف قابل Φ در فرمول

آنگاه بگیریم نتیجه را K۲ در آن ها بودن

K۱ |= a۱ ∈ O۱ ⇒ K۲ |= a۲ ∈ O۲

همچنین باشند. ∃ صورت به که می گیریم نظر در L(c) در فرمول هایی تمام مجموعۀ را Φ :(∃ (حالت قضیه۸۳ اثبات.
مدل دو (K۲, O۲) و (K۱, O۱) اگر .K۱ ⊆ K۲ ⇒ O۱ ⊆ O۲ باشیم داشته

∑
تئوری مدل های همۀ برای کنیم فرض

کنیم فرض .a۲ ∈ O۲ آنگاه a۱ ∈ O۱ اگر می دهیم نشان .(K۱, O۱, a۱)
Φ⇝ (K۲, O۲, a۲) که طوری به باشند

∑
از

نشان بگیرید. نظر در حلقه ها زبان در را
∏

= Diag(K۱, a۱, (b)b∈K۱)∪Th(K۲, O۲, a۲) مجموعۀ حال .a۲ /∈ O۲

کنیم اثبات است کافی است مدل دارای فوق تئوری که این اثبات برای فشردگی قضیۀ بنابر است. مدل دارای
∏

می دهیم
b۱, . . . , bn ∈ K۱ یعنی نباشد مدل دارای و متناهی ∆ ⊆

∏
کنید فرض است. مدل دارای آن از متناهی بخش هر که

سازگار {χ} ∪ Th(K۲, O۲, a۲) که طوری به χ(a۱, b۱, . . . , bn) ∈ Diag(K۱) که است موجود χ فرمول −L و



۳۴ بالا سوری پیچیدگی با تعریف پذیر هنسلی ارزیابی میدان یک .۳ فصل

و است برقرار (K۱, O۱) در که است موجود L(c) زبان در φ(c) ≡ ∃b۱, . . . , bnχ(c, b̄) فرمول بنابراین نیست.
فرض بنابر و است وجودی فرمول یک φ(c) زیرا است ممکن غیر این و Th(K۲, O۲, a۲) ` ∀b۱, . . . , bn¬χ(c, b̄)

مدل این مثال برای است مدل دارای
∏

نتیجه در کند. می صدق نیز (K۲, a۲) در آنگاه می کند صدق (K۱, a۱) در اگر
به توجه با و O۱ ⊈ O∗

۲ نتیجه در a۱ = a∗۲ /∈ O
∗
۲ و a۱ ∈ O۱ و K۱ ⊆ K∗

۲ داریم می گیریم. نظر در (K∗
۲ , O

∗
۲, a

∗
۲) را

می رسیم. تناقض به فرض
باشیم داشته

∑
تئوری از (Ki, Oi) مدل های همۀ برای کنیم فرض حالت این برای :(∃∀ (حالت

که
∏

∀ = Th∀(K۱, a۱, (b)b∈K۱) ∪ Th(K۲, O۲, a۲) تئوری اکنون .K۱
∃
⊆ K۲ → O۱ ⊆ O۲

φ(x, b̄) ≡ ∀y۱, . . . , ynχ(c, ȳ, b̄) شکل به یعنی ∀ صورت به فرمول های تمام مجموعۀ Th∀(K۱, a۱, (b)b∈K۱)

است. مدل دارای تئوری این می دهیم نشان قبل حالت مانند و می گیریم نظر در است)را سور بدون فرمولی χ (که
تئوری های ترتیب به ∀ و ∀∃ حالت های در :(∀ و ∀∃ ∏(حالت

= Diag(K۲, a۲, (b)b∈K۲) ∪ Th(K۱, O۱, a۱)

∏و
∀

= Th∀(K۲, a۲, (b)b∈K۱) ∪ Th(K۱, O۱, a۱)

هستند. مدل دارای تئوری ها این می دهیم نشان قبل حالت های مانند و گرفته نظر در را

پایان نامه نظرِ مورد هنسلی ارزیابی میدان ساخت ۳ .۳

و Γ۱ گروه های از استفاده با k((Γ۱))((Γ۲)) هنسلی ارزیابی میدان یک ساخت به ۸۹ قضیۀ اثبات جهت بخش این در
می پردازیم. بود، خواهد ۸۱ پرستل سوال برای نقضی مثال واقع در که k باقی ماندۀ میدان و Γ۲

بگیرید: نظر در را زیر مرتب آبلی گروه های

X := Z(۲) = {
a

b
∈ Q|a, b ∈ Z,۲ ∤ b, (a, b) = ۱}

و
Y := Z(۳) = {

a

b
∈ Q|a, b ∈ Z,۳ ∤ b, (a, b) = ۱}

معمول ترتیب عکس با طبیعی اعداد مجموعۀ (N′, <) و باشد معمول ترتیب با طبیعی اعداد مجموعۀ (N, <) کنید فرض
می کنیم: تعریف زیر صورت به را Γ۲ و Γ۱ گروه های آنگاه باشد،

Γ۱ :=
⊕
N

((
⊕
N
Y )⊕X)

Γ۲ :=
⊕
N′

(X ⊕ Y ).
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دهندۀ نشان Γ۱ تصویر در دایره هر واقع در کنیم. تصور بعد صفحۀ تصویر های توسط می توانیم را Γ۲ و Γ۱ گروه های
گرفته نظر در طبیعی اعداد روی معمول ترتیب با Z(۲) یک علاوه به Z(۳) تا شمارا دایره هر در یعنی است (

⊕
Y )⊕X

مستطیل هر همچنین شده اند. جمع هم با طبیعی اعداد معمول ترتیب با دایره ها این از تا شمارا Γ۱ در نهایت در است. شده
نهایت در که است شده گرفته نظر در Z(۲) یک با Z(۳) یک مستطیل هر در یعنی است X ⊕Y دهندۀ نشان Γ۲ تصویر در

شده اند. جمع هم با طبیعی اعداد معمول ترتیب عکس با مستطیل ها این از تا شمارا Γ۲ در

X

Y
Y

۰

۱

۰

۱

X

X

X
Y

Y

Y
۲
۱
۰

۲
۱
۰

۱Γ

۲Γ

Y
Y
Y

می گیریم: نظر در زیر صورت به را Γ۲ گروه از Λ۲ زیرگروه و Γ۱ گروه از Λ۱ زیرگروه

Λ۱ := ((
⊕
N−{۰}

)⊕X)⊕ (
⊕
N−{۰}

(
⊕
N
Y )⊕X))

Λ۲ :=
⊕
N′−{۰}

(X ⊕ Y ).

آنها تصویر ادامه در که هستند Γ۲ و Γ۱ در محدب زیرگروه هایی ترتیب به Λ۲ و Λ۱ زیرگروه های ۳۵ گزارۀ به توجه با
کلا که، است صورت این به Λ۲ و برداشته ایم اول دایرۀ پایین از Z(۳) یک که است این مثل Λ۱ واقع در دادیم. قرار را

برداشته ایم. را Γ۲ از اول مستطیل
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۲
Λ

۲
۱

Y

Y
X

X

X

۲

۱

۱

۰

Y
Y

X

۲
۱
۰Y

Y
Y

۱
Λ

طبقۀ یک به را Λ۱ از طبقه هر که بگیریم نظر در را همانی نگاشت است کافی تنها داریم. را f۱ ایزومرف Γ۱ به Λ۱ از
ایزومرف صورت به Γ۲ در مستطیل یک به Λ۲ در مستطیل هر که است صورت همین به نیز g۲ ایزومرف می برد. Γ۱

بنابراین می برد.
f۱ : Λ۱

∼−→ Γ۱

g۲ : Λ۲
∼−→ Γ۲

کنیم. تصور صورت این به را g۲ و f۱ می توانیم ادامه در
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کنیم. تصور زیر صورت به را Γ شکل می توانیم می کنیم. تعریف Γ := Γ۲ ⊕ Γ۱ صورت به را Γ گروه

۱۲
Γ = Γ⊕ Γ۲

۱
۰

Y
X

Y

X

Y
Y

X

Y
X

۲
۱
۰Y

Y
Y
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اثبات ادامه در که است تعریف پذیر Γ در Γ۱ که است این اینجا تا شده تعریف گروه  های مهم و جالب نکات از یکی
تعریف مرتب آبلی گروه های زبان در فرمولی با را آن و می آیند سرهم پشت Y تا دو که است جایی اولین Γ در Γ۱ می کنیم

می کنیم. بررسی را مطلب این دقیق تر طور به ادامه در می کنیم.

است. تعریف پذیر ،Loag زبانِ در پارامتر بدون Γ در Γ۱ .۸۵ لم

گروه های اگر شد، گفته ۳ .۳ بخش در آنچه به بنا است. Loag = {+,−, ., <} مرتب آبلی گروه های زبانِ می دانیم اثبات.
صورت به را Y و X مرتب آبلی

X := Z(۲) = {
a

b
∈ Q|a, b ∈ Z,۲ ∤ b, (a, b) = ۱}

و
Y := Z(۳) = {

a

b
∈ Q|a, b ∈ Z,۳ ∤ b, (a, b) = ۱}

واقع در باشد. Gj ∈ {X,Y } که طوری به بنویسیم Γ =
⊕
j∈J

Gj صورت به می توانیم را Γ گروه آنگاه بگیریم نظر در

یعنی ، Γ =
⊕
j∈J

Gj آنگاه بودند، ها Y و ها X مستقیم جمع Γ۲ و Γ۱ و است شده تعریف Γ := Γ۲ ⊕ Γ۱ گروه چون

که است k′ اندیس آن از بعد بلافاصله که دارد وجود k ∈ J اندیس کوچکترین بنویسیم. هم سر پشت را ها Y و X
پشت Y تا دو که جایی اولین بنابراین می آیند. سرهم پشت Y تا دو که جایی اولین k اندیس واقع در .Gk = Gk′ = Y

که جایی اولین کنید. دقت بعد صفحۀ شکل به .Γ۱ =
⊕

j∈J,j>k

Gj دیگر بیان به می شود. شروع Γ۱ گروه می آیند هم سر

دادیم. نشان ∗ با را می آیند سرهم پشت Y تا دو
در (J,<) یعنی اندیس ها مجموعۀ دهیم نشان واقع در کنیم. بیان فرمول یک با را موضوع این که است این اثبات ایدۀ
برای باشد. ثابت عنصر r ∈ N کنید فرض می آوریم. مختصر طور به را تعبیر پذیری این ادامه در است. تعبیر پذیر Γ
به بنا ،r ثابتِ عنصر برای باشد. مجزا x+ rΓ از که باشد Γ محدب گروه زیر بزرگترین Fr(x) کنید فرض ،x ∈ Γ \ rΓ

دقیق تر: بیان به است. تعریف پذیر x در یکنواخت طور به Fr(x) لم۱. ۲] ،۴] یا لم۱۱. ۲] ،۱۳]

y ∈ Fr(x)⇐⇒ [۰,max{−y, y}] ∩ x+ rΓ = ϕ

دقیقاً x ∈ Γ \ rΓ که Fr(x) فرم به گروه های مجموعۀ آنگاه هستند، ارشمیدسی Gjها تمام چون مثال۱۲] ،۱۳] به بنا
،J := (Γ \ ۶Γ)/ ∼۶ تعبیر پذیری بنابراین نیست. بخش پذیر −r ،Gj که است

⊕
Gj

j∈J,j>j۰

فرم به گروه های مجموعۀ برابر

داریم آن بر علاوه است. برقرار x ∼r x
′ ⇐⇒ Fr(x) = Fr(x

′) که را

JY := (Γ \ ۳Γ)/ ∼۳= {j ∈ J |Gj = Y }.

بنابر k ∈ J اندیس نتیجه در .x/ ∼۶≤ x′/ ∼۶⇐⇒ F۶(x) ⊇ F۶(x
′) زیرا است تعریف پذیر نیز J روی ترتیب

.x/ ∼۶= k که x ∈ Γ \ ۶Γ هر برای F۶(x) = Γ۱ داریم و است تعریف پذیر −∅ شد، گفته آنچه
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داریم بنابراین G۱ ⊕G۲
G۱

∼= G۲ می دانیم .۸۶ ملاحظه

Γ۱
Λ۱

= Y = Z(۳)

و
Γ۲
Λ۲

= Y = X ⊕ Y = Z(۲) ⊕ Z(۳)

ارزیاب گروه نشاندن های ۴ .۳

می بریم. بهره زیر قضیۀ از روند این در می نشانیم. خودش در وجودی بستۀ صورت به طریق دو به را Γ گروه بخش این در

باشند. مرتب آبلی گروه دو G۲ و G۱ کنید فرض نتیجه۱. ۴و۱. ۷] ،۱۴] .۸۷ قضیه
است. بسته وجودی طور به G۲ در G۱ آنگاه باشد، G۲ محدبِ گروه زیر G۱ ۱.اگر

(G۲ ترتیب (به G۱ مرتبِ گروه زیر (G′
۲ ترتیب (به G′

۱ کنید فرض بگیرید. نظر در را G = G۱ ⊕G۲ مستقیم ۲.جمع

است. بسته وجودی طور به G در G′ آنگاه ،G′ := G′
۲⊕G

′
۱ اگر . است بسته (G۲ ترتیب (به G۱ در وجودی طور به که

یعنی آنها جمع آنگاه باشد بسته G۲ در G′
۲ و باشد بسته G۱ در G′

۱ اگر و G = G۱⊕G۲ اگر می کند بیان قضیه واقع در
است. بسته G در نیز G′ := G′

۲ ⊕G
′
۱

می دهیم. ارائه خودش به Γ از نشاندن دو ادامه در
تعریف به بنا بنشانیم، وجودی بستۀ صورت به خودش در را Γ آنکه برای .Γ = Γ۲ ⊕ Γ۱ می دانیم اول): (نشاندن

یعنی: گرفت نظر در Γ۲ ⊕ Y ⊕ Λ۱ صورت به را Γ می توان ،Γ۱ = Y ⊕ Λ۱

Γ = Γ۲ ⊕ Γ۱ = Γ۲ ⊕ Y ⊕ Λ۱

نشاندن همان f۱ نشاندن است. f۲ : Γ۲⊕ −→ Γ۲ و f۱ : Λ۱ −→ Γ۱ ازنشاندن های ترکیبی f۳ : Γ −→ Γ نشاندن
پایین به طبقه یک را Γ۲ که می کند عمل صورت این به f۲ نشاندن و است کردیم، بحث آن دربارۀ ۳ .۳ بخش در که همانی

داریم: نتیجه در می نشاند. نظیر به نظیر را طبقه ها بقیۀ و می نشاند را Y خالی طبقۀ در و می کشاند فرو

f۳ : Γ۲ ⊕ Γ۱ = Γ۲ ⊕ Y ⊕ Λ۱ ∼= f۲(Γ۲ ⊕ Y )︸ ︷︷ ︸
≺∃

⊕ f۱(Λ۱)︸ ︷︷ ︸
=Γ۲

≺∃ Γ۲ ⊕ Γ۱ (۱ −۳)
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بنشانیم، وجودی بستۀ صورت به خودش در را Γ آنکه برای .Γ = Γ۲⊕Γ۱ می دانیم قبل روش مانند دوم): (نشاندن
یعنی: گرفت نظر در Λ۲ ⊕ (X ⊕ Y )⊕ Γ۱ صورت به را Γ می توان ،Γ۲ = Λ۲ ⊕ (X ⊕ Y ) تعریف به بنا

Γ = Γ۲ ⊕ Γ۱ = Λ۲ ⊕ (X ⊕ Y )⊕ Γ۱

g۲ نشاندن است. g۱ : (X ⊕ Y ) ⊕ Γ۱ −→ Γ۱ و g۲ : Λ۲ −→ Γ۲ ازنشاندن های ترکیبی g۳ : Γ −→ Γ نشاندن
یک را Γ۱ که می کند عمل صورت این به g۱ نشاندن و است کردیم، بحث آن دربارۀ ۳ .۳ بخش در که همانی نشاندن همان

داریم: نتیجه در می نشاند. نظیر به نظیر را طبقه ها بقیۀ و می نشاند را X ⊕ Y خالی طبقۀ در و می کشاند بالا به طبقه

g۳ : Γ۲ ⊕ Γ۱ = Λ۲ ⊕ (X ⊕ Y )⊕ Γ۱ ∼= g۲(Λ۲)︸ ︷︷ ︸
≺∃

⊕ g۱((X ⊕ Y )⊕ Γ۱)︸ ︷︷ ︸
=Γ۲

≺∃ Γ۲ ⊕ Γ۱ (۲ −۳)



۴۴ بالا سوری پیچیدگی با تعریف پذیر هنسلی ارزیابی میدان یک .۳ فصل

X

X
Y

Y
X
Y

X

X
Y

X
Y

۱۲
Γ⊕ Γ

۲
۱
۰

Y

X

Y
Y

X

۲
۱
۰Y

Y
Y ۲

۱
۰Y

Y
Y

۱۲
Λ⊕ (X ⊕ Y )⊕ Γ

۲
Λ

۲
g

۲Γ

۳
g

۳
g



۴۵ بالا سوری پیچیدگی با تعریف پذیر هنسلی ارزیابی میدان یک .۳ فصل

باقی مانده ها میدان ۵ .۳

کنید فرض است. شده داده توضیح ۲ .۲ .۲ در جدایی پذیر بستار و ۴ .۲ .۲ در جبری بستۀ سودو میدان مفاهیم دوم، فصل در
نباشد برابر خودش با آن جدایی پذیر بستار یعنی نیست جدایی پذیر بستۀ که طوری به باشد جبری بستۀ سودو میدان یک k
بدون حلقه ها زبان در ،k باقی ماندۀ میدان با هنسلی ارزیابی هر قضیه۶. ۳] لم۵. ۳و ،۹] به توجه با آنگاه ،(ksep 6= k)

k۰ جبری بخش که، باشد صفر مشخصۀ با جبری بستۀ سودو میدان یک k کنید فرض همچنین است. تعریف پذیر پارامتر
می خواهیم واقع در و است Q شامل میدانی هر که کنید (توجه .k۰ = Qalg ∩ k ⊊ Qalg یعنی نیست جبری بستۀ k در
به ادامه در که آن، اثبات و [۳ .۵ قضیۀ ،۵] به توجه با نباشد). Qalg شامل k دیگر بیان به نباشد Q جبری بستار شامل k

حلقه ها زبان در پارامتر بدون صورت∃ به فرمول های با ،k باقی ماندۀ میدان با هنسلی ارزیابی میدان هر می کنیم، اشاره آن
است. تعریف پذیر

اگر است. k باقی ماندۀ میدان و Ov ارزیاب حلقۀ با هنسلی ارزیابی میدان یک K کنید فرض [۳ .۵ قضیۀ ،۵] .۸۸ قضیه
فرمول های با K میدان در Ov ارزیاب حلقۀ آنگاه نیست، جبری بستۀ که طوری به باشد جبری بستۀ سودو میدان یک F

است. تعریف پذیر پارامتر بدون حلقه ها زبان در ∃ صورت به

تحویل ناپذیر و تکین چند جمله ای هر برای بخش۳] ،۵] به بنا واقع در
Ov ارزیاب حلقۀ که می دهد ارائه f چندجمله ای به وابسته فرمول، −Lring یک ،deg(f) > ۱ که طوری به ،f ∈ k۰[X]

می کند. تعریف پارامتر بدون k باقی ماندۀ میدان با (K, v) هنسلی ارزیابی میدان هر در را
K = QtotR(

√
−۱)((Γ۱))((Γ۲)) مشخص مثال بررسی به ما ،۸۳ قضیۀ اثبات بر علاوه شد، گفته که طور همان

Q از توسیع یک QtotR واقع در باشد. Q در حقیقی کاملا اعداد میدان ماکسیمال توسیع ،QtotR کنید فرض می پردازیم.
توضیح ۵ .۲ .۲ بخش در دوم فصل نمی رود. فراتر حقیقی اعداد از بنشانیم مختلط اعداد در را توسیع این وقتی که است
۳√۲ چون است. سودو جبری بستۀ میدان یک k = QtotR(

√
−۱) [۵ .۱۰ .۷ مثال ،۱۰] به بنا است. شده داده بیشتری

در k۰ جبری بخش در ضرایبی با است تحویل ناپذیر و تکین چندجمله ای یک f = X۳ − ۲ و نیست کامل حقیقی عدد
در را Ov ارزیاب میدان زیر فرمول است، شده آورده آن صورت ۸۸ قضیۀ در که [۳ .۵ قضیۀ ،۵] به بنا بنابراین، است k

می کند. تعریف حلقه ها زبان در پارامتر بدون k ماندۀ باقی میدان با (K, v) هنسلی ارزیابی میدان هر

η(x) ≡ (∃u, t)(x = u+ t ∧ (∃y, z, y۱z۱)(u = y۱ − z۱ ∧ y۱(y
۳ − ۲) = ۱ ∧ z۱(z

۳ − ۲) = ۱

∧(∃y, z, y۱, z۱)(t = ۰ ∨ (t = y۱z۱ ∧ y۱(y
۳ − ۲) = ۱) ∧ z۱(z

۳ − ۲) = ۱)))



۴۶ بالا سوری پیچیدگی با تعریف پذیر هنسلی ارزیابی میدان یک .۳ فصل

پایان نامه نظر مورد هان سری های میدان ۶ .۳

نیست جدایی پذیر بستۀ و است جبری بستۀ سودو میدان یک k که K := k((Γ۱))((Γ۲)) = k((Γ۲ ⊕ Γ۱)) میدان
گروه با ،(K, v) هنسلی ارزیابی میدان در Ov ارزیاب حلقۀ ۵ .۳ بخش به توجه با آنگاه بگیرید، نظر در را (ksep 6= k)

است. تعریف پذیر حلقه ها زبان در پارامتر بدون ،k ماندۀ باقی میدان و Γ۲ ⊕ Γ۱ ارزیاب
ارزیاب حلقۀ گفتیم قبل بخش در ،K = QtotR(

√
−۱)((Γ۱))((Γ۲)) پایان نامه نظر مورد مشخص مثال در آن بر علاوه

k = QtotR باقی ماندۀ میدان و Γ۲⊕Γ۱ ارزیاب گروه Kبا = QtotR(
√
−۱)((Γ۱))((Γ۲)) هنسلی ارزیابی میدان Ovدر

است. تعریف پذیر حلقه ها زبان در پارامتر بدون ،η(x) فرمول توسط

پایان نامه نظر مورد قضیۀ اثبات ۷ .۳

وجود حلقه ها زبان در ∀∃ فرمولِ یک یا و ∃∀ فرمولِ یک آیا که است سوال این به دادن پاسخ پایان نامه این هدف گفتیم
مطرح [۱۲] مقالۀ در ل رست پ توسط سوال این کند؟ تعریف پارامتر بدون را هنسلی ارزیابی میدان یک ارزیابِ حلقۀ که دارد
حلقۀ که می کنیم معرفی K = k((Γ۱))((Γ۲)) صورت به هنسلی ارزیابی میدان یک سوال این به پاسخ در است. شده
زیر قضیۀ اثبات ما هدف واقع در نمی شود. تعریف حلقه ها زبان در پارامتر بدون ∀∃ یا و ∃∀ فرمول هیچ با آن ارزیاب

است:

بستار با که k جبری بستۀ سودو میدان هر برای که طوری به دارند وجود Γ۲ و Γ۱ مرتب آبلی گروه های .۸۹ قضیه
K = هنسلی ارزیابی میدان در Ow = k((Γ۱))[[Γ۲]] ارزیابِ حلقه ،(k 6= ksep) نیست برابر جدایی پذیرش
بدون ∃∀ و ∀∃ صورت به فرمول های با Ow اما است، تعریف پذیر حلقه ها زبان در پارامتر بدون ،k((Γ۱))((Γ۲))

نیست. تعریف پذیر پارامتر

k((Γ۱)) باقی ماندۀ میدان و Γ۲ ارزیاب گروه با (v ارزیابی نگاشت شدۀ (تحدید ارزیابی نگاشت یک w کنید فرض
پارامتر بدون مرتب، آبلی گروه های زبان در ،Γ۲ ⊕ Γ۱ مرتبِ آبلی گروه در Γ۱ محدبِ گروه زیر (۸۵) لم به بنا است.

است. تعریف پذیر پارامتر بدون ،K ارزیابی میدان روی w ارزیابی نگاشت نتیجه در است. تعریف پذیر
برای پرستل از محکی از استفاده با که می دهیم ارائه خودش به K هنسلی ارزیابی میدان از وجودی بستۀ نشاندن دو اکنون
با نه w می دهیم نشان است، شده آورده مفصل طور به ۲ .۳ بخش در (۸۳) قضیۀ در که ارزیاب حلقه های تعریف پذیری
و اکس‑کوچن قضیۀ به بنا نیست. تعریف پذیر حلقه ها زبان در پارامتر بدون ∃∀ صورت به نه و ∀∃ صورت به فرمول های
صورت به آن از توسیعی در را هنسلی ارزیابی میدان یک بخواهیم اگر است، شده آورده آن دقیق صورت ادامه در که ارشف
به آن توسیع باقی ماندۀ میدان و ارزیاب گروه در را آن باقی ماندۀ میدان و ارزیاب گروه است کافی بنشانیم، وجودی بسته
صفحۀ۱۸۳] ،۱۱] به ارشف و اکس‑کوچن قضیۀ اثبات مطالعه برای می تواند خواننده بنشانیم. وجودی بسته صورت

کند. مراجعه



۴۷ بالا سوری پیچیدگی با تعریف پذیر هنسلی ارزیابی میدان یک .۳ فصل

میدان و Γ ارزیاب گروه با هنسلی ارزیابی میدان یک (K,w,Γw, kw) کنید فرض ارشف). و (اکس‑کوچن ۹۰ قضیه
(K,w,Γ, kw) میدان از توسیع یک (L, u,Γu, ku) کنید فرض همچنین باشد. صفر مشخصۀ که است kw باقی ماندۀ
در ترتیب به ku باقی ماندۀ میدان و Γu ارزیابِ گروه در ترتیب به kw باقی ماندۀ میدان و Γw ارزیابِ گروه اگر باشد.
در وجودی بستۀ (K,w,Γw, kw) هنسلی ارزیابی میدان آنگاه باشد، وجودی بستۀ حلقه ها، زبان و مرتب گروه های زبان

است. (L, u,Γu, ku)

Γ۲ و Γ۱ که طوری به می گیریم نظر در را K := k((Γ۱))((Γ۲)) هنسلی ارزیابی میدان ،۸۹ قضیۀ اثبات جهت
هستند: زیر صورت به شد، گفته مفصل طور به ۳ .۳ بخش در که طور همان

Γ۱ :=
⊕
N

((
⊕
N
Y )⊕X)

Γ۲ :=
⊕
N′

(X ⊕ Y )

که هان، سری های روی شده تعریف ارزیابی نگاشت ،K هنسلی ارزیابی میدان روی را w هنسلی ارزیابی نگاشت
Γ۲ ارزیاب گروه و k((Γ۱))[[Γ۲]] آن ارزیاب حلقه بنابراین بگیرید. نظر در پرداختیم، آن به ۸ .۲ بخش در دوم فصل در
هان سری های روی بر شده تعریف ارزیابی نگاشت را w که است هنسلی ارزیابی میدان یک (K,w) واقع در است.
در را (K,w,Γw, kw) هنسلی ارزیابی میدان آنکه برای ارشف و اکس‑کوچن قضیۀ به بنا اکنون می گیریم. نظر در
وجودی بستۀ صورت به را kw باقی ماندۀ میدان و Γw ارزیاب گروه است کافی بنشانیم، وجودی بستۀ صورت به خودش

بنشانیم. خودشان در
که f۰ = idk همانی نگاشت می توانیم بنشانیم، خودش در وجودی بستۀ صورت به را kw باقی ماندۀ میدان آنکه جهت .۱
Γ ارزیاب گروه که شد داده ارائه ۱ −۳ نشاندنِ ۴ .۳ بخش در همچنین بگیریم. نظر در را است وجودی بسته نشاندن یک
وجودی بستۀ نشاندن یک ارشف و اکس‑کوچن قضیۀ به بنا نتیجه در می نشاند. وجودی بستۀ صورت به خودش در را
ارزیاب حلقه های تعریف پذیری برای پرستل که محکی به بنا اکنون .K ≺∃ K یعنی دارد وجود f : K −→ K مانند
با (K,w) هنسلی ارزیابی میدان در Ow ارزیاب حلقۀ بخواهیم اگر داد، ارائه [۱۲] منبع در هنسلی ارزیابی میدان های در
.Ow ⊆ Ow شود نتیجه K ≺∃ K اینکه از باید باشد، تعریف پذیر حلقه ها زبان در پارامتر بدون ∃∀ صورت به فرمول های
داریم است Ow = k((Γ۱))[[Γ۲]] آن ارزیاب حلقۀ که K = k((Γ۱))((Γ۲)) ما نظر مورد هنسلی ارزیابی میدان در اما
جهت .۲ .f(Ow) ⊋ Ow بنابراین می شود تصویر Γ۲ به Γ۲ از بیشتر چیزی ۱ −۳ نشاندن به توجه با زیرا Ow ⊊ Ow

یک که g۰ = idk همانی نگاشت می توانیم بنشانیم، خودش در وجودی بستۀ صورت به را kw باقی ماندۀ میدان آنکه
را Γ ارزیاب گروه که شد داده ارائه ۲ −۳ نشاندنِ ۴ .۳ بخش در همچنین بگیریم. نظر در را است وجودی بسته نشاندن
وجودی بستۀ نشاندن یک ارشاف و اکس‑کوچن قضیۀ به بنا نتیجه در می نشاند. وجودی بستۀ صورت به خودش در
در ارزیاب حلقه های تعریف پذیری برای پرستل که محکی به بنا اکنون .K ≺∃ K یعنی دارد وجود g : K −→ K مانند
بخواهیم اگر است، شده پرداخته آن به ۲ .۳ بخش در مفصل طور به که داد، ارائه [۱۲] منبع در هنسلی ارزیابی میدان های
تعریف پذیر حلقه ها زبان در پارامتر بدون ∃∀ صورت به فرمول های با (K,w) هنسلی ارزیابی میدان در Ow ارزیاب حلقۀ
K = k((Γ۱))((Γ۲)) ما نظر مورد هنسلی ارزیابی میدان در اما .Ow ⊆ Ow شود نتیجه K ≺∃ K اینکه از باید باشد،



Γ۱ از بیشتر چیزی ۲ −۳ نشاندن به توجه با زیرا f(Ow) ⊊ Ow داریم است Ow = k((Γ۱))[[Γ۲]] آن ارزیاب حلقۀ که
.g(Ow) ⊊ Ow بنابراین می شود تصویر Γ۱ به

گفتیم، ۶ .۳ بخش در آنچه به بنا آنگاه بگیریم، نظر در را K = QtotR(
√
−۱)((Γ۱))((Γ۲)) هنسلی ارزیابی میدان اگر

در پارامتر بدون Γ۲ ارزیاب گروه با (K,w) هنسلی ارزیابی میدان در Ow = QtotR(
√
−۱)((Γ۱))[[Γ۲]] ارزیاب حلقۀ

۱ از زیرا نیست تعریف پذیر حلقه ها زبان در ∀∃ و ∃∀ صورت به فرمول هیچ با Ow اما است، تعریف پذیر حلقه ها زبان
ارزیاب حلقۀ ۸۳ قضیۀ به بنا نتیجه در .Ow ∩ K ⊊ Ow و f(Ow) ⊊ Ow آنگاه K ≺∃ K اگر گرفتیم نتیجه ۲ و
فرمول هیچ با اما است تعریف پذیر پارامتر بدون K = k((Γ۱))((Γ۲)) هنسلی ارزیابی میدان در Ow = k((Γ۱))[[Γ۲]]

آوردیم، را آن دوباره ادامه در که پایان نامه نظر مورد قضیۀ بنابراین نیست. تعریف پذیر حلقه ها زبان در ∀∃ و ∃∀ صورت به
شد. اثبات

بستار با که k جبری بستۀ سودو میدان هر برای که طوری به دارند وجود Γ۲ و Γ۱ مرتب آبلی گروه های
هنسلی ارزیابی میدان در Ow = k((Γ۱))[[Γ۲]] ارزیابِ حلقه ،(k 6= ksep) نیست برابر جدایی پذیرش
صورت به فرمول های با Ow اما است، تعریف پذیر حلقه ها زبان در پارامتر بدون ،K = k((Γ۱))((Γ۲))

نیست. تعریف پذیر پارامتر بدون ∃∀ و ∀∃
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نمادها فهرست

مراجعه صفحه ی اولین مفهوم نماد
هشت A وارون پذیر عناصر A×

نه حقیقی کاملا اعداد میدان QtotR

نه Γ ارزیاب گروه با هان سری های میدان K((Γ))

ده K میدان جدایی پذیر بستار Ksep

ده مستقیم جمع ⊕

ده هان سری های میدان ارزیاب حلقۀ k[[Γ]]

ده است وجودی بسته K۲ در K۱ K۱ ≺∃ K۲

ده نمی کند عاد را آن ها مخرج p که گویایی اعداد Z(p)

۱۶ K میدان بستارجبری Kalg

۲۸ O تک موضعی محمول با K ساختار (K,O)

۲۸ p باقی مانده های میدان Fp
۲۸ پی ادیک ها حلقۀ Zp
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Abstract:
The aim of this thesis is to answer the question of whether there is a parameter-free ∃∀- formula or a parameter-free
∀∃- formula that defines the valuation ring of a Henselian valued field in the language of rings. This question has been
raised by Prestel in [12] The aim of this note is to provide a counterexample to Prestel’s question. More precisely, we
show the theorem below:
There are ordered abelian groups Γ1 and Γ2 such that for any PAC field k with k 6= ksep the Henselian valuation
ring Ow = k((Γ1))[[Γ2]] is∅ -definable in the fieldK = k((Γ1))((Γ2)). However, Ow is neither definable by
a∅− ∀∃ -formula nor by a∅− ∃∀ -formula inK .
In answering this question, the Henselian valued fieldK = k((Γ1))((Γ2)) is introduced where its valuation ring is
not defined by any ∃∀- formula or ∀∃- formula without parameters in the language of rings. By k((Γ1)) we mean
the field of Hann series with the valued group Γ1. The main ideas that we rely on are the Characterization Theorem
for definability given by Prestel in [12] and also the Ax-Kochen and Eršov theorem. These two ideas are given in
detail in the thesis. LetΣ be a first order axiom system in the ring languageLring together with a unary predicateO
and let (K1, O1) |= Σ and (K2, O2) |= Σ. Due to the Characterization Theorem the valuation ring of a Henselian
valued field defines with an ∃∀- formula if and only if

K1 ≺∃ K2 ⇒ O1 ⊆ O2.

In other words if we get fromK1 ≺∃ K2 the conclusion O1 ⊆ O2 then O can be defined with an ∃∀- formula in
the language of rings. So for that the valuation ring of a Henselian valued field is not defined with an ∃∀- formula
we give an embedding f : K −→ K such that f(O) ⊈ O. To give this embedding we use the Ax-Kochen and
Eršov theorem.
Let (K,w,Γw, kw) be a Henselian valued field with value group Γw and residue field kw. Let (K,w,Γ, kw) ⊆
(L, u,Γu, ku) be an extension of valued fields. If the value group Γw and residue field kw respectively are existen-
tially closed in the value group Γu and residue field ku in the language of ordered group and in the langage of rings
، then heselian valuation field is (K,w,Γw, kw) existentially closed in (L, u,Γu, ku).
In this thesis we consider two embedding for value group and identity embedding for reside field.
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