
ارشد کارشناسی پایان نامه ی از دفاع جلسه ی

گسسته زیرگروه دو توسط حقیقی اعداد مرتب جمعی ساختار توسیع

رضایی معصومه سخنران:

١٠:٣٠ ساعت ٩٨/٢/٢۵ چهارشنبه زمان:

ریاضͬ علوم دانشͺده ی خوارزمͬ سالن مͺان:

داوران هیئت

خانͬ محسن دکتر ‐١

آقایی مجتبی دکتر ‐٢

کبیر) امیر صنعتͬ (دانشͽاه پورمهدیان مسعود دکتر ‐٣

اصفهان) صنعتͬ (دانشͽاه کوشش محمدرضا دکتر ‐۴

از مقاله ای اساس بر Ra := (R, <,+,Z,Za) ساختار تصمیم پذیری اثبات پایان نامه این هدف چͺیده:

محمول ͷی Z دوم)، درجه معادله ی ͷی مربعͬ(جواب عدد ͷی a ساختار این در که است هیرونیمͬ فیلیپ

تعبیر با تصمیم پذیری اثبات است. {an| n ∈ Z} مجموعه ی برای محمول ͷی Za و صحیح اعداد برای

بسط نوشتن از استفاده با تعبیر این گرفته است. صورت B := (N,P(N), sN,∈) تصمیم پذیر ساختار درون

ͬ گیرد. م صورت آن ها مسلسل کسر بسط روی از اعداد ͬͺفسˀاُستر
......... . ͬͺفسˀاُستر بسط و مسلسل کسر تعبیرپذیری، تصمیم پذیری، مدل، نظریه کلیدی: کلمات





اصفهان صنعتͬ دانشͽاه

ریاضͬ علوم دانشͺده

توسط حقیقی اعداد مرتب جمعی ساختار توسیع
گسسته زیرگروه دو

محض ریاضͬ ارشد کارشناسͬ پایان نامه

رضایی معصومه

راهنما استاد

خانی محسن دکتر

١٣٩٨



اصفهان صنعتͬ دانشͽاه

ریاضͬ علوم دانشͺده

رضایی معصومه خانم محض ریاضͬ ارشد کارشناسͬ پایان نامه

عنوان تحت

توسط حقیقی اعداد مرتب جمعی ساختار توسیع
گسسته زیرگروه دو

قرار نهایی تصویب و بررسͬ مورد زیر تخصصͬ کمیته ی توسط ١٣٩٨ اردیبهشت ٢۵ تاریخ در

گرفت

خانͬ محسن دکتر پایان نامه راهنمای استاد ‐١

آقایی مجتبی دکتر پایان نامه مشاور اســـتاد ‐٢

پورمهدیان مسعود دکتر ١ داور اســــــــــــــــــتاد ‐٣

کوشش محمدرضا دکتر ٢ داور اســــــــــــــــــتاد ‐۴

طائری بیژن دکتر دانشͺده تکمیلͬ تحصیلات سرپرست



نامه پايان اين به مربوط معنوی و مادی مالͺیت حقوق کلیه

این است. پدیدآورندگان و اصفهان صنعتͬ دانشͽاه به متعلق

مشͬ خط اساس بر و اصفهان صنعتͬ دانشͽاه توسط حقوق

خواهد بندی سهم و ارزش گذاری دانشͽاه، این فکری مالͺیت

شد.

برای اقدام یا نتايج محتوا، از برداری بهره گونه هر

کتبی مجوز با تنها نامه پايان اين دستاوردهای تجاری سازی

است. امͺان پذیر اصفهان صنعتͬ دانشͽاه



مطالب فهرست

پنج مطالب فهرست

١ پیش نیازها ١

۶ اعدادی نظریه ی مقدمات ٢

٢۵ B در Ra تعبیر ٣

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمودار (۱) قسمت ٣ . ١

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمودار (۲) قسمت ٣ . ٢

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمودار (۳) قسمت ٣ . ٣

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمودار (۴) قسمت ۴ . ٣

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمودار (۵) قسمت ۵ . ٣

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمودار (۶) قسمت ۶ . ٣

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمودار (۷) قسمت ٣ . ٧

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمودار قسمت(۸) ٣ . ٨

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمودار قسمت(۹) ٣ . ٩

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمودار قسمت(۱۰) ٣ . ١٠

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمودار قسمت(۱۱) ٣ . ١١

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمودار (۱۲) قسمت ٣ . ١٢

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (۱۳)نمودار قسمت ٣ . ١٣

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمودار (۱۴) قسمت ١۴ . ٣



۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمودار (۱۵) قسمت ١۵ . ٣

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمودار (۱۶) قسمت ١۶ . ٣

۶۴ بیشتر مطالعه ی برای مقالات ۴

۶٧ منابع

٧٠ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه ی

٧٣ نمادها فهرست



است. Ra := (R, <,+,Z,Za) ساختار تصمیم پذیری اثبات پایان نامه این هدف چͺیده:

ساختار تصمیم پذیری اثبات آن در که است ١ هیرونیمͬ فیلیپ از مقاله ای اساس بر پایان نامه این

اعداد برای محمول ͷی Z دوم)، درجه معادله ی ͷی مربعͬ(جواب عدد ͷی a به طوری که Ra

تصمیم پذیر ساختار درون تعبیر با است، {an| n ∈ Z} مجموعه ی برای محمول ͷی Za و صحیح

اعداد ͬͺفسˀاُستر بسط نوشتن از استفاده با تعبیر این گرفته است. صورت B := (N,P(N), sN,∈)

ͬ گیرد. م صورت آن ها مسلسل کسر بسط روی از

۰۳F۵۲, ۰۳B۴۲ موضوع: رده بندی

تصمیم پذیری. تعبیرپذیری، ،ͬͺفسˀاُستر بسط مسلسل، کسرهای مدل، نظریه کلیدی: واژگان

١Hieronymi Philipp



پ  ی  ش گ  ف  ت  ار

اس  اس ب  ر ک  ه اس  ت Ra := (R, <,+,Z,Za) س  اخ  ت  ار ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری ب  ررس  ͬ پ  ای  ان ن  ام  ه ای  ن ک  ل  ͬ ھ دف

ق  ض  ی  ه ب  ن  اب  ه (R,Z,+, ., <) س  اخ  ت  ار ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ن  وش  ت  ه ش  ده اس  ت. ھ ی  رون  ی  م  ͬ ف  ی  ل  ی  پ از [٢٢] م  ق  ال  ه ی

ب  رس  ی  م. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری ب  ه ͬ ت  وان  ی  م م   ض  رب ک  ردن م  ح  دود ب  ا ام  ا ن  ی  س  ت ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر گ  ودل ن  ات  م  ام  ی  ت

ب  رای م  ح  م  ول ͷ  ی Z ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف ب  اش  د، م  رب  ع  ͬ a ای  ن ک  ه ک  ردن ف  رض ب  ا Ra س  اخ  ت  ار در ب  ن  اب  رای  ن

ب  ت  وان  ی  م آن ک  ه ب  رای اس  ت. {an| n ∈ Z} م  ج  م  وع  ه ی ب  رای م  ح  م  ول ͷ  ی Za و اس  ت ص  ح  ی  ح اع  داد

ب  رای ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ب  ی  ر ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر س  اخ  ت  ار ͷ  ی درون آن را ک  ن  ی  م ث  اب  ت را Ra س  اخ  ت  ار ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری

ب  ه س  اخ  ت  ار ای  ن ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در را B := (N,P(N), sN,∈) ب  خ  ش  ͬ دو س  اخ  ت  ار ھ دف ای  ن ب  ه رس  ی  دن

ت  ال  ͬ ت  اب  ع sN س  اخ  ت  ار ای  ن در ͬ ش  ود. م   خ  وان  ده ب  خ  ش  ͬ دو P(N) و N م  ج  م  وع  ه ی دو وج  ود دل  ی  ل

از ͬ ش  ون  د. م   ت  ع  ری  ف N × P(N) م  ج  م  وع  ه ی روی ت  ع  ل  ق ، ∈ راب  ط  ه و sN : N −→ N ب  ه ص  ورت

ای  ن B س  اخ  ت  ار درون Ra س  اخ  ت  ار ت  ع  ب  ی  ر ب  ا اس  ت، ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر [٢٠] ب  ن  اب  ه B س  اخ  ت  ار ک  ه آن ج  ای  ͬ

ͬ ب  اش  د. م   ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر س  اخ  ت  ار

را A ⊆ P(N) م  ج  م  وع  ه ی ٣ ف  ص  ل در ٣-٧ ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا Ra س  اخ  ت  ار ت  ع  ب  ی  ر ب  رای

A م  ج  م  وع  ه ی س  اخ  ت ب  رای ک  ن  د. ب  ازی را R م  ج  م  وع  ه ی ن  ق  ش اس  ت ق  رار پ  ای  ان ن  ام  ه ای  ن در ک  ه ͬ س  ازی  م م  

م  ج  م  وع  ه ی A م  ج  م  وع  ه ی روی از ک  رده ای  م. اس  ت  ف  اده م  س  ل  س  ل ک  س  رھ ای و ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط ھ ای از

ن  ش  ان چ  ن  ی  ن ھ م ک  ن  د. ب  ازی را N م  ج  م  وع  ه ی ن  ق  ش اس  ت ق  رار پ  ای  ان ن  ام  ه ای  ن در ک  ه ͬ س  ازی  م م   را Afin

رون  د ادام  ه ک  ردن ک  ام  ل ب  رای آن از ب  ع  د ھ س  ت  ن  د. ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر B س  اخ  ت  ار در م  ج  م  وع  ه دو ای  ن ͬ دھ ی  م م  

ای  ن ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان چ  ن  ی  ن ھ م ͬ س  ازی  م م   را T و O, Z, S, R ن  ͽ  اش  ت ھ ای B درون Ra ت  ع  ب  ی  ر

ھ س  ت  ن  د. ͅ  ری  خ  ت  ͬ ی   ن  ͽ  اش  ت ھ ا

م  ج  م  وع  ه ی ͬ ش  ود م   ت  ع  ری  ف Z : Afin −→ N ب  ه ص  ورت ک  ه Z ن  ͽ  اش  ت ب  ا ن  ͽ  اش  ت ھ ا، ای  ن ب  ی  ن در

ت  ع  ری  ف O : A −→ I ب  ه ص  ورت ک  ه O ن  ͽ  اش  ت ب  ا ھ م چ  ن  ی  ن ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ب  ی  ر B س  اخ  ت  ار درون را N



S : A −→ [۰,۱) ن  ͽ  اش  ت از اس  ت  ف  اده ب  ا ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ب  ی  ر B س  اخ  ت  ار درون را I = [۰,۱) ب  ازه ی ͬ ک  ن  ی  م م  

م  ج  م  وع  ه ھ ای ج  داگ  ان  ه ب  ه ط  ور S و Z ن  ͽ  اش  ت ھ ای ͬ دھ ی  م. م   ق  رار [۰,۱) ب  ازه ی درون را ع  دد ھ ر

درون را م  ج  م  وع  ه دو ای  ن ھ م زم  ان ب  ت  وان  ی  م ای  ن ک  ه ب  رای ͬ ک  ن  ن  د. م   ت  ع  ب  ی  ر B س  اخ  ت  ار درون را N و R

و ͬ آوری  م م   ب  ه دس  ت را (aZ(X), a(Z(X) + ۱)) ب  ازه ی ب  ا N اش  ت  راک اب  ت  دا ک  ن  ی  م ت  ع  ب  ی  ر B س  اخ  ت  ار

ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ول  ی  د را C = A × B م  ج  م  وع  ه ی و B ⊆ Afin × {۰,۱,۲} م  ج  م  وع  ه ی اش  ت  راک ای  ن ب  ا

ب  ه ص  ورت T ن  ͽ  اش  ت ب  ت  وان  ی  م آن از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  ا ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ول  ی  د را R : B −→ N ن  ͽ  اش  ت س  پ  س

س  اخ  ت  ار ش  ب  ی  ه ک  ه (R≥۰, <,+,N,Na) س  اخ  ت  ار ن  ͽ  اش  ت ای  ن ب  ا ک  ن  ی  م. ت  ول  ی  د را T : B × A −→ R≥۰

B س  اخ  ت  ار ک  ه آن ج  ا از اس  ت، ت  ع  ب  ی  رپ  ذی  ر B س  اخ  ت  ار درون ج  دی  د س  اخ  ت  ار ای  ن ͬ ش  ود . س  اخ  ت  ه م   اس  ت، Ra

ͬ ب  اش  د. م   ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر ن  ی  ز T ن  ͽ  اش  ت ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د س  اخ  ت  ار ب  ن  اب  رای  ن اس  ت ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر [٢٠] ب  ن  اب  ه

Ra س  اخ  ت  ار و ͬ ش  ود م   ت  ع  ب  ی  ر B ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر س  اخ  ت  ار درون Ra س  اخ  ت  ار a ک  ردن ف  رض ث  اب  ت ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

ت  ع  ری  ف دو ھ دف ای  ن ب  ه رس  ی  دن رون  د ادام  ه در اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر ب  اش  د م  رب  ع  ͬ و ث  اب  ت a ک  ه زم  ان  ͬ ت  ا

ͬ آوری  م. م   م  خ  ت  ص  ر ب  ه ص  ورت م  ت  ن  اھ ͬ م  اش  ی  ن و a ت  ش  خ  ی  ص پ  ذی  ر م  ج  م  وع  ه ھ ای ب  رای را زی  ر

ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر (N,+, Va) س  اخ  ت  ار در ھ رگ  اه ͬ گ  وی  ی  م م   a ت  ش  خ  ی  ص پ  ذی  ر را X ⊆ Nn م  ج  م  وع  ه ی

ب  ه را n > ۰ ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ک  ه اس  ت ت  اب  ع  ͬ Va : N \ {۰} −→ N و a ∈ N آن در ک  ه ب  اش  د،

ak | n اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر Va(n) = ak دی  ͽ  ر ع  ب  ارت  ͬ ب  ه ͬ ش  م  ارد. م   را n ک  ه ͬ ن  ͽ  ارد م   a از ت  وان  ͬ ب  زرگ  ت  ری  ن

ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه [١۵] ب  ه a ت  ش  خ  ی  ص پ  ذی  ر م  ج  م  وع  ه ھ ای درب  اره ی ب  ی  ش  ت  ر م  ط  ال  ع  ه ی ب  رای .ak+۱ ∤ n و

ت  ول  ی  د (ات  وم  ات  ون) م  ت  ن  اھ ͬ م  اش  ی  ن ͷ  ی ت  وس  ط ھ رگ  اه اس  ت a  ت  ش  خ  ی  ص پ  ذی  ر ، X م  ج  م  وع  ه ی م  ع  ادلا˟

ͷ  ی Q (۱) ش  ام  ل: ک  ه ͬ ش  ود گ  ف  ت  ه م   M = (Q,Σ, δ, q۰, F ) پ  ن  ج ت  ای  ͬ ͷ  ی ب  ه م  ت  ن  اھ ͬ م  اش  ی  ن ش  ود.

q۰ (۳) ال  ف  ب  ا، ب  ه م  وس  وم ورودی ن  م  ادھ ای از م  ت  ن  اھ ͬ م  ج  م  وع  ه ͷ  ی Σ (۲) ح  الات، از م  ت  ن  اھ ͬ م  ج  م  وع  ه

.δ : Q× Σ −→ Q ان  ت  ق  ال ت  اب  ع δ (۵) و F ⊆ Q ن  ه  ای  ͬ ح  الات م  ج  م  وع  ه ی F (۴) آغ  ازی  ن، ح  ال  ت

ح  ال  ت چ  ه ب  ه ال  ف  ب  ا ن  م  ادھ ای از ͷ  ی ھ ر ب  ا م  اش  ی  ن از ح  ال  ت ھ ر ک  ه ͬ ک  ن  د م   ب  ی  ان ت  ع  ری  ف ای  ن ک  ل در

qj ح  ال  ت ب  ه a ال  ف  ب  ای  ͬ ن  م  اد ب  ا qi ح  ال  ت ی  ع  ن  ͬ δ(qi, a) = qj م  ث  ال خ  واھ دش  د. م  ن  ت  ق  ل م  اش  ی  ن از دی  ͽ  ری

ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه [١٨] ب  ه م  ت  ن  اھ ͬ م  اش  ی  ن م  ورد در ب  ی  ش  ت  ر م  ط  ال  ع  ه ی ب  رای ͬ ش  ود. م   م  ن  ت  ف  ل

اس  ت: زی  ر ش  رح ب  ه ف  ص  ل ھ ا ت  م  ام در پ  ای  ان ن  ام  ه ھ دف ب  ه م  ا رس  ی  دن م  راح  ل

ب  وده اس  ت ن  ی  از آن ھ ا م  ف  ه  وم ب  ه پ  ای  ان ن  ام  ه ط  ول در ک  ه را م  ن  ط  ق در ت  ع  اری  ف از ت  ع  دادی (۱) ف  ص  ل در



ت  ع  ری  ف پ  ذی  ری، ت  ئ  وری، س  اخ  ت  ار، اول، م  رت  ب  ه م  ن  ط  ق ت  ع  ری  ف ج  م  ل  ه از ک  رده ای  م. ب  ی  ان م  خ  ت  ص  ر ت  وض  ی  ح  ͬ ب  ا

و ACF پ  رس  ب  رگ  ر، ج  م  ل  ه از س  اخ  ت  ار ھ ای  ͬ ب  ی  ان ب  ه ادام  ه در چ  ن  ی  ن ھ م ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری. ت  ع  ب  ی  رپ  ذی  ری،

پ  رداخ  ت  ه ای  م. RCF

ای  ن ن  وش  ت  ن ال  ͽ  وری  ت  م و اع  داد ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط اع  داد، م  س  ل  س  ل ک  س  رھ ای ب  س  ط (۲) ف  ص  ل در

ب  ه ت  وج  ه ب  ا و ͅ  ت  اس  ت، ی   ع  ددی ھ ر م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط ک  ه داده ای  م ن  ش  ان چ  ن  ی  ن ھ م آورده ای  م. را ب  س  ط ھ ا

ای  ن ک  ه از ب  ع  د آورده ای  م. را آن ب  ه م  رب  وط ت  ع  ری  ف و ق  ض  ی  ه چ  ن  د ن  ه ی  ا ب  اش  د م  ت  ن  اوب ب  س  ط ای  ن ای  ن ک  ه

ب  ی  ان ب  ه ن  م  ای  ش ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا دھ ی  م ن  م  ای  ش ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط ͷ  ی ب  ه ص  ورت را ع  دد ھ ر ت  وان  س  ت  ی  م

از را م  خ  ت  ص  ری ت  ع  ری  ف ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط ای  ن ب  ا چ  ن  ی  ن ھ م پ  رداخ  ت  ه ای  م. اع  داد ب  ی  ن ت  رت  ی  ب و ج  م  ع

آورده ای  م. م  ت  ن  اھ ͬ م  اش  ی  ن ط  ور ھ م  ی  ن و م  ج  م  وع  ه ͷ  ی ب  ودن a ت  ش  خ  ی  ص پ  ذی  ر

در را س  اخ  ت  ار ای  ن در Ra س  اخ  ت  ار ت  ع  ب  ی  ر م  راح  ل و پ  رداخ  ت  ه ای  م B س  اخ  ت  ار ت  ع  ری  ف ب  ه (۳) ف  ص  ل در

ف  رض ث  اب  ت ب  ا ͬ ک  ن  د. م   ب  ازگ  و را ف  ص  ل ای  ن در ک  ار ان  ج  ام م  راح  ل ت  م  ام ک  ه ک  رده ای  م رس  م ن  م  وداری

م  ج  م  وع  ه ھ ای چ  ن  ی  ن ھ م T و O ,Z , S ,R ن  ͽ  اش  ت ھ ای ف  ص  ل ط  ول در a م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط ک  ردن

از Afin و A م  ج  م  وع  ه ھ ای زی  ر ت  ع  ری  ف ب  ه اب  ت  دا ͬ س  ازی  م. م   را B′ و N , A ,Afin , B , C ,A′

درون را I ب  ازه ی O ن  ͽ  اش  ت ب  ا و ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد Z ن  ͽ  اش  ت ب  ا آن از ب  ع  د پ  رداخ  ت  ه ای  م. P(N) م  ج  م  وع  ه ی

را N م  ج  م  وع  ه ی ن  ق  ش Afin و R م  ج  م  وع  ه ی ن  ق  ش A ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان و ک  رده ای  م، ت  ع  ب  ی  ر B س  اخ  ت  ار

ج  م  ع و ت  رت  ی  ب Z : (Afin,≺Z ,⊕) −→ (N, <,+) ن  ͽ  اش  ت ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ث  اب  ت ب  ع  د ͬ ک  ن  ن  د. م   ب  ازی

O : (A,≺O,⊕) −→ (I,<,+۱) ن  ͽ  اش  ت ھ م  ی  ن ط  ور N و Afin م  ج  م  وع  ه ھ ای روی ش  ده ت  ع  ری  ف

ͬ ک  ن  ن  د. م   ح  ف  ظ را I ب  ازه ی و A م  ج  م  وع  ه ھ ای روی ش  ده ت  ع  ری  ف ج  م  ع و ت  رت  ی  ب

و ج  م  ع ن  ͽ  اش  ت ای  ن ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان و ͬ دھ ی  م م   ق  رار [۰,۱) ب  ازه ی درون را ع  دد ھ ر S ن  ͽ  اش  ت ب  ا

م  ج  م  م  وع  ه اش  ت  راک ای  ن از ب  ع  د ͬ ک  ن  د. م   ح  ف  ظ را [۰,۱) ب  ازه ی و A م  ج  م  وع  ه روی ش  ده ت  ع  ری  ف ت  رت  ی  ب

B ⊆ Afin×{۰,۱,۲} م  ج  م  وع  ه آن ب  ا و ͬ آوردی  م م   ب  ه دس  ت (aZ(X), (Z(X) +۱)a) ب  ازه ی ب  ا را N

س  اخ  ت  ار درون زم  ان ھ م ب  ه ط  ور را N و R م  ج  م  وع  ه ی دو ھ ر ب  ت  وان  ی  م آن ک  ه ب  رای ب  ع  د ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ری  ف را

S و Z ن  ͽ  اش  ت ھ ای ع  م  ل ھ ای زم  ان ھ م آن از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  ا ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ول  ی  د را R ن  ͽ  اش  ت ک  ن  ی  م ت  ع  ب  ی  ر B

دھ ی  م. ان  ج  ام را

ت  رت  ی  ب و ج  م  ع R : (B,≺B,⊕B) −→ (N, <,+) ن  ͽ  اش  ت ͬ ک  ن  ی  م م   ث  اب  ت ک  ار ادام  ه در



را C = B × A م  ج  م  وع  ه ک  ار پ  ای  ان در ͬ ک  ن  د. م   ح  ف  ظ را B و N م  ج  م  وع  ه ھ ای روی ش  ده ت  ع  ری  ف

و ج  م  ع T : (C,≺C ,⊕C , B
′, A′) −→ (R≥۰, <,+,N,Na) ن  ͽ  اش  ت ͬ ک  ن  ی  م م   ث  اب  ت و ͬ س  ازی  م م  

س  اخ  ت  ار T ن  ͽ  اش  ت ب  ا ن  ه  ای  ت در و ͬ ک  ن  د. م   ح  ف  ظ را R≥۰ و C م  ج  م  وع  ه ھ ای روی ش  ده ت  ع  ری  ف ت  رت  ی  ب

B در س  اخ  ت  ار ای  ن ک  ه آن ج  ای  ͬ از و ͬ ش  ود م   ت  ول  ی  د اس  ت، Ra س  اخ  ت  ار ش  ب  ی  ه ک  ه (R≥۰, C,N,Na)

ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر ن  ی  ز ج  دی  د س  اخ  ت  ار ب  ن  اب  رای  ن ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر، [٢٠] ب  ن  اب  ه ن  ی  ز B س  اخ  ت  ار و اس  ت ت  ع  ب  ی  رپ  ذی  ر

ت  ا ͬ ش  ود م   ث  اب  ت ب  ن  اب  رای  ن ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ب  ی  ر B س  اخ  ت  ار درون را Ra س  اخ  ت  ار T ن  ͽ  اش  ت ب  ا م  ا ب  ود. خ  واھ د

ͬ ب  اش  د. م   ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر Ra س  اخ  ت  ار ب  اش  د م  رب  ع  ͬ ع  دد ͷ  ی a ک  ه زم  ان  ͬ

ب  رای م  ج  ال ک  ه اس  ت ذک  ر ش  ای  ان آورده ای  م، را پ  ای  ان ن  ام  ه ب  ا م  رت  ب  ط م  ق  ال  ه چ  ن  د (۴) ف  ص  ل در

م  ف  اھ ی  م و س  اخ  ت  ارھ ا از ب  رخ  ͬ ح  ال ای  ن ب  ا ن  ب  وده اس  ت. م  ق  الات ای  ن در م  وج  ود م  ف  اھ ی  م ھ م  ه ت  ع  ری  ف

،(R, C) ،(R,+, ·, f) س  اخ  ت  ار ھ ای ج  م  ل  ه از ب  ی  ان ش  ده اس  ت. م  خ  ت  ص  ر ب  ه ط  ور ن  ی  از م  ورد ن  ͽ  اش  ت ھ ای

،f : Dn −→ R ،λa : R −→ R ن  ͽ  اش  ت ھ ای چ  ن  ی  ن ھ م .(R,Ralg,۲Z) ،(R, <,+,N, f)

.f : [a, b] −→ R



١ ف  ص  ل

پ  ی  ش ن  ی  ازھ ا

م  خ  ت  ص  ر ت  وض  ی  ح  ͬ ب  ا اس  ت ن  ی  از م  ورد ب  ع  د ف  ص  ل ھ ای ب  ی  ش  ت  ر ف  ه  م  ی  دن ب  رای ک  ه را ت  ع  اری  ف  ͬ ف  ص  ل ای  ن در

ͬ آوری  م: م  

رواب  ط (۲) ،x۱, x۲, . . . م  ت  غ  ی  ی  رھ ای (۱) اف  زودن: ب  ا م  ح  م  ولات م  ن  ط  ق ی  ا اول م  رت  ب  ه م  ن  ط  ق

گ  زاره ھ ا م  ن  ط  ق ب  ه ∀,∃ وج  ودی و ع  م  وم  ͬ س  ورھ ای (۳) ،f(x۱, . . . , x۲) ت  واب  ع و R(x۱, . . . , x۲)

در را لازم ال  ف  ب  ای ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ان  ت  خ  اب L م  ن  اس  ب زب  ان ͷ  ی اب  ت  دا اول م  رت  ب  ه م  ن  ط  ق در ͬ آی  د. م   ب  ه دس  ت

را خ  ود ن  ظ  ر م  ورد ج  م  ل  ه ی م  ن  ط  ق ادوات و L زب  ان ͅ  ان  ات ام   از اس  ت  ف  اده ب  ا س  پ  س ͬ دھ د م   ق  رار م  ا اخ  ت  ی  ار

آن در ک  ه اس  ت F ,R, C م  ج  زای م  ج  م  وع  ه ی س  ه اج  ت  م  اع اول م  رت  ب  ه ی زب  ان ͬ ن  وی  س  ی  م. م   م  ن  ط  ق زب  ان ب  ه

nf ∈ N ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͷ  ی f ∈ F ت  اب  ع  ͬ ن  م  اد ھ ر ب  رای ک  ه ت  اب  ع  ͬ ن  م  ادھ ای م  ج  م  وع  ه  را F م  ج  م  وع  ه ی

ن  م  اد ھ ر ب  رای ک  ه راب  ط  ه ای ن  م  ادھ ای م  ج  م  وع  ه را R ، ͬ گ  ی  ری  م م   ن  ظ  ر در f م  واض  ع ت  ع  داد ع  ن  وان ب  ه

را C و ͬ گ  ی  ری  م م   ن  ظ  ر در R راب  ط  ه م  واض  ع ت  ع  داد ع  ن  وان ب  ه را nR ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͷ  ی R ∈ R راب  ط  ه ی

ͬ خ  وان  ی  م. م   زب  ان ث  واب  ت م  ج  م  وع  ه

L ت  ع  ب  ی  ر ͷ  ی ی  ا L س  اخ  ت  ار ͷ  ی از م  ن  ظ  ور ب  اش  د اول م  رت  ب  ه ی زب  ان L = F ∪R ∪ C ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض

ک  ه M ن  ات  ه  ͬ م  ج  م  وع  ه ی (۱) ͬ ش  ود: م   ح  اص  ل زی  ر م  وارد آم  دن ھ م گ  رد از ک  ه M م  ان  ن  د اس  ت چ  ن  دت  ای  ͬ



٢

ب  ه ک  ه fM : Mnf −→M م  ان  ن  د ت  اب  ع  ͬ f ∈ F ھ ر ب  ه ازای (۲) ͬ ش  ود، م   گ  ف  ت  ه س  اخ  ت  ار دام  ن  ه ی  ا ج  ه  ان

آن ب  ه ک  ه RM ⊆MnR م  ان  ن  د راب  ط  ه ای R ∈ R ھ ر ب  ه ازای (۳) ͬ ش  ود، گ  ف  ت  ه م   M س  اخ  ت  ار در f ت  اب  ع آن

ب  ه ک  ه cM ∈ M م  ان  ن  د ع  ن  ص  ری c ∈ C ھ ر ب  ه ازای (۴) و ͬ ش  ود گ  ف  ت  ه م   M س  اخ  ت  ار در R راب  ط  ه ی ت  ع  ب  ی  ر

و رواب  ط ت  واب  ع، ھ م  راه ب  ه را M L  س  اخ  ت  ار ͷ  ی ͬ ش  ود. گ  ف  ت  ه م   M س  اخ  ت  ار در c ث  اب  ت ع  ن  ص  ر ت  ع  ب  ی  ر آن

ͬ دھ ی  م. م   ن  ش  ان f,R, c ∈ L آن در ک  ه M : (M, {cM, fM, RM}) ب  ه ص  ورت آن ث  واب  ت

آن گ  اه ب  اش  ن  د ت  رم x۲ و x۱ ھ رگ  اه (۱) ͬ ش  ود: م   ح  اص  ل زی  ر ب  ه ص  ورت L ف  رم  ول ھ ا م  ج  م  وع  ه ی

n راب  ط  ه ای ن  م  اد ͷ  ی R ∈ L و ب  اش  ن  د ت  رم چ  ن  د x۱, . . . , xn ھ رگ  اه (۲) اس  ت. L  ف  رم  ول ͷ  ی x۱ = x۲

¬φ آن گ  اه ب  اش  د L ف  رم  ول ͷ  ی φ ھ رگ  اه (۳) اس  ت. L  ف  رم  ول ͷ  ی R(x۱, . . . , xn) آن گ  اه ب  اش  د م  وض  ع  ͬ

اس  ت. L ف  رم  ول ͷ  ی ن  ی  ز φ ∧ ψ آن گ  اه ب  اش  ن  د L ف  رم  ول دو ψ و φ ھ رگ  اه (۴) اس  ت. L ف  رم  ول ͷ  ی ن  ی  ز

و L ف  رم  ول ͷ  ی φ ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض اس  ت. ف  رم  ول L ͷ  ی ن  ی  ز ∃xφ آن گ  اه ب  اش  د L ف  رم  ول ͷ  ی φ ھ رگ  اه (۵)

اس  ت. φ ب  رای م  دل  ͬ M س  اخ  ت  ار ͬ گ  وی  ی  م م   آن گ  اه M |= φ ھ رگ  اه ب  اش  د، L س  اخ  ت  ار ͷ  ی M

را ت  ئ  وری ای  ن ب  اش  د L ت  ئ  وری ͷ  ی T ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض ͬ گ  وی  ی  م، م   ت  ئ  وری L ج  م  لات از م  ج  م  وع  ه ھ ر ب  ه

داش  ت  ه ب  اش  د وج  ود M س  اخ  ت  ارِ ی  ع  ن  ͬ ب  اش  د م  وج  ود آن ب  رای م  دل  ͬ ھ رگ  اه ͬ خ  وان  ی  م م   ١ ارض  اش  دن  ͬ

.M |= T ͬ ن  وی  س  ی  م م   ص  ورت ای  ن در M |= φ داش  ت  ه ب  اش  ی  م φ ∈ T L ج  م  ل  ه ی ھ ر ب  رای ب  ه ط  وری ک  ه

از م  دل ھ ر در φ ھ رگ  اه T |= φ ͬ ن  وی  س  ی  م م   ب  اش  ن  د، L ج  م  ل  ه ͷ  ی φ و L ت  ئ  وری ͷ  ی T ک  ن  ی  م ف  رض

داش  ت  ه ب  اش  د. وج  ود φ ب  رای T از اث  ب  ات  ͬ ھ رگ  اه T ⊢ φ ͬ ن  وی  س  ی  م م   و ب  اش  د درس  ت T

دن  ب  ال  ه ای آی  ا ک  ه ک  ن  د ت  ع  ی  ی  ن و ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود ال  ͽ  وری  ت  م  ͬ ھ رگ  اه اس  ت ب  ازگ  ش  ت  ͬ L زب  ان ͬ گ  وی  ی  م م  

وج  ود ال  ͽ  وری  ت  م  ͬ ھ رگ  اه اس  ت ب  ازگ  ش  ت  ͬ T L ت  ئ  وری ھ م چ  ن  ی  ن اس  ت. L ف  رم  ول ِزب  ان، ن  م  ادھ ای از

ای  ن ک  ه ی  ا φ ∈ T ک  ه ͬ ک  ن  د م   م  ش  خ  ص ͬ دھ ی  م م   آن ب  ه ورودی ع  ن  وان ب  ه را φ L ج  م  ل  ه وق  ت  ͬ ک  ه داش  ت  ه ب  اش  د

ب  ه ط  ور {φ : T ⊢ φ} م  ج  م  وع  ه ی ب  اش  ن  د ب  ازگ  ش  ت  ͬ دو ھ ر T L ت  ئ  وری و L زب  ان ھ رگ  اه .φ /∈ T

آن ب  ه ورودی ع  ن  وان ب  ه را φ L ج  م  ل  ه وق  ت  ͬ ک  ه دارد وج  ود ال  ͽ  وری  ت  م  ͬ ی  ع  ن  ͬ اس  ت، ٢ ش  م  ارا ک  ارآم  د

ھ ر ب  رای ھ رگ  اه اس  ت ک  ام  ل ت  ئ  وری ͷ  ی T L ت  ئ  وری ͬ گ  وی  ی  م م   ͬ ش  ود. م   م  ت  وق  ف T ⊢ φ ھ رگ  اه ͬ دھ ی  م م  

ب  ا آن را ک  ام  ل ت  ئ  وری M L س  اخ  ت  ار ب  رای چ  ن  ی  ن ھ م .T ⊭ φ ای  ن ک  ه ی  ا T ⊨ φ داش  ت  ه ب  اش  ی  م φ L ج  م  ل  ه ی

ج  م  لات ت  م  ام ش  ام  ل م  ج  م  وع  ه ای  ن واق  ع در ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان Th(M) = {φ : |M ⊨ φ} م  ج  م  وع  ه ی

اس  ت. س  اخ  ت  ار ای  ن در درس  ت
١satisfiable
٢recursively enumerable



پ  ی  ش ن  ی  ازھ ا .١ ف  ص  ل ٣

ͬ گ  وی  ی  م م   اس  ت. س  ازگ  ار T ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در T ⊢ (φ ∧ ¬φ) ھ رگ  اه اس  ت ٣ ن  اس  ازگ  ار T ت  ئ  وری

ع  ن  وان ب  ه را φ L ج  م  ل  ه وق  ت  ͬ ک  ه داش  ت  ه ب  اش  د وج  ود ال  ͽ  وری  ت  م  ͬ ھ رگ  اه اس  ت ۴ ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر T L ت  ئ  وری

ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر M س  اخ  ت  ار ͬ گ  وی  ی  م م   چ  ن  ی  ن ھ م .T ⊭ φ ی  ا T |= φ ک  ه ک  ن  د ت  ع  ی  ی  ن ͬ دھ ی  م م   آن ب  ه ورودی

گ  ودل، ت  م  ام  ی  ت ق  ض  ی  ه ب  ن  اب  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ب  اش  د. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر Th(M) = {φ| M ⊨ φ} ھ رگ  اه اس  ت

.T ⊢ φ اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر T ⊨ φ

ͬ ک  ن  ی  م: م   ب  ی  ان T ت  ئ  وری ب  رای را زی  ر ل  م ت  م  ام  ی  ت ق  ض  ی  ه یِ از اس  ت  ف  اده ب  ا

ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر T آن گ  اه ب  اش  د، ب  ازگ  ش  ت  ͬ زب  انِ ͷ  ی در ک  ام  ل ب  ازگ  ش  ت  ̞ͬ س  ازگ  ارِ ت  ئ  وریِ ͷ  ی T ک  ن  ی  م ف  رض

اس  ت.

B = {φ : T ⊭ φ} و A = {φ : T ⊨ φ} م  ج  م  وع  ه ھ ای اس  ت ارض  اش  دن  ͬ T ک  ه آن ج  ای  ͬ از اث  ب  ات.

س  ازگ  ار T ت  ئ  وری گ  ودل ت  م  ام  ی  ت ق  ض  ی  ه ی ب  ن  اب  ه اس  ت ارض  اش  دن  ͬ T ای  ن ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ھ س  ت  ن  د. م  ج  زا

گ  ودل ت  م  ام  ی  ت ق  ض  ی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا اس  ت. L ج  م  لات ھ م  ه ی ش  ام  ل م  ج  م  وع  ه ای A ∪ B ب  ن  اب  رای  ن اس  ت

ب  ه ط  ورک  ارآم  د م  ج  م  وع  ه ی ت  ع  ری  ف ب  ا ب  ن  اب  رای  ن .B = {φ : T ⊬ φ} و A = {φ : T ⊢ φ} داری  م

م  ج  م  وع  ه ی ͷ  ی ͅ  م  ل م   اگ  ر ک  ه آن ج  ا از ھ س  ت  ن  د. ش  م  ارا ب  ه ط  ورک  ارآم  د B و A م  ج  م  وع  ه ی دو ھ ر ش  م  ارا

ب  ازگ  ش  ت  ͬ A ∪ B ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ب  ازگ  ش  ت  ͬ م  ج  م  وع  ه آن ب  اش  د، ش  م  ارا ب  ه ط  ورک  ارآم  د ش  م  ارا، ب  ه ط  ورک  ارآم  د

وج  ود ال  ͽ  وری  ت  م  ͬ ب  ن  اب  رای  ن ش  دن  د ف  رض ب  ازگ  ش  ت  ͬ L زب  ان و T ت  ئ  وری ک  ه آن ج  ا از چ  ن  ی  ن ھ م ͬ ب  اش  د. م  

T ت  ئ  وری ی  ع  ن  ͬ خ  ی  ر، ی  ا T ⊨ φ ک  ه ͬ ک  ن  د م   ت  ع  ی  ی  ن ͬ گ  ی  رد، م   ورودی ع  ن  وان ب  ه را φ L ج  م  ل  ه وق  ت  ͬ ک  ه دارد

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر

ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر ج  ه  ان از X م  ج  م  وع  ه ی زی  ر ͷ  ی ب  اش  د. M ج  ه  ان ب  ا L س  اخ  ت  ار ͷ  ی M ک  ن  ی  م ف  رض

زی  ر ای  ن ب  ت  وان ک  ه داش  ت  ه ب  اش  د وج  ود M ج  ه  ان از م  ت  غ  ی  رھ ای  ͬ ب  ا φ L ف  رم  ول اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت

ب  اش  د ح  ل  ق  ه ͷ  ی M = (R, ·,+, ۰,۱) ک  ن  ی  م ف  رض م  ث  لا́ ک  رد. ت  ع  ری  ف آن از اس  ت  ف  اده ب  ا را م  ج  م  وع  ه

از اس  ت  ف  اده ب  ا ͬ ت  وان م   را ͬ ش  ود م   ت  ع  ری  ف Y = {x ∈ R : P (x) = ۰} ب  ه ص  ورت ک  ه Y م  ج  م  وع  ه ی

در ωn · υ · · · υ︸ ︷︷ ︸
nت  ا

+ · · ·+ ω۱υ + ω۰ = ۰ ب  ه ص  ورت υ, ωi ∈M ک  ه ج  ای  ͬ φ(υ, ω۰, . . . , ωn) L ف  رم  ول

ھ رگ  اه اس  ت A ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر م  ج  م  وع  ه ای X گ  وی  ی  م ، X ⊆ M ک  ن  ی  م ف  رض ک  رد. ت  ع  ری  ف س  اخ  ت  ار ای  ن

٣inconsistent
۴decidable



۴

L ف  رم  ول ب  ه ط  وری ک  ه b ∈ Al ب  ا داش  ت  ه ب  اش  د وج  ود υ, ωi ∈ M ک  ه ج  ای  ͬ φ(υ, ω۱, . . . , ωl) L ف  رم  ول

ک  ن  د. ت  ع  ری  ف را X م  ج  م  وع  ه ی φ(υ, b)

ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر م  ج  م  وع  ه ی ͷ  ی ھ رگ  اه اس  ت Mت  ع  ب  ی  رپ  ذی  ر L س  اخ  ت  ار در N L۰ س  اخ  ت  ار ͬ گ  وی  ی  م م  

ب  ه ص  ورت X/E ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د، م  وج  ود X روی E ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر ھ م ارزی راب  ط  ه ی ͷ  ی و X ⊆Mn

اس  ت. ͅ  ری  خ  ت ی   N ب  ا ک  ه ش  ود س  اخ  ت  اری دارای ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر

L = {+, ·, ۰,۱, <} زب  ان در س  اخ  ت  ار ای  ن ت  ئ  وری ب  ͽ  ی  ری  د، ن  ظ  ر در را (Z,+, ·, ۰,۱, <) س  اخ  ت  ار

گ  ودل ن  ات  م  ام  ی  ت ق  ض  ی  ه ی دل  ی  ل ب  ه زم  ان، ھ م ب  ه ص  ورت ض  رب و ج  م  ع ع  م  ل دو وج  ود دل  ی  ل ب  ه

ب  ه ص  ورت ک  ه Pn ت  ای  ͬ n م  ح  م  ول ھ ای ب  ا ض  رب ک  ردن ج  ای  ͽ  زی  ن ب  ا ͬ ت  وان م   ول  ͬ ن  دارد س  ور ح  ذف

اس  ت ت  ق  س  ی  م پ  ذی  ر n ب  ا x ع  ن  ص  ر ک  ه اس  ت آن از ح  اک  ͬ و ͬ ش  ود م   ب  ی  ان Pn(x) = ∃y (x = y + · · ·+ y︸ ︷︷ ︸
nت  ا

)

(Z,+, ·, ۰,۱, <) از ∗L ت  ئ  وری ح  ال ک  رد. ت  ب  دی  ل L∗ = L∪{Pn : n = ۲,۳, · · · } ب  ه آن را L زب  ان ب  ه

ͬ ت  وان م   ک  ه ͬ ن  ام  ی  م. م   (Pr) ۵ پ  رس  ب  رگ  ر ح  س  اب ت  ئ  وری را ∗L ت  ئ  وری ای  ن اس  ت. س  ور ح  ذف دارای

اس  ت: ک  ام  ل ک  ه ن  وش  ت آن ب  رای را زی  ر اص  ول م  ج  م  وع  ه ی

؛ م  رت  ب آب  ل  ͬ گ  روه ھ ای اص  ول .١

۰؛ < ۱ .٢

x)؛ ≤ ۰ ∨ x ≥ ۱) ، x ھ ر ب  رای .٣

n؛ = ۲,۳, · · · ب  رای x = y + · · ·+ y︸ ︷︷ ︸
nت  ا

ک  ه y دارد وج  ود و (Pn(x)←→ x) ،x ھ ر ب  رای .۴

.
∨n−۱

i=۰ (Pn(x+ ۱ + · · ·+ ۱︸ ︷︷ ︸
iت  ا

) ∧
∧

j ̸=i ¬Pn(x+ ۱ + · · ·+ ۱︸ ︷︷ ︸
jت  ا

))، x ھ ر ب  رای .۵

اس  ت. ب  خ  ش پ  ذی  ر n ب  ر ͬ  ͅ ی   ت  ا n ھ ر از ص  ح  ی  ح اع  داد م  ج  م  وع  ه ی در ک  ه ͬ ک  ن  د م   ب  ی  ان آخ  ر اص  ل

ک  ام  ل ب  ه ط  ور م  ورد دو ھ ر ک  ه ح  ق  ی  ق  ͬ ب  س  ت  ار م  ی  دان ھ ای ت  ئ  وری و ج  ب  ری ب  س  ت  ه ی م  ی  دان ھ ای ت  ئ  وری

(R,+, ·, <) س  اخ  ت  ار ͬ ب  اش  ن  د. م   ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر و ک  ام  ل و ͬ گ  ی  رن  د م   س  ور ح  ذف ش  ده ان  د، ب  ی  ان [١٩] در

س  اخ  ت  ار چ  ن  ی  ن ھ م اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر و ک  ام  ل ت  ئ  وریِ ͷ  ی دارای پ  س اس  ت، ح  ق  ی  ق  ͬ ب  س  ت  ه ی م  ی  دان ͷ  ی

ض  رب ع  م  ل  ھ م  راه ب  ه Z م  ج  م  وع  ه ی وج  ود دل  ی  ل ب  ه س  اخ  ت  ار ای  ن ب  ͽ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را (R,+, <, ·,Z)
۵presburger arithmetic



پ  ی  ش ن  ی  ازھ ا .١ ف  ص  ل ۵

ای  ن اص  ل  ͬ ھ دف ک  ه ب  ͽ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را Ra := (R, <,+,Z,Za) س  اخ  ت  ار ح  ال ن  ی  س  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر

ب  ه Z(x) س  اخ  ت  ار ای  ن در ͬ ب  اش  د. م   B س  اخ  ت  ار درون آن ت  ع  ب  ی  ر ب  ا س  اخ  ت  ار ای  ن ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری ن  ام  ه پ  ای  ان

ب  ه ص  ورت و م  ح  دود را ض  رب س  اخ  ت  ار ای  ن در . x = na م  ع  ن  ای ب  ه aZ(x) و x ب  ودن ص  ح  ی  ح م  ع  ن  ای

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر ب  اش  د، ث  اب  ت و م  رب  ع  ͬ a ک  ه زم  ان  ͬ ت  ا س  اخ  ت  ار ای  ن و ک  رده ای  م ت  ع  ری  ف Za

ͷ  ی درون آن را ک  ن  ی  م ث  اب  ت را ش  د ت  ع  ری  ف ب  الا در ک  ه Ra س  اخ  ت  ار ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری ب  ت  وان  ی  م ای  ن ک  ه ب  رای

را B := (N,P(N), sN,∈) ب  خ  ش  ͬ دو س  اخ  ت  ار اب  ت  دا ک  ار ای  ن ب  رای ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ب  ی  ر ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر س  اخ  ت  ار

در ͬ ش  ود. م   خ  وان  ده ب  خ  ش  ͬ دو P(N) و N م  ج  م  وع  ه ی دو وج  ود دل  ی  ل ب  ه س  اخ  ت  ار ای  ن ب  ͽ  ی  ری  د ن  ظ  ر در

N× P(N) م  ج  م  وع  ه ی روی ت  ع  ل  ق ∈ راب  ط  ه و sN : N −→ N ب  ه ص  ورت ت  ال  ͬ ت  اب  ع sN س  اخ  ت  ار ای  ن

خ  واھ ی  م ک  رد، ب  ی  ان ٣ ف  ص  ل در ک  ه ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط و B س  اخ  ت  ار از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ا ͬ ش  ون  د. م   ت  ع  ری  ف

ک  ه آن ج  ای  ͬ از ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ب  ی  ر B س  اخ  ت  ار درون را R ح  ق  ی  ق  ͬ اع  داد و N ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد م  ج  م  وع  ه ھ ای

ث  اب  ت a ک  ه زم  ان  ͬ ت  ا س  اخ  ت  ار، ای  ن درون Ra س  اخ  ت  ار ت  ع  ب  ی  ر ب  ا اس  ت ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر [٢٠] ب  ن  اب  ه B س  اخ  ت  ار

خ  واھ دب  ود. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر ن  ی  ز Ra س  اخ  ت  ار ب  اش  د م  رب  ع  ͬ و



٢ ف  ص  ل

اع  دادی ن  ظ  ری  ه ی م  ق  دم  ات

را ح  ق  ی  ق  ͬ ع  دد ھ ر ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را ح  ق  ی  ق  ͬ و گ  وی  ا ع  دد چ  ن  د ١ م  س  ل  س  ل ک  س  ر اب  ت  دا ف  ص  ل ای  ن در

ج  واب ھ م  ان ک  ه ٢ ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت م  ب  ن  اھ ا ای  ن از ͬ  ͅ ی   ب  ن  وی  س  ی  م دل  خ  واه ع  دد ͷ  ی م  ب  ن  ای ب  ر ͬ ت  وان م  

ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت م  س  ل  س  ل ک  س  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا چ  ن  ی  ن ھ م اس  ت. ͬ ب  اش  د، م   (φ۲ − φ − ۱) م  ع  ادل  ه ی

م  خ  ت  ص  ر ط  ور ب  ه م  ا ف  ص  ل ای  ن در ͬ آوری  م. م   ب  ه دس  ت را ح  ق  ی  ق  ͬ و ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ٣ ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط ھ ای

ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه [٢٣] ب  ه م  س  ل  س  ل ک  س  رھ ای زم  ی  ن  ه در ب  ی  ش  ت  ر م  ط  ال  ع  ه ی ب  رای آورده ای  م را ق  ض  ای  ا و ت  ع  اری  ف

ب  اش  د. دل  خ  واه ح  ق  ی  ق  ͬ ع  دد ͷ  ی a ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض

ت  ق  ری  ب ب  ه  ت  ری  ن اس  ت q ح  داک  ث  ر آن ھ ا م  خ  رج ک  ه ک  س  رھ ای  ͬ ت  م  ام م  ی  ان از p
q
∈ Q ک  س  ر .١�٢ ت  ع  ری  ف

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه p
q
̸= p′

q′
و ۱ ≤ q′ ≤ q ب  ا p

′

q′
ک  س  ر ھ ر ب  رای ھ رگ  اه اس  ت، a ب  رای

|qa− p| < |q′a− p′|.

اس  ت. ع  دد آن خ  ود a ب  رای ت  ق  ری  ب ب  ه  ت  ری  ن ب  ͽ  ی  ری  م ن  ظ  ر در گ  وی  ا ع  دد ͷ  ی را a ھ رگ  اه

١continued fraction
٢golden ratio

٣Ostrowski representation



اع  دادی ن  ظ  ری  ه ی م  ق  دم  ات .٢ ف  ص  ل ٧

ک  ه دی  د خ  واھ ی  م ۲
۳

=
p

q
∈ Q ای  ن ک  ه ف  رض ب  ا ب  ͽ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در ۲

۳
گ  وی  ای ک  س  ر را a .٢�٢ م  ث  ال

۰ < q′ ≤ ۵ ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. ۲
۳

خ  ود ت  ق  ری  ب ب  ه  ت  ری  ن

۱
۵

۲
۵

۳
۵

۲
۳

۴
۵

۱

اس  ت. ۳
۵

ک  س  ر ۵ ب  ا ب  راب  ر دق  ی  ق  اً م  خ  رج ب  ا ۲
۳

ت  ق  ری  ب ب  ه  ت  ری  ن ح  ال ای  ن ب  ا

۱
۴

۲
۴

۲
۳

۳
۴

۱

اس  ت. ۳
۴

ک  س  ر ۴ دق  ی  ق  اً م  خ  رج ب  ا ۲
۳

ت  ق  ری  ب ب  ه  ت  ری  ن

۱
۲

۲
۳

۱

اس  ت. ۱
۲

ک  س  ر ۲ م  خ  رج ب  ا ۲
۳

ت  ق  ری  ب ب  ه  ت  ری  ن و

ب  ه  ت  ری  ن دی  د خ  واھ ی  م دھ ی  م، ق  رار |qa − p| < |q′a − p′| در ت  ع  ری  ف ط  ب  ق را م  ق  ادی  ر ت  م  ام اگ  ر

ب  ود. خ  واھ د ۳
۵

ک  س  ر ۱
۲
,
۳
۴
,
۳
۵

ک  س  رھ ای ب  ی  ن از ۲
۳

ت  ق  ری  ب

ͬ ک  ن  ی  م. م   م  ع  رف  ͬ دل  خ  واه ح  ق  ی  ق  ͬ ع  دد ͷ  ی ب  رای ت  ق  ری  ب ب  ه  ت  ری  ن ی  اف  ت  ن ب  رای روش  ͬ ادام  ه در

اس  ت: زی  ر ص  ورت ب  ه ع  ب  ارت  ͬ a ح  ق  ی  ق  ͬ ع  دد ͷ  ی ب  رای م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط ͷ  ی از م  ن  ظ  ور .٣�٢ ت  ع  ری  ف

a = a۰ +
۱

a۱ +
۱

a۲ +
۱
. . .

ͷ  ی دارای a ع  دد اگ  ر ھ س  ت  ن  د. ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ai ھ ا م  اب  ق  ͬ i > ۰ ب  رای و ص  ح  ی  ح ع  ددی a۰ آن در ک  ه

.a = [a۰; a۱, . . . , ak, . . .] ن  وی  س  ی  م: م  ͬ آن  ͽ  اه ب  اش  د، ب  الا ͅ  ل ش   ب  ه م  س  ل  س  ل ک  س  ر

ن  ح  وه ی ھ س  ت  ن  د گ  وی  ا ک  ه آن ھ ای  ͬ آورده ای  م، را ح  ق  ی  ق  ͬ ع  دد چ  ن  د م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط زی  ر م  ث  ال در

ک  رده ای  م. ب  ی  ان ف  ص  ل پ  ای  ان در ال  ͽ  وری  ت  م ͷ  ی گ  وی  اھ ا غ  ی  ر ب  رای و ن  وش  ت  ه ای  م را آن ھ ا ب  س  ط ن  وش  ت  ن

ح  ق  ی  ق  ͬ: ع  دد چ  ن  د م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط .۴�٢ م  ث  ال



٨

.١
۳
۲

= ۱ +
۱
۲

=⇒ ۳
۲

= [۱;۲].

.٢
۲
۳

= ۰ +
۱
۳
۲

= ۰ +
۱

۱ +
۱
۲

=⇒ ۲
۳

= [۰;۱,۲].

.٣

۷
۱۹

= ۰ +
۱
۱۹
۷

= ۰ +
۱

۲ +
۵
۷

= ۰ +
۱

۲ +
۱
۷
۵

= ۰ +
۱

۲ +
۱

۱ +
۲
۵

= ۰ +
۱

۲ +
۱

۱ +
۱
۵
۲

= ۰ +
۱

۲ +
۱

۱ +
۱

۲ +
۱
۲

=⇒ ۷
۱۹

= [۰;۲,۱,۲,۲].

(٣-١٠ م  ث  ال ب  ن  اب  ه آن گ  اه:( ب  اش  د. ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت φ ک  ن  ی  م ف  رض .۴

φ = ۱ +
۱

۱ +
۱

۱ +
۱
. . .

=⇒ φ = [۱;۱,۱,۱, . . .].

آن گ  اه: ب  اش  د. (
∑∞

k=۰

۱
k!
) ن  پ  ر ع  دد e ک  ن  ی  م ف  رض .۵

e = ۲+
۱

۱ +
۱

۲ +
۱

۱ +
۱

۱ +
۱

۴ +
۱
. . .

=⇒ e = [۲;۱,۲,۱,۱,۴, . . . ,۲k,۱,۱, . . .].



اع  دادی ن  ظ  ری  ه ی م  ق  دم  ات .٢ ف  ص  ل ٩

آن گ  اه: ب  اش  د. π = ۳/۱۴۱۵۹۲۶ . . . ک  ن  ی  م ف  رض .۶

π = ۳ +
۱

۷ +
۱

۱۵ +
۱

۱ +
۱

۲۹۲ +
۱
. . .

=⇒ π = [۳;۷,۱۵,۱,۲۹۲, . . .].

.٧
√

۳ = ۱ +
۱

۱ +
۱

۲ +
۱

۱ +
۱

۲ +
. . .

= [۱;۱,۲]

ک  رد. خ  واھ ی  م ب  ی  ان ͹  گ  ن اع  داد ب  رای م  س  ل  س  ل ک  س  ر آوردن ب  ه دس  ت ب  رای را روش  ͬ ف  ص  ل پ  ای  ان در

ب  ه ص  ورت k ≥ ۰ ب  رای q۰ := ۱, p۰ := a۰ و q−۱ := ۰, p−۱ := ۱ ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .۵�٢ ح  ق  ی  ق  ت

ͬ ک  ن  ی  م: م   ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را pk, qk ب  ازگ  ش  ت  ͬ
pk+۱ = ak+۱pk + pk−۱;

qk+۱ = ak+۱qk + qk−۱.

βk ک  ه βk = qka− pk ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف a− pk
qk

=
qka− pk

qk
=
βk
qk

ی  ع  ن  ͬ a از ت  ف  اض  ل k اُم  ی  ن ب  رای

ب  ازگ  ش  ت  ͬ راب  ط  ه در ،k ≥ −۱ ب  رای

βk+۱ = ak+۱βk + βk−۱

ͬ ک  ن  د. م   ص  دق

و ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف a از ھ م  ͽ  را k اُم  ی  ن را pk
qk
∈ Q ک  س  ر ،k ≥ ۱ ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .۶�٢ ت  ع  ری  ف

ͬ ن  وی  س  ی  م: م  
pk
qk

= [a۰; a۱, . . . , ak].



١٠

ص  ورت ب  ه و ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف a از ک  ام  ل ق  س  م  ت خ  ارج k اُم  ی  ن را آن ،ζk ∈ R ف  رض

ζk = [ak; ak+۱, ak+۲, . . .]

= ak +
۱
ζk+۱

.ζk > ۱ ھ س  ت  ن  د م  ث  ب  ت ak ھ ا آن ج  اک  ه از k > ۰ ب  رای و ͬ ن  وی  س  ی  م م  

ͬ ش  ود: م   م  ح  اس  ب  ه زی  ر ص  ورت ب  ه a م  ق  دار ۶-٢ ت  ع  ری  ف و ۵-٢ ح  ق  ی  ق  ت ب  ن  اب  ه

a =
pkζk+۱ + pk−۱

qkζk+۱ + qk−۱
.

k اُم  ی  ن و a م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط در ak ت  ا a۰ از را ھ م  ͽ  را k اُم  ی  ن ͬ ب  ی  ن  ی  د م   ت  ع  ری  ف۶‐٢ در ک  ه ھ م  ی  ن ط  ور

ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ری  ف a م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط آخ  ر ت  ا ak از را ق  س  م  ت خ  ارج

ھ س  ت  ن  د: زی  ر ب  ه ص  ورت βk ،qk ،pk م  ق  ادی  ر ب  اش  د φ = [۱;۱,۱, . . .] ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت ب  راب  ر a اگ  ر

k ۰ ۱ ۲ · · ·

pk ۱ ۲ ۳ · · ·

qk ۱ ۱ ۲ · · ·

βk a− ۱ a− ۲ ۲a− ۳ · · ·

ی  ع  ن  ͬ: ھ س  ت  ن  د ف  ی  ب  ون  ان  چ  ͬ دن  ب  ال  ه ی qk ھ ا ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه

۱ ۱ ۲ ۳ ۵ ۸ ۱۳ . . . .

ͬ  ͅ ی   βk ھ ا ول  ͬ ͬ ی  اب  ن  د م   اف  زای  ش ص  ع  ودی ص  ورت ب  ه وqk ھ ا pk م  ق  ادی  ر k اف  زای  ش ب  ا ک  ه ͬ ش  وی  م م   م  ت  وج  ه

ͬ ش  ون  د. م   م  ن  ف  ͬ و م  ث  ب  ت م  ی  ان در

ک  رد. ب  ی  ان βk ھ ا ب  رای زی  را ح  ق  ی  ق  ت ͬ ت  وان م   ۵-٢ ت  ع  ری  ف و ۶-٢ ح  ق  ی  ق  ت از اس  ت  ف  اده ب  ا

آن  ͽ  اه k ∈ N ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .٧�٢ ح  ق  ی  ق  ت

βk+۱ = − βk
ζk+۲

.



اع  دادی ن  ظ  ری  ه ی م  ق  دم  ات .٢ ف  ص  ل ١١

داری  م: ۶-٢ ت  ع  ری  ف ب  ن  اب  ه اث  ب  ات.

a− pk
qk

=
pkζk+۱ + pk−۱

qkζk+۱ + qk−۱
− pk
qk

(pk−۱qk − pkqk−۱ = (−۱)k)

=
(−۱)k

q۲
k (ζk+۱ +

qk−۱

qk
)

داری  م: ۶-٢ ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

βk = qka− pk =⇒
βk
qk

= a− pk
qk

=
(−۱)k

q۲
k (ζk+۱ +

qk−۱

qk
)

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت (ζk+۱ = ak+۱ +
۱
ζk+۲

) ک  ه آن ج  ا از

βk =
(−۱)k

qk(ak+۱ +
۱
ζk+۲

) + qk−۱

=
(−۱)k

(ak+۱qk + qk−۱) +
qk
ζk+۲

= ζk+۲
(−۱)k

qk+۱ζk+۲ + qk
= ζk+۲(−βk+۱) =⇒

βk+۱ = − βk
ζk+۲

ͬ ک  ن  د. م   م  ی  ل ص  ف  ر ب  ه ن  م  ای  ͬ ب  ه ط  ور βk م  ق  دار ζk > ۱ چ  ون

دارد. ͅ  ت  ا ی   م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط ͷ  ی ح  ق  ی  ق  ͬ ع  دد ھ ر .٨�٢ ح  ق  ی  ق  ت

اس  ت ب  رق  رار ak ∈ N ،k > ۰ ب  رای چ  ن  ی  ن ھ م و a۰ ∈ Z ب  ه ص  ورت ak ھ ا روی ک  ه ش  روط  ͬ ب  ا اث  ب  ات.

ͬ آی  د. م   ب  ه دس  ت ͅ  ت  ا ی   م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط ͷ  ی ح  ق  ی  ق  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای ب  ن  اب  رای  ن

ͅ  ل ش   ب  ه دوم درج  ه م  ع  ادل  ه ی ͷ  ی ج  واب ھ ر گ  اه اس  ت ۴ م  رب  ع  ͬ ͹  گ  ن ع  دد ͷ  ی a ͬ گ  وی  ی  م م  

ب  س  ط و a ب  ی  ن راب  ط  ه ی ادام  ه در ھ س  ت  ن  د. ص  ح  ی  ح ھ م  ه d و c،b ض  رای  ب ک  ه ب  اش  د ba۲ + ca + d = ۰

ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ررس  ͬ آن را م  س  ل  س  ل ک  س  ر

ب  اش  د. م  رب  ع  ͬ a اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت م  ت  ن  اوب a م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط .٩�٢ ل  م

۴quadratic irrational



١٢

از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  اش  د. [a۰; a۱, . . . , am−۱] ͅ  ل ش   ب  ه و م  ت  ن  اوب a ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض :(I) ح  ال  ت اث  ب  ات.

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ۶-٢ ت  ع  ری  ف و ۵-٢ ح  ق  ی  ق  ت

a =
pkζk+۱ + pk−۱

qkζk+۱ + qk−۱

k=۰−−→ p۰ζ۱ + p−۱

q۰ζ۱ + q−۱
=
a۰ζ۱ + ۱

ζ۱
= a۰ +

۱
ζ۰

= ζ۰

داری  م: a = ζm م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا a =
pm−۱ζm + pm−۲

qm−۱ζm + qm−۱
در ح  ال . a = ζ۰ = ζm وق  ت آن

a =
pm−۱a+ pm−۲

qm−۱a+ qm−۱
=⇒ qm−۱a

۲ + (qm−۲ − pm−۱)a− pm−۲ = ۰

ب  اش  د [a۰; a۱, . . . , an−۱, an, . . . , an+m−۱] ͅ  ل ش   ب  ه a ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض ح  ال اس  ت. م  رب  ع  ͬ a پ  س

در پ  س اس  ت ζn = ζm+n آن گ  اه

داری  م: m+ n ب  ه و n ب  ه m ان  دی  س ت  غ  ی  ی  ر دوب  ار ب  ا a =
pm−۱ζm + pm−۲

qm−۱ζm + qm−۱

a =
pn−۱ζn + pn−۲

qn−۱ζn + qn−۱
=⇒ ζn =

pn−۲ − qn−۲a

qn−۱a− pn−۱
(١)

a =
pn+m−۱ζn+m + pn+m−۲

qn+m−۱ζn+m + qn+m−۱
=⇒ ζn =

pn+m−۲ − qn+m−۲a

qn+m−۱a− pn+m−۱
(ζn = ζm+n) (٢)

داری  م: (٢) و (١) رواب  ط از

pn−۲ − qn−۲a

qn−۱a− pn−۱
=
pn+m−۲ − qn+m−۲a

qn+m−۱a− pn+m−۱

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت م  ح  اس  ب  ه ͷ  ی ب  ا

(qn−۱qn+m−۲−qn−۲qn+m−۱)a
۲+(pn−۲qn+m−۱qn−۱pn+m−۱−pn−۱qn+m−۲−pn+m−۲qn−۱)a

+ (pn−۱pn+m−۲ − pn−۲pn+m−۱) = ۰

ͬ ب  اش  د م   ص  ف  ر ب  راب  ر a۲ ض  ری  ب ن  ب  اش  د چ  ن  ی  ن ھ رگ  اه اس  ت. م  رب  ع  ͬ a ب  از ک  ه

داری  م ۶-٢ ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ال اس  ت. qn−۱qn+m−۲ = qn−۲qn+m−۱ ب  ن  اب  رای  ن

و ک  ن  د ع  اد را qn−۱ م  ق  دار ،qn+m−۱ ب  ای  د ب  ن  اب  رای  ن .(qn−۱, qn−۲) = ۱ و (qn+m−۱, qn+m−۲) = ۱

.qn+m−۲ > qn−۱ زی  را اس  ت ͅ  ن م  م   غ  ی  ر ای  ن ک  ه ک  ن  ی  د ع  اد را qn−۱qn+m−۲ م  ق  دار ،qn+m−۱ چ  ن  ی  ن ھ م

:(II) ح  ال  ت

دوم درج  ه م  ع  ادل  ه ی ح  ل ب  ا و اس  ت ba۲ + ca+ d = ۰ ͅ  ل ش   ب  ه پ  س ب  اش  د م  رب  ع  ͬ a ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض

ھ م D > ۰ و ص  ح  ی  ح ع  دد P۰ ط  ور ھ م  ی  ن ، Q۰ ̸= ۰ آن در ک  ه a =
P۰ +

√
D

Q۰
داری  م دل  ت  ا روش ب  ا
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داری  م: ۶-٢ ت  ع  ری  ف ب  ا ن  ی  س  ت. ک  ام  ل م  رب  ع چ  ن  ی  ن

a = ζ۰ = a۰ +
۱
ζ۱

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت دوم درج  ه م  ع  ادل  ه ی ح  ل ب  ا و

a =
P۰ +

√
D

Q۰

داری  م: a م  ق  دار دو ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا

ζ۱ =
۱

P۰ +
√
D

Q۰
− a۰

=
Q۰

P۰ +
√
D −Q۰a۰

× −P۰ +
√
D +Q۰a۰

−P۰ +
√
D +Q۰a۰

=

√
D − P۰ +Q۰a۰

D − (P۰ − a۰Q۰)۲
=

√
D + P۱

Q۱

ͬ آی  ن  د: م   ب  ه دس  ت زی  ر ب  ازگ  ش  ت  ͬ ب  ه ص  ورت ak ھ ا و Qk ھ ا و Pk ھ ا م  ق  ادی  ر راب  ط  ه ای  ن از ک  ه

Pk+۱ = ak+۱Qk − Pk;

Qk+۱ =
D − P ۲

k+۱

Qk

;

ak+۱ = [ζk+۱].

م  ث  ال در و م  رب  ع  ͬ a ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض اول م  ث  ال در ͬ آوری  م. م   را زی  ر م  ث  ال دو ل  م ای  ن ب  ه  ت  ر ف  ه  م ب  رای

اس  ت. م  ت  ن  اوب دوم

ص  دق φ۲ − φ − ۱ = ۰ م  ع  ادل  ه ی در ک  ه اس  ت ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت φ ک  ن  ی  د ف  رض .١ .١٠�٢ م  ث  ال

ب  ن  اب  رای  ن (φ = a) ͬ دھ ی  م م   ق  رار ͬ ک  ن  د، م  

a =
۱ + a

a
= ۱ +

۱
a

(a =
۱ + a

a
)

a = ۱ +
۱

۱ + a

a

= ۱ +
۱

۱ +
۱
a

= ۱ +
۱

۱ +
۱

۱ + a

a

= · · · = ۱ +
۱

۱ +
۱

۱ +
۱

۱ +
۱
. . .

=⇒ a = [۱;۱,۱, · · ·].
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داری  م a =
P۰ +

√
D

Q۰
ف  رم  ول از اس  ت  ف  ادی ب  ا ب  ͽ  ی  ری  د، ن  ظ  ر در را a =

√
۳۴ ع  دد .٢

ف  رم  ول ھ ای از و
√

۳۴ =
۰ +
√

۳۴
۱

Pk+۱ = ak+۱Qk − Pk;

Qk+۱ =
D − P ۲

k+۱

Qk

;

ak+۱ = [ζk+۱];

ζk+۱ =
Pk+۱ +

√
D

Qk+۱
;

ͬ آوری  م: م   ب  دس  ت زی  را م  ق  ادی  ر

k ۰ ۱ ۲ ۳ ۴

Pk ۰ ۵ ۴ ۴ ۵

Qk ۱ ۹ ۲ ۹ ۱

ج  واب و اس  ت م  ت  ن  اوب a م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط ک  ه ͬ ب  ی  ن  ی  م م   .
√

۳۴ = [۵;۱,۴,۱,۱۰] پ  س

اس  ت. ۱
۲a

۲ − ۱۷ = ۰ م  ع  ادل  ه ی

ھ س  ت  ن  د. a ھ م  ͽ  راھ ای ھ م  ان a از گ  وی  ا ت  ق  ری  ب ھ ای ب  ه  ت  ری  ن .١١�٢ ح  ق  ی  ق  ت

ت  ق  ری  ب ب  ه  ت  ری  ن pn
qn

ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض ح  ال اس  ت. a از ھ م  ͽ  رای  ͬ pk
qk

ͬ دان  ی  م م   ۶-٢ ت  ع  ری  ف ب  ن  اب  ه اث  ب  ات.

ب  اش  د. a از

در ک  ه راب  ط  ه ای از اس  ت  ف  اده ب  ا ن  ب  اش  د. ھ م  ͽ  را ت  ق  ری  ب ب  ه  ت  ری  ن و k ≤ n ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض : (I)ح  ال  ت

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت آوردی  م، ٢-٧ ح  ق  ی  ق  ت اث  ب  ات

pk
qk
− pk−۱

qk−۱
=

(−۱)k−۱

qkqk−۱
.

ب  اش  د ف  رد k ھ رگ  اه و ھ س  ت  ن  د م  ث  ب  ت qk ھ ا زی  را p۲

q۲
− p۱

q۱
=
−۱
q۲q۱

< ۰ ب  اش  د زوج k ھ رگ  اه

.p۱

q۱
− p۰

q۰
=

۱
q۱

> ۰
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ت  ق  ری  ب  ھ ای ب  اش  د ف  رد k ھ رگ  اه و a ب  ه a از ͅ  ت  ر ک  وچ   ت  ق  ری  ب ھ ای ب  اش  د زوج k ھ رگ  اه ن  ت  ی  ج  ه

ͬ ک  ن  ن  د. م   م  ی  ل a ب  ه a از ب  زرگ ت  ر

:pn
qn

<
p۰

q۰
ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض (۱)

|qna− pn| = qn|a−
pn
qn
≥ |a− pn

qn
|

a۰=
p۰

q۰
>
pn
qn−−−−−−−→ |qna− pn| > |a− a۰|

اس  ت. ͅ  ن م  م   غ  ی  ر ای  ن و

:pn
qn

>
p۱

q۱
ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض (۲)

|qna− pn| = qn|a−
pn
qn
|

a<
p۱

q۱−−−→ qn|a−
pn
qn
| > q|p۱

q۱
− pn
qn
|

≥ q|p۱qn − q۱pn
q۱qn

| ≥ qn
q۱qn

=
۱
q۱

=
۱
a۱

(∗)

|qka− pk| <
۱
qk+۱

k=۰−−→ |a− p۰

q۰
| < ۱

q۱

p۰

q۰
=a۰

−−−−→ |a− a۰| <
۱
a۱

(∗∗)

ھ س  ت  ن  د. ت  ن  اق  ض در ھ م ب  ا (**) و (*) رواب  ط ک  ه ͬ ب  ی  ن  ی  م م  

:p۰

q۰
<
pn
qn

<
p۱

q۱
ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض (۳)

اس  ت. م  ت  ف  اوت k ب  ودن ف  رد ی  ا زوج ط  ب  ق ب  ر ک  ه ب  اش  د k+۲ و k از م  رت  ب  ه ای ب  ی  ن ب  ای  د ھ م  ͽ  را ای  ن ک  ه

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ب  اش  د، زوج k ھ رگ  اه

۱
qkqk+۱

= |pk+۱

qk+۱
− pk
qk
| > |pn

qn
− pk
qk
| ≥ ۱

qnqk
=⇒ ۱

qkqk+۱
>

۱
qnqk

=⇒ qn ≥ qk+۱

|qna− pn| = qn|a−
pn
qn
| > qn|

pk+۲

qk+۲
− pn
qn
| ≥ qn

۱
qnqk+۲

=
۱
qk+۲

(٣)

|qk+۱a− pk+۱| <
۱
qk+۲

(۴)

ͬ ش  ود: م   ن  ت  ی  ج  ه (۴) و (٣) رواب  ط از

|qna− pn| >
۱
qk+۲

> |qk+۱a− pk+۱|
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و ͬ ک  ن  ی  م م   ع  م  ل ت  رت  ی  ب ھ م  ی  ن ب  ه ن  ی  ز ب  اش  د ف  رد k وق  ت  ͬ ب  رای ن  ی  س  ت. ت  ق  ری  ب ب  ه  ت  ری  ن pn
qn

ب  ن  اب  رای  ن

ن  ی  س  ت. ت  ق  ری  ب ب  ه  ت  ری  ن pn
qn

ب  از ک  ه ͬ ب  ی  ن  ی  م م  

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ب  اش  د، k < n ھ رگ  اه :(⨿) ح  ال  ت

|qka− pk| >
۱

qk + qk+۱
≥ ۱
qn−۱ + qn

داری  م: آن گ  اه |qka− pk| < |qna− pn| ھ رگ  اه ام  ا |qna− pn| <
۱
qn+۱

ح  ال  ͬ ک  ه در

|qna− pn| <
۱
qn+۱

|qka− pk| >
۱

qn−۱ + qn

|qka− pk| < |qna− pn| =⇒
۱

qn−۱ + qn
<

۱
qn+۱

=⇒ qn+۱ < qn−۱ + qn

.k = n ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ͅ  ن م  م   غ  ی  ر ای  ن ک  ه

ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا و ͬ آوری  م م   ب  ه دس  ت را ح  ق  ی  ق  ͬ و ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط ھ ای ادام  ه در

ͬ ک  ن  ی  م. م   م  ق  ای  س  ه ھ م ب  ا را اع  داد ای  ن ب  س  ط ھ ا

ب  ه ص  ورت ͅ  ت  ا ی   ب  ه ط  ور را N ͬ ت  وان م   ب  اش  د ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͷ  ی ، ،N ∈ N ھ رگ  اه .١٢�٢ ح  ق  ی  ق  ت

N =
n∑

k=۰

bk+۱qk (*)

.bk−۱ = ۰ آن گ  اه bk = ak ھ رگ  اه و b۱ < a۱, bk < ak ب  ه ط  وری ک  ه bk ∈ N ک  ه ن  وش  ت

ͬ گ  وی  ی  م. م   qk ھ ا پ  ای  ه ی ب  ر N ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط را ب  س  ط(*)

ب  ه ص  ورت ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت ف  رض ب  ا qk ھ ا م  ق  ادی  ر ک  ه ͬ دان  ی  م م   .١٣�٢ م  ث  ال

q−۱ = ۰ , q۰ = ۱ , q۱ = ۱ , q۲ = ۲ , q۳ = ۳ , q۴ = ۵ , q۵ = ۸ , q۶ = ۱۳ , · · ·

آن ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت پ  ای  ه ی ب  ر ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط ب  ن  اب  رای  ن N = ۳۱ ف  رض ح  ال ͬ ب  اش  ن  د. م  

ب  ه ص  ورت bk ھ ا م  ق  ادی  ر ک  ه ۳۱ = ۲۱ + ۱۰ = ۲۱ + ۸ + ۲ = b۸q۷ + b۶q۵ + b۳q۲ ب  ه ص  ورت

ͬ ش  ون  د. م   ۰, ۰,۱, ۰, ۰,۱, ۰,۱
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ھ س  ت  ن  د. ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت م  ب  ن  ای ب  ر آورده ای  م ف  ص  ل ای  ن م  ث  ال ھ ای در ک  ه اع  دادی ت  م  ام ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط

ک  ن  ی  م. م  ق  ای  س  ه ھ م ب  ا را آن ھ ا ͬ ت  وان  ی  م م   ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط ھ ای ن  وش  ت  ن از اس  ت  ف  اد ب  ا ح  ال

∑
k bk+۱qk ک  ن  ی  د ف  رض ب  ͽ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در N ̸=M ب  ا را ،N,M ∈ N ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد دو .١۴�٢ ح  ق  ی  ق  ت

م  اک  س  ی  م  ال و ط  ب  ی  ع  ͬ ع  ددی n ∈ N چ  ن  ی  ن ھ م ب  اش  ن  د، M و N از ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ن  م  ای  ش دو
∑

k ck+۱qk و

.bn < cn اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر M < N آن گ  اه bn ̸= cn ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د

ͬ رس  ی  م. م   ن  ت  ی  ج  ه ای  ن ب  ه اس  ت ق  ام  وس  ͬ ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد روی ت  رت  ی  ب چ  ون اث  ب  ات.

ب  ه ص  ورت: آن ھ ا ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط ب  ͽ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را ۲۰ و ۳۱ اع  داد ام  ت  ح  ان ب  رای

M = ۳۱ = ۲۱ + ۸ + ۲ =
n∑

k=۰

bk+۱qk = b۱q۰ + b۲q۱ + b۳q۲ + · · ·

b۱ = ۰, b۲ = ۰, b۳ = ۱, b۴ = ۰, ی  ع  ن  ͬ ۰, ۰,۱, ۰, ۰,۱, ۰,۱ ب  ه ص  ورت ت  رت  ی  ب ب  ه bk ھ ا م  ق  ادی  ر ک  ه

و ھ س  ت  ن  د b۵ = ۰, . . .

N = ۲۰ = ۱۳ + ۵ + ۲ =
n∑

k=۰

ck+۱qk = c۱q۰ + c۲q۱ + c۳q۲ + · · ·

c۱ = ۰, c۲ = ۰, c۳ = ۱, c۴ = ۰, ی  ع  ن  ͬ ۰, ۰,۱, ۰,۱, ۰,۱ ب  ه ص  ورت ت  رت  ی  ب ب  ه ck ھ ا م  ق  ادی  ر ک  ه

b۸ > c۸ پ  س c۸ = ۰ و b۸ = ۱ ک  ه اس  ت n = ۸ در اس  ت bn ̸= cn ک  ه ج  ای  ͬ اول  ی  ن c۵ = ۱, . . .

.M > N آن گ  اه

آن گ  اه ب  اش  د زوج n ∈ N ک  ن  ی  م ف  رض .١۵�٢ ح  ق  ی  ق  ت

−βn = an+۲βn+۱ + an+۴βn+۳ + an+۶βn+۵ + · · ·

اس  ت. −βn از ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ن  م  ای  ش

اث  ب  ات.

βn+۲ = an+۲βn+۱ + βn =⇒

−βn = an+۲βn+۱ − βn+۲
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داری  م: ب  ن  اب  رای  ن βn+۴ = an+۴βn+۳ + βn+۲ ک  ه ͬ دان  ی  م م   و

−βn = an+۲βn+۱ + an+۴βn+۳ − βn+۴

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت βn+۶ = an+۶βn+۵ + βn+۴ ک  ه آن ج  ای  ͬ از ب  از

−βn = an+۲βn+۱ + an+۴βn+۳ + an+۶βn+۵ + · · · .

ب  ه ص  ورت −βn ع  دد ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ن  م  ای  ش آن گ  اه ب  اش  د، ف  رد n ∈ N ک  ن  ی  م ف  رض .١۶�٢ ح  ق  ی  ق  ت

−βn = βn−۱ + (an+۱ − ۱)βn + an+۳βn+۲ + an+۵βn+۴ + · · ·

اس  ت.

اث  ب  ات.

βn+۱ = an+۱βn + βn−۱
−βn−−→ βn+۱ − βn = an+۱βn + βn−۱ − βn

−βn = an+۱βn + βn−۱ − βn − βn+۱

−βn = βn−۱ + (an+۱ − ۱)βn − βn+۱

داری  م: ب  ن  اب  رای  ن (βn+۳ = an+۳βn+۲ + βn+۱) ک  ه ͬ دان  ی  م م   و

−βn = βn−۱ + (an+۱ − ۱)βn + an+۳βn+۲ − βn+۳

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت (βn+۵ = an+۵βn+۴ + βn+۳) ک  ه آن ج  ای  ͬ از ب  از

−βn = βn−۱ + (an+۱ − ۱)βn + an+۳βn+۲ + an+۵βn+۴ + · · · .
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آن گ  اه − ۱
ζ۱
≤ c < ۱ − ۱

ζ۱
ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د ح  ق  ی  ق  ͬ ع  ددی c ∈ R ک  ن  ی  م ف  رض .١٧�٢ ح  ق  ی  ق  ت

ب  ه ص  ورت ͅ  ت  ا ی   ب  ه ط  ور را c ͬ ت  وان م  

c =
∞∑
k=۰

bk+۱βk

bk = ۰ چ  ن  ی  ن ھ م ،۰ ≤ bk < ak داری  م k > ۱ ب  رای ۰ ≤ b۱ < a۱ ،bk ∈ N آن در ک  ه ن  وش  ت

اس  ت. bk < ak ف  رد k ن  ام  ت  ن  اھ ͬ ت  ع  داد ب  رای و bk+۱ = ak+۱ ھ رگ  اه

ͬ گ  وی  ی  م. م   a پ  ای  ه ی ب  ر c ح  ق  ی  ق  ͬ ع  دد ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط ͷ  ی را ب  الا ب  ه ص  ورت ب  س  ط ھ ر

ک  ن  ی  م. م  ق  ای  س  ه ھ م ب  ا را ح  ق  ی  ق  ͬ اع  داد ب  س  ط ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا ͬ خ  واھ ی  م م   ح  ال

ک  ه ب  ͽ  ی  ری  د ن  ظ  ر در x ̸= y راب  ط  ه ی ب  ا x, y ∈ R ح  ق  ی  ق  ͬ ع  دد دو ،β۰ > ۰ ک  ن  ی  م ف  رض .١٨�٢ ح  ق  ی  ق  ت

م  ی  ن  ی  م  ال و ط  ب  ی  ع  ͬ ع  ددی n ∈ N ف  رض ب  اش  ن  د.
∑
bk+۱βk ،

∑
ck+۱βk ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ن  م  ای  ش دو دارای

اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر x ≤ y آن گ  اه bn+۱ ̸= cn+۱ ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د

ی  ا ب  اش  د، ف  رد n و bn+۱ > cn+۱ .١

ب  اش  د. زوج n و cn+۱ > bn+۱ .٢

داری  م: آن گ  اه bn+۱ > cn+۱ ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض :(I) ح  ال  ت اث  ب  ات.

dn+۱ = bn+۱ − cn+۱ ͬ دھ ی  م م   ق  رار ح  ال b۱ = c۱, b۲ = c۲, · · · , bn = cn

x− y = dn+۱βn + dn+۲βn+۱ + dn+۳βn+۲ · · ·

= dn+۱βn + dn+۲βn+۱ +
∞∑

k=n+۲

dk+۱βk

dn+۲ < an+۲ داری  م ٢-١٧ ح  ق  ی  ق  ت ف  رض  ی  ات از و dn+۱ > ۰ ب  ن  اب  رای  ن bn+۱ > cn+۱ ک  ه آن ج  ای  ͬ از

.−ak ≤ dk ≤ ak داری  م k ≥ ۳ ب  رای چ  ن  ی  ن ھ م

.x− y ≤ ۰ ͬ ک  ن  ی  م م   ث  اب  ت ف  رد، n ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال

م  ث  ب  ت م  ی  ان در ͬ  ͅ ی   βk ھ ا چ  ن  ی  ن ھ م βk+۱ =
−βk
ζk+۲

داری  م ٢-٧ ح  ق  ی  ق  ت از و β۰ > ۰ ک  ه آن ج  ا از

ک  ه آن ج  ا از اس  ت. βn+۱ > ۰ و βn < ۰ ب  ن  اب  رای  ن ش  د ف  رض ف  رد n چ  ن  ی  ن ھ م و ھ س  ت  ن  د، م  ن  ف  ͬ و
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داری  م م  س  ئ  ل  ه ف  رض ب  ا ط  ور ھ م  ی  ن م  ث  ب  ت، ai  ھ ا م  اب  ق  ͬ و ص  ح  ی  ح a۰ م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط در

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ١۶-٢ ازح  ق  ی  ق  ت اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ن  اب  رای  ن .dn+۱ ≤ an+۲ − ۱

−βn = βn−۱ + (an+۱ − ۱)βn + an+۳βn+۲ + · · ·

x− y = dn+۱βn + dn+۲βn+۱ + dn+۳βn+۲ + · · ·

داری  م: ب  ن  اب  رای  ن (dn+۱ ≤ an+۲ − ۱, dn+۲ < an+۲) ک  ه ͬ دان  ی  م م   و

x− y ≤ βn + (an+۲ − ۱)βn+۱ +
∑

k≥n+۳,kزوج
ak+۱βk

راس  ت ط  رف ب  ن  اب  رای  ن ھ س  ت  ن  د ب  رق  رار dn+۱ < dn+۲ < an+۲−۱ و ۰ < dn+۱ < ۱ رواب  ط ک  ه آن ج  ا از

ب  ا: اس  ت ب  راب  ر

= βn − βn+۱ + an+۲βn+۱ +
∑

k≥n+۳,kزوج
ak+۱βk

= βn − βn+۱

∑
k≥n+۲,kزوج

ak+۱βk

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ب  ن  اب  رای  ن (
∑

k≥n+۲,kزوج ak+۱βk = −βn) ͬ دان  ی  م م   چ  ن  ی  ن ھ م

= −βn+۱ < ۰ =⇒ x < y.

ͬ ک  ن  ی  م م   ث  اب  ت آن گ  اه اس  ت، ب  رق  رار cn+۱ > bn+۱ =⇒ dn+۱ < ۰ راب  ط  ه ی و زوج n ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال

dn+۱ ≤ an+۲ − ۱ ک  ه آن ج  ا از و βn+۱ < ۰ گ  اه آن  βn > ۰ ب  ن  اب  رای  ن β۰ > ۰ ک  ه آن ج  ا از .x− y > ۰

داری  م: ١۵-٢ ح  ق  ی  ق  ت از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

−βn = an+۲βn+۱ + an+۴βn+۳ + an+۶βn+۵ + · · ·

x− y = dn+۱βn + dn+۲βn+۱ + dn+۳βn+۲ · · ·

داری  م: ب  ن  اب  رای  ن (dn+۱ ≤ an+۲ − ۱, dn+۲ < an+۲) ک  ه ͬ دان  ی  م م   و

x− y ≥ βn + (an+۲ − ۱)βn+۱ +
∑

k≥n+۳,kف  رد
ak+۱βk
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ب  راب  ر راس  ت ط  رف ب  ن  اب  رای  ن ھ س  ت  ن  د ب  رق  رار dn+۱ < dn+۲ < an+۲ − ۱ و dn+۱ < ۰ رواب  ط ک  ه آن ج  ا از

ب  ا: اس  ت

= βn − βn+۱ + an+۲βn+۱ +
∑

k≥n+۳,kف  رد
ak+۱βk

= βn − βn+۱

∑
k≥n+۲,kف  رد

ak+۱βk

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ب  ن  اب  رای  ن (
∑

k≥n+۲,kف  رد ak+۱βk = −βn) ͬ دان  ی  م م   چ  ن  ی  ن ھ م

= −βn+۱ > ۰ =⇒ x > y.

داری  م. ن  ی  ز β۰ < ۰ وق  ت  ͬ ب  رای را ح  ال  ت دو ھ ر

م  ج  زا ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ن  م  ای  ش ک  دام ھ ر ک  ه ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد دو م  ج  م  وع ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ن  م  ای  ش ͬ خ  واھ ی  م م   ح  ال

c ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ب  اش  د. م  ت  ن  اوب آن م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط و م  رب  ع  ͬ a ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض آوری  م. دس  ت ب  ه را دارن  د

را
∑∗

a ع  لام  ت .
∑

a = {۰, . . . , c} ͬ دھ ی  م م   ق  رار و ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف c := maxk∈N ak ب  ه ص  ورت را

ͬ دھ ی  م. م   ق  رار
∑

a روی م  ت  ن  اھ ͬ ط  ول ب  ا ک  ل  م  ات از م  ج  م  وع  ه ای

ب  اش  د، N ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ن  م  ای  ش
∑n

k=۰ bk+۱qk ب  ه ط  وری ک  ه ب  ͽ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را N ∈ N ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد

ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ری  ف bn+۱bn · · · b۱  ک  ل  م  ه ھ ای
∑

a را ρa(N) آن گ  اه

را ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط در bk ھ ا ض  رای  ب αi ھ ر ب  رای .α = (α۱, . . . , αn) ∈ (
∑∗

a)
n ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض

ھ ر آن گ  اه ͬ دھ ی  م، ق  رارم   m ب  راب  ر را آم  ده ب  ه دس  ت bk ھ ای ای  ن از ط  ول م  اک  س  ی  م  م و ͬ آوری  م م   ب  ه دس  ت

m ب  راب  ر را آن  ط  ول αi آن ب  ه ۰ لازم ت  ع  داد ھ ر ک  ردن اض  اف  ه ب  ا را اس  ت m از ک  م  ت  ر آن ط  ول ک  ه αi

را α ۵ ھ م آم  ی  خ  ت ͬ دھ ی  م. م   ن  ش  ان ۰∗ρa(αi) ب  ا را α′
i ھ م  ه م  ج  م  وع  ه ی ͬ ن  ام  ی  م. م   α′

i را آن و ͬ ک  ن  ی  م م  

از ͷ  ی ھ ر ح  رف i اُم  ی  ن ش  ام  ل آن ح  رف i اُم  ی  ن ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف α۱ ∗ · · · ∗ αn ∈ (
∑n

a)
∗ ک  ل  م  ه ی

ͬ ب  اش  د. م   ′α ھ ا
۱, . . . , α

′
n

ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان م  ث  ال ب  ا را
∑∗

a ρα(X)و ،α′ آوردن ب  ه دس  ت م  راح  ل ادام  ه در

م  اش  ی  ن ͷ  ی از اس  ت  ف  اده ب  ا آن از ھ م آم  ی  خ  ت ھ رگ  اه ͬ گ  وی  ی  م م   a ش  ن  اخ  ت پ  ذی  ر را X ⊆ Nn م  ج  م  وع  ه ی

ب  ی  ای  د. ب  ه دس  ت ۶ م  ت  ن  اھ ͬ
۵convolution
۶finite automaton
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ͷ  ی ول  ͬ ن  ی  س  ت م  ت  ن  اھ ͬ م  اش  ی  ن و م  ج  م  وع  ه ͷ  ی ب  ودن a ت  ش  خ  ی  ص پ  ذی  ر از ک  ل  ͬ ت  ع  ری  ف م  ا ھ دف

و اگ  ر ͬ گ  وی  ی  م م   a ت  ش  خ  ی  ص پ  ذی  ر را X ⊆ Nn م  ج  م  وع  ه ی ͬ آوری  م. م   ای  ن ج  ا در را آن ھ ا از ج  زئ  ͬ ت  ع  ری  ف

ت  اب  ع  ͬ Va : N \ {۰} −→ N و a ∈ N آن در ک  ه ب  اش  د، ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر (N,+, Va) س  اخ  ت  ار در اگ  ر ت  ن  ه  ا

ع  ب  ارت  ͬ ب  ه ͬ ش  م  ارد. م   را n ک  ه ͬ ن  ͽ  ارد م   a از ت  وان  ͬ ب  زرگ  ت  ری  ن ب  ه را n > ۰ ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ک  ه اس  ت

م  ج  م  وع  ه ھ ای درب  اره ی ب  ی  ش  ت  ر م  ط  ال  ع  ه ی ب  رای .ak+۱ ∤ n و ak | n اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر Va(n) = ak دی  ͽ  ر

ک  ن  ی  د. م  راج  ع  ه [١۵] ب  ه a ت  ش  خ  ی  ص پ  ذی  ر

م  ت  ن  اھ ͬ م  اش  ی  ن ͷ  ی ت  وس  ط اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت a  ت  ش  خ  ی  ص پ  ذی  ر م  ج  م  وع  ه ای X ͬ گ  وی  ی  م م  

ک  ه ͬ ش  ود گ  ف  ت  ه م   M = (Q,Σ, δ, q۰, F ) پ  ن  ج ت  ای  ͬ ͷ  ی ب  ه م  ت  ن  اھ ͬ م  اش  ی  ن ش  ود. ت  ول  ی  د (ات  وم  ات  ون)

ورودی ن  م  ادھ ای از م  ت  ن  اھ ͬ م  ج  م  وع  ه ͷ  ی Σ (۲) ح  الات، از م  ت  ن  اھ ͬ م  ج  م  وع  ه ͷ  ی Q (۱) ش  ام  ل:

ان  ت  ق  ال ت  اب  ع δ (۵) و F ⊆ Q ن  ه  ای  ͬ ح  الات م  ج  م  وع  ه ی F (۴) آغ  ازی  ن، ح  ال  ت q۰ (۳) ال  ف  ب  ا، ب  ه م  وس  وم

ن  م  ادھ ای از ͷ  ی ھ ر ب  ا م  اش  ی  ن از ح  ال  ت ھ ر ک  ه ͬ ک  ن  د م   ب  ی  ان ت  ع  ری  ف ای  ن ک  ل در .δ : Q× Σ −→ Q

ن  م  اد ب  ا qi ح  ال  ت ی  ع  ن  ͬ δ(qi, a) = qj م  ث  ال خ  واھ دش  د. م  ن  ت  ق  ل م  اش  ی  ن از دی  ͽ  ری ح  ال  ت چ  ه ب  ه ال  ف  ب  ا

م  راج  ع  ه [١٨] ب  ه م  ت  ن  اھ ͬ م  اش  ی  ن م  ورد در ب  ی  ش  ت  ر م  ط  ال  ع  ه ی ب  رای ͬ ش  ود. م   م  ن  ت  ف  ل qj ح  ال  ت ب  ه a ال  ف  ب  ای  ͬ

ک  ن  ی  د.

چ  ن  ی  ن ھ م
∑

a = {۰,۱} و c = ۱ ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت ھ م  ان a = [۱;۱] ف  رض .١٩�٢ م  ث  ال

ͬ س  ازی  م: م   زی  ر ب  ه ص  ورت را
∑∗

a م  ج  م  وع  ه ی

∗∑
a

= {(۰,۱), (۰,۱, ۰), (۰, ۰,۱), . . .}.

ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت α bk ھ ای ض  رای  ب م  ح  اس  ب  ه ی از ب  ع  د ب  ن  اب  رای  ن α = (۷,۱۳,۲۰) ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض

ͬ آی  د: م  

α = ((۰, ۰,۱, ۰,۱), (۰, ۰, ۰, ۰, ۰, ۰,۱), (۰, ۰,۱, ۰,۱, ۰,۱)) ∈ (
∗∑
a

)n

ب  ه ص  ورت اع  داد ای  ن ͬ  ͅ اس  ت  راف  س   ب  س  ط ھ ای از ͷ  ی ھ ر در bk ھ ا ض  رای  ب ک  ه ͬ ب  ی  ن  ی  د م  

α۳ = ۲۰ = (۰, ۰,۱, ۰,۱, ۰,۱) و α۲ = ۱۳ = (۰, ۰, ۰, ۰, ۰, ۰,۱) ،α۱ = ۷ = (۰, ۰,۱, ۰,۱)

ط  ول ب  س  ط ھ ر ب  ه ۰ ک  ردن اض  اف  ه ب  ا ح  ال ͬ ش  ود. م   m = ۷ اع  داد ای  ن ط  ول ب  ی  ش  ت  ری  ن ب  ن  اب  رای  ن ͬ ب  اش  ن  د م  

ͬ ب  اش  د م   زی  ر ب  ه ص  ورت ک  دام ھ ر α′
i ن  ت  ی  ج  ه در ͬ ک  ن  ی  م م   ۷ ب  راب  ر را آن  ھ ا
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α′
۳ = (۱, ۰,۱, ۰,۱, ۰, ۰) ،α′

۲ = (۱, ۰, ۰, ۰, ۰, ۰, ۰) ،α′
۱ = (۰, ۰,۱, ۰,۱, ۰, ۰)

ب  ا: اس  ت ب  راب  ر ۰∗ρa ب  ن  اب  رای  ن

۰∗ρa(۷,۱۳,۲۰) = ((۰, ۰,۱, ۰,۱, ۰, ۰), (۱, ۰, ۰, ۰, ۰, ۰, ۰), (۱, ۰,۱, ۰,۱, ۰, ۰))

ͬ آی  د: م   ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت α ھ م آم  ی  خ  ت ح  ال

((۰,۱,۱), (۰, ۰, ۰), (۱, ۰,۱), (۰, ۰, ۰), (۱, ۰,۱), (۰, ۰, ۰), (۰, ۰, ۰))

اس  ت. a ش  ن  اخ  ت پ  ذی  ر م  ت  ن  اھ ͬ م  اش  ی  ن ͷ  ی از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه

a ش  ن  اخ  ت ،{(x, y, z) ∈ N۳ : x+ y = z} آن گ  اه ب  اش  د م  رب  ع  ͬ a ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .٢٠�٢ ح  ق  ی  ق  ت

اس  ت. پ  ذی  ر

م  اش  ی  ن ͷ  ی از اس  ت  ف  اده ب  ا و ھ س  ت  ن  د a ش  ن  اخ  ت پ  ذی  ر ͬ  ͽ  ھ م x + y و z و y و x ک  ه آن ج  ای  ͬ از اث  ب  ات.

اس  ت. a ش  ن  اخ  ت پ  ذی  ر ن  ی  ز م  ج  م  وع  ه ای  ن پ  س ͬ آی  ن  د م   ب  ه دس  ت م  ت  ن  اھ ͬ

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت را x اع  ش  اری ع  دد م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط ͬ ت  وان  ی  م م   زی  ر ال  ͽ  وری  ت  م ب  ا

x۰ = x .١

k = ۰ .٢

ak = ⌊xk⌋ .٣

خ  ات  م  ه اس  ت ص  ح  ی  ح ع  دد ͷ  ی xk اگ  ر .۴

xk+۱ =
۱

xk − ak
ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در .۵

.k = k + ۱ ب  ده ق  رار و گ  رد ب  از ۲ م  رح  ل  ه ی ب  ه .۶

B := (N,P(N), sN,∈) س  اخ  ت  ار درون را Ra := (R, <,+,Z,Za) س  اخ  ت  ار ب  ع  دی ف  ص  ل در

ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط ھ ای از اس  ت  ف  اده ب  ا و B س  اخ  ت  ار روی از را م  ج  م  وع  ه ھ ای  ͬ ک  ار ای  ن ب  رای ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ب  ی  ر
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ت  رت  ی  ب و ج  م  ع ͷ  ی ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ول  ی  د ک  ه ن  ͽ  اش  ت ھ ای  ͬ ب  ا آن از ب  ع  د ͬ س  ازی  م. م   گ  ف  ت  ه ش  د، ف  ص  ل ای  ن در ک  ه

ͬ ش  ود. م   ت  ول  ی  د Ra س  اخ  ت  ار پ  ای  ان در ن  ͽ  اش  ت ھ ا ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ری  ف م  ج  م  وع  ه ھ ا ای  ن روی

ت  ع  ب  ی  ر ب  ا م  رب  ع  ͬ ع  دد ͷ  ی a آن در ک  ه Ra س  اخ  ت  ار ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری اث  ب  ات : ب  ع  دی ف  ص  ل ک  ل  ͬ ھ دف

اس  ت. B ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر س  اخ  ت  ار درون



٣ ف  ص  ل

B در Ra ت  ع  ب  ی  ر

ͬ گ  ی  ری  م. م   ن  ظ  ر در (۱٫۵,۲) ب  ازه ی ع  ض  و و ث  اب  ت را a م  رب  ع  ͬ ع  دد ف  ص  ل ای  ن س  رت  اس  ر در

ای  ن در ب  ͽ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در L = {<,+, p(x), q(x)} زب  ان در را Ra = (R, <,+,Z,Za) س  اخ  ت  ار

(وج  ود اس  ت Za ب  رای م  ح  م  ول ͷ  ی q(x) و Z ص  ح  ی  ح اع  داد م  ج  م  وع  ه ی ب  رای م  ح  م  ول ͷ  ی p(x) زب  ان

زب  ان در را ۰ ̸= q ∈ Q آن در ک  ه Rqa = (R, <,+,Z,Zqa) س  اخ  ت  ار .(x = au ک  ه u ∈ Z دارد

اع  داد م  ج  م  وع  ه ی ب  رای م  ح  م  ول ͷ  ی p(x) زب  ان ای  ن در ب  ͽ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در L = {<,+, p(x), r(x)}

دو ای  ن .(x = aqt ک  ه t ∈ Z دارد (وج  ود ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت Zqa ب  رای م  ح  م  ول ͷ  ی r(x) و Z ص  ح  ی  ح

زی  ر: ج  م  ل  ه ی از اس  ت  ف  اده ب  ا و m,n ∈ R ب  رای q = n

m
از اس  ت  ف  اده ب  ا ت  ع  ب  ی  رن  د، ق  اب  ل ی  ͽ  دی  ͽ  ر در س  اخ  ت  ار

t ∈ Zqa ⇐⇒ ∃u ∈ Za mu = nt.

ف  رض ۱٫۵ < a < ۲ ک  ه آن  ج  ا از ب  اش  د. a م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط [a۰; a۱, . . . , an, . . .] ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض

ک  ردی  م ث  اب  ت ٣ ف  ص  ل در چ  ن  ی  ن ھ م اس  ت. a۰ = a۱ = ۱ آوردی  م ٣ ف  ص  ل در ک  ه ال  ͽ  وری  ت  م  ͬ ب  ن  اب  ه و ش  د

زی  ر ͅ  ل ش   ب  ه a ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض ب  اش  د. م  رب  ع  ͬ a اگ  ر وت  ن  ه  ا اگ  ر اس  ت م  ت  ن  اوب a م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط ک  ه

ب  اش  د:

[a۰, a۱, . . . , aξ, aξ+۱, . . . , aξ+ν ].
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م  ش  اھ ده م  س  ل  س  ل ک  س  ر در ک  ه ط  ور ھ م  ان اس  ت؛ م  ت  ن  اوب آن م  س  ل  س  ل ک  س  ر اس  ت م  رب  ع  ͬ a ک  ه آن  ج  ا از

م  اک  س  ی  م  م ͬ دھ ی  م. م   ن  ش  ان ν ب  ا را ت  ن  اوب دوره ای  ن ط  ول اس  ت، ξ + ν ت  ا ξ + ۱ از ت  ن  اوب دوره ͬ ک  ن  ی  د م  

م  ق  دار پ  س a۰ = ۱ ک  ه آن  ج  ا از ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ری  ف µ ب  ا ب  راب  ر را ͬ ش  ود م   ظ  اھ ر ک  س  ر ای  ن در ک  ه ai م  ق  دار

اس  ت؛ م  ث  ب  ت β۰ ب  ن  اب  رای  ن q۰a− p۰ = a− ۱ ب  ا اس  ت ب  راب  ر ͬ آی  د م   ب  ه دس  ت qka− pk راب  ط  ه از ک  ه β۰

ح  ق  ی  ق  ت در ک  ه [− ۱
ζ۱
,۱ − ۱

ζ۱
) ب  ازه ی ب  ن  اب  رای  ن .a = a۰ +

۱
ζ۱

= ۱ + ۱
ζ۱

داری  م ٣ ف  ص  ل از ب  ه ع  لاوه

ب  راب  ر ب  ازه ای  ن ط  ول ک  ه آن  ج  ا از و ͬ ش  ود م   [۱− a,۲− a) ب  ازه ی ب  ا م  ع  ادل ش  ده اس  ت اش  اره آن ٢-١٧ب  ه

در ح  ق  ی  ق  ͬ ع  دد ͷ  ی ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ن  م  ای  ش
∑

k bk+۱βk ھ رگ  اه ͬ دھ ی  م. م   ن  ش  ان I ب  ا را آن اس  ت ͷ  ی

و ١۶-٢ ح  ق  ی  ق  ت ھ ای ب  ن  اب  ه آن  ͽ  اه ب  اش  ن  د ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͷ  ی ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ن  م  ای  ش
∑

k bk+۱qk و I ب  ازه ی

ت  ن  ه  ای  ͬ ب  ه ت  وان  د ن  م  ͬ β۰ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط در β۰ ض  ری  ب ک  ه b۱ = ۰ داری  م ١۵-٢

qk ھ ا: ب  ه ت  وج  ه ب  ا ط  ور ھ م  ی  ن ب  اش  د. ع  ددی ھ ی  چ ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ن  م  ای  ش

q۰ = ۱, q۱ = ۱, q۲ = ۲, q۳ = ۳, . . .

ع  دد ͷ  ی ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط در ک  ه ͬ ک  ن  ی  د م   م  ش  اھ ده ب  ن  اب  رای  ن اس  ت q۰ ض  ری  ب و b۱ = ۰ ک  ه آن ج  ا از و

.q۰ ن  ه ͬ ش  ود م   ظ  اھ ر q۱ ط  ب  ی  ع  ͬ

و N ب  خ  ش دو س  اخ  ت  ار، ای  ن در ͬ دھ ی  م. م   ن  ش  ان B ب  ا را (N,P(N), sN,∈) دوب  خ  ش  ͬ س  اخ  ت  ار

ͬ ک  ن  ی  م: م   ت  ع  ری  ف N×P(N) روی راب  ط  ه ت  ع  ل  ق را ∈ و N روی ت  ال  ͬ ت  اب  ع را sN آن در دارن  د. ق  رار P(N)

.t ∈ X اگ  ر وت  ن  ه  ا اگ  ر ∈ (t,X) ͬ ن  وی  س  ی  م م  

اس  ت: زی  ر ق  ض  ی  ه ی اث  ب  ات ف  ص  ل ای  ن ھ دف

اس  ت. ت  ع  ب  ی  ر ق  اب  ل B = (N,P(N), sN,∈) س  اخ  ت  ار در Ra = (R, <,+,Z,Za) س  اخ  ت  ار .١�٣ ق  ض  ی  ه

و ج  م  ع و ت  ول  ی  د را ح  ق  ی  ق  ͬ و ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد م  ج  م  وع  ه ی B س  اخ  ت  ار در م  ا ق  ض  ی  ه ای  ن اث  ب  ات ب  رای

از را Afin و A م  ج  م  وع  ه دو اب  ت  دا ک  ار ای  ن ب  رای ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ری  ف را م  ج  م  وع  ه ھ ا ای  ن روی ت  رت  ی  ب

ک  ن  ن  د. ب  ازی را N و R ب  ه م  ش  اب  ه ن  ق  ش ت  رت  ی  ب ب  ه اس  ت ق  رار ک  ه ͬ س  ازی  م م   P(N) م  ج  م  وع  ه ی روی

ط  ور ھ م  ی  ن آورده ای  م، ٣-٧ ت  ع  ری  ف در آن را س  اخ  ت  ن ک  ه اس  ت P(N) از م  ج  م  وع  ه ای زی  ر A م  ج  م  وع  ه ی

از ن  ام  ت  ن  اھ ͬ و م  ت  ن  اھ ͬ م  ج  م  وع  ه ھ ای از ͅ  ل م  ت  ش   ک  ه اس  ت ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد از ت  وان  ͬ م  ج  م  وع  ه P(N)

زی  ر Afin م  ج  م  وع  ه ی چ  ن  ی  ن ھ م اس  ت، (X۱, . . . , Xµ) ͅ  ل ش   ب  ه ͬ ھ ای  ͬ چ  ن  دت  ای   ش  ام  ل ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد
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ط  ور ھ م  ی  ن و ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف را م  ج  م  وع  ه دو ای  ن روی ت  رت  ی  ب و ج  م  ع ب  ع  د اس  ت، A از م  ج  م  وع  ه ای

ب  ه ص  ورت را Z ن  ͽ  اش  ت ب  ع  د ھ س  ت  ن  د. ت  ع  ری  ف ق  اب  ل B در ت  رت  ی  ب و ج  م  ع ع  م  ل دو ͬ ک  ن  ی  م م   ث  اب  ت

ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ب  ی  ر B درون را N م  ج  م  وع  ه ی آن ب  ا ک  ه ͬ ک  ن  ی  م، م   م  ع  رف  ͬ Z : (Afin,≺Z ,⊕) −→ (N, <,+)

آن ب  ا ک  ه ͬ ک  ن  ی  م، م   م  ع  رف  ͬ O : (A,≺O,⊕) −→ (I,<,+۱) ب  ه ص  ورت را O ن  ͽ  اش  ت آن از ب  ع  د

ͬ ک  ن  ی  م، م   [۰,۱) ب  ازه ی ب  ه ت  ب  دی  ل را I ب  ازه ی ک  ار ادام  ه ی در ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ب  ی  ر B درون را R م  ج  م  وع  ه ی

ب  ازه ی S ن  ͽ  اش  ت م  ع  رف  ͬ ب  ا ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان آن را روی ت  رت  ی  ب و ج  م  ع ک  ردی  م م  ع  رف  ͬ را S ن  ͽ  اش  ت وق  ت  ͬ

ک  ن  ی  م. ت  ول  ی  د را R م  ج  م  وع  ه ی ͬ ت  وان  ی  م م   آن از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه ͬ ش  ود م   ت  ول  ی  د [۰,۱)

N اش  ت  راک اب  ت  دا ک  ار ای  ن ب  رای ب  س  ازی  م Za(Afin) و O(A) روی از را N ͬ خ  واھ ی  م م   ب  ع  دی گ  ام در

ͬ س  ازی  م. م   را B م  ج  م  وع  ه اش  ت  راک ای  ن ب  ا و ͬ آوری  م م   ب  ه دس  ت را (aZ(X), a(Z(X) + ۱)) ب  ازه ی ب  ا

م  ع  رف  ͬ ب  ا ب  ع  د ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان را م  ج  م  وع  ه ای  ن روی ت  رت  ی  ب و ج  م  ع س  اخ  ت  ی  م را B م  ج  م  وع  ه ی وق  ت  ͬ

و ج  م  ع ھ م  راه ب  ه B م  ج  م  وع  ه ی R ن  ͽ  اش  ت ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان و ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ول  ی  د را N م  ج  م  وع  ه ی R ن  ͽ  اش  ت

اس  ت. ای  زوم  رف  ی  س  م چ  ن  ی  ن ھ م ͬ ب  رد م   ت  رت  ی  ب و ج  م  ع و N م  ج  م  وع  ه ی ب  ه آن را روی ت  رت  ی  ب

م  ا ب  رای را S و R ن  ͽ  اش  ت ھ ای ع  م  ل زم  ان ھ م ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ول  ی  د را T ن  ͽ  اش  ت م  رح  ل  ه آخ  ری  ن در

م  ج  م  وع  ه ک  ار ای  ن ب  رای ͬ ش  ود. م   ت  ول  ی  د Ra س  اخ  ت  ار ک  ه اس  ت T ن  ͽ  اش  ت ب  ا ح  ق  ی  ق  ت در ͬ دھ د م   ان  ج  ام

C از م  ج  م  وع  ه زی  ر دو و ͬ ک  ن  ی  م م   م  ع  رف  ͬ آن را روی ت  رت  ی  ب و ج  م  ع ع  م  ل و ͬ س  ازی  م م   را C = A× B

پ  ای  ان در و ͬ ک  ن  ن  د. م   ت  ول  ی  د را Na م  ج  م  وع  ه ی دی  ͽ  ری و N م  ج  م  وع  ه ی ͬ  ͅ ی   ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ول  ی  د را

ک  رده ای  م ت  ول  ی  د ک  ه T : (C,≺C ,⊕C , B
′, A′) −→ (R≥۰, <,+,N,Na) ن  ͽ  اش  ت ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان

اس  ت. ای  زوم  رف  ی  س  م

ن  م  ودار در ک  ل  ͬ ب  ه ص  ورت را ھ دف ای  ن ب  ه رس  ی  دن رون  د اس  ت پ  ی  چ  ی  ده ب  س  ی  ار اث  ب  ات ک  ه آن ج  ای  ͬ از

ک  رد. خ  واھ ی  م ب  ررس  ͬ و ب  ی  ان ج  داگ  ان  ه ب  خ  ش ھ ای در آن را از ق  س  م  ت ھ ر ک  ه ک  رده ای  م ب  ی  ان ب  ع  د ص  ف  ح  ه  ی

C = A × B، B ⊆ Afin × {۰,۱,۲}، Afin، A م  ج  م  وع  ه ھ ای رون  د ای  ن در ک  ه ت  وج  ه

O : (A,≺O,⊕) −→ (I,<,+۱)، Z : Afin −→ N ن  ͽ  اش  ت ھ ای و B′ ⊆ C و A′ ⊆ C،

pB : B \ {(۰, ۰)} −→ B، sB : B −→ B، S : (A,≺۱,⊕۱) −→ ([۰,۱), <,+ mod ۱)،

T : (C,≺C ,⊕C , B
′, A′) −→ (R>۰, <,+,N,Na) و R : (B,≺B,⊕B) −→ (N, <,+)،

ک  رده ای  م. م  ع  رف  ͬ ت  ف  ض  ی  ل ب  ه ادام  ه در را ͷ  ی ھ ر ک  ه ͬ ش  ون  د م   س  اخ  ت  ه
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(۱)

a = [a۰; a۱, . . . , aξ, aξ+۱ . . . , aξ+ν ]

µ = max ai

(۲)

(X۱, . . . , Xµ) ∈ P(N)

A ⊆ P(N) و Afin ⊆ A

ت  ع  ری  ف٧‐٣آورده ای  م. در را A م  ج  م  وع  ه ی ت  ول  ی  د

(۳)

bk+۱ : Afin −→ N

(X۱, . . . , Xµ) 7−→


i, ; k ∈ Xiھ رگ  اه

۰ . ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در

(۴)

Z : Afin
bij−→ N

Z(X) =
∑

k∈N bk+۱(X)qk

(۵)

⊕ : Afin × Afin −→ Afin

X ⊕ Y := Z−۱(Z(X) + Z(Y ))

X ≺Z Y ←→ Z(X) < Z(Y )

O(X ⊕ Y ) = O(X) +O(Y ) mod ۱

(۶)

O : A
bij−→ I

O(X) =
∑

k∈N bk+۱(X)βk

X ≺O Y ←→ O(X) < O(Y )

آورده ای  م. ٣-٢٣ ت  ع  ری  ف در را ≺Oت  رت  ی  ب

(۷)

⊕ : A× A −→ A

(X, Y ) 7−→ O−۱(O(X) +۱ O(Y ))

+۱ : I × I −→ I

∀(c۱, c۲) ∈ I دارد dوج  ود ∈ I ب  ه ط  وری ک  ه d =

c۱ + c۲ mod ۱

(۸)

O : (A,≺O,⊕)
iso−→ (I,<,+۱)

(۹)

X, Y ∈ A⇒ X ≺۱ Y ھ رگ  اه

Y ≺O ۱ ⪯O X ,ی  ا

X, Y ≺O ۱, X ≺O Y ,ی  ا

X, Y ≻O ۱, X ≺O Y

⊕۱ : A× A −→ A

(X, Y ) 7−→ (X ⊕ Y )⊖ ۱

S : A −→ [۰,۱)

X 7−→


O(X)−O(۱) ,۱ ⪯O Xھ رگ  اه

O(X)−O(۱) + ۱, ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در

(۱۰)

S : (A,≺۱,⊕۱)
iso−→ ([۰,۱), <,+ mod ۱)

+ mod ۱ : [۰,۱)۲ −→ [۰,۱)

∀(x, y) ∈ [۰,۱) دارد zوج  ود ∈ [۰,۱) ب  ه ط  وری ک  ه

x+ y = z mod ۱
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(۱۱)

B ⊆ Afin × {۰,۱,۲} , (X, i) ∈ B ب  ه ط  وری ک  ه

۱. X = ۰ و i = ۰،

۲. X ≺O ۱ و i = {۱,۲}،

۳. ۱ ⪯O X ⪯O ۰ و i = ۱،

۴. ۰ ≺O X و i = {۰,۱}

X, Y ∈ A , r(X,Y ) ∈ {۰,۱,۲} ب  ه ط  وری ک  ه

۰ ھ رگ  اه X ≺O e⊖ Y و Y ⪯O ۰,

۲ ھ رگ  اه e⊖ Y ⪯O X و Y ≻O ۰,

۱ ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در
e := ⊖۱

(۱۲)

sB : B −→ B

Z ∈ B 7−→≺B م  اب  ع  د− ت  ال  ͬ

pB : B \ {(۰, ۰)} −→ B

Z ∈ B 7−→≺B م  اق  ب  ل− ت  ال  ͬ

⊕B : B ×B −→ B

(X, i)⊕B (Y, j) := si+j+r(X,Y )−۲((X ⊕ Y ),۱)

(X, i)≺B (Y, j)ھ رگ  اه


X = Y and i < j, ی  ا

X ≺Z Y.

(۱۳)

R : (B,≺B,⊕B)
iso−→ (N, <,+)

(X, i) 7−→ aZ(X)−O(X) + i

R(sB(X, i)) = R(X, i) + ۱

(۱۴)

T : B × A −→ R≥۰

(Z,X) 7−→ R(Z) + S(X)

(۱۵)

C := B × A

A′ ⊆ C ب  ه ط  وری ک  ه A′ := {(p۲
B(X,۱), (X ⊕

۱)) : X ∈ Afin, X ≺O ۰} ∪ {(pB(X,۱), (X ⊕

۱)) : X ∈ Afin, X ⪰O ۰}

B′ ⊆ C ب  ه ط  وری ک  ه B′ := {(Z,۱) : Z ∈ B}

(۱۶)

(Z۱, X۱), (Z۲, X۲) ∈ C

(Z۱, X۱)⊕C (Z۲, X۲)) =
(sB(Z۱ ⊕B Z۲), X۱ ⊕۱ X۲)۱⊖ھ رگ  اه X۱ ⪯۱ X۲;

(Z۱ ⊕B Z۲, X۱ ⊕۱ X۲), ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در
(Z۱, X۱) ≺C (Z۲, X۲) ھ رگ  اه Z۱ ≺B Z۲ ی  ا

(Z۱ = Z۲) و X۱ ≺۱ X۲

T : (C,≺C ,⊕C , B
′, A′)

iso−→ (R≥۰, <,+,N,Na)



٣٠ ن  م  ودار (۱) ق  س  م  ت .٣ . ١

ن  م  ودار (۱) ق  س  م  ت ٣ . ١

ν ،ξ م  ق  ادی  ر ͬ ت  وان  ی  م م   آن از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه آوردی  م را a م  ت  ن  اوب ع  دد م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط ق  س  م  ت ای  ن در

ھ س  ت  ن  د. ن  ی  از م  ورد ب  ع  دی ب  خ  ش ھ ای در م  ق  ادی  ر ای  ن ب  ه دس  ت آوری  م. را µ و

ن  م  ودار (۲) ق  س  م  ت ٣ . ٢

ب  ی  ان Afin ⊆ A م  ج  م  وع  ه ی و (X۱, . . . , Xµ) چ  ن  دت  ای  ͬ ش  ام  ل A ⊆ P(N) م  ج  م  وع  ه ی ق  س  م  ت ای  ن در

اع  داد م  ج  م  وع  ه ن  ق  ش اس  ت ق  رار A م  ج  م  وع  ه ی آورده ای  م. ۴ . ٣ ب  خ  ش در را آن ھ ا س  اخ  ت  ن و ش  ده ان  د

ͬ ک  ن  ن  د. م   ب  ازی را N ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد م  ج  م  وع  ه ن  ق  ش اس  ت ق  رار Afin چ  ن  ی  ن ھ م و R ح  ق  ی  ق  ͬ

ن  م  ودار (۳) ق  س  م  ت ٣ . ٣

ب  س  ازی  م را ھ س  ت  ن  د P(N) م  ج  م  وع  ه ھ ای زی  ر ک  ه Afin و A م  ج  م  وع  ه ھ ای ͬ خ  واھ ی  م م   ق  س  م  ت ای  ن در

پ  س: داری  م B در ب  ودن م  ت  ن  اھ ͬ و ت  رت  ی  ب و زوج ف  رد، م  ج  م  وع  ه ھ ای ت  ع  ری  ف ب  ه اح  ت  ی  اج ک  ار ای  ن ب  رای

ت  ع  ری  ف ق  اب  ل B در ب  ودن م  ت  ن  اھ ͬ ت  رت  ی  ب، ف  رد، زوج، اع  داد م  ج  م  وع  ه ھ ای ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان اب  ت  دا

ھ س  ت  ن  د.

اس  ت. ت  ع  ری  ف ق  اب  ل B در زوج اع  داد م  ج  م  وع  ه ی .٢�٣ ل  م

ͬ ش  ود: م   س  اخ  ت  ه زی  ر ف  رم  ول ب  ا ک  ه اس  ت P(N) در X ͅ  ت  ای ی   ع  ض  و زوج اع  داد م  ج  م  وع  ه ی اث  ب  ات.

۰ ∈ X ∧ ∀x ∈ N (x ∈ X ↔ sN(x) /∈ X).

اس  ت. ت  ع  ری  ف ق  اب  ل B در ف  رد اع  داد م  ج  م  وع  ه ی .٣�٣ ل  م

ͬ ش  ود: م   س  اخ  ت  ه زی  ر ف  رم  ول ب  ا ک  ه اس  ت P(N) در X ͅ  ت  ای ی   ع  ض  و ف  رد اع  داد م  ج  م  وع  ه ی اث  ب  ات.

۰ /∈ X ∧ ∀x ∈ N(x /∈ X ↔ sN(x) ∈ X).



B در RA ت  ع  ب  ی  ر .٣ ف  ص  ل ٣١

م  ج  م  وع  ه ی آن گ  اه .m,n ∈ N ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .۴�٣ ل  م

{s ∈ N : s ≡n m}

اس  ت. ت  ع  ری  ف ق  اب  ل B در

ͬ ش  ود: م   س  اخ  ت  ه زی  ر ف  رم  ول و ت  ال  ͬ ت  اب  ع از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ج  م  وع  ه ای  ن اث  ب  ات.

X ∈ P(N) ∧m ∈ X ∧ ∃t ∈ X s(s((· · · (︸ ︷︷ ︸
n

s(t) ) . . .)︸ ︷︷ ︸
n

)) ∈ X.

اس  ت. ت  ع  ری  ف ق  اب  ل B ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد در ت  رت  ی  ب .۵�٣ ل  م

ͬ ش  ود: م   ت  ع  ری  ف زی  ر ف  رم  ول ب  ا B روی m < n ت  رت  ی  ب m,n ∈ N ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض اث  ب  ات.

∃X ∈ P(N) ∧m ∈ X ∧ n /∈ X ∀t ∈ N (t /∈ X → sN(t) /∈ X).

درون ب  اش  د ت  ش  خ  ی  ص پ  ذی  ر م  ت  ن  اھ ͬ م  اش  ی  ن ͷ  ی ب  ا X ⊂ P(N) م  ج  م  وع  ه ی زی  ر ھ رگ  اه ب  ن  اب  رای  ن

اس  ت. ت  ع  ری  ف ق  اب  ل B س  اخ  ت  ار

ھ م  ه ی ش  ام  ل ک  ه W از Wfin م  ج  م  وع  ه ی زی  ر ب  اش  د، ت  ع  ری  ف ق  اب  ل B در W ⊆ P(N) ھ رگ  اه .۶�٣ ل  م

اس  ت. ت  ع  ری  ف ق  اب  ل B در ن  ی  ز اس  ت، W م  ت  ن  اھ ͬ م  ج  م  وع  ه ھ ای

چ  ن  ی  ن ھ م Wfin = {u |u ∈ W اس  ت∧ م  ت  ن  اھ ͬ u} ب  ا اس  ت ب  راب  ر Wfin ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ت  وج  ه اث  ب  ات.

اس  ت: ت  ع  ری  ف ق  اب  ل زی  ر ف  رم  ول ب  ا ب  ودن م  ت  ن  اھ ͬ

اس  ت م  ت  ن  اھ ͬ u←→ ∃y ∈ N ∀x ∈ N x < y



٣٢ ن  م  ودار (۳) ق  س  م  ت .٣ . ٣

از اس  ت  ف  اده ب  ا دو ھ ر ک  ه را I ب  ازه ی و ، N ط  ب  ی  ع  ͬ، اع  داد م  ج  م  وع  ه ی ͬ خ  واھ ی  م م   اک  ن  ون م  ا

اب  ت  دا ک  ار ای  ن ب  رای ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف B در ͬ ش  ون  د م   س  اخ  ت  ه ف  ص  ل٣ در گ  ف  ت  ه ش  ده ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط ھ ای

ب  ا ͬ س  ازی  م. م   را A از م  ج  م  وع  ه ای زی  ر Afin م  ج  م  وع  ه ی و P(N) از م  ج  م  وع  ه ای زی  ر A م  ج  م  وع  ه ی

از را I ب  ازه ی و Afin روی از را N م  ج  م  وع  ه ی س  اخ  ت خ  واھ ی  م ادام  ه در ک  ه ن  ͽ  اش  ت ھ ای  ͬ از اس  ت  ف  اده

ͬ س  ازی  م. م   A م  ج  م  وع  ه ی روی

ن  ظ  ر در [a۰, a۱, . . . , aξ, aξ+۱, . . . , aξ+ν ] ص  ورت ب  ه را a م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط زی  ر ت  ع  ری  ف ب  رای

ب  ͽ  ی  ری  د.

ص  ورت ب  ه را (X۱, . . . , Xµ) ∈ P(N)µ ͬ ھ ای چ  ن  دت  ای   ش  ام  ل A ⊆ P(N)µ م  ج  م  وع  ه ی .٧�٣ ت  ع  ری  ف

ͬ س  ازی  م: م   زی  ر

i ≥ a۱ − ۱ ب  رای ۰ /∈ Xi .١

ق  ب  ل  ͬ م  ج  م  وع  ه ھ ای در دارد ͅ  ان ام   و ن  دارد وج  ود م  ط  م  ئ  ن  اً ب  ع  د ب  ه Xa۱−۱ م  ج  م  وع  ه ی در ۰ ع  ن  ص  ر

ن  ه. ی  ا داش  ت  ه ب  اش  د وج  ود

j ̸= i ب  رای n /∈ Xj آن گ  اه n ∈ Xi ھ رگ  اه .٢

ن  دارن  د. م  ش  ت  رک ع  ض  و Xj و Xi م  ج  م  وع  ه ھ ای

م  ج  م  وع  ه ی درون n ع  ن  ص  ر i > an+۱ ھ ر ب  رای و {۱, . . . , ξ} م  ج  م  وع  ه ی درون n ھ ر ب  رای .٣

ͬ ن  وی  س  ی  م: م   زی  ر ب  ه ص  ورت آن را و ن  ی  س  ت Xi

(∀n ∈ {۱, . . . , ξ} ∀ i > an+۱) → n /∈ Xi

درون n ع  ن  ص  ر ح  ت  م ط  ور ب  ه ب  اش  د {۱, . . . , ξ} م  ج  م  وع  ه ی ع  ض  و n ھ رگ  اه ک  ل  ͬ ط  ور ب  ه

ن  ه. ی  ا داش  ت  ه ب  اش  د وج  ود دارد ͅ  ان ام   ق  ب  ل  ͬ م  ج  م  وع  ه ھ ای در و ن  دارد وج  ود ب  ع  د ب  ه Xi م  ج  م  وع  ه ی

م  ج  م  وع  ه ی درون n ع  ن  ص  ر l ∈ {۱, . . . , ν} ب  رای i > aξ+l و n+۱ ≡ν ξ+ l ،n ≥ ξ ھ رگ  اه .۴

ͬ ن  وی  س  ی  م: م   زی  ر ب  ه ص  ورت آن را و ن  ی  س  ت Xi

(∀n ⩾ ξ (n+ ۱ = ξ + l mod ν, l ∈ {۱, . . . , ν} ⇒ ∀i > aξ+l) =⇒ n /∈ Xi)



B در RA ت  ع  ب  ی  ر .٣ ف  ص  ل ٣٣

ب  ه n ش  د، l ب  راب  ر ν ب  ر ξ و n + ۱ ت  ق  س  ی  م اخ  ت  لاف و ب  اش  د ξ از ب  زرگ  ت  ر n ھ رگ  اه ک  ل  ͬ ط  ور ب  ه

وج  ود دارد ͅ  ان ام   ق  ب  ل  ͬ م  ج  م  وع  ه ھ ای در و ن  دارد وج  ود ب  ع  د ب  ه Xi م  ج  م  وع  ه ی درون ح  ت  م ط  ور

ن  ه. ی  ا داش  ت  ه ب  اش  د

n+۱ ≡ν ξ+ l ھ رگ  اه ک  ه دارد وج  ود آن از ب  زرگ  ت  ر و زوج nِ ع  دد ͷ  ی m ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ب  رای .۵

زی  ر ب  ه ص  ورت را آن و ن  دارد وج  ود Xaξ+l
م  ج  م  وع  ه ی درون n آن گ  اه l ∈ {۱, . . . , ν} و

ͬ ن  وی  س  ی  م: م  

(∀m ϵN (∃nزوج ≥ m ∃ l ϵ {۱, . . . , ν}) =⇒ n /∈ Xaξ+l
∧ n+۱ = ξ+l mod ν)

درون ک  ه دارد وج  ود آن از ب  زرگ  ت  ر زوج n ع  ن  ص  ر ͷ  ی ب  ͽ  ی  ری  م ن  ظ  ر در ک  ه ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر

ب  اش  د. l ب  راب  ر ν ب  ر ξ و n+ ۱ ت  ق  س  ی  م اخ  ت  لاف ب  ه ط  وری ک  ه ن  دارد وج  ود Xaξ+l
م  ج  م  وع  ه ی

ͬ آوری  م. م   م  ث  ال دو A م  ج  م  وع  ه ی س  اخ  ت  ن ف  ه  م  ی  دن ب  ه  ت  ر ب  رای

،µ = ۱ ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. a = [۱;۱] ب  س  ط ب  ا ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت م  رب  ع  ͬ ع  دد a ک  ن  ی  د ف  رض .٨�٣ م  ث  ال

ک  ه داری  م X م  ج  م  وع  ه ی ͷ  ی ͬ ک  ن  ی  م م   اج  را را ب  الا ت  ع  ری  ف ک  ه ھ ن  ͽ  ام  ͬ .l = {۱} و ν = ۱ ،ξ = ۰

.X = {۱,۲,۳, . . .} ی  ع  ن  ͬ ͬ ب  اش  د م   ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ھ م  ه ی ش  ام  ل

.l = {۱,۲} و ν = ۲ ،ξ = ۰ ،µ = ۲ ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د a =
√

۳ = [۱;۱,۲] ک  ن  ی  د ف  رض .٩�٣ م  ث  ال

ت  ع  ری  ف ک  ه ھ ن  ͽ  ام  ͬ ͬ ب  اش  د، م   X = (X۱, X۲) ب  ه ص  ورت دوت  ای  ͬ ͷ  ی ش  ام  ل X م  ج  م  وع  ه ی ب  ن  اب  رای  ن

X۲ = {۲,۴,۶, . . .} و X۱ = {۱,۳,۵, . . .} ب  ه ص  ورت ͬ ک  ن  ی  م م   اج  را را A م  ج  م  وع  ه ی س  اخ  ت  ن

ͬ ب  اش  ن  د. م  

ک  ه ن  ه  ش  ت  ͬ ھ م و ت  رت  ی  ب ج  م  ع، ع  م  ل ھ ای از ͬ ک  ن  ی  د م   م  ش  اھ ده ٣-٧ ت  ع  ری  ف در ک  ه ط  ور ھ م  ان

۶-٣ ت  ا ٣-٢ ل  م ھ ای ب  ه اس  ت  ن  اد ب  ا ب  ن  اب  رای  ن ش  ده اس  ت، اس  ت  ف  اده ت  ع  ری  ف  ن  د ق  اب  ل B س  اخ  ت  ار درون ھ م  ه

زی  ر Afin ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف اس  ت. ت  ع  ری  ف ق  اب  ل B در ب  الا ت  ع  ری  ف در ش  ده س  اخ  ت  ه A م  ج  م  وع  ه ی

ͷ  ی Xi ھ ر چ  ن  دت  ای  ͬ ای  ن درون و اس  ت، (X۱, . . . , Xµ) ͬ ھ ای چ  ن  د ت  ای   ھ م  ه ش  ام  ل و A از م  ج  م  وع  ه ای

ب  ا و اس  ت ت  ع  ری  ف ق  اب  ل B در Afin م  ج  م  وع  ه ی ب  اش  د. µ ت  ا ۱ ب  ی  ن i وق  ت  ͬ اس  ت م  ج  م  وع  ه م  ت  ن  اھ ͬ



٣۴ ن  م  ودار (۴) ق  س  م  ت .۴ . ٣

ͷ  ی ب  ا Xi ھ ر ب  ه ع  لاوه ک  رد، ت  ع  ری  ف ن  ی  ز B در را Afin ب  ودن م  ت  ن  اھ ͬ ͬ ت  وان م   ۶-٣ ل  م از اس  ت  ف  اده

اس  ت. ش  ن  اخ  ت پ  ذی  ر م  ت  ن  اھ ͬ م  اش  ی  ن

ͬ ب  رد. م   N در ع  ن  ص  ری ب  ه را Afin ع  ض  و ھ ر ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف را ن  ͽ  اش  ت  ͬ ب  ع  دی ت  ع  ری  ف در

ب  ه ͬ ب  رد م   را (X۱, . . . , Xµ) ک  ه اس  ت ن  ͽ  اش  ت  ͬ bk+۱ : Afin −→ N ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .١٠�٣ ت  ع  ری  ف
i, k ∈ Xi; ھ رگ  اه

۰, ص  ورت. ای  ن غ  ی  ر در

ͬ آی  د: م   ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت ۲۶ ع  دد م  ت  ن  اظ  ر م  ج  م  وع  ه ی .١١�٣ م  ث  ال

۲۶ = ۲۱ + ۵ = q۷ + q۴ = ۰q۱ + ۰q۲ + ۰q۳ + ۱q۴ + ۰q۵ + ۰q۶ + ۱q۷

=⇒ bk+۱


b۵ = ۱ −→ k = ۴

b۸ = ۱ −→ k = ۷

X(۲۶) = {۷,۴}.

ͬ آی  ن  د: م   ب  ه دس  ت زی  ر ص  ورت ب  ه
√

۳ ب  س  ط از qk ھ ا م  ق  ادی  ر .١٢�٣ م  ث  ال

۱ ۳ ۴ ۱۱ ۱۵ ۴۱ . . .

ͬ آی  د: م   ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت ۳۳ ع  دد م  ت  ن  اظ  ر م  ج  م  وع  ه ی

۳۳ = ۲× ۱۵ + ۳ = ۲q۵ + q۲ = ۰q۱ + ۱q۲ + ۰q۳ + ۰q۴ + ۲q۵

=⇒ bk+۱


b۳ = ۱ −→ k = ۲

b۶ = ۲ −→ k = ۵

X(۳۳) = ({۵}, {۲}).

ن  م  ودار (۴) ق  س  م  ت ۴ . ٣

N و Afin ب  ی  ن را Z ن  ͽ  اش  ت م  ا ق  س  م  ت ای  ن در ͬ ک  ن  د، م   ب  ازی را N ن  ق  ش Afin گ  ف  ت  ی  م ک  ه ط  ور ھ م  ان

ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ری  ف



B در RA ت  ع  ب  ی  ر .٣ ف  ص  ل ٣۵

ͬ ک  ن  ی  م: م   ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را Z(X) ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ، X ∈ Afin ب  رای

Z(X) =
∑
k∈N

bk+۱(X)qk.

٣ ف  ص  ل در ۵-٢ ح  ق  ی  ق  ت از ک  ه qk ھ ا پ  ای  ه ی ب  ر X ع  دد ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ض  رای  ب bk+۱ ھ ا ب  س  ط ای  ن در

ͬ آی  ن  د. م   ب  ه دس  ت

ھ س  ت  ن  د. ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط پ  ای  ه ی ب  ر ͬ آوری  م م   ف  ص  ل ادام  ه در ک  ه م  ث  ال ھ ای  ͬ ت  م  ام  ͬ

ب  ا ب  راب  راس  ت {۷,۳} م  ج  م  وع  ه ی ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ع  دد .١٣�٣ م  ث  ال

Z({۷,۳}) = q۷ + q۳ = ۲۴.

ھ ر Z(X) ت  ع  ری  ف ب  ا و ͬ ش  ود م   ب  رده ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͷ  ی ب  ه X م  ج  م  وع  ه ی ھ ر ٣-١٠ ت  ع  ری  ف ب  ا

ن  ͽ  اش  ت ͅ  ت  اس  ت ی   ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط ھ ر ک  ه آن ج  ا از دارد. ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط ͷ  ی ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد

ͬ دھ ی  م. م   ن  ش  ان Z−۱ ب  ا آن را و دارد ͅ  وس م  ع   ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، دوس  وئ  ͬ Z : Afin −→ N

ن  م  ودار (۵) ق  س  م  ت ۵ . ٣

ع  م  ل دو ای  ن ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان و ک  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف Afin م  ج  م  وع  ه ی روی را ت  رت  ی  ب و ج  م  ع ق  س  م  ت ای  ن در

ھ س  ت  ن  د. ت  ع  ری  ف ق  اب  ل B در

ͬ ک  ن  ی  م: م   ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را ⊕ ع  م  ل Afin روی .١۴�٣ ت  ع  ری  ف

⊕ : Afin × Afin −→ Afin

⊕ (X,Y ) 7−→ X ⊕ Y := Z−۱(Z(X) + Z(Y )).

اس  ت: زی  ر ص  ورت ب  ه Afin م  ج  م  وع  ه ی در ج  م  ع ت  ع  ری  ف .١۵�٣ م  ث  ال

{۷,۳} ⊕ {۷,۴} = {۳,۴,۷,۷} = {۳,۴,۵,۸} = {۳,۶,۸}

ͬ گ  وی  د م   ک  ه ک  رده ای  م اس  ت  ف  اده ف  ی  ب  ون  ان  چ  ͬ دن  ب  ال  ه ی ج  ال  ب ͅ  ت  ه ی ن   دو از م  ث  ال ای  ن در

Fn + Fn+۱ = Fn+۲ ،Fn + Fn = Fn−۲ + Fn+۱

Z−۱(Z({۷,۳}) + Z({۷,۴})) = Z−۱(۲۴ + ۲۶) = Z−۱(۵۰) = {۳,۶,۸}.



٣۶ ن  م  ودار (۵) ق  س  م  ت .۵ . ٣

اس  ت. ت  ع  ری  ف ق  اب  ل B در ⊕ ت  اب  ع .١۶�٣ ل  م

م  ت  ن  اھ ͬ م  اش  ی  ن ͷ  ی ب  ا ج  م  ع ع  م  ل ک  ه دادی  م ن  ش  ان ٢-٢٠ ح  ق  ی  ق  ت در ٣ ف  ص  ل در م  ا اث  ب  ات.

اس  ت. ت  ع  ری  ف ق  اب  ل B در ب  ن  اب  رای  ن اس  ت ش  ن  اخ  ت پ  ذی  ر

ͬ گ  ی  ری  م: م   ن  ظ  ر در را ق  ام  وس  ͬ ت  رت  ی  ب Afin روی

ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ب  زرگ  ت  ری  ن k ∈ N ک  ن  ی  م ف  رض . X ̸= Y و X, Y ∈ Afin ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .١٧�٣ ت  ع  ری  ف

.bk+۱(X) < bk+۱(Y ) ھ رگ  اه X ≺Z Y ͬ گ  وی  ی  م م   .bk+۱(X) ̸= bk+۱(Y ) ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د

ب  رق  رار {۷,۳} ≺Z {۷,۴} ت  رت  ی  ب ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، ق  ام  وس  ͬ م  ج  م  وع  ه ھ ا ای  ن روی ت  رت  ی  ب .١٨�٣ م  ث  ال

اس  ت. ۲۴ = Z({۷,۳}) < Z({۷,۴}) = ۲۶ ک  ه ͬ ک  ن  ی  د م   م  لاح  ظ  ه و اس  ت

.Z(X) < Z(Y ) اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر X ≺Z Y آن  ͽ  اه .X,Y ∈ Afin ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .١٩�٣ ل  م

داری  م ٣-١٧ ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا اث  ب  ات.

X ≺Z Y ⇐⇒ bk+۱(X) < bk+۱(Y ) (۱)

داری  م: زی  را راب  ط  ه ی ۴ . ٣ ب  خ  ش در Z(X) ت  ع  ری  ف ب  ا چ  ن  ی  ن ∑ھ م
k∈N

bk+۱(X) <
∑
k∈N

bk+۱(Y )⇐⇒ Z(X) < Z(Y ). (۲)

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت (۲) و (۱) راب  ط  ه ھ ای از ب  ن  اب  رای  ن

X ≺Z Y ←→ Z(X) < Z(Y ).

و ٣-١٠ ت  ع  اری  ف ب  ن  اب  ه ح  ال ک  ردی  م م  ع  رف  ͬ را Z : Afin −→ N ن  ͽ  اش  ت ۴ . ٣ ب  خ  ش در م  ا

اس  ت: ͅ  ری  خ  ت ی   ͬ ش  ود م   ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت ک  ه Z ش  ده ی ک  ام  ل ٣-١٩ن  ͽ  اش  ت ل  م و ١۴-٣

Z : (Afin,≺Z ,⊕) −→ (N, <,+).

ب  ه را A م  ج  م  وع  ه ی ن  ͽ  اش  ت ͷ  ی از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ا ادام  ه در ک  ردی  م. ت  ع  ب  ی  ر را (N,+, <) م  ا ای  ن ج  ا ت  ا

(R,+, <) ب  ت  وان  ی  م ت  ا ͬ ک  ن  ی  م، م   ت  ع  ری  ف را A روی ت  رت  ی  ب و ج  م  ع اب  ت  دا ک  ار ای  ن ب  رای ͬ ب  ری  م. م   I ب  ازه ی

ک  ن  ی  م. ت  ع  ب  ی  ر را



B در RA ت  ع  ب  ی  ر .٣ ف  ص  ل ٣٧

ن  م  ودار (۶) ق  س  م  ت ۶ . ٣

و A ب  ی  ن را O ن  ͽ  اش  ت ͬ خ  واھ ی  م م   ق  س  م  ت ای  ن در ͬ ک  ن  د، م   ب  ازی را R ن  ق  ش A گ  ف  ت  ی  م ک  ه ط  ور ھ م  ان

ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف I ب  ازه ی

ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه I ب  ازه ی در را O(X) ح  ق  ی  ق  ͬ ع  دد X ∈ A ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .٢٠�٣ ت  ع  ری  ف

ͬ ک  ن  ی  م: م  

O(X) =
∑
k∈N

bk+۱(X)βk.

ھ س  ت  ن  د ض  رای  ب  ͬ βk ھ ا و a م  رب  ع  ͬ ع  دد پ  ای  ه ی ب  ر X ع  دد ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ض  رای  ب bk+۱ ھ ا ب  س  ط ای  ن در

ͬ آی  ن  د. م   ب  ه دس  ت ٣ ف  ص  ل در ۵-٢ ح  ق  ی  ق  ت از ک  ه

ب  ن  اب  رای  ن اس  ت دوس  وئ  ͬ O : A −→ I ن  ͽ  اش  ت ͅ  ت  اس  ت ی   ع  دد ھ ر ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط ک  ه آن ج  ای  ͬ از

ͬ دھ ی  م. م   ن  ش  ان O−۱ ب  ا آن را و دارد ͅ  وس م  ع   O

،٣-٢٢ ل  م اث  ب  ات چ  ن  ی  ن ھ م ک  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف A م  ج  م  وع  ه ی روی را ج  م  ع ب  ت  وان  ی  م ک  ه ای  ن ب  رای ح  ال

ͬ آوری  م. م   را زی  ر ل  م اب  ت  دا

.aZ(X)−O(X) ∈ N آن  ͽ  اه ب  اش  د، X ∈ Afin ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .٢١�٣ ل  م

اث  ب  ات.

aZ(X)−O(X) =
n∑

k=۰

bk+۱(X)aqk −
n∑

k=۰

bk+۱(X)βk

ب  ن  اب  رای  ن: k≥۱ ب  رای βk = qka− pk ک  ه آن ج  ای  ͬ از

=
n∑

k=۰

bk+۱(X)aqk −
n∑

k=۱

bk+۱(X)(qka− pk)

= b۱(X)q۰a+
n∑

k=۱

bk=۱(X)qka−
n∑

k=۱

bk+۱(X)qka+
n∑

k=۱

bk+۱(X)pk (q۰ = ۱)

= b۱(X)a+
n∑

k=۱

bk+۱(X)pk ∈ N.



٣٨ ن  م  ودار (۶) ق  س  م  ت .۶ . ٣

ب  راب  ر D و C اع  داد اع  ش  اری ق  س  م  ت ی  ع  ن  ͬ ع  ب  ارات در C = D mod ۱ ͬ ن  وی  س  ی  م م   وق  ت  ͬ ادام  ه در

اس  ت.

آن  ͽ  اه: ، X,Y ∈ Afin ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .٢٢�٣ ل  م

O(X ⊕ Y ) = O(X) +O(Y ) mod ۱. (*)

دو اع  ش  اری ق  س  م  ت پ  س ش  ده گ  رف  ت  ه mod ۱ ͬ ک  ن  ی  د، م   م  ش  اھ ده (*) راب  ط  ه در ک  ه ط  ور ھ م  ان اث  ب  ات.

ک  م ھ م از را ت  س  اوی ط  رف دو اع  ش  اری غ  ی  ر ق  س  م  ت اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن ھ س  ت  ن  د، ب  راب  ر ھ م ب  ا ت  س  اوی ط  رف

aZ(X) − O(X) ∈ N ک  ه ͬ دان  ی  م ٣-٢١م   ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا ش  د. خ  واھ د ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ͷ  ی ک  ن  ی  م

ب  ه ط  وری ک  ه دارن  د، وج  ود N۱, N۲, N۳, N
∗ ∈ N ب  ن  اب  رای  ن

O(X) = aZ(X)−N۱ و O(Y ) = aZ(Y )−N۲

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت و ͬ ب  ری  م م   X ⊕ Y ب  ه را X م  ج  م  وع  ه  aZ(X)−O(X) راب  ط  ه ی در و

O(X ⊕ Y ) = aZ(X ⊕ Y )−N۳

داری  م: ب  ن  اب  رای  ن

O(X) +O(Y )−O(X ⊕ Y ) = aZ(X)−N۱ + aZ(Y )−N۲ − aZ(X ⊕ Y ) +N۳

= a(Z(X) + Z(Y )− Z(X ⊕ Y ))−N∗ ∈ N.

م  ن  ف  ͬ و م  ث  ب  ت م  ی  ان در ͬ  ͅ ی   βk ھ ا و ͬ ش  ون  د م   ظ  اھ ر βk ھ ا ،O(X) م  ق  دار ت  ع  ری  ف در ک  ه آن  ج  ا از

ͬ ش  ود. م   ب  ی  ان زی  ر ص  ورت ب  ه A روی ت  رت  ی  ب k ب  ودن ف  رد ی  ا زوج ب  ه ت  وج  ه ب  ا ھ س  ت  ن  د

ع  دد ک  وچ  ͷ ت  ری  ن k ∈ N ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض . X ̸= Y و X,Y ∈ A ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .٢٣�٣ ت  ع  ری  ف

زی  ر م  وارد از ͬ  ͅ ی   ھ رگ  اه X ≺O Y ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف  bk+۱(X) ̸= bk+۱(Y ) ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د ط  ب  ی  ع  ͬ

دھ د: رخ

ب  اش  د؛ ف  رد k و bk+۱(X) > bk+۱(Y ) .١



B در RA ت  ع  ب  ی  ر .٣ ف  ص  ل ٣٩

ب  اش  د. زوج k و bk+۱(Y ) > bk+۱(X) .٢

آن  ͽ  اه: X, Y ∈ A ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .٢۴�٣ ل  م

X ≺O Y ←→ O(X) < O(Y ).

ب  اش  د، ف  رد k ھ رگ  اه (I) ح  ال  ت: ͬ ک  ن  ی  م: م   ب  ررس  ͬ را ح  ال  ت دو ، β۰ > ۰ ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض اب  ت  دا اث  ب  ات.

و βk < ۰ آن گ  اه

X ≺O Y ⇐⇒ bk+۱(X) > bk+۱(Y )⇐⇒
∑
k∈N

bk+۱(X) >
∑
k∈N

bk+۱(Y )

⇐⇒
∑
k∈N

bk+۱(X)βk <
∑
k∈N

bk+۱(Y )βk ⇐⇒ O(X) < O(Y ).

و βk > ۰ آن گ  اه ب  اش  د، زوج k ھ رگ  اه (⨿) ح  ال  ت:

X ≺O Y ⇐⇒ bk+۱(X) < bk+۱(Y )⇐⇒
∑
k∈N

bk+۱(X) <
∑
k∈N

bk+۱(Y )

⇐⇒
∑
k∈N

bk+۱(X)βk <
∑
k∈N

bk+۱(Y )βk ⇐⇒ O(X) < O(Y )

داری  م. ھ م β۰ < ۰ ب  رای را ح  الات ھ م  ی  ن

A درون O ن  ͽ  اش  ت ب  ا Afin ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   اث  ب  ات اب  ت  دا A م  ج  م  وع  ه ی روی از I ب  ازه ی س  اخ  ت ب  رای

اس  ت. چ  ͽ  ال

ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود Z ∈ Afin آن  ͽ  اه .X ≺O Y و X, Y ∈ A ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .٢۵�٣ ن  ت  ی  ج  ه

.X ≺O Z ≺O Y

ب  ه ط  وری ک  ه Z۰ ∈ A ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .O(X) < O(Y ) آن گ  اه X ≺O Y ھ رگ  اه ٢۴-٣ ل  م در اث  ب  ات.

ب  ازه ی س  ر دو از ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ان  ت  خ  اب ط  وری را ε ∈ R>۰ و O(X) < O(Z۰) < O(Y )

از .ε < min{O(Z۰) − O(X), O(Y ) − O(Z۰)} ی  ع  ن  ͬ ب  اش  د م  ق  دار ک  م  ت  ری  ن X ≺O Z۰ ≺O Y

گ  ون  ه ای ب  ه را n ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد اس  ت bk < ak ب  ه ع  لاوه و O(X) =
∑

k∈N bk+۱(X)βk ک  ه آن٢ج  ا

ج  م  ع ھ م ب  ا ف  رد ب  س  ط ھ ای و ھ م ب  ا زوج ب  س  ط ھ ای ک  ه ھ ن  ͽ  ام  ͬ k > n ب  رای ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ان  ت  خ  اب



۴٠ ن  م  ودار (۷) ق  س  م  ت .٣ . ٧

ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ͬ ش  ون  د م  

max{
∑

k>n,k even

ak+۱βk, −
∑

k≥n,k odd

ak+۱βk} < ε.

از ͷ  ی ھ ر اش  ت  راک و ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف (Z۰,۱, . . . , Z۰,µ) ∈ P(N) چ  ن  دت  ای  ͬ را Z۰ ، ٣-٧ ت  ع  ری  ف ب  ا

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ب  ن  اب  رای  ن ͬ دھ ی  م، م   ق  رار Z ب  راب  ر را [۰, n] ب  ازه  ب  ا Z۰,i ھ ا

Z := (Z۰,۱ ∩ [۰, n], . . . , Z۰,µ ∩ [۰, n]) =⇒

O(Z) =
n∑

k=۰

bk+۱(Z)βk =
∞∑
k=۰

bk+۱(Z۰)βk−
∞∑

k=n+۱

bk+۱(Z۰)βk = O(Z۰)−
∞∑

k=n+۱

bk+۱(Z۰)βk

ͬ آوری  م م   ب  ه دس  ت و O(Z) ∼= O(Z۰) ب  ن  اب  رای  ن |
∑∞

k=n+۱ bk+۱(Z۰)βk |< ε ک  ه آن  ج  ا از

.X ≺O Y ≺O Z داری  م ل  م٢۴‐٣ ب  ا ح  ال O(X) < O(Z) < O(Y )

ن  م  ودار (۷) ق  س  م  ت ٣ . ٧

را O ن  ͽ  اش  ت ب  ت  وان  ی  م ای  ن ک  ه ب  رای ح  ال ک  ردی  م، ت  ع  ری  ف را O : A −→ I ن  ͽ  اش  ت ۶ . ٣ ب  خ  ش در م  ا

م  ج  م  وع  ه ی روی را ⊕ ع  م  ل اب  ت  دا ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف O : (A,≺O,⊕) −→ (I,<,+۱) ک  ام  ل ب  ه ص  ورت

ͬ ک  ن  ی  م. م   م  ع  رف  ͬ I ب  ازه ی روی را +۱ ع  م  ل و A

ت  ع  ری  ف ھ م را Afin روی ج  م  ع ع  م  ل ب  ه ع  لاوه س  اخ  ت  ی  م، Afin روی از را N م  ج  م  وع  ه  ک  ن  ون ت  ا

ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف آن را روی ج  م  ع ع  م  ل و س  اخ  ت  ه A روی از را I ب  ازه ی ͬ خ  واھ ی  م م   ح  ال ک  ردی  م.

ب  ه ص  ورت I روی را +۱ ع  م  ل .٢۶�٣ ت  ع  ری  ف

+۱ : I × I −→ I

ب  ه ط  وری ک  ه ͬ ن  ͽ  ارد م   d ∈ I ͅ  ت  ای ع  ن  ص  ری   ب  ه را (c۱, c۲) ∈ I۲ ک  ه ͬ ک  ن  ی  م، م   ت  ع  ری  ف

ͬ ک  ن  ی  م: م   ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت A روی را ⊕ ع  م  ل .d = c۱ + c۲ mod ۱

⊕ : A× A −→ A

(X,Y ) 7−→ (X ⊕ Y ) = O−۱(O(X) +۱ O(Y )).



B در RA ت  ع  ب  ی  ر .٣ ف  ص  ل ۴١

آن  ͽ  اه: X, Y ∈ A ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .٢٧�٣ ل  م

O(X ⊕ Y ) = O(X) +O(Y ) mod ۱.

ب  ن  اب  رای  ن: دارد ͅ  وس م  ع   و اس  ت دوس  وی  ͬ O ن  ͽ  اش  ت ٣-٢٠ ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا اث  ب  ات.

X ⊕ Y = O−۱(O(X) +۱ O(Y )) =⇒ O(X ⊕ Y ) = O(X) +۱ O(Y )

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ٢۶-٣ ت  ع  ری  ف از و

O(X) +۱ O(Y ) = O(X) +O(Y ) mod ۱.

اس  ت. ت  ع  ری  ف ق  اب  ل B در ⊕ : A× A −→ A ن  ͽ  اش  ت .٢٨�٣ ل  م

M۲را := (I,<,+۱ |O(Afin), O(Afin)) M۱و := (A,≺O,⊕ |Afin
, Afin) س  اخ  ت  ار دو اث  ب  ات.

ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا اس  ت. ای  زوم  رف  ی  س  م O : M۱ −→M۲ ن  ͽ  اش  ت ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان اب  ت  دا ب  ͽ  ی  ری  د ن  ظ  ر در

ن  ت  ی  ج  ه ی ٣-٢۴و ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا و اس  ت I روی ج  م  ع ھ م  ان Afin روی ج  م  ع ٢۶-٣ ت  ع  ری  ف و ٣-٢٢

ب  ا ھ م  چ  ن  ی  ن و ͬ ک  ن  د م   ح  ف  ظ را ت  رت  ی  ب و ج  م  ع ن  ͽ  اش  ت ای  ن ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. چ  ͽ  ال A در Afin ٢۵-٣

اس  ت. ای  زوم  رف  ی  س  م ن  ͽ  اش  ت ای  ن ۶ . ٣ ب  خ  ش در O ن  ͽ  اش  ت و م  ق  دار ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده

آن اص  ل  ͬ ب  از م  ج  م  وع  ه ھ ای ک  ه ب  اش  د I ب  ازه ی روی ت  وپ  ول  وژی ͷ  ی T ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض ح  ال

ھ رگ  اه [۱− a, c۲) ∪ (c۱,۲− a) م  ج  م  وع  ه ی و ، (c۱ < c۲ و c۱, c۲ ∈ I) ھ رگ  اه (c۱, c۲) ب  ازه ھ ای

آن ت  وپ  ول  وژی ب  س  ت  ار پ  س اس  ت ت  ع  ری  ف M۲ق  اب  ل در I ب  ازه ی ک  ه آن ج  ای  ͬ از .(c۱ > c۲ و c۱, c۲ ∈ I)

ت  وج  ه ب  ا ͬ ب  اش  د. م   ت  ع  ری  ف M۲ق  اب  ل در ن  ی  ز T ت  وپ  ول  وژی ب  س  ت  ار ب  ن  اب  رای  ن اس  ت ت  ع  ری  ف M۲ق  اب  ل در ن  ی  ز

اس  ت. چ  ͽ  ال I ب  ازه ی در T ت  وپ  ول  وژی ب  ا O(Afin) ͬ آوری  م م   ٣-٢۵ب  ه دس  ت ن  ت  ی  ج  ه ی ٣-٢۴و ل  م ب  ه

ن  ی  ز T ت  وپ  ول  وژی ب  س  ت  ار در اس  ت ت  ع  ری  ف ق  اب  ل I ب  ازه ی در ک  ه +۱ ع  م  ل ١۴-٣ ت  ع  ری  ف ب  ن  اب  ه ح  ال

+۱ ھ م  ان +۱ |O(Afin) اس  ت ت  ع  ری  ف ق  اب  ل M۲ن  ی  ز در ب  س  ت  ار ای  ن ک  ه آن ج  ای  ͬ از و ب  وده ت  ع  ری  ف ق  اب  ل

ای  زوم  رف  ی  س  م O ن  ͽ  اش  ت ک  ه ͬ دان  ی  م م   چ  ن  ی  ن ھ م اس  ت. ت  ع  ری  ف M۲ق  اب  ل در +۱ ع  م  ل ب  ن  اب  رای  ن اس  ت

ͬ ب  اش  د. م   ت  ع  ری  ف ق  اب  ل ن  ی  ز B در ⊕ ع  م  ل ب  ن  اب  رای  ن اس  ت ت  ع  ری  ف M۱ق  اب  ل در ⊕ ع  م  ل و اس  ت



۴٢ ن  م  ودار ق  س  م  ت(۸) .٣ . ٨

ن  م  ودار ق  س  م  ت(۸) ٣ . ٨

I ب  ازه ی و A م  ج  م  وع  ه روی را ج  م  ع ع  م  ل و O : A −→ I ن  ͽ  اش  ت  ٣ . ٧ و ۶ . ٣ ب  خ  ش ھ ای در

ک  ن  ی  م. ک  ام  ل ت  ر را O ن  ͽ  اش  ت ͬ خ  واھ ی  م م   ق  س  م  ت ای  ن در ک  ردی  م، م  ع  رف  ͬ

ک  ام  ل ب  ه ص  ورت را O ͅ  ری  خ  ت ی   ن  ͽ  اش  ت ٣ . ٧ و ۶ . ٣ ب  خ  ش ھ ای در گ  ف  ت  ه ش  ده م  ط  ال  ب ب  ه ت  وج  ه ب  ا

ͬ ک  ن  ی  م: م   ت  ع  ری  ف زی  ر

O : (A,≺O,⊕) −→ (I,<,+۱).

ͅ  ی  ل ت  ش   را گ  روه ͷ  ی ٣-٢٧ ل  م در ش  ده ت  ع  ری  ف ⊕ ج  م  ع ع  م  ل ب  ا ھ م  راه A م  ج  م  وع  ه ی

گ  روه ای  ن خ  ن  ث  ͬ ع  ن  ص  ر دارد، را پ  ذی  ری ش  رک  ت ب  ودن، ب  س  ت  ه ج  م  ل  ه از گ  روه خ  واص زی  را ͬ دھ د. م  

ت  ع  ری  ف ۱ = ({۱},∅, . . . ,∅) ص  ورت ب  ه گ  روه ای  ن در ͷ  ی ب  ه ع  لاوه اس  ت. ۰ = (∅, . . . ,∅)

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ب  ن  اب  رای  ن ͬ ش  ود، م  

O(۱) =
n∑

k=۰

bk+۱(۱)βk.

داری  م: ۱ ع  دد ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط ن  وش  ت  ن ب  ا ک  ه

O(۱) = b۱β۰ + b۲β۱ + b۳β۲ + · · ·

گ  رف  ت  ی  م ن  ظ  ر در ث  اب  ت ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت را a ع  دد ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ب  س  ط ن  وش  ت  ن ب  رای ک  ه آن ج  ا از

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ب  ن  اب  رای  ن (۰ = b۱ < a۱ = ۱, b۲ = ۱, b۳ = b۴ = · · · = bk = ۰, β۱ = a− ۲)

O(۱) = a− ۲.

ب  ن  اب  رای  ن .X ⊕ (⊖X) = ۰ ی  ع  ن  ͬ ͬ ش  ود، داده م   ن  ش  ان ⊖X ب  ا ⊕ ع  م  ل ب  ا X ͅ  وس م  ع   X ∈ A ب  رای

ͬ ن  وی  س  ی  م. م   X ⊕ (⊖Y ) ب  ه ص  ورت را X ⊖ Y ع  م  ل X, Y ∈ A ب  رای

در ک  ه ع  ددی ھ ر زی  ر ا دھ ی  م. ت  غ  ی  ی  ر [۰,۱) ب  ازه ی ب  ه را I ب  ازه ی O ن  ͽ  اش  ت در ͬ خ  واھ ی  م م   ح  ال

[۰,۱) ب  ازه ی در آورد خ  واھ ی  م ادام  ه در ک  ه م  ح  اس  ب  ه ای ان  ج  ام ب  ا ͬ ت  وان  ی  م م   را ب  ͽ  ی  ری  م ن  ظ  ر در I ب  ازه ی

ق  راردھ ی  م.



B در RA ت  ع  ب  ی  ر .٣ ف  ص  ل ۴٣

ن  م  ودار ق  س  م  ت(۹) ٣ . ٩

ک  ار ادام  ه ی در ک  ردی  م، م  ع  رف  ͬ را (I,<,+۱) و (A,≺O,⊕) ب  ی  ن O ن  ͽ  اش  ت م  ا ق  ب  ل  ͬ ق  س  م  ت در

ک  ار ای  ن ب  رای ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ری  ف را اس  ت O ن  ͽ  اش  ت ش  ده اص  لاح ک  ه S ͅ  ری  خ  ت ی   ن  ͽ  اش  ت ͬ خ  واھ ی  م م  

ͬ ک  ن  ی  م، م   م  ع  رف  ͬ A م  ج  م  وع  ه ی روی را ≺۱ ت  رت  ی  ب راب  ط  ه ی و ⊕۱ ج  م  ع ع  م  ل ق  س  م  ت ای  ن در اب  ت  دا

ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان ادام  ه در ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ی  ان [۰,۱) ب  ازه ی ب  ه را I م  ج  م  وع  ه ی ک  ردن ت  ب  دی  ل ط  ور ھ م  ی  ن

ͬ دھ د. م   ͅ  ی  ل ت  ش   را گ  روه ͷ  ی ⊕۱ ع  م  ل ھ م  راه ب  ه A م  ج  م  وع  ه ی

ھ رگ  اه: X ≺۱ Y ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف X, Y ∈ A ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .٢٩�٣ ت  ع  ری  ف



Y ≺O ۱ ⪯O X ; ی  ا

X,Y ≺O ۱, X ≺O Y ; ی  ا

X,Y ≻O ۱, X ≺O Y.

ͬ ک  ن  ی  م: م   ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را A روی ⊕۱ ع  م  ل

⊕۱ : A× A −→ A

(X, Y ) 7−→ (X ⊕ Y )⊖ ۱.

ͬ ک  ن  ی  م: م   ع  م  ل ای  ن گ  ون  ه [۰,۱) ب  ازه ی ب  ه I ب  ازه ی ت  ب  دی  ل ب  رای

ب  ه X ∈ A از اس  ت ن  ͽ  اش  ت  ͬ S : A −→ [۰,۱)


O(X)−O(۱), ۱ ⪯O X ;ھ رگ  اه

O(X)−O(1) + ۱, ص  ورت. ای  ن غ  ی  ر در

[۰,۱) ب  ازه ی درون ت  ا ͬ ک  ن  ی  م م   ک  م O(X) از را O(۱) = ۲− a م  ق  دار O(۱) < O(X) ھ رگ  اه ی  ع  ن  ͬ

ب  ازه ی درون ب  از ت  ا ͬ ک  ن  ی  م م   ک  م O(X) از را O(۱) + ۱ م  ق  دار O(X) < O(۱) ھ رگ  اه و ب  ͽ  ی  رد ق  رار

ب  ͽ  ی  رد. ق  رار [۰,۱)



۴۴ ن  م  ودار ق  س  م  ت(۱۰) .٣ . ١٠

دارد. پ  ذی  ری ش  رک  ت ب  ودن، ب  س  ت  ه ج  م  ل  ه از را گ  روه خ  واص زی  را اس  ت گ  روه ͷ  ی (A,⊕۱) ب  ن  اب  رای  ن

ͅ  ت  ای ی   ع  ن  ص  ر ب  ا آن را ͅ  وس م  ع   X ∈ A ھ ر ب  رای و ۱ = ({۱}, ∅, . . . , ∅) ب  راب  ر آن در خ  ن  ث  ͬ ع  ن  ص  ر

.(⊖۱(X))⊕۱ (X) = ۱ ب  ه ط  وری ک  ه ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان ⊖۱(X) ∈ A

ن  م  ودار ق  س  م  ت(۱۰) ٣ . ١٠

ق  س  م  ت ای  ن در ح  ال ک  ردی  م، ت  ع  ری  ف A روی را ≺۱ ت  رت  ی  ب و ⊕۱ ج  م  ع ع  م  ل ھ ای ق  ب  ل  ͬ ق  س  م  ت در

ͬ ک  ن  ی  م. م   م  ع  رف  ͬ را + mod ۱ ع  م  ل و ک  رده ک  ام  ل ت  ر را S : A −→ [۰,۱) ن  ͽ  اش  ت

ک  ردی  م. ت  ع  ری  ف O : (A,≺O,⊕) −→ (I,<,+۱) ب  ه ص  ورت را O ن  ͽ  اش  ت ق  ب  لا́ :O ت  غ  ی  ی  ردادن

آن در ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   اص  لاح ([۰,۱), <,+ mod ۱) ب  ه ص  ورت (I,<,+۱) از آن را ب  رد ح  ال

+ mod ۱ : [۰,۱)۲ −→ [۰,۱)

ب  ه ط  وری ک  ه ͬ ب  رد م   z ∈ [۰,۱) ͅ  ت  ای ی   ع  ن  ص  ر ب  ه را (x, y) ∈ [۰,۱)۲ زوج ھ ر اس  ت ن  ͽ  اش  ت  ͬ

.x+ y = z mod ۱

ک  ام  ل ت  ر ک  ه ن  ͽ  اش  ت ھ ای  ͬ ای  ن ب  ا ͬ خ  واھ ی  م م   زی  را ͬ ن  ام  ی  م م   S را O ن  ͽ  اش  ت ی  اف  ت  ه ی ت  ع  م  ی  م ح  ال

ک  ن  ی  م. ت  ع  ب  ی  ر B درون زم  ان ھ م را ح  ق  ی  ق  ͬ و اع  دادط  ب  ی  ع  ͬ م  ج  م  وع  ه ی ͬ ک  ن  ی  م م  

اس  ت. ای  زوم  رف  ی  س  م S : (A,≺۱,⊕۱) −→ ([۰,۱), <,+ mod ۱) ن  ͽ  اش  ت .٣٠�٣ ل  م

ت  غ  ی  ی  ر زی  ر ب  ه ص  ورت را I = [۱− a,۲− a) ب  ازه ی ح  ال O(۱) = a− ۲ آوردی  م ب  ه دس  ت ق  ب  لا́ اث  ب  ات.

ͬ دھ ی  م: م  

۱٫۵ < a < ۲ =⇒ ۳ < ۲a < ۴ =⇒ −۴ < −۲a < −۳ =⇒ ۰ < ۴− ۲a < ۱.

داری  م: ٣-٢٩ ت  ع  ری  ف از

S({X ∈ A : ۱ ⪯O X}) = [۰,۴− ۲a) و S({X ∈ A : X ≺O ۱}) = [۴− ۲a,۱).

روی ت  رت  ی  ب ک  ه ک  ن  ی  م ث  اب  ت ح  ال ͬ گ  ی  رد. م   ق  رار ب  الا در آم  ده ب  ه دس  ت I ب  ازه ی درون X ∈ A ھ ر ی  ع  ن  ͬ

ی  ع  ن  ͬ اس  ت، [۰,۱) ب  ازه  روی ت  رت  ی  ب ھ م  ان A

S(X) < S(Y )←→ X ≺۱ Y.



B در RA ت  ع  ب  ی  ر .٣ ف  ص  ل ۴۵

ͬ ک  ن  ی  م: م   ب  ررس  ͬ را ح  ال  ت دو ٣-٢٩ ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا

X ⪰O ۱ و Y ⪰O ۱ ک  ن  ی  م ف  رض :(I) ح  ال  ت

S(X) < S(Y ) ⇐⇒ O(X)−O(۱) < O(Y )−O(۱) ⇐⇒ O(X) < O(Y )

⇐⇒ X ≺O Y (۲)

ب  ه دس  ت ٣-٢٩ ت  ع  ری  ف و X ⪰O ۱ و Y ⪰O ۱ ف  رض دو ھ م  چ  ن  ی  ن (۲) راب  ط  ه ی ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

ͬ آوری  م: م  

X ≺۱ Y

X ≺O ۱ و Y ≺O ۱ ک  ن  ی  م ف  رض :(⨿) ح  ال  ت

S(X) < S(Y ) ⇐⇒ O(X)−O(۱) + ۱ < O(Y )−O(۱) + ۱ ⇐⇒ O(X) < O(Y )

⇐⇒ X ≺O Y (۲)

ب  ه دس  ت ٣-٢٩ ت  ع  ری  ف و X ≺O ۱ و Y ≺O ۱ ف  رض دو ھ م  چ  ن  ی  ن (۲) راب  ط  ه ی ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

ͬ آوری  م: م  

X ≺۱ Y

م  ق  دار ͬ س  ت. دوس  وی   ن  ی  ز S ن  ͽ  اش  ت اس  ت دوس  وی  ͬ O ن  ͽ  اش  ت چ  ون و ͬ ک  ن  د م   ح  ف  ظ را ت  رت  ی  ب S پ  س

ھ رگ  اه زی  را .c = O(X)− a mod ۱ ب  ه ط  وری ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف c ∈ [۰,۱) ͅ  ت  ای ی   ع  ن  ص  ر را S(X)

O(X) − O(۱) + ۱ ب  اش  د، X ≺O ۱ ھ رگ  اه و ͬ آی  د م   ب  ه دس  ت O(X) − O(۱) ب  اش  د، X ⪰O ۱

ͬ آی  د. م   ب  ه دس  ت c م  ق  دار ب  ͽ  ی  ری  م mod ۱ دو ھ ر از اگ  ر ح  ال ͬ آی  د م   ب  ه دس  ت

ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض پ  س اس  ت. [۰,۱) ب  ازه ی روی ج  م  ع ھ م  ان A روی ج  م  ع ͬ ک  ن  ی  م م   ث  اب  ت ح  ال

ͬ ن  وی  س  ی  م: م   X, Y ∈ A

S(X) + S(Y ) = O(X)− a+O(Y )− a mod ۱ (O(۱) = a− ۲)

= O(X) +O(Y )−O(۱)−O(۱) + ۴ mod ۱

= O(X) +O(Y )−O(۱)−O(۱) mod ۱



۴۶ ن  م  ودار ق  س  م  ت(۱۰) .٣ . ١٠

:(O(X ⊕ Y ) = O(X) +O(Y ) mod ۱) داری  م ک  ه آن ج  ای  ͬ از

= O(X ⊕ Y )−O(۱)−O(۱) mod ۱

:(O((X ⊕ Y )⊖ ۱) = O(X ⊕ Y )−O(1) mod ۱) راب  ط  ه ی از اس  ت  ف  اده ب  ا ھ م  چ  ن  ی  ن و

= O((X ⊕ Y )⊖ ۱)−O(۱) mod ۱

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ٣-٢٩ ت  ع  ری  ف ب  ا و

= O(X ⊕۱ Y )−O(۱) mod ۱

ب  ه: ͬ رس  ی  م م   ٣-٢٩ ت  ع  ری  ف از دوب  اره اس  ت  ف  اده ی ب  ا و (O(۱) = a− ۲) ک  ه آن ج  ای  ͬ از و

S(X) + S(Y ) = S(X ⊕۱ Y ) mod ۱.

.S(X) + S(Y ) ≥ ۱ اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر ⊖۱(X) ⪯۱ Y آن  ͽ  اه X,Y ∈ A ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .٣١�٣ ل  م

داری  م: ٣-٣٠ ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا اث  ب  ات.

S(X) = O(X)− a mod ۱ =⇒ ۱− S(X) = ۱−O(X) + a mod ۱

ب  ن  اب  رای  ن: ن  دارد ت  أث  ی  ری راس  ت ط  رف در ۱ وج  ود گ  رف  ت  ی  م mod ۱ ک  ه آن ج  ا از

۱− S(X) = −O(X) + a mod ۱

= −S(X) = S(⊖۱(X)).

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ٣-٣٠ ل  م ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

S(X) + S(Y ) ≥ ۱ ⇐⇒ S(Y ) ≥ ۱− S(X)

⇐⇒ S(Y ) ≥ S(⊖۱(X))

⇐⇒ Y ⪰۱ ⊖۱X.



B در RA ت  ع  ب  ی  ر .٣ ف  ص  ل ۴٧

ͬ گ  ی  ری  م: م   S(X ⊕ Y ) ب  رای زی  را ن  ت  ی  ج  ه ی ٣-٣١ ٣-٣٠و ل  م ھ ای از اس  ت  ف  اده ب  ا

آن  ͽ  اه: ، X, Y ∈ A ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .٣٢�٣ ن  ت  ی  ج  ه

S(X ⊕۱ Y ) =


S(X) + S(Y ), ⊖۱ X ⪯۱ Y ; ھ رگ  اه

S(X) + S(Y )− ۱, ص  ورت. ای  ن غ  ی  ر در

ن  م  ودار ق  س  م  ت(۱۱) ٣ . ١١

و ک  ن  ی  د ت  ع  ب  ی  ر B درون زم  ان ھ م ط  ور ب  ه را R و N م  ج  م  وع  ه ھ ای ͬ خ  واھ ی  م م   گ  ف  ت  ی  م ق  ب  ل  ͬ ق  س  م  ت در

را R ن  ͽ  اش  ت ک  ار ای  ن ادام  ه ی ب  رای ح  ال ک  ردی  م، م  ع  رف  ͬ را S ن  ͽ  اش  ت اب  ت  دا ھ دف ای  ن ب  ه رس  ی  دن ب  رای

و ͬ ک  ن  ی  م م   ب  ازی  اب  ͬ Za(Afin) و O(A) روی از را N اب  ت  دا ق  س  م  ت ای  ن در ک  ار ای  ن ب  رای ک  ن  ی  م. م  ع  رف  ͬ

ͬ ک  ن  ی  م. م   م  ع  رف  ͬ را B م  ج  م  وع  ه ی ب  ع  د

ک  ردی  م ت  ع  ری  ف Afin و A م  ج  م  وع  ه ھ ای روی را ج  م  ع و ت  رت  ی  ب م  ا ق  ب  ل  ͬ ق  س  م  ت ھ ای در .N ب  ازی  اب  ͬ

ن  ͽ  اش  ت چ  ن  ی  ن ھ م ش  دن  د. ͅ  ری  خ  ت ی   S : A −→ [۰,۱) و O : A −→ I ن  ͽ  اش  ت ھ ای ب  ه ط  وری ک  ه

روی از را N م  ج  م  وع  ه ی ͬ خ  واھ ی  م م   ح  ال اس  ت. ͅ  ری  خ  ت ی   ک  ه ب  ͽ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را aZ : Afin −→ Za

ک  ن  ی  م. ب  ازی  اب  ͬ Za(Afin) و O(A)

O(۱) از ک  م  ت  ر ی  ا ب  ی  ش  ت  ر O(X) م  ق  دار ای  ن ک  ه ح  س  ب ب  ر و ͬ ک  ن  ی  م، م   ب  ی  ان را زی  ر ل  م ک  ار ای  ن ب  رای

ͬ ک  ن  ی  م: م   ب  ی  ان زی  ر ب  ه ص  ورت را (aZ(X), a(Z(X) + ۱)) ب  ازه ی ب  ا N م  ج  م  وع  ه ی اش  ت  راک ب  اش  د

ب  راب  ر: N ∩ (aZ(X), a(Z(X) + ۱)) آن  ͽ  اه ب  اش  د X ∈ Afin ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .٣٣�٣ ل  م



{aZ(X)−O(X) + ۱, aZ(X)−O(X) + ۲} X ≺O ۱; , ھ رگ  اه

{aZ(X)−O(X) + ۱}, ۱ ⪯O X ⪯O ۰; ھ رگ  اه

{aZ(X)−O(X), aZ(X)−O(X) + ۱}, . ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در

ب  ی  ن ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد دو ح  داک  ث  ر پ  س ۱٫۵ ≤ a < ۲ ک  ه آن  ج  ا از و X ∈ Afin ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض اث  ب  ات.

ب  ن  اب  رای  ن ، aZ(X) − O(X) ∈ N م  ق  دار ٣-٢١ ل  م ط  ب  ق ب  ر دارد. وج  ود a(Z(X) + ۱) و aZ(X)



۴٨ ن  م  ودار ق  س  م  ت(۱۱) .٣ . ١١

م  ق  دار ٣-٢٠ ت  ع  ری  ف ط  ب  ق دارن  د. ق  رار N درون ن  ی  ز aZ(X)−O(X) + ۲ و aZ(X)−O(X) + ۱

داری  م: ب  ن  اب  رای  ن O(X) ∈ I = [۱− a,۲− a)

۱− a ≤ O(X) < ۲− a

۱٫۵ < a < ۲ ×۲−→ ۳ < ۲a < ۴ −a−→ ۲− a < a < ۴− a
(۱,۱)−−−→ ۱− a ≤ O(X) < ۲− a +۱−→ ۲− a ≤ O(X) + ۱ < ۳− a < a

ͬ آی  د: م   ب  ه دس  ت زی  ر ت  رت  ی  ب ب  ن  اب  رای  ن O(X) + ۱ < a پ  س

aZ(X) < aZ(X) +O(X) + ۱ < a(Z(X) + ۱)

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت X ≺O ۱ ک  ن  ی  م ف  رض :(I) ح  ال  ت ͬ ک  ن  ی  م. م   ب  ررس  ͬ را ل  م ح  ال  ت ھ ای ح  ال

X ≺O ۱ =⇒ O(X) < O(۱) = a− ۲
(۱,۱)−−−→ ۱− a ≤ O(X) < a− ۲

۱٫۵≤a<۲−−−−−→ O(X) < ۰

داری  م: ب  ن  اب  رای  ن اس  ت م  ن  ف  ͬ ع  ددی O(X) ش  رط ای  ن ب  ا پ  س

aZ(X) +O(X) < aZ(X) < aZ(X) +O(X) + ۲ < a(Z(X) + ۱)

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ۱ ⪯O X ⪯O 0 ک  ن  ی  م ف  رض :(II) ح  ال  ت

O(۱) = a− ۲ و O(۰) = ۰

=⇒ a− ۲ = O(۱) ≤ O(X) ≤ O(۰) = ۰

=⇒ a− ۲ < O(X) < ۰ =⇒ O(X) < ۰

داری  م: ب  ن  اب  رای  ن اس  ت م  ن  ف  ͬ ع  ددی O(X) ش  رط ای  ن ب  ا

aZ(X) +O(X) ≤ aZ(X) و a(Z(X) + ۱) ≤ aZ(X) +O(X) + ۲

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ۰ ⪯O X ک  ن  ی  م ف  رض :(III) ح  ال  ت

۰ = O(۰) ≤ O(X) < ۲− a

=⇒ ۰ < O(X) < ۲− a ۱٫۵<a<۲−−−−−→ O(X) < ۰
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داری  م: ب  ن  اب  رای  ن اس  ت م  ث  ب  ت ع  ددی O(X) ح  ال  ت ای  ن در

aZ(X) < aZ(X) +O(X) < aZ(X) + ۱ < a(Z(X) + ۱).

ͬ ک  ن  ی  م. م   م  ع  رف  ͬ را R ن  ͽ  اش  ت آن از اس  ت  ف  اده ب  ا و ب  س  ازی  م را B م  ج  م  وع  ه ی ادام  ه در

ت  ع  ری  ف (X, i) زوج ھ ای ھ م  ه ی از م  ج  م  وع  ه ی را B ⊆ Afin × {۰,۱,۲} م  ج  م  وع  ه ی .٣۴�٣ ت  ع  ری  ف

ب  اش  د: داش  ت  ه را زی  ر خ  واص از ͬ  ͅ ی   ب  ه ط  وری ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م  

،i = ۰ و X = ۰ .١

،i ∈ {۱,۲} و X ≺O ۱ .٢

،i = ۱ و ۱ ⪯O X ⪯O ۰ .٣

،i ∈ {۰,۱} و ۰ ≺O X .۴

ب  ه را (X, i) ب  ه ط  وری ک  ه ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف R : B −→ N ص  ورت ب  ه را R ن  ͽ  اش  ت ت  ع  ری  ف ای  ن ب  ا

ͬ ب  رد. م   aZ(X)−O(X) + i

م  رت  ب زوج ͬ خ  واھ ی  م م   ب  ͽ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را Y = {۷,۳} و X = {۷,۴} م  ج  م  وع  ه ی دو .٣۵�٣ م  ث  ال

ب  ی  اب  ی  م. B م  ج  م  وع  ه ی درون را م  ج  م  وع  ه دو ای  ن ب  ه م  رب  وط

O(X) = O({۷,۴}) = β۷ + β۴ و O(۱) = β۱ =⇒ b۲(۱) = ۱ > b۲(X) = ۰

ت  ع  ری  ف ب  ا ح  ال O(۱) < O(X) داری  م A روی ت  رت  ی  ب ت  ع  ری  ف ب  ا ک  ه اس  ت ف  رد و k = ۱ ب  ن  اب  رای  ن

.({۷,۴},۱) ∈ B ب  ن  اب  رای  ن i = ۱ ͬ آوری  م م   ب  ه دس  ت B م  ج  م  وع  ه ی

O(Y ) = O({۷,۳}) = β۷ + β۳ و O(۱) = β۱ =⇒ b۲(۱) = ۱ > b۲(Y ) = ۰

ت  ع  ری  ف ب  ا ح  ال O(۱) < O(Y ) داری  م A روی ت  رت  ی  ب ت  ع  ری  ف ب  ا ک  ه اس  ت ف  رد و k = ۱ ب  ن  اب  رای  ن

.({۷,۳},۱) ∈ B ͬ آوری  م م   ب  ه دس  ت B م  ج  م  وع  ه ی



۵٠ ن  م  ودار ق  س  م  ت(۱۱) .٣ . ١١

اس  ت. س  وئ  ͬ دو R : B −→ N ن  ͽ  اش  ت .٣۶�٣ ل  م

ک  ه ک  ردی  م ٣ . ۴ث  اب  ت ب  خ  ش در و Na ∩ N = {۰} ͬ آوردی  م م   ب  دس  ت ٣-٣٣ ل  م ب  ه ب  ات  وج  ه اث  ب  ات.

ث  اب  ت ب  ای  د ف  ق  ط اس  ت، B ⊆ Afin×{۰,۱,۲} ک  ه آن  ج  ا از اس  ت. س  وئ  ͬ دو Z : Afin −→ N ن  ͽ  اش  ت

اس  ت دوس  وئ  ͬ R : B \ {(۰, ۰)} −→ N ن  ͽ  اش  ت ͬ دان  ی  م م   پ  وش  اس  ت. R : {۰,۱,۲} −→ N ک  ه ک  ن  ی  م

دوس  وئ  ͬ ب  الا در R ش  ده ی ت  ع  ری  ف ن  ͽ  اش  ت پ  س R((۰, ۰)) = aZ(۰)− O(۰) + ۰ = ۰ ک  ه آن  ج  ا از و

ͬ ب  اش  د. م  

ب  اش  د: زی  ر ب  ه ص  ورت r(X, Y ) ∈ {۰,۱,۲} ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف X, Y ∈ A ھ رگ  اه .٣٧�٣ ت  ع  ری  ف

۰, X ≺O e⊖ Y و Y ⪯O 0; ھ رگ  اه

۲, e⊖ Y ⪯O X و Y ≻O 0; ھ رگ  اه

۱, ص  ورت. ای  ن غ  ی  ر در

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت O(۱) = a− ۲ ک  ه آن  ج  ا از و ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف e := ⊖۱ ب  ه ص  ورت را e م  ا

O(e) = O(⊖۱) = −۱−O(۱) = −۱− a+ ۲ = ۱− a

اس  ت. ب  ازه ای  ن اب  ت  دای  ͬ ن  ق  ط  ه ی e ،ن  ق  ط  ه ی I = [۱− a,۲− a) ب  ازه ی ی  ادآوری ب  ا واق  ع در

آن گ  اه: .X ∈ A ک  ن  ی  م ف  رض .٣٨�٣ ل  م

O(e⊖X)


O(e)−O(X), X ⪯O 0 ;ھ رگ  اه

O(e)−O(X) + ۱, ص  ورت. ای  ن غ  ی  ر در

ب  ن  اب  رای  ن O(X) ∈ I = [۱ − a,۲ − a) ک  ه آن  ج  ا از ،X ⪯O 0 ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض :(I) ح  ال  ت اث  ب  ات.

داری  م:

۱− a < O(X) ≤ O(0) = ۰ ×−−−→ ۰ ≤ −O(X) < a− ۱
+O(e)−−−→

O(e) ≤ O(e)−O(X) < a− ۱ +O(e) O(e)=۱−a−−−−−−→ ۱− a < O(e)−O(X) < ۰

−→ O(e)−O(X) ∈ I

−→ O(e⊖X) = O(e)−O(X).



B در RA ت  ع  ب  ی  ر .٣ ف  ص  ل ۵١

داری  م: ب  ن  اب  رای  ن O(X) ∈ I = [۱− a,۲− a) ک  ه آن  ج  ا از ،X ≻O ۰ ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض :(II) ح  ال  ت

۰ < O(X) < ۲− a ×−−−→ a− ۲ < −O(X) < ۰ +۱−→ a− ۱ < ۱−O(X) < ۱

۱٫۵<a<۲−−−−−→ ۰ < a− ۱ < ۱−O(X) < ۱

+O(e−−−→ O(e) < O(e)−O(X) + ۱ < ۱ +O(e)
O(e)=۱−a−−−−−−→ ۱− a < O(e)−O(X) + ۱ < ۲− a

−→ O(e)−O(X) + ۱ ∈ I

−→ O(e⊖X) = O(e)−O(X) + ۱.

ن  م  ودار (۱۲) ق  س  م  ت ٣ . ١٢

روی ج  م  ع ب  خ  ش ای  ن در س  اخ  ت  ی  م، را (X, i) م  رت  ب ھ ای زوج از ͅ  ل م  ت  ش   B م  ج  م  وع  ه ی ق  ب  ل  ͬ ق  س  م  ت در

B م  ج  م  وع  ه ی ع  ن  اص  ر ٢ م  اق  ب  ل ت  ال  ͬ و ١ م  اب  ع  د  ͬ ت  ال   اب  ت  دا ک  ار ای  ن ب  رای و ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف را B م  ج  م  وع  ه ی

ͬ پ  ردازی  م. م   B م  ج  م  وع  ه ی روی ت  رت  ی  ب ت  ع  ری  ف ب  ه ادام  ه در و ͬ ک  ن  ی  م، م   ت  ع  ری  ف را

و ͬ ب  رد، م   B در م  اب  ع  دش ت  ال  ͬ ب  ه را Z ∈ B ع  ن  ص  ر ھ ر sB : B −→ B ن  ͽ  اش  ت ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف

ن  ͽ  اش  ت

ت  ع  ری  ف ای  ن ب  ا ͬ ب  رد. م   B در م  اق  ب  ل  ش ت  ال  ͬ ب  ه را Z ∈ B ع  ن  ص  ر ھ ر pB : B \ {(۰, ۰)} −→ B

ͬ دھ ی  م: ق  رارم   B روی زی  ر ش  رح ب  ه گ  ذاری ع  لام  ت چ  ن  د

ت  ال  ͬ از ͅ  رار ت   اُم  ی  ن i ب  رای را s−i
B م  ق  دار i ∈ N وق  ت  ͬ و B روی ھ م  ان  ͬ ع  ض  و ب  رای را s۰

B ع  ن  ص  ر

ͬ ن  وی  س  ی  م. م   م  اب  ع  د ت  ال  ͬ از ͅ  رار ت   اُم  ی  ن i ب  رای را siB و م  اق  ب  ل

از ͬ  ͅ ی   ھ رگ  اه (X, i) ≺B (Y, j) ͬ ن  وی  س  ی  م م   .(X, i), (Y, j) ∈ B ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .٣٩�٣ ت  ع  ری  ف

ب  اش  د: ب  رق  رار زی  ر راب  ط  ه ھ ای

ی  ا i < j و X = Y .١
١successor
٢predecessor



۵٢ ن  م  ودار (۱۲) ق  س  م  ت .٣ . ١٢

.X ≺Z Y .٢

را ت  ری  ت  ب ب  ن  اب  رای  ن ب  ͽ  ی  ری  د، ن  ظ  ر در را ({۷,۴},۱) , ({۷,۳},۱) ∈ B م  رت  ب زوج دو .۴٠�٣ م  ث  ال

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت زی  ر ص  ورت ب  ه م  رت  ب زوج دو ای  ن روی

Z({۷,۴}) = q۷ + q۴ و Z({۷,۳}) = q۷ + q۳ =⇒ Z({۷,۴}) > Z({۷,۳})

داری  م: Afin روی ≺Z ت  رت  ی  ب ت  ع  ری  ف ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

{۷,۳} ≺Z {۷,۴} =⇒ {۷,۳} ≺B {۷,۴}.

اس  ت. ق  ام  وس  ͬ ن  ی  ز B در ≺B ت  رت  ی  ب ب  ن  اب  رای  ن اس  ت ق  ام  وس  ͬ ت  رت  ی  ب ͷ  ی Afin در ≺Z ت  رت  ی  ب چ  ون

B در م  اق  ب  ل ت  ال  ͬ و م  اب  ع  د ت  ال  ͬ ت  واب  ع ک  ه ͬ گ  ی  ری  م م   ن  ت  ی  ج  ه آن از و اس  ت ت  رت  ی  ب خ  وش B در ≺B پ  س

ھ س  ت  ن  د. ت  ع  ری  ف خ  وش

ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت B روی را ⊕B ع  م  ل .(X, i), (Y, j) ∈ B ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .۴١�٣ ت  ع  ری  ف

ͬ ک  ن  ی  م: م  

⊕B : B ×B −→ B

(X, i)⊕B (Y, j) 7−→ si+j+r(X,Y )−۲((X ⊕ Y ),۱).

روی را ⊕B ج  م  ع ب  ͽ  ی  ری  د، ن  ظ  ر در را ({۷,۴},۱) , ({۷,۳},۱) ∈ B م  رت  ب زوج دو .۴٢�٣ م  ث  ال

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت B

({۷,۳}) = β۷ + β۳ ≤ O(۰) (۱)

داری  م ٣-٣٨ ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

O(e⊖ {۷,۳}) = O(e)−O({۷,۳}) = −β۱ − β۷ − β۳

ͬ آوری  م م   ب  ه دس  ت ٣-٣٧ ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا اک  ن  ون

O({۷,۴}) = β۷ + β۴ < O(e⊖ {۷,۳}) = −β۱ − β۷ − β۳ (۲)



B در RA ت  ع  ب  ی  ر .٣ ف  ص  ل ۵٣

داری  م ٣-٣٧ ت  ع  ری  ف چ  ن  ی  ن ھ م و (٢) ١)و ) رواب  ط از

r({۷,۴}, {۷,۳}) = ۰

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ۴٣-١ ت  ع  ری  ف ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

({۷,۴},۱)⊕B ({۷,۳},۱) = s۱+۱+۰−۲(({۷,۴} ⊕ {۷,۳}),۱) = s(({۷,۴} ⊕ {۷,۳}),۱)

= s({۳,۶,۸},۱)

R ن  ͽ  اش  ت ت  ع  ری  ف ب  ا چ  ن  ی  ن ھ م ({۸,۶,۳},۱) ∈ B ک  ه ͬ آوری  م م   ب  ه دس  ت B م  ج  م  وع  ه ی ت  ع  ری  ف ب  ا

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت م  اب  ع  د ت  ال  ͬ و

s({۸,۶,۳},۱) = R({۸,۶,۳},۱) + ۱ = aZ({۸,۶,۳})−O({۸,۶,۳}) + ۱ + ۱ = ۸۳

ب  ا ب  راب  ر ۸۳ ع  دد ب  ا م  ت  ن  اظ  ر م  ج  م  وع  ه ی ح  ال

۸۳ = ۵۵ + ۲۱ + ۵ + ۲ = q۹ + q۷ + q۴ + q۲ =⇒ X(۸۳) = {۹,۷,۴,۲}

ب  ه دس  ت ک  ل  ͬ ب  ه ط  ور اس  ت ({۹,۷,۴,۲},۱) ب  راب  ر B م  ج  م  وع  ه ی در آن ب  ه م  رب  وط م  رت  ب زوج چ  ن  ی  ن ھ م

آوردی  م:

({۷,۴},۱)⊕B ({۷,۳},۱) = ({۹,۷,۴,۲},۱).

(۱۳)ن  م  ودار ق  س  م  ت ٣ . ١٣

ن  ͽ  اش  ت ٣۶-٣ ل  م در چ  ن  ی  ن ھ م ک  ردی  م، ت  ع  ری  ف را B م  ج  م  وع  ه ی روی ت  رت  ی  ب و ج  م  ع ق  ب  ل  ͬ ق  س  م  ت در

ای  ن در ک  ن  ی  م. ت  ع  ب  ی  ر B در زم  ان ھ م ط  ور ب  ه را R و N م  ج  م  وع  ه ھ ای آن ب  ا ک  ه ک  ردی  م م  ع  رف  ͬ را R

اس  ت ای  زوم  رف  ی  س  م ن  ͽ  اش  ت  ͬ ک  ه R : (B,≺B,⊕B) −→ (N, < +) ب  ه ص  ورت را ن  ͽ  اش  ت ای  ن ق  س  م  ت

روی ج  م  ع و ت  رت  ی  ب ھ م  ان B روی ج  م  ع و ت  رت  ی  ب دھ ی  م ن  ش  ان ب  ای  د ک  ار ای  ن ب  رای ͬ ک  ن  ی  م. م   ک  ام  ل ت  ر

اس  ت. N م  ج  م  وع  ه ی

.R(Z۱) < R(Z۲) اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر Z۱ ≺B Z۲ آن گ  اه Z۱, Z۲ ∈ B ک  ن  ی  م ف  رض .۴٣�٣ ل  م



۵۴ (۱۳)ن  م  ودار ق  س  م  ت .٣ . ١٣

ͬ دھ د: م   رخ ح  ال  ت دو پ  س Z۱ ≺B Z۲ و Z۲ = (Y, j) و Z۱ = (X, i) ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض اث  ب  ات.

:(I) ح  ال  ت

(X, i) ≺B (Y, j)
i<j,X=Y−−−−−→

R(X, i) = aZ(X)−O(X) + i < aZ(Y )−O(Y ) + j = R(Y, j)

Z(X)=Z(Y ),O(X)=O(Y )−−−−−−−−−−−−−−→ R(X) < R(Y ).

:(⨿) ح  ال  ت

(X, i) ≺B (Y, j)
X≺ZY−−−−→ R(X, i) = aZ(X)−O(X) + i < aZ(Y )−O(Y ) + j = R(Y, j)

Z(X)<Z(Y )−−−−−−−→ R(X) < R(Y ).

ͬ ک  ن  ی  م: م   ت  ع  ری  ف Z ∈ B ع  ن  ص  ر ب  رای اس  ت دوس  وئ  ͬ R ت  اب  ع ک  ه آن  ج  ا از

R(sB(Z)) = R(Z) + ۱. (*)

ل  م دو اب  ت  دا اس  ت ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد روی ج  م  ع ھ م  ان R ن  ͽ  اش  ت ت  ح  ت ⊕B ج  م  ع دھ ی  م ن  ش  ان ای  ن ک  ه ب  رای

ͬ ک  ن  ی  م. م   اث  ب  ات و ب  ی  ان را زی  ر

آن گ  اه: .X, Y ∈ A ک  ن  ی  م ف  رض .۴۴�٣ ل  م

O(X) +O(Y ) = O(X ⊕ Y ) + r(X, Y )− ۱.

ب  ررس  ͬ را ٣-٣٧ ت  ع  ری  ف ش  رای  ط ک  ار ای  ن ب  رای و ͬ ک  ن  ی  م م   م  ح  اس  ب  ه را r(X,Y ) م  ق  ادی  ر اب  ت  دا اث  ب  ات.

ͬ ک  ن  ی  م. م  

داری  م ، ٣-٣٧ ت  ع  ری  ف ب  ا ب  ن  اب  رای  ن Y ⪯O ۰ و X ≺O e ⊖ Y ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض :(I) ح  ال  ت

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ٣-٣٨ ل  م و ٣-٣٧ ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا و r(X, Y ) = ۰

O(X) < O(e⊖ Y ) = O(e)−O(Y )



B در RA ت  ع  ب  ی  ر .٣ ف  ص  ل ۵۵

وق  ت  ͬ پ  س O(X) +O(Y ) ≤ O(X ⊕ Y ) ب  ن  اب  رای  ن Y ⪯O ۰ =⇒ O(Y ) < O(۰) = ۰ م  ق  دار چ  ون و

داری  م: ک  ن  ی  م O(Y ) اض  اف  ه ب  ه را ب  الا راب  ط  ه ی ط  رف دو

O(X) +O(Y ) < O(e)−O(Y ) +O(Y ) = O(e) ≤ O(X ⊕ Y )

داری  م: O(e) = ۱− a ک  ه آن ج  ا از و

O(X) +O(Y ) < ۱− a +۱−→ O(X) +O(Y ) + ۱ < ۱− a+ ۱ = ۲− a

ک  ه آوردی  م ب  ه دس  ت و O(X) + O(Y ) + ۱ ∈ I ،ب  ن  اب  رای  ن I = [۱ − a,۲ − a) ب  ازه ی ب  ه ت  وج  ه ب  ا

داری  م: O(X) +O(Y ) = O(X ⊕ Y ) + r(X,Y )− ۱ در ب  ن  اب  رای  ن r(X,Y ) = ۰

O(X) +O(Y ) = O(X ⊕ Y )− ۱.

داری  م ، ٣-٣٧ ت  ع  ری  ف ب  ا ب  ن  اب  رای  ن X ⪰O e ⊖ Y و Y ≺O ۰ ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض :(II) ح  ال  ت

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ٣-٣٨ ل  م و ٣-٣٧ ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا و r(X, Y ) = ۱

O(X) > O(e⊖ Y ) = O(e)−O(Y )

دو وق  ت  ͬ پ  س O(X) ≥ O(X) + O(Y ) ب  ن  اب  رای  ن Y ⪯O ۰ =⇒ O(Y ) < O(۰) = ۰ م  ق  دار چ  ون و

داری  م: ک  ن  ی  م O(Y ) اض  اف  ه ب  ه را ب  الا راب  ط  ه ی ط  رف

O(X) ≥ O(X) +O(Y ) > O(e)−O(Y ) +O(Y ) = O(e)

ب  ن  اب  رای  ن: O(e) = ۱− a ک  ه آن ج  ا از و

O(X) +O(Y ) > ۱− a

ک  ه آوردی  م ب  ه دس  ت و O(X) + O(Y ) ∈ I ،ب  ن  اب  رای  ن I = [۱ − a,۲ − a) ب  ازه ی ب  ه ت  وج  ه ب  ا

داری  م: O(X) +O(Y ) = O(X ⊕ Y ) + r(X, Y )− ۱ در ب  ن  اب  رای  ن r(X, Y ) = ۱

O(X) +O(Y ) = O(X ⊕ Y ) + ۱− ۱ =⇒ O(X) +O(Y ) = O(X ⊕ Y ).



۵۶ (۱۳)ن  م  ودار ق  س  م  ت .٣ . ١٣

داری  م ، ٣-٣٧ ت  ع  ری  ف ب  ا ب  ن  اب  رای  ن e ⊖ Y ⪯O X و Y ≻O ۰ ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض :(III) ح  ال  ت

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ٣-٣٨ ل  م و ٣-٣٧ ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا و r(X,Y ) = ۲

O(X) > O(e⊖ Y ) = O(e)−O(Y ) + ۱

O(X) + O(Y ) > ب  ن  اب  رای  ن Y ≻O ۰ =⇒ O(Y ) > O(۰) = ۰ و O(e) = ۱ − a ک  ه آن ج  ای  ͬ از

داری  م: ط  رف دو ب  ه O(Y ) ک  ردن اض  اف  ه  ب  ا ح  ال O(X ⊕ Y )

O(X) +O(Y ) > O(e)−O(Y ) +O(Y ) + ۱ = ۱− a+ ۱ = ۲− a > O(X ⊕ Y )

O(X) + O(Y ) = O(X ⊕ Y ) + r(X, Y ) − ۱ در ب  ن  اب  رای  ن r(X,Y ) = ۲ ک  ه آوردی  م ب  ه دس  ت و

داری  م:

O(X) +O(Y ) = O(X ⊕ Y ) + ۲− ۱ =⇒ O(X) +O(Y ) = O(X ⊕ Y ) + ۱.

داری  م ، ٣-٣٧ ت  ع  ری  ف ب  ا ب  ن  اب  رای  ن X ≺O e ⊖ Y و Y ≻O ۰ ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض :(IIII) ح  ال  ت

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ٣-٣٨ ل  م و ٣-٣٧ ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا و r(X,Y ) = ۱

O(X) < O(e⊖ Y ) = O(e)−O(Y ) + ۱

O(X) < O(X)+O(Y ) ب  ن  اب  رای  ن Y ≻O ۰ =⇒ O(Y ) > O(۰) = ۰ O(e)و = ۱−a ک  ه آن ج  ای  ͬ از

داری  م: ط  رف دو ب  ه O(Y ) ک  ردن اض  اف  ه  ب  ا ح  ال

O(X) < O(X) +O(Y ) < O(e)−O(Y ) +O(Y ) + ۱ = ۱− a+ ۱ = ۲− a

ک  ه آوردی  م ب  ه دس  ت و O(X) + O(Y ) ∈ I ،ب  ن  اب  رای  ن I = [۱ − a,۲ − a) ب  ازه ی ب  ه ت  وج  ه ب  ا

داری  م: O(X) +O(Y ) = O(X ⊕ Y ) + r(X,Y )− ۱ در ب  ن  اب  رای  ن r(X,Y ) = ۱

O(X) +O(Y ) = O(X ⊕ Y ) + ۱− ۱ =⇒ O(X) +O(Y ) = O(X ⊕ Y ).

آن گ  اه: .Z۱, Z۲ ∈ B ک  ن  ی  م ف  رض .۴۵�٣ ل  م

R(Z۱ ⊕B Z۲) = R(Z۱) +R(Z۲)



B در RA ت  ع  ب  ی  ر .٣ ف  ص  ل ۵٧

داری  م ۴٣-١ ت  ع  ری  ف ب  ن  اب  ه چ  ن  ی  ن ھ م Z۲ = (Y, j) ∈ B و Z۱ = (X, i) ∈ B ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض اث  ب  ات.

ب  ن  اب  رای  ن: ((X, i)⊕B (Y, j) = si+j+r(X,Y )−۲((X ⊕ Y ),۱))

R((X, i)⊕B (Y, j)) = R(si+j+r(X,Y )−۲((X ⊕ Y ),۱))

ب  ا: اس  ت ب  راب  ر راس  ت ط  رف (R(sB(Z) = R(Z) + ۱) داش  ت  ی  م ک  ه (*) ف  رم  ول از اس  ت  ف  اده ب  ا

= R((X ⊕ Y ),۱) + i+ j + r(X,Y )− ۲

داری  م: (R(X, i) = aZ(X)−O(X) + i) ک  ه آن  ج  ا از

= aZ(X ⊕ Y )−O(X ⊕ Y ) + ۱ + i+ j + r(X, Y )− ۲

و (Z(X ⊕ Y ) = Z(X) + Z(Y )) ͬ دان  ی  م م   ۴۴-٣ ل  م و ٣-١٧ ت  ع  ری  ف ب  ا

ب  ن  اب  رای  ن: (O(X ⊕ Y ) = O(X) +O(Y )− r(X, Y ) + ۱)

= aZ(X) + aZ(Y ) +O(X) +O(Y )− r(X, Y ) + ۱ + ۱ + i+ j + r(X, Y )− ۲

= aZ(X) +O(X) + i+ aZ(Y ) +O(Y ) + j

= R(X, i) +R(Y, j).

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت زی  را ن  ت  ی  ج  ه آوردی  م ق  س  م  ت ای  ن در ک  ه ل  م ھ ای  ͬ و ت  ع  اری  ف ب  ا

اس  ت: ای  زوم  رف  ی  س  م ͬ ک  ن  ی  م م   ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت ک  ه R ن  ͽ  اش  ت .۴۶�٣ ن  ت  ی  ج  ه

R : (B,≺B,⊕B) −→ (N, <,+).

ن  م  ودار (۱۴) ق  س  م  ت ١۴ . ٣

ن  ͽ  اش  ت  دو اب  ت  دا B س  اخ  ت  ار درون R و N م  ج  م  وع  ه ھ ای زم  ان ھ م ت  ع  ب  ی  ر ب  رای ق  ب  ل  ͬ ق  س  م  ت ھ ای در

ب  ه رس  ی  دن ب  رای ق  س  م  ت ای  ن در و ک  ردی  م، م  ع  رف  ͬ را S : A −→ [۰,۱) و R : B −→ N ͅ  ری  خ  ت ی  

ͬ ک  ن  ی  م. م   م  ع  رف  ͬ را T ͅ  ری  خ  ت ی   ن  ͽ  اش  ت ھ دف ای  ن



۵٨ ن  م  ودار (۱۵) ق  س  م  ت .١۵ . ٣

ͬ ک  ن  ی  م: م   ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را T ن  ͽ  اش  ت

T : B × A −→ R≥۰

(Z,X) 7−→ R(Z) + S(X)

ب  ن  اب  رای  ن ھ س  ت  ن  د س  وئ  ͬ دو S و R ن  ͽ  اش  ت ھ ای ک  ه ک  ردی  م ث  اب  ت م  ا ٣۶-٣ و ٣-٣٠ ل  م ھ ای ب  ن  اب  ه

اس  ت. دوس  وئ  ͬ ن  ی  ز ب  الا در ش  ده ت  ع  ری  ف T ن  ͽ  اش  ت

ن  م  ودار (۱۵) ق  س  م  ت ١۵ . ٣

ط  ور ب  ه را R و N م  ج  م  وع  ه ھ ای T ن  ͽ  اش  ت از اس  ت  ف  اده ب  ا ͬ خ  واھ ی  م م   ک  ه ک  ردی  م اش  اره ق  ب  ل  ͬ ق  س  م  ت در

ت  ع  ب  ی  ر R م  ج  م  وع  ه ی ک  ه ͬ ک  ن  ی  د م   م  لاح  ض  ه T ن  ͽ  اش  ت ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ن  ی  م، ت  ع  ب  ی  ر B درون زم  ان ھ م

دو و ͬ س  ازی  م م   را C = B × A م  ج  م  وع  ه ی ق  س  م  ت ای  ن در م  ا N م  ج  م  وع  ه ی ت  ع  ب  ی  ر ب  رای و ش  ده اس  ت

T ن  ͽ  اش  ت ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان چ  ن  ی  ن ھ م ͬ ک  ن  ی  م. م   ت  ع  ری  ف B′ و A′ ب  ه ص  ورت را آن  از م  ج  م  وع  ه زی  ر

ͬ ب  رد. م   Na م  ج  م  وع  ه ی ب  ه را B′ م  ج  م  وع  ه ی و N م  ج  م  وع  ه ی ب  ه را A′ م  ج  م  وع  ه ی

ͬ ک  ن  ی  م: م   ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را A′ ⊆ C .م  ج  م  وع  ه ی C := B × A ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .۴٧�٣ ت  ع  ری  ف

{(p۲
B(X,۱), X ⊕ ۱) : X ∈ Afin, X ≺O ۰} ∪ {(pB(X,۱), X ⊕ ۱) : X ∈ Afin, X ⪰O ۰}

ͬ ک  ن  ی  م: م   ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را B′ ⊆ C م  ج  م  وع  ه ی و

{(Z,۱) : Z ∈ B}.

ب  ردش  ان و دام  ن  ه ھ م  را ب  ه ک  ردی  م م  ع  رف  ͬ ک  ن  ون ت  ا ک  ه را ͅ  ری  خ  ت  ͬ ی   ن  ͽ  اش  ت ھ ای ت  م  ام زی  ر ج  دول در

آورده ای  م.



B در RA ت  ع  ب  ی  ر .٣ ف  ص  ل ۵٩

ای  زوم  رف  ی  س  م دام  ن  ه ب  رد

O A I

Z Afin N

S A [۰,۱)

R B N

T C R≥۰

اس  ت. ای  زوم  رف  ی  س  م T : (C,B′, A′) −→ (R≥۰,N,Na) ن  ͽ  اش  ت .۴٨�٣ ل  م

.T (A′) = Na و T (B′) = N دھ ی  م ن  ش  ان ب  ای  د اث  ب  ات.

ب  ن  اب  رای  ن: (Z,۱) ∈ B′ ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .B′ = {(Z,۱) : Z ∈ B} ͬ دان  ی  م م   ۴٣-٧ ت  ع  ری  ف ب  ن  اب  ه

T (Z,۱) = R(Z) + S(۱)

ب  ن  اب  رای  ن: .S(۱) = O(۱)−O(۱) = ۰ آن گ  اه ۱ ⪯O ۱ :وق  ت  ͬ ٣ . ٩ ب  خ  ش در S ن  ͽ  اش  ت ت  ع  ری  ف ب  ا

R(Z) + ۰ = R(Z)

داری  م: Z = (X, i) ھ ر ب  رای ٣۴-٣ ت  ع  ری  ف از و

R(Z) = aZ(X)−O(X) + i ∈ N

.T (B′) = N پ  س اس  ت دوس  وئ  ͬ R : B −→ N ن  ͽ  اش  ت ک  ه آن  ج  ا از و

از اس  ت  ف  اده ب  ا ، X ∈ Afin ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض ک  ار ای  ن ب  رای . T (A′) = Na ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان ح  ال

ب  ن  اب  رای  ن: O(X ⊕ Y ) = O(X) +O(Y ) mod ۱ داری  م ل  م١٩‐٣

O(X ⊕ ۱) = O(X) +O(۱) mod ۱.

ͬ دھ د: م   رخ ح  ال  ت دو ۴٣-٧ ت  ع  ری  ف ب  ا

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت O(X) ∈ I ک  ه آن  ج  ا از و X ⪰O ۰ ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض :(I) ح  ال  ت

X ⪰O ۰ =⇒ ۰ ≤ O(X) < ۱



۶٠ ن  م  ودار (۱۵) ق  س  م  ت .١۵ . ٣

داری  م: ۱ ⪯O X ک  ه ح  ال  ت  ͬ ب  رای ٣-٢٩ ت  ع  ری  ف ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

(۱) S(X ⊕ ۱) = O(X ⊕ ۱)−O(۱)

= O(X) +O(۱)−O(۱) mod ۱

= O(X) ∈ I

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت T ن  ͽ  اش  ت ت  ع  ری  ف ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

T (pB(X,۱), X ⊕ ۱) = R(pB(X,۱)) + S(X ⊕ ۱)

ب  ا: اس  ت ب  راب  ر ٣۴-٣ ت  ع  ری  ف ب  ا ک  ه (X,۱) م  اق  ب  ل ت  ال  ͬ ی  ع  ن  ͬ R(pB(X,۱)) آن در

(۲) aZ(X)−O(X) + ۱− ۱ = aZ(X)−O(X)

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت (۲) و (۱) از ب  ن  اب  رای  ن

aZ(X)−O(X) +O(X) = aZ(X) ∈ Na.

داری  م: ، X ≺O ۰ ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض :(II) ح  ال  ت

X ≺O ۰ −→ O(X) < O(۰) = ۰ +۱−→ ۰ < O(X) + ۱ < ۱

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت X ≻O ۱ چ  ن  ی  ن ھ م و ٣-٢٩ ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا

(۱) S(X ⊕ ۱) = O(X ⊕ ۱)−O(۱) + ۱

= O(X) +O(۱)−O(۱) + ۱ mod ۱

= O(X) + ۱

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت T ن  ͽ  اش  ت ت  ع  ری  ف ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

T (p۲
B(X,۱), X ⊕ ۱) = R(p۲

B(X,۱)) + S(X ⊕ ۱)

ب  ا: اس  ت ب  راب  ر ٣۴-٣ ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه (X,۱) م  اق  ب  ل ت  ال  ͬ ت  ا دو ی  ع  ن  ͬ R(pB(X,۱)) و

(۲) aZ(X)−O(X) + ۱− ۲ = aZ(X)−O(X)− ۱



B در RA ت  ع  ب  ی  ر .٣ ف  ص  ل ۶١

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت (۲) و (۱) از ب  ن  اب  رای  ن

aZ(X)−O(X)− ۱ +O(X) + ۱ = aZ(X) ∈ Na.

.T (A′) = Na ب  ن  اب  رای  ن اس  ت دوس  وئ  ͬ Z : Afin −→ N ن  ͽ  اش  ت ک  ه آن  ج  ا از

ن  م  ودار (۱۶) ق  س  م  ت ١۶ . ٣

س  اخ  ت  ی  م، آن را از B′ و A′ م  ج  م  وع  ه ی زی  ر دو چ  ن  ی  ن ھ م و C = B ×A م  ج  م  وع  ه ی م  ا ق  ب  ل  ͬ ق  س  م  ت در

ت  رت  ی  ب و ج  م  ع ع  م  ل ق  س  م  ت ای  ن در ھ س  ت  ن  د. T (A′) = Na و T (B′) = N ک  ه دادی  م ن  ش  ان چ  ن  ی  ن ھ م

زم  ان ھ م ط  ور ب  ه T ای  زوم  رف  ی  س  م ن  ͽ  اش  ت ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان و ک  ن  ی  م م  ͬ ت  ع  ری  ف را C م  ج  م  وع  ه روی

ͬ ک  ن  د. م   ت  ع  ب  ی  ر B درون را R و N م  ج  م  وع  ه ھ ای

ب  ه ص  ورت C م  ج  م  وع  ه ی روی را ⊕ ع  م  ل .(Z۱, X۱), (Z۲, X۲) ∈ C ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض .۴٩�٣ ت  ع  ری  ف

ͬ ک  ن  ی  م: م   ت  ع  ری  ف زی  ر

(Z۱, X۱)⊕C (Z۲, X۲) :=


(sB(Z۱ ⊕B Z۲), X۱ ⊕۱ X۲), ⊖۱X۱ ⪯۱ X۲ ;ھ رگ  اه

(Z۱ ⊕B Z۲, X۱ ⊕۱ X۲). ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در

(Z۱ = Z۲ و X۱ ≺۱ ی  ا Z۱ ≺B Z۲ ھ رگ  اه (Z۱, X۱) ≺C (Z۲, X۲) گ  وی  ی  م م  ͬ C م  ج  م  وع  ه  در

.X۲)

اس  ت: دوس  وئ  ͬ ͬ ش  ود م   ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت ک  ه T ن  ͽ  اش  ت .۵٠�٣ ل  م

T : (C,≺C ,⊕C , B
′, A′) −→ (R≥۰, <,+,N,Na).

٣ . ١٠ ٣ . ١٣و ق  س  م  ت ھ ای در .(Z۱, X۱), (Z۲, X۲) ∈ C = B × A ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض اث  ب  ات.

ھ س  ت  ن  د ای  زوم  رف  ی  س  م S : A −→ [۰,۱) و R : B −→ N ن  ͽ  اش  ت ھ ای ک  ه ک  ردی  م ث  اب  ت

داری  م ١۴ . ٣ ب  خ  ش در T ن  ͽ  اش  ت ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا .S(A) = [۰,۱) و R(B) = N ب  ن  اب  رای  ن

ͬ ک  ن  ی  م: م   ب  ی  ان زی  ر ب  ه ص  ورت را T ن  ͽ  اش  ت ب  ا ت  رت  ی  ب ب  ن  اب  رای  ن T (Z,X) = R(Z) + S(X)

T (Z۱, X۱) < T (Z۲, X۲)←→ R(Z۱) + S(X۱) < R(Z۲) + S(X۲).



۶٢ ن  م  ودار (۱۶) ق  س  م  ت .١۶ . ٣

ح  ال  ت دو پ  س ۱ ت  ا ۰ ب  ی  ن اع  ش  اری م  ق  دار ͷ  ی S(A) و اس  ت ط  ب  ی  ع  ͬ م  ق  دار ͷ  ی R(B) ک  ه آن  ج  ای  ͬ از و

ͬ دھ د: م   رخ

ی  ا (R(Z۱) < R(Z۲)) .١

R(Z۱) = R(Z۲) و S(Z۱) < S(Z۲) .٢

داری  م: ٣ . ١٣ ب  خ  ش از اس  ت  ف  اده ب  ا :(۱) ح  ال  ت

R(Z۱) < R(Z۲)⇐⇒ Z۱ ≺B Z۲ =⇒ (Z۱, X۱) ≺C (Z۲, X۲). (١)

ب  ررس  ͬ را S(X۱) < S(X۲) اس  ت ک  اف  ͬ پ  س R(Z۱) = R(Z۲) =⇒ Z۱ = Z۲ ھ رگ  اه :(۲) ح  ال  ت

ب  ن  اب  رای  ن: ۱ ⪯O X۱, X۲ ھ رگ  اه داری  م: ح  ال  ت دو ٣-٢٩ ت  ع  ری  ف ب  ا ک  ن  ی  م.

S(X۱) < S(X۲) −→ O(X۱)−O(۱) < O(X۲)−O(۱) −→ O(X۱) < O(X۲) −→ X۱ ≺O X۲.

داری  م: ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در

S(X۱) < S(X۲) −→ O(X۱)−O(۱)+۱ < O(X۲)−O(۱)+۱ −→ O(X۱) < O(X۲) −→ X۱ ≺O X۲.

ب  ه دس  ت ٣-٢٩ ت  ع  ری  ف ب  ا پ  س اس  ت X۱ ≺O X۲ ح  ال  ت دو ھ ر در ͬ ک  ن  ی  د م   م  ش  اھ ده ک  ه ط  ور ھ م  ان

ͬ آوری  م: م  

X۱ ≺۱ X۲ −→ (Z۱, X۱) ≺C (Z۲, X۲). (٢)

ͬ ش  ود: م   ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت T روی ⊕ ع  م  ل ͬ دھ ی  م م   ن  ش  ان ح  ال

T ((Z۱, X۱)⊕C (Z۲, X۲)) = T (Z۱, X۱) + T (Z۲, X۲).

ب  ن  اب  رای  ن: ⊖۱X۱ ⪯۱ X۲ ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض اب  ت  دا ͬ دھ د. م   رخ ح  ال  ت ٣-۴٩دو ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا

T ((Z۱, X۱)⊕C (Z۲, X۲)) = T (sB(Z۱ ⊕B Z۲), X۱ ⊕۱ X۲)

ب  ا: اس  ت ب  راب  ر راس  ت ط  رف پ  س T (Z,X) = R(Z) + S(X) ͬ دان  ی  م م   و

= R(sB(Z۱ ⊕B Z۲)) + S(X۱ ⊕۱ X۲)



B در RA ت  ع  ب  ی  ر .٣ ف  ص  ل ۶٣

ͬ آوری  م: م   ب  ه دس  ت ٣-٣٢ ن  ت  ی  ج  ه ی در ⊕۱ ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا و اس  ت م  اب  ع  د ت  ال  ͬ sB ک  ه آن  ج  ا از

= R(Z۱ ⊕B Z۲) + ۱ + S(X۱) + S(X۲)− ۱

داری  م: ۴۵-٣ ل  م در R ن  ͽ  اش  ت روی ⊕B ع  م  ل ت  ع  ری  ف ب  ا

= R(Z۱) +R(Z۲) + S(X۱) + S(X۲)

= T (Z۱, X۱) + T (Z۲, X۲).

ب  ن  اب  رای  ن: ⊖۱X۱ ≻۱ X۲ ͬ ک  ن  ی  م م   ف  رض ح  ال

T ((Z۱, X۱)⊕C (Z۲, X۲)) = T (Z۱ ⊕B Z۲, X۱ ⊕۱ X۲)

ب  ه دس  ت ٣-٣٢ ن  ت  ی  ج  ه ی در ⊕۱ ع  م  ل ت  ع  ری  ف ط  ور ھ م  ی  ن و T (Z,X) = R(Z) + S(X) ت  ع  ری  ف ب  ا

ͬ آوری  م: م  

= R(Z۱ ⊕B Z۲) + S(X۱ ⊕۱ X۲) (٣)

= R(Z۱) +R(Z۲) + S(X۱) + S(X۲) (۴)

= T (Z۱, X۱) + T (Z۲, X۲). (۵)



۴ ف  ص  ل

ب  ی  ش  ت  ر م  ط  ال  ع  ه ی ب  رای م  ق  الات

ک  ه اس  ت ط  ب  ی  ع  ͬ ک  رده ای  م. ذک  ر ف  ه  رس  ت وار ب  ه ص  ورت را م  وض  وع ای  ن ب  ا م  رت  ب  ط م  ق  ال  ه ھ ای ف  ص  ل ای  ن در

ن  ب  وده اس  ت. ف  ص  ل ای  ن در ف  ه  رس  ت ای  ن ن  ی  از م  ورد م  ف  اھ ی  م ھ م  ه ی ت  ع  ری  ف ب  رای م  ج  ال  ͬ

ک  ه اس  ت ت  اب  ع ͷ  ی λa : R −→ R آن در ک  ه (R,+, <,Z, λa) س  اخ  ت  ار ک  ه ش  ده اس  ت ث  اب  ت [۴] در

ھ ر گ  اه ͬ گ  وی  ی  م م   م  رب  ع  ͬ را a ب  اش  د. م  رب  ع  ͬ a اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت پ  ذی  ر ت  ص  م  ی  م ͬ ب  رد، م   ax ب  ه را x

ھ س  ت  ن  د. ص  ح  ی  ح b, c, d ض  رای  ب ک  ه ب  اش  د ba۲ + ca+ d = ۰ ͅ  ل ش   ب  ه دو درج  ه م  ع  ادل  ه ی ج  واب

ب  ه ط  وری اس  ت ت  اب  ع ͷ  ی f : Dn −→ R آن در ک  ه (R,+, ·, f) س  اخ  ت  ار ک  ه ش  ده اس  ت ث  اب  ت [٢] در

ت  ع  ری  ف را Z م  ج  م  وع  ه ی اس  ت، ب  س  ت  ه گ  س  س  ت  ه ی م  ج  م  وع  ه ی ͷ  ی D ⊆ R و ھ ی  چ ج  اچ  ͽ  ال f(Dn) ک  ه

ͬ ک  ن  د. م  

C آن در ک  ه (R,C ) س  اخ  ت  ار در ت  ع  ری  ف ق  اب  ل ب  از م  ج  م  وع  ه ھ ای ک  ه ش  ده اس  ت ث  اب  ت [٣] در

و اس  ت y۲ = x۳ + ax + b م  ع  ادل  ه ی ب  ه ب  ی  ض  وی خ  م ͷ  ی از (x, y) ∈ Q۲ گ  وی  ای ن  ق  اط از گ  روھ ͬ

ھ س  ت  ن  د. ١ ش  ب  ه ج  ب  ری ،a, b ∈ Q

ب  ه را x ک  ه ت  اب  ع  ͬ f : R −→ R و ب  اش  د ٢  ͬ م  رب  ع   غ  ی  ر ͹  گ  ن ع  دد α ھ رگ  اه ش  ده اس  ت ث  اب  ت [۶] در
١semialgebraic
٢non-quadratic



ب  ی  ش  ت  ر م  ط  ال  ع  ه ی ب  رای م  ق  الات .۴ ف  ص  ل ۶۵

ͬ ک  ن  د. م   ت  ع  ری  ف R روی را ض  رب (R, <,+,N, f) س  اخ  ت  ار آن گ  اه ب  ب  رد، αx

اع  داد Ralg و R = (R,+, ·, ۰,۱, <) آن در ک  ه (R,Ralg,۲Z) س  اخ  ت  ار ش  ده اس  ت ث  اب  ت [١] در

ͬ ک  ن  د. ن  م   ت  ع  ری  ف را ص  ح  ی  ح اع  داد اس  ت، گ  س  س  ت  ه ض  رب  ͬ گ  روه ͷ  ی ۲Z ط  ور ھ م  ی  ن ج  ب  ری،

س  اخ  ت  ار آن گ  اه ب  اش  د، GLn(C ) از گ  س  س  ت  ه گ  روه زی  ر Γ ھ رگ  اه ش  ده اس  ت ث  اب  ت [٧] در

س  اخ  ت  ار ب  ا (R,+, <, ·,Γ) س  اخ  ت  ار ی  ا ͬ ک  ن  د م   ت  ع  ری  ف را Z م  ج  م  وع  ه ی (R,+, <, ·,Γ)

اس  ت. ت  ع  ری  ف ق  اب  ل λ ∈ R ک  ه (R,+, <, ·, λZ)

م  ج  م  وع  ه ی ھ ر ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود K ⊆ R ک  ان  ت  ور م  ج  م  وع  ه ͷ  ی ک  ه ش  ده اس  ت ث  اب  ت [١٧] در

ک  ه اس  ت م  ج  م  وع  ه ای ک  ان  ت  ور م  ج  م  وع  ه ی ͷ  ی از م  ن  ظ  ور ب  اش  د. ب  ورِل (R,+, <, ·, K) در ت  ع  ری  ف ق  اب  ل

ب  اش  د. ھ ی  چ ج  اچ  ͽ  ال و ب  س  ت  ه درون  ͬ، ن  ق  ط  ه ب  دون ف  ش  رده،

ک  وچ  ͷ ت  ری  ن ب  ه را x ط  ب  ی  ع  ͬ ع  دد ھ ر ک  ه ب  اش  د ت  اب  ع  ͬ Va و م  رب  ع  ͬ a ھ رگ  اه ش  ده اس  ت ث  اب  ت [١۵] در

س  اخ  ت  ار در X ⊆ N آن گ  اه ب  ب  رد ͬ ش  ود، م   ظ  اھ ر a پ  ای  ه ی ب  ر ٣ ͬ  ͅ اُس  ت  رˀف  س   ن  م  ای  ش در ک  ه ھ م  ͽ  راھ ا م  خ  رج

چ  ن  ی  ن ھ م ب  اش  د. ۴ a ت  ش  خ  ی  ص پ  ذی  ر م  ج  م  وع  ه ی ͷ  ی ،X اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت ت  ع  ری  ف ق  اب  ل (N,+, Va)

اس  ت. ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر (N,+, Va) س  اخ  ت  ار ش  ده اس  ت ث  اب  ت

س  اخ  ت  ار ای  ن ک  ه ش  ده ث  اب  ت و ش  ده اس  ت ارائ  ه (R,+, .,۲Z) ت  ئ  وری از ک  ام  ل ب  ن  دی اص  ل ͷ  ی [۵] در

ͬ ک  ن  د. ن  م   ت  ول  ی  د را Z

pr اس  ت. ۶ ف  وق س  اده و ۵ ن  اپ  ای  دار ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر، Th(Z,+,۱, ۰, pr) ک  ه ش  ده اس  ت ث  اب  ت [٨] در

ن  ه. ی  ا اس  ت اول ع  ددی ای  ن ک  ه ب  رای اس  ت م  ح  م  ول ͷ  ی

ب  ی  ان (Z,+, ۰, A) س  اخ  ت  ار ب  ا A ⊆ N م  ج  م  وع  ه ی ٨ پ  راک  ن  دگ  ͬ و ٧ پ  ای  داری راب  ط  ه ی [٩] در

ش  ده اس  ت.

دارای (R, <) از o م  ی  ن  ی  م  ال گ  س  ت  رش ھ ر م  ان  ن  د (R, <) از گ  س  ت  رش ھ ر ک  ه ش  ده اس  ت ث  اب  ت [١٠] در

اس  ت ت  ع  ری  ف ق  اب  ل f : [a, b] −→ R ث  اب  ت ت  اب  ع a, b ∈ R ھ ر ب  رای ی  ع  ن  ͬ اس  ت، م  ی  ان  ͬ م  ق  ادی  ر وی  ژگ  ͬ

ͬ ب  رد. م   f(b) و f(a) ب  ی  ن م  ق  داری ب  ه را R از م  ق  دار ھ ر ک  ه

ت  اب  ع ͷ  ی f : Dn −→ K و ح  ق  ی  ق  ͬ اع  داد از م  ی  دان زی  ر ͷ  ی K ھ رگ  اه ش  ده اس  ت ث  اب  ت [١١] در

ت  ع  ری  ف را Z م  ج  م  وع  ه ی (K, f) س  اخ  ت  ار آن گ  اه ب  اش  د گ  س  س  ت  ه و D ⊆ K آن در ک  ه چ  ͽ  ال، ھ ی  ج ج  ا
٣Ostrowski representaion
۴recognizable
۵unstable

۶supersimple
٧stability

٨sparsity



۶۶

ͬ ک  ن  د. م  

آن ت  ص  م  ی  م ن  اپ  ذی  ری و ͬ س  ت م  رب  ع   a وق  ت  ͬ (R, <,+,Z, x→ ax) س  اخ  ت  ار ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری [١٢] در

ش  ده اس  ت. ب  ررس  ͬ اس  ت ٩ ͹  گ  ن م  رب  ع  ͬ غ  ی  ر a وق  ت  ͬ

اص  ل اس  ت ۲Z = {۲n |n ∈ Z} ض  رب  ͬ گ  روه ۲Z آن در ک  ه (R,۲Z) س  اخ  ت  ار ت  ئ  وری [١٣] در

Th(R,۲Z) اص  ول اص  ول، ای  ن ک  ه اس  ت ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ر و ک  ام  ل ت  ئ  وری ای  ن داده ش  ده ن  ش  ان و ش  ده ب  ن  دی

ھ س  ت  ن  د.

(Z,+, <, ۰) از ١١ ک  اھ ش  ͬ و (Z,+, ۰) از ١٠ Mگ  س  ت  رش  ͬ اگ  ر ک  ه ش  ده اس  ت ث  اب  ت [١۴] در

از ک  اھ ش  ͬ M ͬ گ  وی  ی  م م   ͬ ب  اش  د. م   (Z,+, <, ۰) ی  ا (Z,+, ۰) در ت  ع  ب  ی  ر ق  اب  ل M وق  ت آن ب  اش  د

اس  ت Mت  ع  ری  ف پ  ذی  ر در ک  ه Zn از م  ج  م  وع  ه زی  ر ھ ر ، n > ۰ ھ م  ه ی ب  رای ھ رگ  اه اس  ت (Z,+, <, ۰)

اس  ت. ت  ع  ری  ف پ  ذی  ر ن  ی  ز (Z,+, <, ۰) در

زب  ان ھ ای در Z Rو ،N ص  ح  ی  ح و ح  ق  ی  ق  ͬ ط  ب  ی  ع  ͬ، اع  داد ت  ئ  وری ت  ص  م  ی  م پ  ذی  ری [٢١] در

ش  ده اس  ت. ب  ررس  ͬ {<,+} و {<, ·,+} ،{<}

٩non-quadratic irrational
١٠expansion

١١reduct
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ان  ͽ  ل  ی  س  ͬ ب  ه ف  ارس  ͬ واژه ن  ام  ه ی

ب

continuous fraction expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  س  ل  س  ل ک  س  ر ب  س  ط

recursive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  ازگ  ش  ت  ͬ

topological closure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س  ازگ  اری

پ

sparsity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  راک  ن  دگ  ͬ

ت

recognizable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  ذی  ری. ت  ش  خ  ی  ص

successor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  ع  د م  ا ت  ال  ͬ

predecessor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق  ب  ل م  ا ت  ال  ͬ

decidable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  ذی  ر ت  ص  م  ی  م

interpretable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  ذی  ر. ت  ع  ب  ی  ر

ح

presburger arithmetic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  رس  ب  رگ  ر ح  س  اب

س



٧١ ان  ͽ  ل  ی  س  ͬ ب  ه ف  ارس  ͬ واژه ن  ام  ه ی

satisfiable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س  ازگ  اری.

two-sorted structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  خ  ش  ͬ دو س  اخ  ت  ار

ش

semialgebraic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج  ب  ری ش  ب  ه

غ

non-quadratic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  رب  ع  ͬ غ  ی  ر

ف

supersimple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س  اده ف  وق

fibonacci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ف  ی  ب  ون  ان  چ  ͬ.

ق

Goldes completeness teorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  ودل ت  م  ام  ی  ت ق  ض  ی  ه

Tarski theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ  ͅ ت  ارس   ق  ض  ی  ه

ک

complete . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  ام  ل

O-minimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  رت  ی  ب  ͬ ک  م  ی  ن  ه

reduct . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  اھ ش  ͬ

گ

expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  س  ت  رش  ͬ



٧٢ ان  ͽ  ل  ی  س  ͬ ب  ه ف  ارس  ͬ واژه ن  ام  ه ی

م

Real Closed Field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ح  ق  ی  ق  ͬ ب  س  ت  ار ھ ای م  ی  دان

Algebraic Closed Field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج  ب  ری. ب  س  ت  ار ھ ای م  ی  دان

finite autimaton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ت  ن  اھ ͬ م  اش  ی  ن

ن

Ostrowski representaion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ  ͅ اس  ت  رف  س   ن  م  ای  ش

unstable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  ای  دار ن  ا

golden ratio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ط  لای  ͬ ن  س  ب  ت

ه

nowhere dense . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چ  ͽ  ال ج  ا ھ ی  چ

convolutuon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آم  ی  خ  ت. ھ م



ن  م  ادھ ا ف  ه  رس  ت

م  راج  ع  ه ص  ف  ح  ه ی اول  ی  ن م  ف  ه  وم ن  م  اد

١ ت  اب  ع  ͬ ن  م  اد م  ج  م  وع  ه F

١ راب  ط  ه ای ن  م  اد م  ج  م  وع  ه R

١ ث  واب  ت م  ج  م  وع  ه C

١ Lس  اخ  ت  ار M

١ Lس  اخ  ت  ار در f ت  اب  ع fM

١ Lس  اخ  ت  ار در R راب  ط  ه ت  ع  ب  ی  ر RM

١ Lس  اخ  ت  ار در c ث  اب  ت ت  ع  ب  ی  ر cM

٢ φ ب  رای م  دل  ͬ M س  اخ  ت  ار M |= φ

٢ اس  ت درس  ت T م  دل ھ ر در φ T |= φ

٢ M در درس  ت ج  م  لات ت  م  ام Th(M)

۴ پ  رس  ب  رگ  ر ح  س  اب Pr

۴ ت  ع  ل  ق ∈

۴ ت  ال  ͬ ت  اب  ع sN

۴ ط  ب  ی  ع  ͬ اع  داد ت  وان  ͬ م  ج  م  وع  ه P(N)

۶۵ O م  ی  ن  ی  م  ال گ  س  ت  رش از ت  ئ  وری Ralg

۶۵ گ  س  س  ت  ه ض  رب  ͬ گ  روه ۲Z

٨ ن  پ  ر ع  دد e



٧۴ ن  م  ادھ ا ف  ه  رس  ت

٩ ھ م  ͽ  را kاُم  ی  ن pk
qk

٩ ت  ف  اض  ل kاُم  ی  ن βk

٩ ق  س  م  ت خ  ارج kاُم  ی  ن ζk

١٧ ͬ  ͅ اس  ت  رف  س   ب  س  ط ض  رای  ب bk

٢١ ͬ  ͅ اس  ت  رف  س   ب  س  ط در ع  دد ب  زرگ  ت  ری  ن ت  ا ص  ف  ر م  ج  م  وع  ه Σa

٢١ b۱, · · · , bn+۱ ح  رف ھ ای Σa ρa(N)

٢١ Σa روی م  ت  ن  اھ ͬ ط  ول ب  ا ک  ل  م  ات م  ج  م  وع  ه Σ∗
a

٢۵ ص  ح  ی  ح اع  داد ب  رای م  ح  م  ول p(x), q(x)

٢۵ م  س  ل  س  ل ک  س  ر در ت  ن  اوب دوره ش  روع ξ + ۱

٢۵ م  س  ل  س  ل ک  س  ر در ت  ن  اوب دوره ط  ول ν

٢۶ م  س  ل  س  ل ک  س  ر در ai ب  زرگ ت  ری  ن µ

٢۶ ١ ط  ول ب  ه ب  ازه ای I

٢۶ N ت  وان  ͬ م  ج  م  وع  ه P(N)

٢۶ P(N)از م  ج  م  وع  ه ای زی  ر A

٢۶ Aاز م  ت  ن  اھ ͬ م  ج  م  وع  ه ای زی  ر Afin

٣۵ A,Afin روی ج  م  ع ⊕

٣۵ Afin روی ت  رت  ی  ب ≺Z

٣٨ A روی ت  رت  ی  ب ≺O

۴٠ Iب  ازه ی روی ج  م  ع +۱

۴٣ A روی ت  رت  ی  ب ≺۱

۴٣ A روی ج  م  ع ⊕۱

۵١ م  اب  ع  د ت  ال  ͬ sB

۵١ م  اق  ب  ل ت  ال  ͬ pB

۵١ B روی ج  م  ع ⊕B

۵١ B روی ت  رت  ی  ب ≺B



٧۵ ن  م  ادھ ا ف  ه  رس  ت

۶١ C روی ج  م  ع ⊕C

۶١ C روی ت  رت  ی  ب ≺C
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This M.Sc. thesis is based on the following paper
Hංൾඋඈඇඒආං, Pඁංඅංඉඉ, Expansions of the ordered additive group of real numbers by two discrete sub-
groups, The Journal of Symbolic Logic 81.3 (2016): 1007-1027.

One of the important concepts in logic and model theory is decidablility. The purpose of this thesis
is to prove the decidability of the structure Ra := (R, <,+,Z,Za), where a is quadratic, Z is a
predicate for the integers, Za a predicate for the set {an| n ∈ Z}.
In order to be able to prove thatRa is decidable we interpret it within a decidable
structure. B := (N,P(N), sN,∈) which is known (by a result of Büchi) to be decidable.
The structure B is called two-sorted, due to two setsN and P(N). In the structure B the function sN
is the successor function in the form sN : N −→ N such that every member x in N successor is sent
to x+ 1, and the relation ∈ is a relation on N×P(N) such that ∈ (t,X) iff t ∈ X .
Interpreting means that we define the corresponding with sets, relationships and operations within the
structureRa definable sets inside the structures B.
To interpret the structureRa within the structure B we first create a set A ⊆ P(N), a set of sets N
and a set Afin ⊆ A, which are to play the same role the same R and N.
We then define the sum and order of these two sets, then we introduce the map
Z : (Afin,≺Z ,⊕) −→ (N, <,+) by which we define the set N within the structure B.
In the next step we introduce the map O in the form O : (A,≺O,⊕) −→ (I,<,+1) by which
we define the setR within the structure B. In this way we impute a set to any number and define sum
and order on the sets. Then we introduce the map S in the form
S : (A,≺1,⊕1) −→ ([0, 1), <,+mod 1) by which we change the interval I to [0, 1) so that we
can interpret all the real numbers within the structure B.
Notice that with the map Z we interpreted the set N and with the map S we interpreted the set R
within the structure B. To be able to synchronous interpret these two sets within the structure B we
first define the setB ⊆ Afin×{0, 1, 2} including regular pairs. The set {0, 1, 2} means that there
are several natural numbers inside the interval (aZ(X), a(Z(X)+1)). Then by definition sum and
order on B we introduce map R : (B,≺B,⊕B) −→ (N, <,+).
In the final step to synchronous interpret two setsN andR, we put the setC = A×B then define sum
and order on C , as well we define A′ ⊆ C and B′ ⊆ C which play respectively the role of Na and
N. And at the end we introduce the mapT : (C,≺C ,⊕B, B

′, A′) −→ (R ≥ 0, <,+,N,Na).
We get the map T that T (B′) = N and T (A′) = Na. So by map T interpret structure



(R ≥ 0, <,+,N,Na) which is similar to structureRa within the structure B. With this process we
interpret the structureRa within the structure B.
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