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به متعلق رساله اين به مربوط معنوی و مادی مالکیت حقوق کلیه
توسط حقوق این است. پدیدآورندگان و اصفهان صنعتی دانشگاه
فکری مالکیت مشی خط اساس بر و اصفهان صنعتی دانشگاه

شد. خواهد بندی سهم و ارزش گذاری دانشگاه، این
تجاری سازی برای اقدام یا نتايج محتوا، از برداری بهره گونه هر
صنعتی دانشگاه کتبی مجوز با تنها رساله اين دستاوردهای

است. امکان پذیر اصفهان
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چکیده:

است: زیر قضیه ی اثبات پایان نامه این اصلی هدف
میدان اگر باشد. F باقیمانده های میدان و O حلقه ی ارزیاب با هنسلی ارزیابی میدان یک K کنید «فرض
وجودی صورت به K هنسلی ارزیابی میدان در O ارزیاب حلقه ی آنگاه باشد، جبری شبه بسته ی یا متناهی F

است». تعریف پذیر حلقه ها زبان در پارامتر بدون و
می کنیم: اثبات را زیر کلی حکم دو ابتدا قضیه این اثبات برای

کلاس های همه ی T ⊆ O و باشد m ماکزیمال ایده آل شامل O ارزیاب حلقه ی از U زیرمجموعه ی اگر .۱
است. برقرار O = U + T تساوی قطع کند، را باقیمانده

تعریف پذیر زیرمجموعه ی باشد، داشته مطلوبی ویژگی های f(X) ∈ O[X] چندجمله ای اگر .۲
است. m ماکزیمال ایده آل شامل O ارزیاب حلقه ی از Uf = { ۱

f(x)
− ۱

f(y)
|x, y ∈ K}

متفاوت صورت به جبری، شبه بسته ی باقیمانده های میدان و متناهی باقیمانده های میدان  حالت دو برای سپس
و متناهی باقیمانده های میدان  حالت در که می دهیم نشان نهایت در می کنیم. اثبات را f چندجمله ای وجود
T = {x ∈ K : xq − x = ۰} تعریف پذیر زیرمجموعه ها ی ترتیب به جبری شبه بسته ی باقیمانده های میدان

می  کنند. قطع را باقیمانده کلاس های همه ی ،O ارزیاب حلقه ی از Tf = f(K)−۱f(K)−۱ ∪ {۰} و
است. شده اثبات زیر دقیق عنوان با [۷] مقاله ی در شده یاد قضیه ی

Fehm, Arno. Existential ∅-definability of henselian valuation rings. The Journal of
Symbolic Logic, 80(1):301–307, 2015
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پیشگفتار

با تعریف پذیر را Mn از X زیرمجموعه ی یک باشد. M جهان با اول مرتبه ساختار یک M کنید فرض  
که طوری به باشد داشته وجود φ(x۱, ..., xn, y۱, ..., ym) فرمول هرگاه می نامیم، b۱, ..., bm پارامترهای

X = {(a۱, ..., an) ∈Mn | M |= φ(a۱, ..., an, b۱, ..., bm)}.

پاسخ آنهاست. در تعریف پذیر مجموعه های شناسایی اول، مرتبه  ساختارهای منطقی بررسی در مهم مسئله ی یک
. . . و توپولوژیک اعدادی، نظریه ی جبری، ویژگی های به راجع کافی اطلاعات نیازمند عموماً مسئله ای چنین به
پارامتر بدون و شده یافت فرمول سوری پیچیدگی تعریف پذیری، مسئله  ی یک بررسی در همچنین است. ساختار

است. اهمیت با آن بودن
K و مرتب آبلی گروه یک Γ کنید فرض هستند. ارزیابی میدان های پایان نامه، این در مطالعه مورد ساختار
x, y ∈ K هر برای هرگاه می نامیم، ارزیابی نگاشت یک را v : K → Γ ∪ {∞} نگاشت باشد. میدان یک

باشد: برقرار زیر ویژگی های

،v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)} .۱

،v(x · y) = v(x) + v(y) .۲

.x = ۰⇔ v(x) =∞ .۳

باشد؛ K برای ارزیاب حلقه ی یک A ⊆ K آن در که است (K,A) زوج یک ارزیابی، میدان یک از منظور
ارزیاب حلقه ی K میدان در A ارزیاب حلقه ی هر .x−۱ ∈ A یا x ∈ A باشیم داشته x ∈ K هر برای یعنی

که طوری به دارد وجود v : K → Γ ارزیابی نگاشت یعنی است؛ v : K → Γ ارزیابی نگاشت یک نظیر

O = {x ∈ K : v(x) ≥ ۰}.

m با را آن که دارد ماکزیمال ایده آل یک فقط یعنی است؛ موضعی حلقه ی یک O که دید خواهیم ۳ فصل در
می نامیم. باقیمانده ها میدان را آن که است میدان یک F = O

m
و می دهیم نمایش



روش ها دادن بسط با مقاله این در واقع در است. [۱] مقاله ی از تعمیمی پایان نامه این نظر مورد مقاله ی
حالت دو گرفتن نظر در با ارزیابی، میدان های در ارزیاب حلقه  های تعریف پذیری ،[۱] مقاله ی تکنیک های و

است. شده اثبات جبری شبه بسته ی باقیمانده های میدان و متناهی باقیمانده های میدان
هستند: پایان نامه این در اصلی قضیه ی دو زیر قضایای

اگر باشد. F باقیمانده های میدان و O ارزیاب حلقه ی با هنسلی ارزیابی میدان یک K کنید فرض .۱ قضیه
دارد. وجود K میدان در O حلقه ی برای پارامتر بدون و وجودی تعریف یک باشد، متناهی F

اگر باشد. F باقیمانده های میدان و O ارزیاب باحلقه ی هنسلی ارزیابی میدان یک K کنید فرض .۲ قضیه
جبری بسته ی هستند، جبری F۰ اول میدان روی که F از نقاطی مجموعه ،Falg و باشد جبری شبه بسته ی F

دارد. وجود K میدان در O حلقه ی برای پارامتر بدون و وجودی تعریف یک آنگاه نباشد،

ادامه در کرده ایم. تشریح امکان حد تا لازم، پیش نیازهای همراه به را فوق قضایای اثبات پایان نامه این در
می دهیم. شرح مرحله چند طی را اثبات این روند از خلاصه ای

ویژگی  دو این دارای O ارزیاب حلقه ی از T و U زیرمجموعه ی دو اگر که دید خواهیم اول: مرحله ی •
.O = U + T آنگاه قطع کند، را باقیمانده کلاس های همه ی T و m ⊆ U که باشند

است. شده ذکر ویژگی های با T و U تعریف پذیر مجموعه ها ی معرفی هدف بعدی، مراحل در

آن در که می کنیم تعریف Uf = { ۱
f(x)
− ۱

f(y)
|x, y ∈ K} صورت به را Uf مجموعه ی دوم: مرحله ی •

.f(x) ̸= ۰ داریم x ∈ K هر برای و f ∈ O[X] چندجمله ای

F در f̄ باشد، تکین f ∈ O[X] چندجمله ای هرگاه ،m ⊆ Uf ⊆ O که می کنیم اثبات سوم: مرحله ی •
.f ′(a) /∈ m که طوری به داشته باشد وجود a ∈ O عنصر و باشد نداشته  ریشه

صورت به جبری، شبه بسته ی میدان باقیمانده های و متناهی باقیمانده های میدان حالت دو برای مسیر ادامه ی در
از T زیرمجموعه ی یک سپس می کنیم؛ تضمین را شده بیان ویژگی های با f چندجمله ای وجود ابتدا جداگانه

قطع کند. را باقیمانده کلاس های همه ی که گونه ای به می کنیم معرفی را O ارزیاب حلقه ی

تکین، چندجمله ای که دید خواهیم باشد، متناهی F اگر متناهی): حالت (برای چهارم مرحله ی •
به a ∈ F عنصر همچنین ندارد. ریشه F در که است موجود f ∈ F۰[X] جدایی پذیر و تحویل ناپذیر

.f ′(a) ≠ ۰ که دارد وجود گونه ای

تعریف پذیر مجموعه ی ،F = Fq اگر که می کنیم اثبات متناهی): حالت (برای پنجم مرحله ی •
.T̄ = F و است O ارزیاب حلقه ی از زیرمجموعه ای ،T := {x ∈ K : xq − x = ۰}



توسط O ارزیاب حلقه ی است، متناهی باقیمانده ها میدان که حالتی برای که دید خواهیم مرحله این پایان از پس
می رسد. پایان به ۱ قضیه ی اثبات و می گردد تعریف K میدان در پارامتر بدون و وجودی فرمول یک

میدان یک F اگر که می دهیم نشان کلی طور به جبری): شبه بسته ی حالت (برای چهارم مرحله ی •
f ∈ F۰[X] جدایی پذیر و تحویل ناپذیر تکین، چندجمله ای نباشد، جبری بسته ی Falg و باشد نامتناهی

.f ′(a) ̸= ۰ و ندارد ریشه F در f که گونه ای به دارند وجود a ∈ F عنصر و

F اگر خاص طور به بنابراین هستند. نامتناهی جبری شبه بسته ی میدان های که دید خواهیم ۴ فصل در
فوق ویژگی های با f چندجمله ای یک نباشد، جبری بسته ی Falg و باشد جبری شبه بسته ی میدان یک

است. موجود

مجموعه ی که داد خواهیم نشان جبری): شبه بسته ی حالت (برای پنجم مرحله ی •
چندجمله ای اگر و است O ارزیاب حلقه ی از زیرمجموعه ای ،Tf = f(K)−۱f(K)−۱ ∪ {۰}
همچنین .T̄f = F داریم باشد، نداشته ریشه F در و باشد مربع از خالی f̄ و تکین f ∈ O[X]

داراست. نیز را مرحله این در نظر مورد ویژگی های قبلی، مرحله ی به مربوط f چندجمله ای که دید خواهیم

است، جبری شبه بسته ی باقیمانده ها میدان که حالتی برای دید خواهیم سادگی به مرحله این پایان از پس نهایتاً
۲ قضیه ی اثبات و می گردد تعریف K میدان در پارامتر بدون و وجودی فرمول یک توسط O ارزیاب حلقه ی

می رسد. پایان به اینجا در نیز
حلقه ی است، متناهی باقیمانده ها میدان که حالتی برای که داد خواهیم نشان ۱ قضیه ی اثبات بر علاوه
p اول عدد هر برای که داد خواهیم نشان واقع در می گردد. تعریف یکنواخت صورت به K میدان در O ارزیاب
ارزیابی میدان هر در که طوری به است موجود φ پارامتر بدون و وجودی فرمول یک ،m مثبت صحیح عدد و

.φ(K) = O آنگاه m - n اگر ،F = Fpn باقیمانده های میدان و O ارزیاب حلقه ی با K
است. پایان نامه این پنجم فصل مطالب از خلاصه ای شد داده شرح که آنچه

پرداخته ایم. جبری شبه بسته ی میدان های معرفی به مفصل طور به چهارم فصل در فوق، برمطالب علاوه
جبری مفاهیم بررسی از پس که است جبری شبه بسته ی میدان های بودن» «مقدماتی اثبات در فصل این اهمیت

است. شده گفته جبری هندسه ی و
پرداخته ایم. هنسلی ارزیابی میدان های معرفی به اصلی، مقاله ی نیاز حد در و مختصر صورت به سوم فصل در
صرفاً دارد، آشنایی مدل ها نظریه مقدماتی مفاهیم با نوشته این خواننده ی این که بر فرض با دوم فصل در
بسته ی میدان های سور حذف اثبات بر فصل این در تمرکزمان و کرده ایم یادآوری را نیاز مورد اصلی تعاریف

است. بوده جبری
به مفصل طور به است بوده زیادی جبری پیش نیازهای نیازمند اصلی مقاله ی این که به توجه با اول فصل در



را مختلف میدانی توسیع های تام، و متناهی میدان های معرفی بر علاوه فصل این در پرداخته ایم. جبری مفاهیم
هستند. فصل این مطالب مهم ترین جدایی پذیر توسیع بخش و نرمال پایه ی وجود قضایای کرده ایم. معرفی نیز

میدان های در ارزیاب حلقه ی تعریف پذیری پیشینه ی به اشاره ضمن بیشتر، مطالعه ی برای مقالات بخش در
به را مقالات این از یک هر در بررسی مورد اصلی قضایای و معرفی را زمینه این در مقالات از برخی ارزیابی،

کرده ایم. بیان مختصر صورت



۱ فصل

گالوا نظریه و جبر

مقدمه ۱ .۱

خاص طور به می کنیم. بیان را پایان نامه این نیاز مورد گالوایی نظریه ی و جبری قضایای و مفاهیم فصل این در
این اصلی منابع هستند. فصل این بخش های مهم ترین متناهی، میدان های بخش و میدانی توسیع های بخش
نیز [۵] و [۳] و [۱۴] منابع از فصل این قضایای از برخی اثبات برای هستند. [۹] و [۱۲] و [۱۶] فصل

گرفته ایم. کمک

مقدماتی مباحث ۲ .۱

حلقه ی را K[X] = {a۰ + a۱X + ...+ anX
n | n ∈ N, ai ∈ K} حلقه ی باشد. میدان یک K کنید فرض

بنابراین می دهیم؛ نمایش K(X) با را K[X] کسرهای میدان و می نامیم X متغیر تک با چندجمله ای های
.K(X) = {f

g
| f, g ∈ K[X]}

صورت به را آن نتوانیم هرگاه می گوییم K روی ۱ تحویل ناپذیر را f ∈ K[X] ثابت غیر چندجمله ای یک
(از K روی f تحویل ناپذیر چندجمله ای یک بنویسیم. K در ضرایب با غیرثابت چندجمله ای دو حاصل ضرب
الگوریتم به بنا باشد، f چندجمله ای ریشه ی β ∈ K اگر زیرا ندارد. ریشه ای Kهیچ خود در یک) از بیشتر درجه ی

1irreducible



۲ مقدماتی مباحث .۲ .۱

.f = (X − β)h که طوری به باشد موجود h ∈ K[X] چندجمله ای یک اگروتنهااگر f(β) = ۰ داریم تقسیم
برای ریشه یک X + ⟨f⟩ ∈ K[X]

⟨f⟩ عنصر واقع در است. ریشه دارای K ⊆ K[X]
⟨f⟩ میدان در f چندجمله ای اما

داریم: f(X) = a۰ + a۱X + a۲X
۲ ∈ K[X] اگر مثلا است. آن

f(X + ⟨f⟩) = (a۰ + ⟨f⟩) + (a۱ + ⟨f⟩)(X + ⟨f⟩) + (a۲ + ⟨f⟩)(X + ⟨f⟩)۲

= a۰ + ⟨f⟩+ a۱X + ⟨f⟩+ (a۲ + ⟨f⟩)(X۲ + ⟨f⟩)

= (a۰ + ⟨f⟩) + (a۱X + ⟨f⟩) + (a۲X
۲ + ⟨f⟩)

= a۰ + a۱X + a۲X
۲ + ⟨f⟩ = ۰.

K روی f که بگیریم نتیجه نمی توانیم باشد، نداشته ریشه K در f چندجمله ای یک اگر که کنید توجه
اما ندارد، ریشه R در f(X) = (X۲ + ۱)(X۲ + X + ۲) چندجمله ای مثال برای است. تحویل ناپذیر

است. تحویل پذیر

یک هرگاه می نامیم جبری K روی را α ∈ L عنصر نظربگیرید. در را K ⊆ L میدانی توسیع .۱ .۲ .۱ تعریف
را آن نباشد، جبری K روی α اگر .f(α) = ۰ که طوری به باشد موجود f ∈ K[X] ناصفر چندجمله ای

می نامیم. متعالی یا غیرجبری

تکین چندجمله ای باشد. K روی جبری عنصر یک α ∈ L و میدانی توسیع یک K ⊆ L کنید فرض
چندجمله ای های میان در f چندجمله ای و f(α) = ۰ هرگاه می نامیم α مینیمال چندجمله ای را f ∈ K[X]

چندجمله ای که می دهیم نشان زیر لم در باشد. داشته را درجه حداقل آن هاست، ریشه ی α که K[X] به متعلق
باشد. آن ریشه ی یک α و تحویل ناپذیر f اگروتنهااگر است α مینیمال چندجمله ای ،f ∈ K[X]

صورت این در باشند. K روی جبری عنصر یک α ∈ L و میدانی توسیع یک K ⊆ L کنید فرض .۲ .۲ .۱ لم
هستند: معادل زیر عبارت های

است. α مینیمال چندجمله ای f چندجمله ای .۱

.f(α) = ۰ که طوری به است، تحویل ناپذیر چندجمله ای یک f چندجمله ای .۲

f ∈ K[X] که می کنیم اثبات باشد. α مینیمال چندجمله ای f ∈ K[X] چندجمله ای می کنیم فرض ابتدا اثبات.
چندجمله ای های بنابراین باشد. تحویل پذیر f(X) که می کنیم فرض خلف برهان به است. تحویل ناپذیر K روی
پس ،f(α) = ۰ طرفی از .f(X) = h(X)g(X) که طوری به دارند وجود h(X), g(X) ∈ K[X]

f(X) چندجمله ای درجه ی از g درجه ی و h درجه ی اما .g(α) = ۰ یا h(α) = ۰ بنابراین .h(α)g(α) = ۰
است. تناقض در f چندجمله  ای بودن مینیمال فرض با این که هستند کمتر



۳ مقدماتی مباحث .۲ .۱

خلف برهان به همچنین باشد. f مانند تحویل ناپذیر چندجمله ای یک ریشه ی α ∈ L می کنیم فرض حال
که دارد وجود g ∈ K[X] چندجمله ای یک صورت این در نباشد. α مینیمال چندجمله ای f می کنیم فرض
داریم تقسیم الگوریتم به بنا است. f چندجمله ای درجه ی از کمتر آن درجه ی و است α مینیمال چندجمله ای
اما ،r(α) = ۰ نتیجه در .f(α) = g(α)h(α) + r(α) = ۰ بنابراین f(α) = ۰ طرفی از .f = gh + r

رو این از .r = ۰ داریم است، α مینیمال چندجمله ای g و است کمتر g درجه ی از r درجه ی این که توجه با
است. تناقض در f بودن تحویل ناپذیر فرض با که f(X) = g(X)h(X)

اگر زیرا یکتاست. α مینیمال چندجمله ای آنگاه باشد، K روی جبری عنصر یک α ∈ L اگر
g = c۰+c۱X+...+cn−۱X

n−۱+Xn ∈ K[X] و h = b۰ + b۱X + ...+ bn−۱X
n−۱ +Xn ∈ K[X]

و h | g تقسیم الگوریتم به بنا ،g(α) = h(α) = ۰ که طوری به باشند درجه حداقل با تکین چندجمله ای دو
به f = ug بنابراین تحویل ناپذیرند. g و h ،۲ .۲ .۱ لم به بنا پس دارند، را درجه حداقل g و h طرفی از .g | h
در .u = ۱ داریم است، یک عدد g و h در Xn ضریب این که به توجه با اما است. یکه عنصر یک u که طوری

.f = g نتیجه

چندجمله ای با α−۱ مینیمال چندجمله ای صورت این در باشد. α مینیمال چندجمله ای f کنید فرض .۳ .۲ .۱ لم
است. درجه هم ،α مینیمال

بنابراین باشد. α مینیمال چندجمله ای f = a۰ + a۱X + ... + an−۱X
n−۱ + Xn می کنیم فرض اثبات.

داریم: (α−۱)n در عبارت این طرفین ضرب از .f(α) = a۰ + a۱α + · · ·+ an−۱α
n−۱ + αn = ۰

a۰(α
−۱)n + a۱(α

−۱)n−۱ + · · ·+ an−۱(α
−۱) + ۱ = ۰.

داریم: صورت این در کنیم. ضرب a−۱
۰ در را فوق رابطه ی طرفین است کافی حال

(α−۱)n +
a۱
a۰

(α−۱)n−۱ + · · ·+ an−۱
a۰

(α−۱) +
۱
a۰

= ۰.

چندجمله ای g(X) = Xn + a۱
a۰
Xn−۱ + · · · + an−۱

a۰
X + ۱

a۰
چندجمله ای که می کنیم ادعا

میان در g چندجمله ای دهیم نشان است کافی ادعا این اثبات منظور به است. α−۱ مینیمال
چندجمله ای می کنیم فرض خلف برهان به دارد. را درجه حداقل آنهاست ریشه ی α−۱ که چندجمله ای هایی
.h(α−۱) = ۰ که طوری به باشد موجود m < n درجه ی با h = cmX

m + cm−۱X
m−۱ + · · ·+ c۱X + c۰

. cm
c۰

+
cm−۱
c۰
α+ · · ·+ c۱

c۰
αm−۱ +αm = ۰ داریم αm

c۰
در h طرفین ضرب با g چندجمله ای ساختن روند مشابه

بودن مینیمال با این و است آن ریشه ی α که می شود ایجاد m < n درجه ی با تکین چندجمله ای یک بنابراین
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به بنا همچنین و است α−۱ مینیمال چندجمله ای g چندجمله ای رو این از است. تناقض در f چندجمله ای
است. برابر f درجه ی با دقیقاً چندجمله ای این درجه ی که است واضح ،g چندجمله ای ساختن نحوه ی

قصد ادامه در باشد. K روی جبری عنصر یک α ∈ L − K و میدانی توسیع یک K ⊆ L کنید فرض
دهیم. قرار بررسی مورد را L میدان در K و α توسط شده تولید میدان داریم

است. تحویل ناپذیر f ∈ K[X] چندجمله  ای کنید فرض و بگیرید نظر در را K ⊆ L میدانی توسیع .۴ .۲ .۱ لم
.K[α] ∼= K[X]

⟨f⟩ صورت این در است. L میدان در f چندجمله ای برای ریشه  یک α کنید فرض همچنین

سادگی به می گیریم. نظر در را φ(h(X)) = h(α) ضابطه ی با φ : K[X] → L نگاشت اثبات.
داریم h۱(X), h۲(X) ∈ K[X] هر (برای است. همریختی یک نگاشت این که کرد بررسی می توان
واضح طرفی از .(φ(h۱(X) · h۲(X)) = h۱(α) · h۲(α) و φ(h۱(X) + h۲(X)) = h۱(α) + h۲(α)

صورت به آن هسته ی و Im(φ) = {h(α) | h ∈ K[X]} = K[α] صورت به L در φ تصویر که است
ادعا این اثبات جهت به .Ker(φ) = ⟨f⟩ که می کنیم ادعا است. Ker(φ) = {h ∈ K[X] | h(α) = ۰}
.f | h کنیم اثبات است کافی .h(α) = ۰ می کنیم فرض و می گیریم نظر در را h(X) ∈ K[X] چندجمله ای
داریم طرفی از .deg(r) < deg(f) که طوری به h(X) = f(X)g(X) + r(X) داریم تقسیم الگوریتم به بنا
لم به بنا پس است، تحویل ناپذیر f چندجمله ای می دانیم همچنین .r(α) = ۰ بنابراین h(α) = f(α) = ۰
قضیه ی به بنا .Ker(φ) = ⟨f⟩ بنابراین .f | h یعنی h؛ = fg و r = ۰ درنتیجه دارد. را درجه  حداقل ۲ .۲ .۱

.Im(φ) = K[α] ∼= K[X]
⟨f⟩ یکریختی اول

ایده آل یک ⟨f⟩ ایده آل بنابراین است. تحویل ناپذیر f ∈ K[X] چندجمله ای فوق لم در که کنید توجه
L در α و K شامل میدان کوچکترین K[α] فوق لم به بنا پس است، میدان یک K[X]

⟨f⟩ نتیجه در و ماکزیمال
است. یکریخت K[X]

⟨f⟩ با و است
با را L در α۱, . . . , αn و K توسط شده تولید میدان باشند، L به متعلق α۱, . . . , αn و K ⊆ L اگر
به α و K توسط شده تولید میدان باشد، جبری K روی α اگر بنابراین می دهیم. نمایش K(α۱, . . . , αn) نماد

است: زیر صورت
K(α) = {h(α)

g(α)
| h, g ∈ K[X]} = K[α].

روی برداری فضای یک خاص طور به L صورت این در باشد. میدانی توسیع یک K ⊆ L کنید فرض
می دهیم. نمایش [L : K] با را K روی L برداری فضای بعد است. K میدان

چندجمله ای f کنید فرض بگیرید. نظر در را α ∈ L−K جبری عنصر و K ⊆ L میدانی توسیع .۵ .۲ .۱ لم
.[K(α) : K] = n صورت این در باشد. n درجه ی با α مینیمال
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f چندجمله ای درجه ی این که به توجه با نتیجه در .K(α) = K[α] ∼= K[X]
⟨f⟩ که دیدیم ۴ .۲ .۱ لم در اثبات.

توسط K(α) از عنصر هر بنابراین .K(α) = {a۰ + . . . + an−۱α
n−۱| ai ∈ K} داریم است، n با برابر

مستقل خطی K روی {۱, α, α۲, . . . , αn−۱} عناصر که می کنیم ادعا می شود. تولید {۱, α, α۲, . . . , αn−۱}

در .a۰ + a۱α + . . .+ anα
n−۱ = ۰ می کنیم فرض خلف برهان به ادعا این اثبات منظور به هستند.

f چندجمله ای بودن مینیمال با این که است n از کمتر درجه ی با چندجمله ای یک ریشه ی α صورت این
پس است. K روی K(α) برداری فضای برای پایه ای {۱, α, α۲, . . . , αn−۱} بنابراین است. تناقض در

.[K(α) : K] = n

.[M : K] = [M : L]× [L : K] صورت این در ،K ⊆ L ⊆M کنید فرض .۶ .۲ .۱ لم

پایه ی {β۱, β۲, . . . , βm} و K روی L فضای برداری پایه ی {α۱, α۲, . . . , αn} می کنیم فرض اثبات.
فضای برای پایه ای {αiβj | ۱ ≤ i ≤ n,۱ ≤ j ≤ m} می کنیم ادعا باشند. L روی M فضای برداری
M به متعلق دلخواه عنصر یک z می کنیم فرض ادعا، این اثبات منظور به است. K روی M برداری
عنصر هر طرفی از .ri ∈ L که طوری به z = r۱β۱ + r۲β۲ + . . . + rmβm صورت این در باشد.
حال است. αiβj از خطی ترکیب یک z بوضوح پس می شود. تولید {α۱, α۲, . . . , αn} توسط ri ∈ L

فرض است. خطی مستقل مجموعه ی یک {αiβj|۱ ≤ i ≤ n,۱ ≤ j ≤ m} نشان دهیم است کافی
شود. صفر هستند، K به متعلق r۱, . . . , rk آن در که r۱α۱β۱ + . . . + rkαkβk خطی ترکیب می کنیم
هستند خطی مستقل ها βj این که به توجه با اما .(r۱α۱)β۱ + . . . + (rkαk)βk = ۰ صورت این در
نیز αi طرفی از است. صفر با برابر r۱α۱ + . . . + rkαk خطی ترکیب بنابراین .r۱α۱ = . . . = rkαk = ۰

.r۱ = . . . = rk = ۰ بنابراین هستند. خطی مستقل

میدان یک صورت این در باشد. چندجمله ای یک f ∈ K[X] و میدان یک K کنید فرض .۷ .۲ .۱ قضیه
دارند. قرار L در f ریشه های تمام که طوری به است موجود K ⊆ L

موجود K ⊆ L۱ میدان که دیدیم صورت این در باشد. تحویل ناپذیر چندجمله ای یک f می کنیم فرض اثبات.
در صورت این در باشد. L۱ در f ریشه ی β می کنیم فرض دارد. ریشه یک حداقل f چندجمله ای آن در که است
علاقه ی مورد میدان به باشند، L۱ در همگی h(X) ریشه های اگر حال .f = (X − β)h(X) داریم L۱ میدان
می کنیم. تجزیه تحویل ناپذیر عوامل به L۱[X] در را h(X) چندجمله ای صورت، این غیر در رسیده ایم. خود
h۱(X) آن در که دارد وجود K ⊆ L۱ ⊆ L۲ میدان می گیریم. نظر در را h(X) از h۱(X) تحویل ناپذیر عامل
f ریشه های تمامی شامل L آن در که می رسیم K ⊆ L میدان یک به فوق روند تکرار با است. ریشه دارای

است.
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می کنیم، تجزیه تحویل ناپذیر عوامل به را آن ابتدا حالت این در باشد. تحویل پذیر f می کنیم فرض حال
می کنیم. عمل شده گفته روند مطابق سپس

همه ی شامل L که بگیرید نظر در گونه ای به را K ⊆ L میدان و f ∈ K[X] چندجمله ای .۸ .۲ .۱ تعریف
میدان باشد. L در f ریشه های همه ی مجموعه ی S ⊆ L کنید فرض همچنین باشد. f چندجمله ای ریشه های
نیز، K در ضرایب با چندجمله ای ها از مجموعه یک برای همچنین می نامیم. f شکافنده ی میدان یک را K(S)

می گردد. تعریف مشابه طور به شکافنده میدان

است. مستقل L از فوق تعریف و یکتاست یکریختی حد در شکافنده میدان

میدانی توسیع های ۳ .۱

به مربوط قضایای و ویژگی ها بررسی به نیاز حد در و کرده ایم معرفی را میدانی توسیع چندین زیربخش این در
رفته و کرده ایم یادآوری را . . . و جبری توسیع متناهی، توسیع مانند معروف توسیع های ابتدا پرداخته ایم. آن ها

رسیده ایم. منتظم توسیع و جدایی پذیر توسیع مانند مهم تر توسیع های به رفته

متناهی توسیع ۱ .۳ .۱

باشد. متناهی [L : K] هرگاه می نامیم متناهی را توسیع این بگیرید؛ نظر در را K ⊆ L میدانی توسیع
به بنا صورت این در باشد. f مینیمال چندجمله ای با ،K روی جبری عنصر یک α ∈ L−K کنید فرض

است. متناهی K روی K(α) توسیع بعد ۵ .۲ .۱ لم

است. جبری K روی α ∈ L عنصر هر باشد، متناهی توسیع یک K ⊆ L اگر .۱ .۳ .۱ لم

هیچ ریشه ی α صورت این در باشد. متعالی K روی α ∈ L − K می کنیم فرض خلف برهان به اثبات.
[L : K] رو این از هستند. خطی مستقل K روی {۱, α, α۲, . . پس{. نیست. K در ضرایب با چندجمله ای

است. تناقض که است نامتناهی

یک جبری اعداد تمام میدان مثال، عنوان به نیست. برقرار لزوماً فوق نتیجه ی عکس جهت که کنید توجه
است. جبری Q روی آن عنصر هر و است Q از نامتناهی توسیع
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جبری توسیع ۲ .۳ .۱

ریشه ی α ∈ L − K عنصر هر هرگاه می نامیم جبری توسیع یک را K ⊆ L میدانی توسیع .۲ .۳ .۱ تعریف
باشد. K در ضرایب با چندجمله ای یک

است. جبری K روی α ∈ L عنصر هر آنگاه باشد، متناهی توسیع یک K ⊆ L اگر که دیدیم ۱ .۳ .۱ لم در
توسیع یک K ⊆ L اگر که دیدیم ۵ .۲ .۱ لم در همچنین است. جبری توسیع یک متناهی توسیع هر بنابراین
این از است. متناهی توسیع یک K ⊆ K(α) توسیع آنگاه باشد، جبری K روی α ∈ L−K عنصر و میدانی

است. جبری توسیع یک K ⊆ K(α) توسیع رو

β۱ ·β۲ و β۱ +β۲ عناصر صورت این در باشند. جبری K روی β۱, β۲ ∈ L و K ⊆ L کنید فرض .۳ .۳ .۱ لم
هستند. جبری K روی

یک K روی K(β۱, β۲) توسیع می کنیم ادعا باشند. جبری K روی β۱, β۲ ∈ L می کنیم فرض اثبات.
جبری K روی β۱, β۲ ∈ L فرض به بنا که کنید توجه ادعا این اثبات جهت به است. متناهی توسیع
توسیع و K ⊆ K(β۱) توسیع ۵ .۲ .۱ لم به بنا پس است، جبری نیز K(β۱) روی β۲ بنابراین هستند.
هستند. متناهی [K(β۱)(β۲) : K(β۱)] و [K(β۱) : K] نتیجه در هستند. متناهی K(β۱) ⊆ K(β۱)(β۲)

[K(β۱)(β۲) : K] بنابراین .[K(β۱)(β۲) : K] = [K(β۱)(β۲) : K(β۱)]× [K(β۱) : K] داریم طرفی از
۱ .۳ .۱ نتیجه ی به بنا رو این از است. K روی متناهی توسیع یک K(β۱, β۲) توسیع یعنی است؛ متناهی نیز
،β۱ · β۲ ،β۱ + β۲ عناصر دیگر بیان به هستند. جبری K روی K(β۱, β۲) میدان در موجود عناصر همه ی

هستند. جبری K روی همگی β۱ − β۲ و β−۱
۱ , β−۱

۲ ،−β۲ ،−β۱

α۱, ..., αn ∈ L جبری عناصر صورت این در باشد. متناهی توسیع یک K ⊆ L کنید فرض .۴ .۳ .۱ قضیه
دیگر بیان به است. L داخل در α۱, ..., αn و K توسط شده تولید میدان L که طوری به موجودند

.L = K(α۱, ..., αn)

واضح صورت این در باشد. K روی L برداری فضای برای پایه یک α۱, ..., αn ∈ L می کنیم فرض اثبات.
.L = K(α۱, ..., αn) بنابراین .K(α۱, ..., αn) ⊆ L طرفی از .L ⊆ K(α۱, ..., αn) که است

K ⊆ M توسیع صورت این در باشند. جبری L ⊆ M توسیع و K ⊆ L توسیع کنید فرض .۵ .۳ .۱ قضیه
است. جبری

یک K ⊆ L توسیع این که به توجه با آنگاه ،α ∈ L اگر می گیریم. نظر در را α ∈ M دلخواه عنصر اثبات.
است. K روی جبری عنصر یک α بوضوح است جبری توسیع
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چندجمله ای است، جبری L ⊆M توسیع این که به توجه با صورت این در .α ∈M−L می کنیم فرض حال
بیان به .f(α) = ۰ که طوری به دارد وجود f = a۰ + a۱X + a۲X

۲ + ... + anX
n ∈ L[X] تحویل ناپذیر

L′ ⊆ L′(α) توسیع ۵ .۲ .۱ لم به بنا پس است، جبری L′ = K(a۰, a۱, ..., an) میدان روی α عنصر دیگر
توجه با بنابراین است. متناهی توسیع یک نیز K ⊆ L′ طرفی از است. جبری نتیجه در و متناهی توسیع یک
رو این از است. متناهی K روی L′(α) توسیع درجه ی ،[L′(α) : K] = [L′ : K] × [L′(α) : L′] این که به

است. جبری K روی α عنصر ۱ .۳ .۱ لم طبق بنابراین است. متناهی توسیع یک K ⊆ L′(α) توسیع

هر که می کنیم اثبات زیر قضیه ی در باشد. f ∈ K[X] چندجمله ای شکافنده ی میدان K ⊆ L کنید فرض
است. L در ریشه هایش تمام آنگاه باشد، داشته L در ریشه یک اگر ،g ∈ K[X] تحویل ناپذیر چندجمله ای

کنید فرض همچنین باشد. f ∈ K[X] چندجمله ای شکافنده ی میدان K ⊆ L کنید فرض .۶ .۳ .۱ قضیه
L در g یا هستند L در g ریشه های تمام یا صورت این در باشد. تحویل ناپذیر چندجمله ای یک g ∈ K[X]

ندارد. ریشه ای هیچ

باشد. L در g ریشه ی یک α می کنیم فرض و می گیریم نظر در را g ∈ K[X] تحویل ناپذیر چندجمله ای اثبات.
میدان L ⊆ H می کنیم فرض منظور بدین است. L به متعلق نیز g از دیگر ریشه ی هر دهیم نشان است کافی
L طرفی از .K(α) ∼= K(β) بنابراین است. g برای دیگر ریشه ی یک β ∈ H و باشد g و f شکافنده ی
.L(β) ∼= L نتیجه در است، K(β) روی f شکافنده ی میدان L(β) و است K(α) روی f شکافنده ی میدان
نتیجه K(α) ∼= K(β) این که از و [L(β) : K(β)] = [L : K(α)] که می گیریم نتیجه L(β) ∼= L این که از

بنابراین .[K(α) : K] = [K(β) : K] می گیریم

[L : K] = [L : K(α)]× [K(α) : K] = [L(β) : K(β)]× [K(β) : K] = [L(β) : K]

داریم: K ⊆ L ⊆ L(β) این که به توجه با طرفی از .[L : K] = [L(β) : K] پس

[L(β) : K] = [L : K]× [L(β) : L]

رو این از .[L(β) : L] = ۱ نتیجه در و [L : K] = [L(β) : K] = [L : K] × [L(β) : L] بنابراین
.β ∈ L پس ،L(β) = L

صورت این در باشد. K[X] در موجود چندجمله ای های تمامی شکافنده ی میدان K ⊆ L کنید فرض
برای بنابراین است. K[X] در موجود چندجمله ای های همه ی ریشه ها ی مجموعه S که طوری به L = K(S)

یک K روی L توسیع پس است، جبری K روی α بوضوح رو این از .α ∈ K(S) داریم L به متعلق α هر
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از سره جبری توسیع یک L′ اگر زیرا ندارد. وجود L از L′ سره جبری توسیع هیچ همچنین است. جبری توسیع
ریشه ی L′ از عنصر هر یعنی است؛ K از جبری توسیع یک K روی L′ توسیع ۵ .۳ .۱ قضیه ی به بنا باشد، L
در ضرایب با چندجمله ای های همه ی شکافنده ی میدان  L طرفی از است. K در ضرایب با چندجمله ای یک
میدان K ⊆ L اگر دیگر بیان به است. تناقض در K ⊆ L $ L′ فرض با که L′ ⊆ L بنابراین است. K
خود در ریشه هایش تمام L[X] در هرچندجمله ای آنگاه باشد، K[X] در موجود چندجمله ای های تمام شکافنده ی

است. L

میدان در ریشه هایش تمام f ∈ L[X] چندجمله ای هر هرگاه می نامیم جبری بسته ی را L میدان .۷ .۳ .۱ تعریف
شکافته L در L[X] به متعلق هرچندجمله ای هرگاه می نامیم جبری بسته ی را L میدان دیگر بیان به باشد. L

شود.

باشد جبری توسیع یک K ⊆ L توسیع هرگاه می نامیم K بستارجبری یک را K ⊆ L میدان .۸ .۳ .۱ تعریف
می دهیم. نمایش K̃ نماد با را K بستارجبری باشد. جبری بسته ی L میدان و

یکتاست. یکریختی حد در K میدان یک بستارجبری که داد نشان می توان زرن لم کمک به

است. K جبری بستار یک K[X] در موجود چندجمله های همه ی شکافنده ی میدان .۹ .۳ .۱ نتیجه

جدایی پذیر توسیع ۳ .۳ .۱

خطی مجزای و جبری مستقل

خطی مستقل را K روی V برداری فضای یک از a۱, . . . , an عناصر که داریم یاد به جبرخطی از
اگر r۱, · · · , rn ∈ K آن در که r۱a۱ + r۲a۲ + . . . + rnan خطی ترکیب هر برای هرگاه می نامیم
بزرگترین برداری فضای یک پایه ی .r۱ = r۲ = . . . = rn = ۰ آن گاه r۱a۱ + r۲a۲ + . . .+ rnan = ۰
آن گاه باشند، برداری فضای یک برای پایه دو B۲ و B۱ اگر و فضاست این روی خطی مستقل مجموعه ی
توسیع یک گذشته بخش های در می نامیم. فضا آن بعد را برداری فضای برای پایه یک اندازه ی و |B۱| = |B۲|

یک عنوان به را میدانی توسیع یک بخش این در کردیم. بررسی برداری فضای یک عنوان به را K ⊆ L میدانی
دیدیم ۵ .۲ .۱ لم در می کنیم. معرفی را متعالی پایه ی و جبری مستقل مفاهیم و می دهیم قرار بررسی مورد میدان
.[K(α) : K] = n = deg(f) آن گاه باشد، α مینیمال چندجمله ای f و جبری K روی α ∈ L −K اگر که
نامتناهی [K(α) : K] آن گاه باشد، متعالی α ∈ L−K اگر که گرفت نتیجه می توان ۱ .۳ .۱ نتیجه ی از همچنین
مطلب این می شود. تولید عنصر یک با فقط میدان عنوان به K(α) حالت، دو هر در که کنید توجه اما است.

است. جبری استقلال مفهوم تعریف ایده ی
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جبری بستار اشتراک Kalg از منظور بخش این سرتاسر در باشد. میدانی توسیع یک K ⊆ L کنید فرض
است. L میدان با K

α۱, . . . , αn ∈ L−K عناصر باشد. میدانی توسیع Kیک ⊆ L کنید فرض جبری). (مستقل ۱۰ .۳ .۱ تعریف
f(X۱, ..., Xn) ∈ K[X۱, ..., Xn] متغیره ی n چندجمله ای هر برای هرگاه می نامیم K روی جبری مستقل را
می نامیم K روی جبری مستقل را L از T زیرمجموعه ی یک همچنین .f = ۰ آن گاه f(α۱, ..., αn) = ۰ اگر
باشیم داشته f(X۱, ..., Xn) ∈ K[X۱, ..., Xn] ناصفر چندجمله ای هر و t۱, · · · , tn ∈ T هر برای هرگاه

.f(t۱, · · · , tn) ≠ ۰

می شوند: نتیجه زیر موارد مستقیماً جبری استقلال تعریف از

.α /∈ Kalg دیگر بیان به باشد، متعالی K روی α هرگاه، است جبری مستقل K روی α عنصر •

متغیره ی دو چندجمله ای هر برای آن گاه باشند، جبری مستقل K روی α, β اگر •
که است واضح بنابراین .f = ۰ آن گاه ،f(α, β) = ۰ اگر f(X۱, X۲) ∈ K[X۱, X۲]

است. متعالی K(α) روی و K روی β عنصر همچنین است. متعالی K(β) و K روی α عنصر
.β /∈ (K(α))alg و α /∈ (K(β))alg ،α, β /∈ Kalg بنابراین

باشیم داشته ۱ ≤ i ≤ n هر برای هرگاه هستند جبری مستقل K روی α۱, . . . , αn •
.αi /∈ (K(α۱, . . . , αi−۱, αi+۱, . . . , αn))

alg

روی L از T زیرمجموعه ی و میدانی توسیع یک K ⊆ L کنید فرض متعالی). (پایه ی ۱۱ .۳ .۱ تعریف
یک T هرگاه می نامیم K ⊆ L توسیع برای ۲ متعالی پایه ی یک را T مجموعه ی باشد. جبری مستقل K

باشد. K روی ماکزیمال جبری مستقل زیرمجموعه ی

T مجموعه ی که دید می توان سادگی به باشد، L از زیرمجموعه یک T و میدانی توسیع یک K ⊆ L اگر
جبری توسیع یک K(T ) ⊆ L توسیع اگروتنهااگر است K روی ماکزیمال جبری مستقل زیرمجموعه ی یک

باشد.

گونه ای به α۱, . . . , αn ∈ L − K کنید فرض و بگیرید نظر در را K ⊆ L میدانی توسیع .۱۲ .۳ .۱ تعریف
روی ماکزیمال جبری مستقل زیرمجموعه ی یک B ⊆ L کنید فرض همچنین .L = K(α۱, . . . , αn) که باشند
نمایش trdeg(L : K) با را آن و می نامیم K روی L تعالی درجه  را |B| یعنی B مجموعه ی اندازه ی باشد. K

می دهیم.
2transcendence basis
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توسیع یک L اگروتنهاگر است صفر K روی L توسیع یک تعالی درجه که است واضح فوق تعریف به بنا
باشد. K از جبری

متعالی پایه ی دو B۲ و B۱ اگر یعنی است؛ تعریف خوش تعالی درجه ی که می کنیم اثبات زیر قضیه ی در
.|B۱| = |B۲| باشند، K ⊆ L توسیع برای

پایه ی دو β۱, ..., βm و α۱, ..., αn کنید فرض بگیرید. نظر در را K ⊆ L میدانی توسیع .۱۳ .۳ .۱ قضیه
.m = n این صورت در باشند. K روی L توسیع برای متعالی

شرح n = ۳ که حالتی برای را اثبات این اثبات، ایده ی شدن منتقل بهتر و بیان در سادگی جهت به اثبات.
است. مشابه صورت به اثبات دلخواه n برای می دهیم.

اندازه ی که نشان دهیم باید است. K روی L توسیع برای متعالی پایه ی یک α۱, α۲, α۳ می کنیم فرض
پایه ی یک β۱, . . . , βm می کنیم فرض بنابراین ۳؛ با است برابر K روی L توسیع برای دیگر متعالی پایه ی هر

.m = ۳ که می کنیم اثبات باشد، K روی L توسیع برای متعالی
نتیجه ترتیب به هستند، K روی L توسیع برای متعالی پایه ی دو β۱, . . . , βm و α۱, α۲, α۳ این که از
عنصر بنابراین هستند. جبری K(β۱, . . . , βm) ⊆ L توسیع و K(α۱, α۲, α۳) ⊆ L توسیع که می شود
که طوری به است موجود K در ضرایب با f چندجمله ای یک یعنی است، جبری K(α۱, α۲, α۳) روی β۱

ظاهر f در ها αi از یکی حداقل بنابراین نیست. جبری K روی β۱ که کنید توجه .f(α۱, α۲, α۳, β۱) = ۰
به و α۱ ∈ K(α۲, α۳, β۱)

alg که دید می توان سادگی به پس است، شده ظاهر f در α۱ کنید فرض می شود.
.K(α۱, α۲, α۳) ⊆ K(α۲, α۳, β۱)

alg داریم خاص طور
در K(α۱, α۲, α۳) ⊆ (K(α۲, α۳, β۱))

alg و است جبری K(α۱, α۲, α۳) روی β۲ مشابه طور به
بنابراین است. جبری K(α۲, α۳, β۱) روی β۲ یعنی است، جبری (K(α۲, α۳, β۱))

alg روی β۲ نتیجه
αi از یکی شامل حتما f چندجمله ای و f(α۲, α۳, β۱, β۲) = ۰ که می شود پیدا f مانند چندجمله ای یک
یاد چندجمله ای در α۲ کنید فرض می شوند). جبری وابسته ی β۲ و β۱ صورت این غیر در (زیرا است ها
.K(α۱, α۲, α۳) ⊆ (K(α۳, β۱, β۲))

alg که کنید دقت .α۲ ∈ (K(α۳, β۱, β۲))
alg بنابراین باشد. شده

جبری (K(α۳, β۱, β۲))
alg روی β۳ رو این از است. جبری K(α۱, α۲, α۳) روی β۳ همچنین

.K(α۱, α۲, α۳) ⊆ (K(β۱, β۲, β۳))
alg و α۳ ∈ (K(β۱, β۲, β۳))

alg داریم مشابه طور به است.
طرفی از .K(α۱, α۲, α۳)

alg ⊆ K(β۱, β۲, β۳)
alg پس α۱, α۲, α۳ ∈ (K(β۱, β۲, β۳))

alg نتیجه در
توسیع برای متعالی پایه ی β۱, β۲, β۳ پس ،L ⊆ (K(β۱, β۲, β۳))

alg بنابراین .L ⊆ (K(α۱, α۲, α۳))
alg

.m = ۳ یعنی است. K روی L
باشد، K روی L توسیع برای متعالی پایه ی یک β۱, β۲ اگر زیرا باشد، ۳ از کمتر نمی تواند m که کنید توجه
فرض با که است K روی L توسیع برای متعالی پایه ی یک α۱, α۲ که می شود اثبات فوق، روند مشابه روندی با
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است. تناقض در α۱, α۲, α۳ بودن متعالی پایه ی

یک که دیدیم همچنین کردیم. معرفی را جبری مستقل مفهوم و یادآوری را خطی مستقل مفهوم اینجا تا
دهیم. قرار بررسی مورد میدان یک یا برداری فضای یک عنوان به می توانیم را میدانی توسیع

مورد میدان های همه ی کنید فرض همچنین باشند. F میدان یک از میدانی توسیع دو K و L کنید فرض
خطی مجزای میدان های مفهوم دو ادامه  در باشند. Ω میدان یک از میدانی زیر زیربخش، این ادامه ی در بحث

می کنیم. بیان را مفهوم دو این بین ارتباط زیربخش، این پایان در و می کنیم معرفی را جبری مجزای و

و L میدان های می گوییم بگیرید. نظر در را F ⊆ K,L میدانی توسیع های خطی). (مجزای ۱۴ .۳ .۱ تعریف
K روی است، خطی مستقل F روی که L از متناهی زیرمجموعه ی هر هرگاه هستند خطی مجزای F روی K

باشد. خطی مستقل نیز

خطی مجزای F روی K و L میدان های اگر بگیرید. نظر در را F ⊆ K,L میدانی توسیع های .۱۵ .۳ .۱ گزاره
.L ∩K = F آنگاه باشند،

باشد مرکب میدان یک KE کنید فرض همچنین .F ⊆ K و F ⊆ E ⊆ L کنید فرض .۱۶ .۳ .۱ قضیه
خطی مجزای F روی L و K صورت این در هستند). E و K شامل که Ω از زیرمیدان هایی همه ی (اشتراک

باشند. خطی مجزای E روی L و KE ،F روی E و K اگروتنهااگر هستند

پایه ا ی κ می کنیم فرض همچنین باشند. خطی مجزای E روی L و KE ،F روی E و K می کنیم فرض اثبات.
باشند. E روی L و F روی E پایه های ترتیب به λ و α و باشد F روی برداری فضای یک عنوان به K برای
فرض خلف برهان به است. F روی L برای پایه یک λα که دید می توان ۶ .۲ .۱ لم اثبات مشابه صورت این در
cκ,αλ آن در که

∑
λ,α

(
∑
κ

cκ,αλκ)λα خطی ترکیب برای بنابراین نباشند. خطی مجزای F روی L و K می کنیم

: داریم هستند ناصفر و F به ∑متعلق
λ,α

(
∑
κ

cκ,αλκ)λα = ۰.

در ضرایب با λ از خطی ترکیب هر است، E روی L پایه ی λ که آنجا از .
∑
λ

(
∑
κ,α

cκ,ακκα)λ = ۰ نتیجه در

E روی L و KE بنابراین است. شده صفر KE در ضرایب با λ از خطی ترکیب یک اما است. ناصفر E
است. تناقض که بود خواهند خطی وابسته ی

است واضح بنابراین هستند. خطی مجزای F روی K و L می کنیم فرض قضیه عکس جهت اثبات برای
حلقه این است. E[K] حلقه ی کسرهای میدان KE که کنید توجه هستند. خطی مجزای F روی نیز K و E که
بنابراین است. E روی E[K] برای پایه یک F روی K برای پایه یک و است E روی برداری فضای یک
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و L که ازآنجا می مانند. باقی  خطی مستقل L روی ،F روی K برای پایه یک عناصر دهیم نشان است کافی
است. خطی مستقل نیز L روی ،F روی K برای پایه یک بوضوح هستند خطی مجزای F روی K

K و L می گوییم باشند. F میدان از میدانی توسیع دو K و L کنید فرض جبری). (مجزای ۱۷ .۳ .۱ تعریف
α۱, . . . , αn آنگاه باشند، جبری مستقل F روی α۱, . . . , αn ∈ L−F اگر هرگاه هستند جبری مجزای F روی

باشند. جبری مستقل نیز K روی

دیگر بیان به است. بودن جبری مجزای از قوی تری شرط بودن خطی مجزای که می کنیم اثبات زیر لم در
شود. می نتیجه بودن خطی مجزای از بودن جبری مجزای

باشند، خطی مجزای F روی K و L اگر باشند. F میدان از میدانی توسیع دو K و L کنید فرض .۱۸ .۳ .۱ لم
هستند. جبری مجزای F روی K و L آنگاه

دهیم نشان خواهیم می باشند. F مشترک میدان زیر روی خطی مجزای میدان دو K و L می کنیم فرض اثبات.
جبری مستقل K روی α۱, . . . , αn ∈ L عناصر می  کنیم فرض هستند. نیز جبری مجزای F روی K و L که
روی α۱, . . . , αn ∈ L که آنجا از هستند. جبری مستقل F روی α۱, . . . , αn ∈ L دهیم نشان باید باشند،
مستقل F روی α۱, . . . , αn توان های بنابراین است. ناصفر آن ها جبری ترکیب هر هستند، جبری مستقل K
روی α۱, . . . , αn توان های اگروتنهااگر هستند جبری مستقل F روی α۱, . . . , αn کلی طور (به هستند. خطی
که است واضح بنابراین هستند. خطی مجزای F روی K و L فرض طبق طرفی از باشند). خطی مستقل F
هستند، جبری مستقل K روی α۱, . . . , αn نتیجه در هستند. خطی مستقل K روی α۱, . . . , αn توان های

هستند. جبری مجزای F روی K و L پس

کنید). مراجعه ۴۳ .۳ .۱ لم (به باشد K از منتظم توسیع یک L آنکه مگر نیست، برقرار همواره فوق لم عکس

اولیه عنصر قضیه ی و جبری جدایی پذیر

f هرگاه می نامیم K روی جدایی پذیر را f ∈ K[X] چندجمله ای جدایی پذیر). (چندجمله ای ۱۹ .۳ .۱ تعریف
جدایی پذیر را f ∈ K[X] دیگر بیان به شود؛ تجزیه متمایز اول درجه  عوامل به K روی f شکافنده ی میدان در

باشد. نداشته تکراری ریشه ی f شکافنده ی میدان در هرگاه می نامیم

را α ∈ L جبری عنصر بگیرید. نظر در را K ⊆ L میدانی توسیع جدایی پذیر). (عنصر ۲۰ .۳ .۱ تعریف
باشد. نداشته تکراری ریشه ی α مینیمال چندجمله ای هرگاه می نامیم جدایی پذیر
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می نامیم جبری ۳ جدایی پذیر توسیع یک را K ⊆ L جبری توسیع جبری). جدایی پذیر (توسیع ۲۱ .۳ .۱ تعریف
دیگر بیان به باشد؛ K روی جدایی پذیر و تحویل ناپذیر چندجمله ای یک ریشه ی α ∈ L عنصر هر هرگاه

نباشد. تکراری ریشه ی دارای آن مینیمال چندجمله ای

وابسته توسیع بودن جبری به که کرد خواهیم ارائه جدایی پذیر توسیع برای کلی تعریف یک بعدی زیربخش در
تعریف که زمانی است. جبری جدایی پذیر توسیع همان جدایی پذیر توسیع از منظور زیربخش این در اما نیست،
می کنیم. استفاده جبری جدایی پذیر توسیع واژه ی از باشد توسیع بودن جبری بر تاکیدی کجا هر کردیم بیان را کلی

است. جدایی پذیر چندجمله  ای تشخیص برای محکی زیر لم

یک f شکافنده ی میدان در a عنصر بگیرید. نظر در را f ∈ K[X] چندجمله ای و K میدان .۲۲ .۳ .۱ لم
باشد. f ′ برای ریشه یک a اگروتنهااگر است f برای مضاعف ریشه ی

در صورت این در باشد. d تکرار مرتبه ی با f برای تکراری ریشه ی یک a می کنیم فرض کلی طور به اثبات.
طرفی از .f(a) = ۰ بوضوح و f = (X − a)dg(X) داریم f شکافنده ی میدان

f ′(X) = d(X − a)d−۱g(X) + g′(X)(X − a)d.

.f ′(a) = ۰ داریم باشد f برای مضاعف ریشه ی یک a اگر خاص طور به نتیجه در .f ′(a) = ۰ بنابراین
.f ′(a) = ۰ و باشد f شکافنده ی میدان به متعلق a عنصر می کنیم فرض عکس جهت اثبات برای
نتیجه در .f = (X − a)g(X) داریم f شکافنده ی میدان در است، f چندجمله ای ریشه ی a که آنجا از
رو این از .g(a) = ۰ که است واضح پس ،f ′(a) = ۰ طرفی از .f ′ = g(X) + g′(X)(X − a)

یک a یعنی است؛ (X − a)۲ عامل شامل f دیگر بیان به ،f = (X − a)۲h نتیجه در .g(a) = (X − a)h

است. f برای مضاعف ریشه ی

f شکافنده ی میدان در f ′ و f اگروتنهااگر است جدایی پذیر غیر f ∈ K[X] چندجمله ای فوق لم به بنا
f ′ و f اگروتنهااگر است جدایی پذیر f ∈ K[X] چندجمله ای نتیجه در باشند. داشته مشترک ریشه ی K روی

باشند. نداشته مشترک ریشه ی K روی f شکافنده ی میدان در
f ∈ K[X] تحویل ناپذیر چندجمله ای هر باشد، صفر K میدان مشخصه ی اگر که می دهیم نشان زیر لم در

است. جدایی پذیر

باشد. تحویل ناپذیر چندجمله ای یک f ∈ K[X] و صفر مشخصه ی با میدان یک K کنید فرض .۲۳ .۳ .۱ لم
ندارد. تکراری ریشه ی f شکافنده ی میدان در f صورت این در

3separable extension
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در باشد. f تحویل ناپذیر چندجمله ای برای تکراری ریشه ی یک a ∈ L می کنیم فرض خلف برهان به اثبات.
و f(a) = ۰ یعنی هستند؛ a مشترک ریشه ی دارای f ′ و f چندجمله ای های ۲۲ .۳ .۱ لم به بنا صورت این
که آنجا از است. a مینیمال چندجمله ای ۲ .۲ .۱ لم طبق پس است، تحویل ناپذیر f طرفی از .f ′(a) = ۰
چندجمله ای بودن مینیمال با که f ′(a) = ۰ طرفی از deg(f؛ ′) < deg(f) داریم است صفر میدان مشخصه ی
f ∈ K[X] تحویل ناپذیر چندجمله ای هر باشد، صفر K میدان مشخصه ی اگر بنابراین است. تناقض در f

است. جدایی پذیر

است. جدایی پذیر K روی جبری توسیع هر باشد، صفر K میدان مشخصه ی اگر .۲۴ .۳ .۱ نتیجه

هر برای باشد، تحویل ناپذیر چندجمله ای یک f ∈ K[X] اگر که دید می توان سادگی به .۲۵ .۳ .۱ توجه
.gcd(f, g) = f یا gcd(f, g) = ۱ داریم g ∈ K[X]

دو f, g ∈ K[X] کنید فرض همچنین باشد. میدانی توسیع یک K روی L کنید فرض .۲۶ .۳ .۱ توجه
بنا زیرا است. برابر K روی gcd(f, g) با L روی gcd(f, g) صورت این در باشند. ناصفر چندجمله ای
داریم باشد، h با برابر K در gcd(f, g) اگر بنابراین .gcd(f, g) = mf + ng داریم تقیسم الگوریتم به
داریم gcd(f, g) = mf + ng در جایگذاری با حال .g = g۱h و f = f۱h نتیجه در h | g و h | f

.h | gcd(f, g) رو این از gcd(f, g) = mf۱h+ ng۱h

اگروتنهااگر است جدایی پذیر ،f ∈ K[X] تحویل ناپذیر چندجمله ای بگیرید. نظر در را K میدان .۲۷ .۳ .۱ لم
.gcd(f, f ′) = ۱

جای به می توانیم است برابر K روی gcd(f, g) با شکافنده، میدان روی gcd(f, g) که آنجا از اثبات.
این در باشد. f شکافنده ی میدان L می کنیم فرض بگیریم. نظر در را f شکافنده ی میدان K میدان
اگروتنهااگر نیستند تکراری ها ri دهیم نشان می خواهیم .ri ∈ L که طوری به f =

∏
(X − ri) صورت

.gcd(f, f ′) ̸= ۱ می کنیم فرض خلف برهان به و نیستند تکراری ها ri می کنیم فرض ابتدا .gcd(f, f ′) = ۱

.(X−ri۰) | f ′ و (X−ri۰) | f که طوری به است موجود (X−ri۰) تحویل ناپذیر چندجمله ای صورت این در

.f ′ = (X − ri۰)g و f = (X − ri۰)h که طوری به هستند موجود g و h چندجمله ای های دیگر بیان به
است. f برای مضاعف ریشه ی یک ri۰ که می کنیم ادعا .f ′(ri۰) = ۰ که است واضح بنابراین

.h =
∏
i>۱

(X − ri) که طوری به f = (X − r۱)h بنابراین .ri۰ = r۱ می کنیم فرض کلیت از کاستن بدون

داریم i > ۱ یک برای رو این از .h(r۱) = ۰ پس ،f ′(r۱) = ۰ طرفی از .f ′ = h+ h′(X − r۱) نتیجه در
است. f برای مضاعف ریشه ی یک r۱ نتیجه در .r۱ = ri = ۰ داریم i > ۱ یک برای یعنی r۱؛ − ri = ۰

تکراری ریشه ی f دهیم نشان می خواهیم .gcd(f, f ′) = ۱ می کنیم فرض عکس، جهت اثبات برای حال
صورت این در باشد. d تکرار مرتبه ی با تکراری ریشه ی یک r می کنیم فرض خلف برهان به منظور بدین ندارد.
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و (X − r)d−۱ | f بوضوح رو این از .f ′ = d(X − r)d−۱g + g′(X − r)d بنابراین .f = (X − r)dg

است. تناقض در gcd(f, f ′) = ۱ با این که (X − r)d−۱ | f ′

جدایی پذیر f(X) صورت این در Kباشد. روی تحویل ناپذیر چندجمله ای یک f(X) کنید فرض .۲۸ .۳ .۱ نتیجه
.f ′(X) ̸≡ ۰ اگروتنهااگر است

خلف برهان به حال .gcd(f, f ′) = ۱ داریم ۲۷ .۳ .۱ لم به بنا باشد. جدایی پذیر f(X) می کنیم فرض اثبات.
فرض عکس، جهت اثبات برای است. تناقض که gcd(f, f ′) = f صورت این در .f ′(X) = ۰ می کنیم فرض
تحویل ناپذیر f(X) طرفی از .d | f و d | f ′ بنابراین .d = gcd(f, f ′) می دهیم قرار .f ′(X) ̸= ۰ می کنیم
برابر نمی تواند d رو این از .deg d ≤ deg f ′ < deg f که است واضح .d = ۱ یا d = f(X) پس است،
۲۷ .۳ .۱ لم به بنا پس ،gcd(f, f ′) = ۱ نتیجه در .d = ۱ بنابراین .d ̸= f(X) یعنی باشد؛ f(X) با

است. جدایی پذیر K روی f(X) چندجمله ای

میدان در f ′ و f اگروتنهااگر است جدایی  پذیر f ∈ K[X] چندجمله ای یک که دیدیم خلاصه، طور به
قرار بررسی مورد را جدایی پذیری و تحویل ناپذیری رابطه ی همچنین باشند. نداشته مشترک ریشه ی f شکافنده ی
باشد، صفر K میدان مشخصه ی و تحویل ناپذیر چندجمله ای یک f ∈ K[X] چندجمله ای اگر که دیدیم دادیم.
اگروتنهااگر است، جدایی پذیر f ∈ K[X] تحویل ناپذیر چندجمله ای کلی طور به و است جدایی پذیر f آنگاه

.f ′(X) ̸≡ ۰ اگروتنهااگر gcd(f, f ′) = ۱
اگر یعنی است؛ ساده نامتناهی میدان یک از متناهی جدایی پذیر توسیع هر که کرد خواهیم اثبات ادامه در

.L = K(θ) که طوری به است موجود θ ∈ L عنصر باشد، متناهی جدایی پذیر توسیع یک K روی L توسیع

یک α ∈ F اگر باشد. میدانی توسیع یک K ⊆ F و نامتناهی میدان یک K کنید فرض .۲۹ .۳ .۱ قضیه
است. ساده توسیع یک K ⊆ K(α, β) آنگاه باشند، K روی جدایی پذیر عنصر یک β ∈ F و جبری عنصر

β مینیمال چندجمله ای  q(X) ∈ K[X] و α مینیمال چندجمله ای  p(X) ∈ K[X] می کنیم فرض اثبات.
باشد. K روی f چندجمله ای شکافنده ی میدان S می کنیم فرض و f = p(X)q(X) می دهیم قرار باشند.
S در q(X) و p(X) ریشه های ترتیب به β۱, . . . , βn و α۱, . . . , αm می کنیم فرض .α, β ∈ S بنابراین
β۱ = β, . . . , βn است جدایی پذیر K روی β که آنجا از .β۱ = β و α۱ = α می کنیم فرض همچنین باشند.

می گیریم: نظر در زیر صورت به را K به متعلق a عنصر متمایزند. یکدیگر از

a ̸= αi − α
β − βj

,۱ ≤ i ≤ m,۲ ≤ j ≤ n.
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بنابراین است. موجود شده خواسته شرایط با a عنصر ،K میدان بودن نامتناهی به توجه با که کنید توجه
می دهیم. نمایش c با را aβ + α نمایش در راحتی برای .aβ − aβj + α ̸= αi

۱ ≤ i ≤ m هر برای که کنید توجه ابتدا ادعا این اثبات منظور به .K(α, β) = K(c) که می کنیم ادعا
صورت این در .h(X) = p(c− aX) ∈ K(c)[X] می دهیم قرار حال .c− aβj ̸= αi داریم ۲ ≤ j ≤ n و
ریشه ی تنها نتیجه در .j = ۲,۳, . . . , n هر برای h(βj) = p(c− aβj) ̸= ۰ و h(β) = p(α) = ۰
باشد. K(c) روی β مینیمال چندجمله ای m(X) می کنیم فرض است. β عنصر S در q(X) و h(X) مشترک
K(c) روی چندجمله ای یک عنوان به q(X) گرفتن نظر در با همچنین .m(X) | h(X) صورت این در
داریم است، β عنصر S در q(X) و h(X) مشترک ریشه ی تنها که آنجا از بنابراین .m(X) | q(X) داریم
.K(α, β) ⊆ K(c) که است واضح پس ،α = c− aβ ∈ K(c) و β ∈ K(c) نتیجه در .m(X) = X − β

توسیع یعنی ,K(α؛ β) = K(c) بنابراین .K(c) ⊆ K(α, β) داریم c = aβ + α این که به توجه با طرفی از
است. ساده توسیع یک K ⊆ K(α, β)

است. ساده نامتناهی، میدان یک از متناهی جدایی پذیر توسیع هر .(۴ اولیه (عنصر ۳۰ .۳ .۱ قضیه

بنابراین باشد. n درجه ی از جدایی پذیر توسیع یک K ⊆ F و نامتناهی میدان یک K می کنیم فرض اثبات.
K روی c۱, . . . , cn ∈ F و F = K(c۱, . . . , cn) که طوری به هستند موجود c۱, . . . , cn ∈ F عناصر
برای است. ساده توسیع یک K ⊆ F توسیع که می کنیم اثبات n روی استقرا کمک به هستند. جدایی پذیر
برقرار n− ۱ برای استقرا فرض می کنیم، فرض حال است. برقرار حکم بوضوح و F = K(c۱) داریم n = ۱
طوری به است موجود d ∈ F دهیم نشان باید .c′ ∈ F که طوری به K(c۱, . . . , cn−۱) = K(c′) یعنی باشد؛

که کنید توجه .K(c۱, . . . , cn) = K(d) که

K(c۱, · · · , cn) = K(c۱, · · · , cn−۱)(cn) = K(c′)(cn) = K(c′, cn).

موجود d ∈ F عنصر ۲۹ .۳ .۱ قضیه ی به بنا پس است، جدایی پذیر K روی cn و جبری K روی c′ طرفی از
است. K از ساده توسیع یک K(c۱, · · · , cn) نتیجه در .K(c′, cn) = K(d) که طوری به است

میدان یک از متناهی جدایی پذیر توسیع هر که دید خواهیم متفاوت) اثبات یک (با بعدی بخش های در
است. ساده نیز متناهی

جدایی پذیری

کردیم. بیان است جبری توسیع یک ما توسیع که حالتی برای جدایی پذیر توسیع از تعریف یک قبلی زیربخش در
نباشد. وابسته توسیع بودن جبری به که کنیم ارائه جدایی پذیر توسیع برای کلی تعریف یک داریم قصد حال

4primitive element theorem
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استفاده جبری جدایی پذیر توسیع واژه ی از باشد، نظر مورد قبلی تعریف هرگاه زیربخش، این ادامه ی در
می بریم. کار به را جدایی پذیر توسیع واژه ی نداریم، توسیع بودن جبری بر تاکیدی که زمانی کلی حالت در و می کنیم
نگاشت و Kp = {ap : a ∈ K} ⊆ K کنید فرض بگیرید. نظر در را p مشخصه ی با K میدان
که دید می توان سادگی به است p میدان، مشخصه ی که آنجا از باشد. φ : a → ap صورت به φ : K → K

همریختی یک نگاشت این نتیجه در .(a · b)p = ap · bp و (a + b)p = ap + bp داریم a, b ∈ K هر برای
طرفی از است. یک به یک نگاشت این که دید می توان سادگی به همچنین کنید). رجوع ۲ .۴ .۱ لم به ) است

.K = Kp اگروتنهاگر است پوشا φ نگاشت نتیجه در ،Im(φ) = Kp

.K = Kpm mداریم ≥ ۰ هر برای که دهیم نشان می توانیم استقرا کمک به صورت این در ،K = Kp اگر
داریم b ∈ K̃ هر و m ≥ ۰ هر برای است، p عدد K میدان مشخصه ی این که به توجه با همچنین

.(X − b)pm = Xpm − bpm

به است موجود b ∈ K̃ عنصر ،K̃ روی φ نگاشت بودن پوشا به بنا بگیرید. نظر در را a ∈ K عنصر
b ∈ K̃ عنصر یک فقط a ∈ K هر برای دیگر بیان به یکتاست. عنصر این که می کنیم ادعا a؛ = bp

m که طوری
ریشه ی تنها و Xpm − a صورت به b مینیمال چندجمله ای که است واضح .a = bp

m که طوری به است موجود
که طوری به است موجود b ∈ K̃ یکتای عنصر یک a ∈ K هر برای رو این از است. b عنصر چندجمله ای این

بگیریم. نظر در a۱/pm صورت به می توانیم را b عنصر است. a عنصر ریشه ی امین pm

نمایش K۱/pm با را K عناصر ام pm ریشه ی از متشکل میدان باشد. مشخص عدد یک m کنید فرض
روی φ که K میدان از جبری توسیع کوچکترین همچنین .K۱/pm = {a۱/pm : a ∈ K} دیگر بیان به می دهیم؛
ریشه ی که است شده تشکیل K̃ از عناصری همه ی از میدان این می دهیم، نمایش K۱/p∞ با را است پوشا آن

است. m = ۲,۳, . . . برای K۱/pm میدان های اجتماع K۱/p∞ واقع در هستند. K در عنصر یک ام pm

یک آنگاه .K ⊆ E ⊆ K۱/p∞ اگر بگیرید. نظر در را σ : K → F نشاندن و K و F میدان دو .۳۱ .۳ .۱ لم
است. موجود E → F ۱/p∞ یکتا نشاندن

و m طبیعی عدد b ∈ K۱/p∞ هر برای می گیریم. نظر در را b ∈ E ⊆ K۱/p∞ دلخواه عنصر اثبات.
یکتای نشاندن بنابراین .a = bp

m ∈ K یعنی ،b = a۱/pm که طوری به است موجود a ∈ K عنصر
است. موجود σ۱b = (σa)۱/pm ضابطه ی با σ۱ : E → F ۱/p∞

تنها آنگاه .K ⊆ E ⊆ K۱/p∞ اگر بگیرید. نظر در را σ : K → K̃ نشاندن و K میدان .۳۲ .۳ .۱ نتیجه
است. همانی نگاشت می برد، خودش به را K که E → K̃۱/p∞ = K̃ نشاندن
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و باشد K از جبری توسیع یک E هرگاه می نامیم ۵ جدایی پذیر غیر کاملا را K ⊆ E توسیع .۳۳ .۳ .۱ تعریف
باشد. همانی نگاشت می برد خودش به را K که K̃ به E از موجود نشاندن تنها

.E ⊆ K۱/p∞ اگروتنهااگر است جدایی پذیر غیر کاملا K ⊆ E توسیع هر فوق، تعریف به بنا

چندجمله ای یک f ∈ K[X] کنید فرض بگیرید. نظر در p مشخصه ی با را K میدان .۳۴ .۳ .۱ توجه
که باشد صحیحی عدد بزرگترین m ≥ ۰ کنید فرض همچنین باشد. ci ∈ K ضرایب با K روی تحویل ناپذیر
در .i = jpm داریم ci ̸= ۰ هر برای که باشد صحیحی عدد بزرگترین m یعنی .pm | i داریم ci ̸= ۰ هر برای
i = jpm هر برای که طوری به است موجود K۱/pm [X] به متعلق g =

∑
j djX

j چندجمله ای صورت این
.f = gp

m و ci = dp
m

l داریم
با همچنین است. تحویل ناپذیر g چندجمله ای که می شود نتیجه سادگی به است تحویل ناپذیر f این که از
نتیجه در نیست. پذیر بخش p بر j که طوری به هستند موجود dj ̸= ۰ ضرایب m انتخاب نحوه ی به توجه
کنید فرض حال است. جدایی پذیر g چندجمله ای ۲۸ .۳ .۱ نتیجه ی به بنا پس ،g′ =

∑
j jdjX

j−۱ ̸= ۰
پس متمایزند، یکدیگر از a۱, . . . , an صورت این در باشند. K جبری بستار در g ریشه های a۱, . . . , an

.m = ۰ اگروتنهااگر است جدایی پذیر f بنابراین .f = gp
m
=

n∏
i=۱

(X − ai)p
m

صورت به F روی K می گوییم باشد. شده تولید متناهیاً توسیع یک F ⊆ K کنید فرض .۳۵ .۳ .۱ تعریف
که طوری به باشد موجود F ⊆ K توسیع برای t۱, . . . , tr متعالی پایه ی یک هرگاه است، شده تولید جدایی پذیر

باشد. جبری جدایی پذیر F (t۱, · · · , tr) روی K

هستند: معادل زیر شروط باشد. میدانی توسیع یک K ⊆ L کنید فرض .۳۶ .۳ .۱ قضیه

باشند. خطی مجزای K روی K۱/p∞ و L .۱

باشند. خطی مجزای K روی K۱/p و L .۲

باشند. خطی مجزای K روی K۱/pm و L میدان ،m طبیعی عدد یک برای .۳

باشد. شده تولید جدایی پذیر K ⊆ E ⊆ L شده  ی تولید متناهیاً میدان زیر هر .۴

[۱ .۶ .۲ لم ،۹] منبع یا ،[۱ .۴ گزاره ی ،۳۷۸ صفحه ی ،۱۶] منبع به قضیه، این اثبات دیدن برای اثبات.
کنید. مراجعه

یکی هرگاه می نامیم جدایی پذیر را توسیع این باشد. میدانی توسیع یک K ⊆ L کنید فرض .۳۷ .۳ .۱ تعریف
باشد. برقرار ۳۶ .۳ .۱ قضیه ی شروط از

5purely inseparable



۲۰ میدانی توسیع های .۳ .۱

باشد. خطی مجزای K جدایی پذیر غیر بخش از L هرگاه است جدایی پذیر K ⊆ L توسیع فوق تعریف به بنا
عنصر هر هرگاه می نامیم جبری جدایی پذیر توسیع یک را K ⊆ L جبری توسیع که گفتیم قبلی زیربخش در
عنوان به زیربخش این در باشد. K روی جدایی پذیر و تحویل ناپذیر چندجمله ای یک ریشه ی α ∈ L − K

خطی مجزای K روی K۱/p∞ و L هرگاه است، جدایی پذیر K ⊆ L میدانی توسیع که گفتیم کلی تر تعریف یک
هستند. معادل فوق تعاریف باشد، جبری توسیع یک K ⊆ L توسیع اگر که می دهیم نشان ادامه در باشند.

هر یعنی است؛ جبری بسته ی K در  F کنید  فرض و بگیرید نظر در را F ⊆ K میدانی   توسیع .۳۸ .۳ .۱ لم
و K از  توسیع یک به متعلق x کنید  فرض همچنین است. F به متعلق است، جبری F روی که K از عنصر
.[F (x) : F ] = [K(x) : K] و هستند خطی مجزای F روی K و F (x) صورت این در باشد. جبری F روی

یک f(X) ∈ F [X] صورت این در باشد. x مینیمال چندجمله ای f(X) ∈ F [X] می کنیم فرض اثبات.
این اثبات جهت به است. تحویل ناپذیر نیز K روی f(X) می کنیم ادعا است. تحویل ناپذیر چندجمله ای
که طوری به f = gh صورت این در باشد. تحویل پذیر K روی f(X) می کنیم فرض خلف برهان به ادعا
هستند F به متعلق h و g ضرایب نتیجه در هستند. جبری F روی h و g ضرایب طرفی از .g, h ∈ K(X)

روی F (x) برای پایه تشکیل x از توان هایی بنابراین است. تناقض در F روی f بودن تحویل ناپذیر با این که
هستند. K روی K(x) برای پایه  یک عناصر همین دقیقاً و می دهند F

اگروتنهااگر است جبری جدایی پذیر K ⊆ L توسیع بگیرید. نظر در را K ⊆ L جبری توسیع .۳۹ .۳ .۱ قضیه
باشند. خطی مجزای K روی K۱/p∞ و L

همچنین باشند. خطی مجزای K روی K۱/p∞ و L و باشد جبری توسیع یک K ⊆ L می کنیم فرض اثبات.
چندجمله ای با a ∈ L عنصر صورت این در نباشد. جبری جدایی پذیر K ⊆ L می کنیم فرض خلف برهان به
g ∈ K۱/pm [X] چندجمله ای نیست. جدایی پذیر K روی f که طوری به است موجود f ∈ K[X] مینیمال
نتیجه در .m ̸= ۰ داریم نیست جدایی پذیر K روی f که آنجا از می گیریم. نظر در را f = gp

m که طوری به
و است t ،f چندجمله ای درجه ی می کنیم فرض است. کمتر f چندجمله ای درجه ی از g چندجمله ای درجه ی
K روی ۱, a, a۲, . . . , as, . . . , at−۱ ∈ K(a) عناصر صورت این در است. s < t درجه ی از g چندجمله ای
مستقل و می دهند پایه تشکیل ۱, a, a۲, . . . , as ∈ K۱/pm(a) عناصر K۱/pm(a) در اما هستند. خطی مستقل
و L که فرض این با و نیستند خطی مجزای K روی K۱/p∞ و K(a) که است واضح بنابراین هستند. خطی

است. تناقض در هستند خطی مجزای K روی K۱/p∞

یک K روی K(b) می کنیم فرض و می گیریم نظر در را b ∈ L جبری عنصر قضیه عکس جهت اثبات برای
نشاندن ها، (این دارد. وجود K̃ K(b)به از متفاوت نشاندن تا [K(b) : K] که می دانیم باشد. جدایی پذیر توسیع
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نشاندن ها این بنابراین هستند). Kهمانی روی و می کند تصویر b مینیمال چندجمله ای متفاوت ریشه های به را b
که است واضح دهیم. توسیع K̃۱/p∞ = K̃ به K۱/p∞(b) از متفاوت نشاندن تا [K(b) : K] به می توانیم را

با K̃۱/p∞ به K۱/p∞(b) از متفاوت نشاندن های تعداد نتیجه در هستند. همانی K۱/p∞ روی نشاندن ها این
این از .[K۱/p∞(b) : K۱/p∞ ] = [K(b) : K] بنابراین است. برابر K̃ به K(b) از متفاوت نشاندن های تعداد

هستند. خطی مجزای K۱/p∞ و L نتیجه در هستند. خطی مجزای K۱/p∞ و K(b) رو

منتظم توسیع ۴ .۳ .۱

هستند: معادل زیر عبارت های بگیرید. نظر در را F روی K میدانی توسیع .۴۰ .۳ .۱ لم

است. جبری بسته ی K در F و جدایی پذیر F روی K میدان .۱

هستند. خطی مجزای F روی F̃ و K .۲

۱۵ .۳ .۱ گزاره ی به بنا صورت این در باشند. خطی مجزای F روی F̃ و K می کنیم فرض :۱ به ۲ اثبات اثبات.
است. جبری بسته ی K در F بوضوح بنابراین ،K ∩ F̃ = F داریم

صورت این در است. شده تولید متناهیاً F روی K می کنیم فرض کلیت از کاستن بدون :۲ به ۱ اثبات
یک L می کنیم فرض است. خطی مجزای ،F میدان از متناهی جبری توسیع هر از K دهیم نشان است کافی
میدان ۳۰ .۳ .۱ قضیه ی به بنا باشد، جبری جدایی پذیر F روی L اگر است. K میدان از متناهی جبری توسیع

هستند. خطی مجزای K و L میدان لم ۱. ۳. ۳۸ به بنا نتیجه در است. شده تولید عنصر یک توسط L
کافی ۱۶ .۳ .۱ قضیه ی به بنا باشد. L از جدایی پذیر میدان زیر بزرگترین F ⊆ E کنید فرض کلی طور به
جداکننده متعالی پایه ی یک t۱, . . . , tr کنید فرض هستند. خطی مجزای E روی L و KE دهیم نشان است
t۱, . . . , tr طرفی از است. جبری جدایی پذیر توسیع یک F (t۱, . . . , tr) رویK بنابراین باشد. F Kروی برای
توسیع یک E(t۱, . . . , tr) روی KE رو این از هست. نیز F روی KE برای جداکننده متعالی پایه ی یک
L و KE بنابراین است. جدایی پذیر توسیع یک E(t۱, . . . , tr) روی KE نتیجه در است. جبری جدایی پذیر

است). جدایی پذیر غیر کاملا E روی L (زیرا هستند. خطی مجزای E روی

کند. صدق ۴۰ .۳ .۱ لم شروط از یکی در هرگاه می گوییم ۶ منتظم را K روی F میدانی توسیع .۴۱ .۳ .۱ تعریف

داریم K ⊆ E ⊆ F هر برای صورت این در باشد. منتظم توسیع یک K ⊆ F کنید فرض .۴۲ .۳ .۱ نتیجه
است. منتظم توسیع یک K ⊆ E

6Regular extension
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E اگر صورت این در باشد. F از میدانی توسیع یک K و F از منتظم توسیع یک E کنید فرض .۴۳ .۳ .۱ لم
هستند. خطی مجزای F روی K و E آنگاه باشند، جبری مجزای F روی K و

کنید. مراجعه [ ۷ .۶ .۲ لم ،۹] منبع به اثبات، دیدن برای اثبات.

F روی K و E اگر که دیدیم ۱۸ .۳ .۱ لم در باشند. F میدان از میدانی توسیع دو K و E کنید فرض
باشد، K از منتظم توسیع یک E اگر فوق لم به بنا هستند. جبری مجزای K و E آنگاه باشند خطی مجزای

باشند. جبری مجزای اگروتنهااگر هستند خطی مجزای F روی K و E آنگاه

نرمال توسیع ۵ .۳ .۱

f ∈ K[X] تحویل ناپذیر هرچندجمله ای هرگاه می نامیم نرمال توسیع یک را K ⊆ L توسیع .۴۴ .۳ .۱ تعریف
شود. تجزیه اول درجه ی عوامل به L در کامل طور به دارد، ریشه یک L در که

شکافند ه ی میدان L صورت این در باشد. متناهی و نرمال توسیع یک K ⊆ L کنید فرض .۴۵ .۳ .۱ قضیه
است. f ∈ K[X] چندجمله ای یک

که می شود نتیجه توسیع این بودن متناهی از می گیریم. نظر در را K ⊆ L متناهی و نرمال توسیع اثبات.
این که به توجه با می گیریم. نظر در را L−K به متعلق a دلخواه عنصر حال است. جبری توسیع یک K ⊆ L

چندجمله ای یک ریشه ی a دیگر بیان به است. K روی جبری عنصر یک a است، جبری توسیع یک K ⊆ L

چندجمله ای این که از بنابراین است. نرمال توسیع یک K ⊆ L طرفی از است. f ∈ K[X] تحویل ناپذیر
می کنیم فرض دارند. قرار L در f ریشه های همه ی که می شود نتیجه  دارد ریشه L در f ∈ K[X] تحویل ناپذیر
متناهی توسیع یک K ⊆ K(S) که است واضح صورت این در باشد. L در f ریشه های همه ی مجموعه ی S
حالتی است کافی رو این از است. برقرار بوضوح حکم ،K(S) = L اگر که کنید توجه .K(S) ⊆ L و است

.K(S) ̸= L که کنیم بررسی را
توسیع یک K ⊆ L توسیع می گیریم. نظر در را β ∈ L − K(S) عنصر و K(S) $ L می کنیم فرض
β نتیجه در است. جبری K روی β پس هست، نیز جبری توسیع یک K ⊆ L بنابراین است. متناهی
داریم صورت این در باشد. K(S) روی β مینیمال چندجمله ای g می کنیم فرض است. جبری هم K(S) روی
رسیدن تا را روند این است. g ریشه های سایر مجموعه ی S ′ که طوری به K ⊆ K(S) ⊆ K(S ∪ S ′)

این که از بنابراین .[K(S) : K]× [K(S ∪ S ′) : K(S)] < [L : K(S)] که کنید توجه می دهیم. ادامه L به
L رو این از شد. خواهد متوقف مرحله متناهی از بعد فوق روند که می شود نتیجه است متناهی [L : K(S)]

است. K روی چندجمله ای یک شکافنده ی میدان
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چندجمله ای یک شکافنده ی میدان L اگروتنهااگر است نرمال K ⊆ L متناهی توسیع .۴۶ .۳ .۱ نتیجه
باشد. f ∈ K[X]

به متعلق دلخواه عنصر یک α اگر صورت این در باشد. متناهی نرمال توسیع یک K ⊆ L کنید فرض
است. f ∈ K[X] تحویل ناپذیر چندجمله ای یک ریشه ی α بنابراین است. جبری K روی آنگاه باشد، L−K
اتومرفیسمی بنابراین هستند. یکریخت K(β) و K(α) باشد f چندجمله ای برای دیگر ریشه ی یک β اگر حال
موجود σ : L → L مانند اتومرفیسمی دیگر بیان به .σ(α) = β که طوری به دارد وجود σ : L → L مانند

.σ(α) ̸= α اما می کند، حفظ نقطه وار را K که طوری به است

میدان دو E۲ و E۱ کنید فرض همچنین باشد. متناهی نرمال توسیع یک K ⊆ L کنید فرض .۴۷ .۳ .۱ قضیه
حفظ نقطه وار را K عناصر که طوری به دارد وجود σ′ : E۱ → E۲ مانند یکریختی یک و هستند L و K بین
و می کند حفظ وار نقطه را K عناصر که طوری به است موجود σ : L→ L اتومرفیسم صورت این در می کند.

.σ′ ⊆ σ داریم

چندجمله ای یک شکافنده ی میدان L صورت این در باشد. نرمال K ⊆ L توسیع می کنیم فرض اثبات.
شکافنده ، میدان یکتایی به بنا پس ،f ∈ E۲[X] و f ∈ E۱[X] که است واضح است. f ∈ K[X]

.σ′ ⊆ σ و می کند حفظ وار نقطه را K عناصر که طوری به است موجود σ : L→ L مانند اتومرفیسمی

توسیع گالوایی ۶ .۳ .۱

گالوایی گروه

: می کنیم تعریف صورت این در باشد. میدان یک L کنید فرض .۴۸ .۳ .۱ تعریف

Aut(L) := {σ : L→ L | باشد اتومرفیسم σ}.

هر برای که دید می توان سادگی به بگیرید. نظر در توابع ترکیب عمل با را Aut(L) مجموعه ی
مجموعه ی رو این از .α ◦ (β ◦ γ) = (α ◦ β) ◦ γ و α−۱, α ◦ β ∈ Aut(L) داریم α, β, γ ∈ Aut(L)

می دهد. گروه یک تشکیل توابع ترکیب عمل با Aut(L)

صورت این در باشد. میدانی توسیع یک K ⊆ L کنید فرض .۴۹ .۳ .۱ تعریف

Gal(L : K) := {σ ∈ Aut(L)|∀x ∈ K σ(x) = x}

می نامیم. K روی L گالوایی گروه را
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از گروه زیر یک Gal(L : K) صورت این در باشد. میدانی توسیع یک K ⊆ L کنید فرض .۵۰ .۳ .۱ توجه
.(α ◦ β−۱ ∈ Gal(L : K) داریم بوضوح آنگاه ،α, β ∈ Gal(L : K) اگر (زیرا است. Aut(L)

می کنیم: تعریف صورت این در باشند. میدانی توسیع K ⊆ E ⊆ L کنید فرض .۵۱ .۳ .۱ تعریف
.Γ(E) = {σ ∈ Aut(L) | ∀ x ∈ E σ(x) = x}

.Γ(E) ⊆ Gal(L : K) داریم بوضوح و Γ(E) = Gal(L : E) آنگاه ،K ⊆ E ⊆ L اگر واقع در

می کنیم: تعریف صورت این در ،H ⊆ Aut(L) و باشد میدان یک L کنید فرض .۵۲ .۳ .۱ تعریف

Φ(H) := {x ∈ L | ∀σ ∈ H σ(x) = x}.

.K ⊆ Φ(H) ⊆ L صورت این در باشد. Gal(L : K) از گروهی زیر H کنید فرض .۵۳ .۳ .۱ توجه

این در .σ ∈ Γ(E۲) کنید فرض همچنین باشد. E۲ زیرمیدان E۱ و K ⊆ E۱ ⊆ E۲ ⊆ L کنید فرض
،E۱ ⊆ E۲ این که به توجه با بنابراین می کند. حفظ را E۲ نقاط تمام σ : L → L اتومرفیسم یک صورت
هر برای که است واضح همچنین .σ ∈ Γ(E۱) رو این از می کند. حفظ نیز را E۱ نقاط همه ی σ اتومرفیسم

است. Γ(E۱) از زیرگروهی Γ(E۲) بنابراین .α ◦ β−۱ ∈ Γ(E۱) داریم α, β ∈ Γ(E۱)

هر و x ∈ Φ(H۲) هر برای صورت این در باشند. زیرگروه H۱ ⊆ H۲ ⊆ Aut(L) کنید فرض همچنین
هر برای نتیجه در .σ′ ∈ H۲ داریم σ′ ∈ H۱ هر برای پس ،H۱ ⊆ H۲ طرفی از .σ(x) = x داریم σ ∈ H۲

است. Φ(H۱) زیرمیدان Φ(H۲) بنابراین .σ′(x) = x داریم x ∈ Φ(H۲)

هستند: برقرار زیر موارد صورت این در .K ⊆ L کنید فرض .۵۴ .۳ .۱ نتیجه

Φ(Γ(E)) مجموعه ی ،Φ(Γ(E)) و Γ(E) تعریف به بنا زیرا .E ⊆ Φ(Γ(E)) آنگاه ،K ⊆ E ⊆ L اگر .۱
می کنند، حفظ نقطه وار را E که اتومرفیسم هایی تمام توسط که L در عناصری تمام مجموعه ی با است برابر

می شوند. حفظ نقطه وار

و Φ(H) تعریف به بنا زیرا .H ⊆ Γ(Φ(H)) صورت این در .H ⊆ Gal(L : K) کنید فرض .۲
توسط که را نقاطی تمام که اتومرفیسم  هایی مجموعه ی با ست برابرا Γ(Φ(H)) مجموعه ی ،Γ(Φ(H))

می کند. حفظ می شوند، حفظ H در موجود اتومرفیسم های

گالوایی توسیع

.Φ(Gal(L : K)) = K هرگاه می نامیم گالوایی توسیع یک را K ⊆ L توسیع .۵۵ .۳ .۱ تعریف
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است. گالوایی جدایی پذیر و نرمال توسیع هر .۵۶ .۳ .۱ لم

در باشد. L−K به متعلق دلخواه عنصر یک α و جدایی پذیر و نرمال توسیع یک K ⊆ L کنید فرض اثبات.
این از است. f(X) = (X − α)(X − β) · · · (X − γ) تحویل ناپذیر چندجمله ای یک ریشه ی α صورت این
اگر نتیجه در .α /∈ Φ(Gal(L : K)) بنابراین .σ(α) ̸= α که طوری به است موجود σ ∈ Gal(L : K) رو

.Φ(Gal(L : K)) = K آن گاه باشد جدایی پذیر و نرمال K ⊆ L

گالوایی توسیع هر که می کنیم اثبات یعنی است؛ برقرار نیز فوق قضیه ی عکس که داد خواهیم نشان ادامه در
است. جدایی پذیر و نرمال

کنید فرض همچنین باشد. جدایی پذیر و نرمال متناهی، توسیع یک K ⊆ L کنید فرض .۵۷ .۳ .۱ لم
.|Gal(L : K)| = n صورت این در .[L : K] = n

صورت به جبری مسیر یک ،L به K از رسیدن برای اثبات.

K ⊆ K(α) ⊆ K(α۱, α۲) ⊆ · · · ⊆ K(α۱, · · · , αm) = L

به .[L : K] = [K(α۱) : K]× [K(α۱, α۲) : K]× · · · × [K(α۱, · · · , αm) : K] بنابراین می شود. طی
فرض حال .n = n۱ × n۲ × · · · × nm داریم [K(α۱, · · · , αi) : K] = ni کنیم فرض اگر دیگر بیان
ریشه تا n۱ شامل L در f۱ است جدایی پذیر L که آنجا از باشد. f۱ چندجمله ای یک ریشه ی α۱ می کنیم
که داریم K(α۱۱) ∼= · · · ∼= K(α۱n۱) صورت به یکریختی تا n۱ بنابراین است. α۱۱, · · ·α۱n۱ صورت به
دیگر یکریختی تا n۲ یکریختی، تا n۱ این از یک هر داشتن نگه ثابت با ترتیب همین به هستند. K حافظ
روند این ادامه ی با بنابراین .K(α۱۱, α۲۱) ∼= · · · ∼= K(α۱۱, α۲n۲)

∼= · · · ∼= K(α۱n۱ , α۲n۲) یعنی داریم؛
می کنند. حفظ نقطه وار را K که می شود ایجاد L به L از اتومرفیسم تا n = n۱ × n۲ × · · · × nm حداقل
نتیجه در یکریختی هاست. همین از یکی صورت به حتماً L به L از یکریختی هر که است واضح همچنین

.|Gal(L : K)| = n

با است برابر h(X) = (X − a۱)(X − a۲) · · · (X − ar) که دید می توان سادگی به .۵۸ .۳ .۱ توجه

h(X) = Xr − (a۱ + · · ·+ ar)X
r−۱ + (a۱a۲ + a۱a۳ + · · · )Xr−۲ + · · ·+ (−۱)ra۱ · · · ar.

می آید. دست به ها ai برحسب ضرایب یعنی

اگروتنها است گالوایی K ⊆ L این صورت در باشد. متناهی توسیع یک K ⊆ L کنید فرض .۵۹ .۳ .۱ قضیه
باشد. جدایی پذیر و نرمال اگر
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اگر دهیم نشان است کافی بنابراین است. گالوایی جدایی پذیر، نرمال توسیع هر که دیدیم ۵۶ .۳ .۱ لم در اثبات.
است. نرمال و جدایی پذیر آنگاه باشد، گالوایی K ⊆ L

است متناهی توسیع یک K ⊆ L توسیع این که از می گیریم. نظر در را α ∈ L − K دلخواه عنصر  
چندجمله ای که می دهیم نشان است. f ∈ K[X] تحویل ناپذیر چندجمله ای یک ریشه ی α که می شود نتیجه
از کاستن بدون است. متناهی گروه یک Gal(L : K) می دانیم می شود. تجزیه اول درجه عوامل به L در f
در را {σ۱(α), σ۲(α), . . . , σn(α)} مجموعه ی حال .Gal(L : K) = {σ۱, . . . , σn} می کنیم فرض کلیت
قرار باشند. آن متمایز عناصر A = {σ۱(α), σ۲(α), . . . , σr(α)} مجموعه ی می کنیم فرض و می گیریم نظر

که: می کنیم ادعا .g(X) = (X − σ۱(α))(X − σ۲(α)) · · · (X − σr(α)) می دهیم

.g(X) ∈ K[X] .۱

است. α مینیمال چندجمله ای g دیگر بیان به است؛ تحویل ناپذیر g(X) .۲

می شوند. نوشته σi(α) برحسب g(X) ضرایب ۵۸ .۳ .۱ توجه به بنا که کنید توجه ابتدا اول ادعای اثبات برای
توسط g چندجمله ای ضرایب دهیم نشان است کافی بنابراین .K = Φ(Gal(L : K)) فرض طبق طرفی از
دلخواه اتومرفیسم یک β ∈ Gal(L : K) می کنیم فرض می شوند. حفظ Gal(L : K) در موجود اتومرفیسم های
اتومرفیسم تحت پس هستند g ریشه های و متمایزند دو به دو A عناصر زیرا β(A)؛ = A صورت این در باشد.
است واضح بنابراین است. A از جایگشتی β(A) دیگر بیان به هستند. دارا را ویژگی دو این همچنان نیز β

.g ∈ K[X] نتیجه در می شوند. حفظ β توسط g ضرایب که
دهیم نشان است کافی منظور بدین است. α مینیمال چندجمله ای g می دهیم نشان دوم ادعای اثبات برای
هر رو این از .h(α) = ۰ می کنیم فرض .g | h آن گاه h(α) = ۰ که طوری به باشد موجود h چندجمله ای اگر

.g | h بنابراین .(X − σi(α)) | h داریم σi(α) هر برای پس است، h چندجمله ای ریشه ی یک σi(α)
: داریم مینیمال چندجمله ای یکتایی به بنا نتیجه در

f(X) = g(X) = (X − σ۱(α))(X − σ۲(α)) · · · (X − σr(α)).

توسیع که کرد اثبات می توان باشد، صفر L میدان مشخصه  ی اگر بگیرید. نظر در را K ⊆ L متناهی توسیع
باشد. K روی f چندجمله ای یک شکافنده ی میدان L اگروتنهااگر است گالوایی توسیع یک K ⊆ L

نرمال پایه ی یک نامتناهی، میدان یک از متناهی گالوایی توسیع هر که می کنیم اثبات زیربخش این پایان در
این در باشد. متناهی و گالوایی توسیع یک K ⊆ L و نامتناهی میدان یک K کنید فرض دیگر بیان به دارد.
{g(α)|g ∈ Gal(L : K)} صورت به پایه یک Kدارای روی L که طوری به است موجود α ∈ L عنصر صورت

است. پایان نامه این قضایای مهم ترین از یکی قضیه این است.
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می کنیم یادآوری ماتریس ها مبانی از بگیرید. نظر در را π : {۱, . . . ,m} → {۱, . . . ,m} دلخواه جایگشت
برای می گیریم نظر در m×m ماتریس یک کرد: نظیر زیر صورت به ماتریس یک می توان جایگشتی چنین به که
می دهیم. قرار را صفر عدد صورت این غیر در و ۱ عدد را ماتریس این ام ij درایه ی آنگاه ،π(i) = j اگر i هر

می گوییم. جایگشت ماتریس حاصل ماتریس به

است: زیر صورت به π =

۱ ۲ ۳ ۴ ۵
۱ ۴ ۲ ۵ ۳

 جایگشت ماتریس مثال عنوان به



۱ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۱ ۰ ۰


.

بیان به دارد. نرمال پایه ی یک نامتناهی میدان یک از متناهی گالوایی توسیع هر .(۷ نرمال (پایه ۶۰ .۳ .۱ قضیه
عنصر صورت این در باشد. متناهی و گالوایی توسیع یک K ⊆ L و نامتناهی میدان یک K کنید فرض دیگر

است. {g(α) | g ∈ Gal(L : K)} صورت به پایه یک دارای K روی L که طوری به است موجود α ∈ L

همچنین باشد. متناهی و گالوایی توسیع یک K روی L توسیع و نامتناهی میدان یک K می کنیم فرض اثبات.
این که از است. همانی نگاشت σ۱ که طوری به Gal(L : K) = {σ۱, . . . , σn} و [L : K] = n می کنیم فرض
به بنا پس است، جدایی پذیر توسیع یک که می گیریم نتیجه است متناهی و گالوایی توسیع یک K ⊆ L توسیع
فرض .L = K(α) طوری به است موجود K به متعلق α عنصر یعنی است؛ ساده توسیع این ۳۰ .۳ .۱ قضیه ی
و است n درجه ی از تحویل ناپذیر چندجمله ای یک f صورت این در باشد. α مینیمال چندجمله ای f می کنیم
داریم i ̸= j هر برای رو این از ندارد. تکراری ریشه ی چندجمله ای این ،K روی L بودن جدایی پذیر به توجه با

می کنیم: تعریف .f(X) =
n∏

i=۱
(X − αi) داریم پس ،αi = σi(α) می دهیم قرار .σi(α) ̸= σj(α)

g(X) =
f(X)

(X − α)f ′(α)
,

gi(X) =
f(X)

(X − αi)f ′(αi)
= σi(g(X)).

داریم: gi(X) در f ′(αi) و f(X) جایگذاری با بنابراین .f ′(αi) =
n∏

j=۱
i ̸=j

(αi − αj) که دید می توان سادگی به

7Normal basis theorem
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gi(X) =
∏
j ̸=i

۱≤j≤n

X − αj

αi − αj

و
g(X) = g۱(X).

به را A نام به n × n ماتریس یک .gi(α) = ۰ داریم i ̸= ۱ هر برای و g(α) = ۱ بوضوح که کنید توجه
به Aij(X) = gk(X) دیگر بیان به .Aij(X) = σi(σj(g(X))) = σi(gj(X)) می کنیم تعریف زیر صورت
.σi = σ−۱

j اگروتنهااگر k = ۱ که است واضح همچنین .σk = σiσj و gk(X) = σk(g(X)) که طوری
در می برد. σ−۱

i به را σi که طوری به است Gal(L : K) روی جایگشت ماتریس یک A(α) ماتریس بنابراین
این رو این از است. ناصفر چندجمله ای یک D(X) چندجمله ای یعنی D(α)؛ := detA(α) = ±۱ نتیجه
طوری به است موجود K به متعلق a عنصر K بودن نامتناهی به توجه با پس دارد، ریشه تا متناهی چندجمله ای

.βi = gi(a) = σi(β) و β = g(a) می کنیم تعریف حال .D(a) ̸= ۰ که
است کافی ادعا این اثبات منظور به است. نرمال پایه ی یک {β۱, . . . , βn} مجموعه ی می کنیم ادعا
n∑

j=۱
xjβj دلخواه خطی ترکیب می کنیم فرض رو این از هستند. خطی مستقل K روی β۱, . . . , βn دهیم نشان

داریم خطی ترکیب این روی بر σi اتومرفیسم اعمال با i هر برای حال شود. صفر x۱, . . . , xn ∈ K برای

می شود نتیجه A(a) = D(a) ̸= ۰ که این از بنابراین .A(a) · x̄ = ۰̄ دیگر بیان به .
n∑

j=۱
xjσi(gj(a)) = ۰

.x̄ = ۰ که
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F میدان مشخصه ی را ۱ + ۱ + ...+ ۱︸ ︷︷ ︸
بار n

= ۰ که n ∈ N اول عدد کوچکترین باشد. میدان یک F کنید فرض

n ∈ N هر ازای به اگر همچنین .char(F ) = n می نویسیم باشد، n با برابر F میدان مشخصه ی اگر می نامیم.
.char(F ) = ۰ می نویسیم و است صفر میدان مشخصه ی می گوییم ۱ + ۱ + ...+ ۱︸ ︷︷ ︸

بار n

̸= ۰ باشیم داشته

زیرا است. p متناهی مشخصه ی یک دارای F میدان صورت این در باشد. متناهی میدان یک F کنید فرض
بنابراین .۱ + ۱ + ...+ ۱︸ ︷︷ ︸

میدان اندازه ی به

= ۰ لاگرانژ قضیه ی از نتیجه ای به بنا پس است، متناهی F جمعی گروه بوضوح

.p با است برابر F میدان مشخصه ی که طوری به است موجود p اول عدد
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آن در که است pn صورت به اندازه  ای دارای ،p مشخصه ی با متناهی میدان هر که می کنیم اثبات زیر لم در
است. طبیعی عدد یک n

یک برای آنگاه باشد، p اول عدد F میدان مشخصه ی اگر باشد. متناهی میدان یک F کنید فرض .۱ .۴ .۱ لم
.|F | = pn داریم n ∈ N طبیعی عدد

متناهی توسیع یک Zp ⊆ F توسیع .Zp ⊆ F داریم است، p اول عدد F میدان مشخصه ی که آنجا از اثبات.
{k۱, ..., kn} عناصر نتیجه در .[F : Zp] = n که طوری به است موجود n ∈ N طبیعی عدد بنابراین است.
خطی ترکیب یک صورت به F عناصر از یک هر رو این از .F = Zp(k۱, ..., kn) که طوری به هستند موجود
می تواند ai هر دیگر بیان به .a۱, . . . , an ∈ Zp = {۰,۱, . . . , p−۱} که طوری به است a۱k۱ + . . .+ankn

.|F | = pn بنابراین کند. اتخاذ را متفاوت مقدار تا p

با σ : F → F نگاشت صورت این در باشد. p مشخصه ی با دلخواه میدان یک F کنید فرض .۲ .۴ .۱ لم
می برد. خودش به را Zp یعنی است؛ همانی Zp روی σ همچنین است. همریختی یک ،σ(x) = xp ضابطه ی

زیرا .(x + y)p = xp + yp همچنین .(x · y)p = xp · yp بوضوح که کنید توجه ابتدا اثبات.

دید می توان سادگی به و (x+ y)p = xp +

(
p

۱

)
xp−۱y +

(
p

۲

)
xp−۲y۲ + ...+

(
p

p− ۱

)
xyp−۱ + yp

است. همریختی یک نگاشت این بنابراین .(x+ y)p = xp + yp پس ،p |
(
p

i

)
که

هر برای فرما، کوچک قضیه ی به بنا است. همانی Zp روی نگاشت این کنیم که اثبات است کافی حال
می دانیم طرفی از .ap = kp + a که طوری به است موجود k طبیعی عدد یعنی ap؛ ≡p a داریم a ∈ Zp

روی که است همریختی یک σ نگاشت بوضوح پس .ap = a نتیجه در است. p با برابر Zp میدان مشخصه ی
است. همانی Zp

این در .|L| = pk و |F | = pn که طوری به باشند متناهی میدان دو F ⊆ L کنید فرض .۳ .۴ .۱ مشاهده
.n | k صورت

k؛ = [L : F ]n نتیجه در .[L : Zp] = [L : F ] × [F : Zp] بنابراین .Zp ⊆ F ⊆ L که کنید توجه اثبات.
.n | k یعنی

می بینیم. را متناهی میدان یک ساخت روش زیر قضیه ی در

متناهی میدان یک صورت این در باشد. دلخواه طبیعی عدد یک n و اول عدد یک p کنید فرض .۴ .۴ .۱ قضیه
است. موجود pn اندازه ی با
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میدان F می کنیم فرض حال .f(x) = xp
n−x ∈ Zp[X] می دهیم قرار و می گیریم نظر در را Zp میدان اثبات.

نیست. تکراری ریشه ی دارای F شکافنده ی میدان در f چندجمله ای می کنیم ادعا باشد. Zp روی f شکافنده ی
p با برابر Zp میدان مشخصه ی طرفی از .f ′(x) = pnxp

n−۱ − ۱ که کنید توجه ابتدا ادعا این اثبات جهت به
که فرض این با که ۱ = ۰ آنگاه −۱ = ۰ اگر زیرا ،−۱ ̸= ۰ که است (واضح .f ′(x) = −۱ بنابراین است.
مضاعف ریشه ی چندجمله ای این ۲۲ .۳ .۱ لم به بنا پس است). تناقض در است، p اول عدد میدان، مشخصه ی
است. متمایز ریشه ی pn دارای ،Zp ⊆ F شکافنده ی میدان در f(x) = xp

n − x چندجمله ای بنابراین ندارد.
F میدان عناصر بنابراین می دهند. میدان تشکیل f چندجمله ای ریشه های مجموعه ۲ .۴ .۱ لم به بنا طرفی از

.|F | = pn یعنی هستند؛ f(x) = xp
n − x ریشه های دقیقاً

شکافنده ی میدان F صورت این در باشد. |F | = pn با متناهی میدان یک F کنید فرض .۵ .۴ .۱ قضیه
است. Zp روی f(x) = xp

n − x چندجمله ای

بنابراین است. عنصر pn−۱ دارای F ⋆ = F −{۰} ضربی گروه که می شود نتیجه |F | = pn این که از اثبات.
برای نتیجه در .۰pn = ۰ که است واضح همچنین .apn = a نتیجه در و .apn−۱ = ۱ داریم a ∈ F ⋆ هر برای
ریشه های و می کنند صدق xp

n
= x معادله ی در F میدان عناصر همه ی رو این از .apn = a داریم a ∈ F هر

است. Zp روی f(x) = xp
n − x چندجمله ای شکافنده ی میدان F بنابراین هستند. معادله این متفاوت

که طوری به است موجود n طبیعی عدد یک و p اول عدد متناهی میدان هر برای شد، گفته آنچه به بنا
برای دیگر بیان به است. Zp روی xpn − x چندجمله ای شکافنده ی میدان واقع در میدانی چنین .|F | = pn

دارد. وجود pn اندازه ی با متناهی میدان یک فقط یکریختی تحت ،n طبیعی عدد و p اول عدد هر
است. دوری گروه یک ،F ضربی گروه آنگاه باشد، متناهی میدان یک F اگر که کرد خواهیم اثبات ادامه در

کنیم. یادآوری را گروه ها نظریه ی از مقدماتی است لازم منظور بدین
آن توان به a که عنصری کوچکترین a ∈ G عنصر هر برای باشد. متناهی آبلی گروه یک G کنید فرض
aord(a) = ۱ بنابراین می دهیم. نمایش ord(a) با را آن و می نامیم عنصر آن مرتبه ی را می شود ۱ مساوی عنصر
داشته a ∈ G هر برای که e طبیعی عدد کوچکترین همچنین است. ویژگی این با عدد کوچکترین ord(a) و
G توان آنگاه باشد، متناهی گروه یک G اگر که دید می توان سادگی به می نامیم. G گروه توان را ae = ۱ باشیم

است. برابر عناصر همه ی مرتبه ی ک.م.م با

.ord(a) = e که طوری به است موجود a ∈ G عنصر آنگاه باشد، G گروه توان e اگر .۶ .۴ .۱ لم

a۱ مانند عنصری صورت این در باشد. مرتبه ها همه ی ک.م.م ،e = p
α۱
۱ p

α۲
۲ · · · p

αk
k می کنیم فرض اثبات.

رو این از .(aq۱
۱ )p

α۱
۱ = ۱ پس ،ord(a۱) = p

α۱
۱ q۱ بنابراین .pα۱

۱ | ord(a۱) که طوری به است موجود
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قرار حال .ord(gi) = pαi
i که طوری به هستند موجود g۱, . . . , gk عناصر نتیجه در .ord(aq۱

۱ ) = p
α۱
۱

توجه ابتدا ادعا این اثبات منظور به .ord(a) = p
α۱
۱ p

α۲
۲ · · · p

αk
k که می کنیم ادعا .a = g۱ . . . gk می دهیم

باشیم داشته n ̸= p
α۱
۱ p

α۲
۲ · · · p

αk
k یک برای می کنیم فرض حال .(g۱ . . . gk)

p
α۱
۱ p

α۲
۲ ···pαk

k = ۱ بوضوح که کنید
بنابراین .(g۱ . . . gk)

np
α۲
۲ ···pαk

k = ۱ بوضوح زیرا .pα۱
۱ p

α۲
۲ · · · p

αk
k | n صورت این در .(g۱ . . . gk)

n = ۱

هر برای رو این از .pα۱
۱ | n پس ،pα۱

۱ | np
α۲
۲ · · · p

αk
k نتیجه در .gnp

α۲
۲ ···pαk

k

۱ × (g۲...gk)
np

α۲
۲ ···pαk

k = ۱
.pα۱

۱ p
α۲
۲ · · · p

αk
k | n نتیجه در .pαi

i | n داریم ۱ ≤ i ≤ k

.e | n صورت این در .|G| = n کنید فرض بگیرید. نظر در را e توان با G گروه .۷ .۴ .۱ لم

و b < n که طوری به دارند وجود b, k ∈ G عنصر صورت این در .e - n می کنیم فرض خلف برهان به اثبات.
تعریف با که ank+b = (an)k.ab = ab = ۱ بنابراین .ae = ۱ داریم a ∈ G هر برای طرفی از .e = nk + b

.e | n نتیجه در است. تناقض در گروه توان

است. دوری گروه یک ،F ضربی گروه یعنی ،F ⋆ آنگاه باشد، متناهی میدان یک F اگر .۸ .۴ .۱ قضیه

|F ⋆| = |F |−۱ = pn−۱ بوضوح صورت این در باشد. عضو pn با متناهی میدان یک F می کنیم فرض اثبات.
در باشد. F ⋆ گروه توان e می کنیم فرض حال است. xpn − x چندجمله ای ناصفر ریشه های از متشکل F ⋆ و
xe − ۱ چندجمله ای ریشه  های F ⋆ عناصر بنابراین .xe = ۱ داریم F ⋆ به متعلق x عنصر هر برای صورت این
طبق طرفی از .|F ⋆| ≤ e داریم دارد؛ ریشه تا e حداکثر xe = ۱ چندجمله ای این که به توجه با رو این از هستند.
،e = pn − ۱ یعنی |F ⋆| = e نتیجه در .e ≤ |F ⋆| بنابراین می شمارد. را F ⋆ گروه اندازه ی e توان ۷ .۴ .۱ لم
دوری F ⋆ نتیجه در .ord(b) = pn− ۱ که طوری به است b مانند عنصری دارای F ⋆ گروه ۶ .۴ .۱ لم به بنا پس

است.

توسیع این صورت این در باشد. F متناهی میدان از متناهی توسیع یک F ⊆ L کنید فرض .۹ .۴ .۱ نتیجه
.L = F (α) که طوری به است موجود L به متعلق α عنصر دیگر بیان به است. ساده

دوری L∗ یعنی L میدان ضربی گروه ۸ .۴ .۱ قضیه ی به بنا پس است، متناهی میدان یک L میدان اثبات.
طوری به a = αi داریم a ∈ L∗ عنصر هر برای که است موجود گونه ای به L به متعلق α عنصر بنابراین است.

.L = F (α) بوضوح نتیجه در .i ∈ N که
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شکافنده ی میدان واقع در میدان این که دیدیم .|F | = pn و باشد متناهی میدان یک F کنید فرض
هستند: برقرار زیر موارد بنابراین است. Zp روی xpn − x چندجمله ای

.Zp ⊆ F •

است. گالوایی توسیع یک Zp ⊆ F توسیع •

.|Gal(F : Zp)| = n •

به متعلق نگاشت این بگیرید. نظر در را σ(x) = xp ضابطه ی با σ : F −→ F نگاشت .۱۰ .۴ .۱ لم
است. Gal(F : Zp)

نگاشت، این که دیدیم ۲ .۴ .۱ لم در می گیریم. نظر در را σ(x) = xp که طوری به σ : F −→ F نگاشت اثبات.
(x+ y)p = xp + yp می شود نتیجه است، p میدان مشخصه ی این که از همچنین می کند. حفظ نقطه وار را Zp

برای است. پوشا و یک به یک σ دهیم نشان است کافی است. همریختی یک σ بنابراین .(x.y)p = xp.yp و
بنابراین می کند. صدق xp

n
= x معادله ی در x ∈ F عنصر هر که کنید توجه نگاشت، این بودن پوشا اثبات

متناهی A و تابع یک f : A −→ A اگر که می دانیم همچنین پوشاست. σ نگاشت نتیجه در .(xpn−۱
)p = x

بودن پوشا از نگاشت این بودن یک به یک رو این از باشد. پوشا اگروتنهااگر است یک به یک f آن گاه باشد
.σ ∈ Gal(F : Zp) بنابراین می شود. نتیجه آن

تولید σ(x) = xp ضابطه ی با σ : F −→ F نگاشت توسط و است دوری Gal(F : Zp) گروه .۱۱ .۴ .۱ لم
.Gal(F : Zp) = ⟨σ⟩ دیگر بیان به می شود.

از .Zp ⊆ {α | σ(α) = α} که داریم ۲ .۴ .۱ لم از .H = ⟨σ⟩ و G = Gal(F : Zp) می کنیم فرض اثبات.
Zp = {α | σ(α) = α} که است واضح بنابراین دارد. ریشه تا p حداکثر xp = xمعادله ی و σ(x) = xp طرفی

.G = H نتیجه در .Φ(H) = Φ(G) بنابراین .Φ(H) = Zp و

و ۱ ≤ i ≤ n که است شده تشکیل ها σi : F → F از Gal(F : Zp) مجموعه ی بنابراین
دیگر بیان به .σi(x) = (σ(x))i = xp

i

Gal(F : Zp) = {σi(x) = xp
i | ۱ ≤ i ≤ n}.

است. گروه ثابت σn(x) = xp
n
= x که کنید توجه همچنین

به دارد. نرمال پایه ی یک نامتناهی میدان یک از متناهی گالوایی توسیع هر که دیدیم ۶۰ .۳ .۱ قضیه ی در
موجود α ∈ L عنصر باشد، متناهی و گالوایی توسیع یک K ⊆ L و نامتناهی میدان یک K اگر دیگر بیان
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بخش این در است. {g(α) | g ∈ Gal(L : K)} صورت به پایه یک دارای K روی L که طوری به است
مقدماتی به قضیه این اثبات برای می کنیم. اثبات است متناهی میدان یک K که حالتی برای را فوق قضیه ی
K میدان روی برداری فضای دو W و V فرض کنید کرده ایم. اشاره آن ها به ادامه در که داریم نیاز مدول ها از

باشند.
K در c ثابت هر برای و V در v و u بردار دو هر برای هرگاه گوییم خطی نگاشت را f : V → W تابع یک
v۱, . . . , vn ∈ V هر برای بنابراین .f(cu) = cf(u) و f(u+ v) = f(u) + f(v) باشد: برقرار زیر شرایط
یک دیگر بیان به .f(c۱v۱ + . . .+ cnvn) = c۱f(v۱) + . . .+ cnf(vn) داریم c۱, . . . , cn ∈ K هر و

می کند. حفظ را عناصر از خطی ترکیب هر خطی نگاشت
(M,+) آبلی گروه شامل ،M چپ مدول R یک باشد. ۱ ضربی همانی عنصر با حلقه یک R کنید فرض

داریم: x, y ∈M هر و r, s ∈ R هر برای که طوری به است · : R×M →M عملگر یک و

r · (x+ y) = r · x+ r · y .۱

(r + s) · x = r · x+ s · x .۲

(r · s) · x = r · (x · s) .۳

.۱ · x = x .۴

یک R اگر بنابراین می گردد. تعریف · : M × R → M با مشابه طور به M راست مدول R یک همچنین
هر به کار راحتی برای و هستند راست مدول های R با مشابه چپ مدول های R آنگاه باشد، جابجایی حلقه ی

می گوییم. مدول R دو،
بگیرید. نظر در را S ⊂ M دلخواه زیرمجموعه ی یک باشد. مدول R یک M و حلقه یک R کنید فرض
یک می نامیم. S برای ۸ پوچ ساز یک را rs = ۰ داریم s ∈ S هر برای که r ∈ R عناصر همه ی مجموعه ی

می دهیم: نمایش زیر نماد با را S برای پوچ ساز

AnnR(S) = {r ∈ R : rs = ۰ s ∈ S هر .{برای

است. R حلقه ی روی ایده آل یک AnnR(S) آنگاه باشد، M مدول از زیرمجموعه یک S اگر که کنید توجه
بیان به است. اصلی آن ایده آل های همه ی که است صحیح حوزه ی یک اصلی ایده آل حوزه ی یک از منظور

کنیم. تولید عنصر یک کمک به می توانیم را آن از ایده آل هر دیگر

8Annihilator
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M شده ی تولید متناهیاً مدول هر برای باشد. اصلی ایده ال حوزه ی یک R کنید فرض .۱۲ .۴ .۱ قضیه
طوری به است موجود ⟨d۱⟩ ⊇ ⟨d۲⟩ ⊇ · · · ⊇ ⟨dn⟩ سره ی ایده آل های از یکتا نزولی دنباله ی یک R روی

.M ∼=
⊕
i

R/⟨di⟩ که

دارد. نرمال پایه ی یک متناهی میدان یک از متناهی گالوایی توسیع هر نرمال). (پایه ی ۱۳ .۴ .۱ قضیه

است. شده گرفته [۷ .۳ قضیه ی ،۵] منبع از قضیه این اثبات اثبات.
می کنیم فرض همچنین باشد. متناهی و گالوایی توسیع یک K ⊆ L و متناهی میدان یک K می کنیم فرض
یک σ که است واضح .Gal(L : K) = ⟨σ⟩ = {σ, · · · , σn−۱, σn} صورت این در .[L : K] = n

X که طوری به می گیریم نظر در K[X] حلقه ی روی مدول یک عنوان به را L است. L به L از خطی نگاشت
داریم f(X) ∈ K[X] چندجمله ای هر و L به متعلق α هر برای بنابراین می کند. عمل σ عنوان به L روی
به متعلق α هر برای زیرا است. L کل پوچ ساز Xn − ۱ چندجمله ای که کنید توجه حال .f(X)α = f(σ)α

داریم: L
Xn − ۱(α) = σn(α)− α = α− α = ۰.

پوچ ساز که طوری به ندارد وجود Xn − ۱ درجه ی از کمتر درجه ی با دیگری چندجمله ای که می کنیم ادعا حال
c۰ + c۱X + · · ·+ cn−۱X

n−۱ ∈ K[X] چندجمله ای می کنیم فرض ادعا این اثبات منظور به باشد. L کل
داریم: L به متعلق α هر برای صورت این در باشد. L کل پوچ ساز

c۰ + c۱σ(α) + · · ·+ cn−۱σ
n−۱(α) = ۰

.c۰ = c۱ = · · · = cn−۱ = ۰ بنابراین هستند. خطی مستقل ها σi ،[۱ .۷ قضیه ی ،۱۲] به بنا طرفی از
پوچ ساز ایده آل

AnnK[X](L) = {f(X) ∈ K[X] : f(σ) ≡ ۰ L {روی

پوچ ساز ایده آل ۱۲ .۴ .۱ قضیه ی به بنا حال باشد. Xn − ۱ با برابر که است مجبور بنابراین است. اصلی
است موجود L به متعلق α۰ عنصر دیگر بیان به خاص، عنصر یک پوچ ساز ایده آل با است معادل L مدول
نگاشت .Xn − ۱ | f(X) اگروتنهااگر f(σ)(α۰) = ۰ یعنی AnnK[X](α۰)؛ = Xn − ۱ که طوری به
این از است. Xn−۱ نگاشت این هسته ی می گیریم. نظر در را f(x)→ f(σ)(α۰) که طوری به K[X]→ L

K روی L K[X]/(xn−۱)و برداری فضای بعد این که به توجه با همچنین می نشیند. L K[X]/(xn−۱)در رو
K[X]/(xn−۱) از پایه یک تصویر نتیجه در هست. نیز پوشا K[X]/(xn−۱)→ L نشاندن است، یکسان
تصویر است K[X]/(xn−۱) برای پایه یک ۱, X, . . . , Xn−۱ این که به توجه با بنابراین است. L از پایه یک

است. K روی L برای نرمال پایه ی یک α۰, σ(α۰), . . . , σ
n−۱(α۰) یعنی آن
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{α, αp, ..., αpn−۱} صورت به نرمال پایه ی یک دارای Fq/Fp توسیع .q = pn کنید فرض .۱۴ .۴ .۱ نتیجه
است.

یک Fq می کنیم فرض همچنین .q = pn که طوری به باشند متناهی میدان دو Fp و Fq می کنیم فرض اثبات.
۱۳ .۴ .۱ قضیه ی به بنا است. گالوایی توسیع یک Fp روی Fq توسیع صورت این در باشد. Fp از متناهی توسیع

است: زیر صورت به پایه یک دارای Fp روی Fq که طوری به است موجود α ∈ Fq عنصر

{g(α) | g ∈ Gal(Fq : Fp)} = {α, αp, ..., αpn−۱}.

توسیع .|L| = pk و |E| = pn که طوری به باشند متناهی میدان دو E ⊆ L کنید فرض .۱۵ .۴ .۱ نتیجه
است. گالوایی E ⊆ L

Zp ⊆ L دیگر بیان به است. گالوایی توسیع یک Zp ⊆ L توسیع و Zp ⊆ E ⊆ L که کنید توجه اثبات.
که است واضح است. f ∈ Zp[X] چندجمله ای یک شکافنده ی میدان L بنابراین است. جدایی پذیر و نرمال
نیز E ⊆ L نتیجه در است. نیز f ∈ E[X] چندجمله ای یک شکافنده ی میدان L بنابراین .f ∈ E[X]

می کنیم فرض منظور بدین است. جدایی پذیر E ⊆ L دهیم نشان است کافی حال است. نرمال توسیع یک
است. جبری Zp[X] روی x صورت این در باشد. E در ضرایب با چندجمله ای یک ریشه ی x ∈ L − E

f می کنیم ادعا .f ∈ E[X] که است واضح است. f ∈ Zp[X] تحویل ناپذیر چندجمله ای یک ریشه ی بنابراین
در x مینیمال چندجمله ای g می کنیم فرض ادعا این اثبات منظور به است. E[X] در x مینیمال چندجمله ای
.r = ۰ که می شود نتیجه f(x) = g(x) = ۰ که آنجا از .g = fh + r داریم صورت این در باشد. E[X]

f یعنی است؛ یکسان Zp[X] و E[X] در x مینیمال چندجمله ای نتیجه در است. تناقض که g = fh بنابراین
f شکافنده ی میدان در f چندجمله ای ،Zp ⊆ L بودن جدایی پذیر به بنا همچنین است. تحویل ناپذیر E[X] در
درجه ی عوامل به نیز E روی f شکافنده ی میدان در نتیجه در می شود. تجزیه اول درجه ی عوامل به Zp روی

می شود. تجزیه اول

توسیع یک F ⊆ L توسیع و F ⊆ E ⊆ L اگر کلی طور به فوق، نتیجه ی اثبات روند به بنا .۱۶ .۴ .۱ نتیجه
است. گالوایی توسیع یک E ⊆ L توسیع آنگاه باشد، گالوایی

متناهی توسیع .|L| = pk و |F | = pn که طوری به باشند متناهی میدان دو L و F کنید فرض .۱۷ .۴ .۱ توجه
برقرارند: زیر موارد بگیرید. نظر در را F ⊆ L
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.|Gal(L : F )| = [L:Zp]

[F :Zp]
= k

n
.۱

است. Gal(L : Zp) از گروهی زیر Gal(L : F ) گروه .۲

.n = [F : Zp] که طوری به Gal(L : F ) = ⟨σn⟩ داریم است. دوری Gal(L : F ) گروه .۳

تام میدان های ۵ .۱

جدایی پذیر K روی تحویل ناپذیر چندجمله ای هر هرگاه می نامیم، ۹ تام میدان یک را K میدان .۱ .۵ .۱ تعریف
باشد.

در باشد. جدایی پذیر توسیع یک آن، از متناهی توسیع هر اگروتنهااگر است تام K میدان فوق تعریف به بنا
باشد. K[x] در تحویل ناپذیر چندجمله ای یک f و صفر مشخصه ی با میدان یک K اگر که دیدیم ۲۳ .۳ .۱ لم

است. تام میدان یک صفر مشخصه ی با میدان هر بنابراین است. جدایی پذیر K روی f آنگاه

باشد. اتومرفیسم یک K روی x→ xp نگاشت اگروتنهااگر است تام p مشخصه ی با K میدان .۲ .۵ .۱ قضیه

نشان و است تام میدان یک K می کنیم فرض ابتدا می گیریم. نظر در را p مشخصه ی با K میدان اثبات.
سادگی به است، p میدان مشخصه ی که آنجا از است. اتومرفیسم یک K روی x → xp نگاشت می دهیم
پوشا نگاشت این دهیم نشان است کافی بنابراین است. همریختی یک K روی x→ xp نگاشت دید می توان
به است موجود b ∈ K که می کنیم اثبات می گیریم. نظر در را K به متعلق a دلخواه عنصر منظور، بدین است.

.bp = a که طوری
،f ′ = ۰ بنابراین است. p میدان مشخصه ی طرفی از .f ′ = pxp−۱ رو این از .f = xp− a می دهیم قرار
هر یعنی است؛ تام میدان یک K فرض به بنا اما دارد. تکراری ریشه ی f چندجمله ای ۲۲ .۳ .۱ لم به بنا پس
که می شود نتیجه دارد تکراری ریشه ی f این که از بنابراین است. جدایی پذیر K روی تحویل ناپذیر چندجمله ای

.f = gh که طوری به هستند موجود K[X] به متعلق h و g چندجمله ای های پس است، تحویل پذیر f
.bn = a پس ،bn − a = ۰ صورت این در باشد. f چندجمله ای برای ریشه یک b می کنیم فرض حال
توجه ادعا این اثبات منظور به .b ∈ K می کنیم ادعا است. K جبری بستار به متعلق b که می دانیم همچنین
است p میدان، مشخصه ی که آنجا از حال .f(x) = xp − bn نتیجه در .bn = a و f(x) = xp − a که کنید
همچنین .۰ < d < p که طوری به g = (x− b)d که است واضح بنابراین .f = xp− bn = (x− b)p = gh

از هستند. K به متعلق bd جمله از ،g = (x − b)d = xd − bd چندجمله ای ضرایب ،g ∈ K[X] که آنجا از
وجود v و u صحیح عدد دو بنابراین هستند. اول هم به نسبت d و p بنابراین است. اول عدد یک p طرفی

9perfect



۳۷ تام میدان های .۵ .۱

متعلق bd و bp این که به توجه با حال .b = bdu+pv = (bd)u(bp)v رو این از .du+ pv = ۱ که طوری به دارند
.b = (bd)u(bp)v ∈ K نتیجه در و (bd)u, (bp)v ∈ K داریم است میدان یک K و هستند K به

خلف برهان به است. اتومرفیسم Kیک روی x→ xp نگاشت می کنیم فرض قضیه عکس جهت اثبات برای
به است موجود K[X] در f تحویل ناپذیر چندجمله ای یک صورت این در نیست. تام K میدان می کنیم فرض
چندجمله ای ۲۲ .۳ .۱ لم به بنا پس دارد، تکراری ریشه ی K جبری بستار در f یعنی نیست؛ جدایی پذیر که طوری
است تحویل ناپذیر f این که از باشد. f ′ و f مشترک ریشه ی α می کنیم فرض دارند. مشترک ریشه ی f ′ و f
.f ′ ≡ ۰ بنابراین است. کمتر f درجه ی از f ′ درجه ی اما است. α مینیمال چندجمله ای f می شود نتیجه
هر برای نتیجه در .f ′ = a۱ + ۲a۲x + · · · + nanx

n−۱ و f = a۰ + a۱x
۱ + · · · + anx

n که کنید توجه
نگاشت طرفی از .f = a۰ + apx

p + a۲px
۲p + · · · بوضوح بنابراین .ai = ۰ داریم p - i اگر i = ۱, . . . , n

b ∈ K عنصر a ∈ K هر برای پس پوشاست، نگاشت این نتیجه در است. اتومرفیسم یک K روی x→ xp

از دارند. را شرایط همین نیز f چندجمله ای ضرایب خاص طور به بنابراین .a = bp که طوری به است موجود
داریم: است p میدان مشخصه ی که آنجا از حال .f = bp۰ + bp۱x

p + bp۲x
۲p + · · · رو این

f = bp۰ + bp۱x
p + bp۲x

۲p + · · · = (b۰ + b۱x+ b۲x
۲ + · · · )p,

است. تناقض در f بودن تحویل ناپذیر با که

باشد: برقرار زیر موارد از یکی اگروتنهااگر است تام K میدان یک .۳ .۵ .۱ نتیجه

باشد. صفر K میدان مشخصه ی .۱

باشد. اتومرفیسم یک K روی x→ xp نگاشت و باشد p اول عدد K میدان مشخصه ی .۲

است. تام متناهی میدان هر .۴ .۵ .۱ قضیه

که طوری به است موجود p اول عدد صورت این در باشد. متناهی میدان یک K می کنیم فرض اثبات.
یک x → xp نگاشت دید می توان سادگی به بنابراین .p با است برابر K میدان مشخصه ی و |K| = pn

میدان یک K که آنجا از است. اتومرفیسم یک K روی x → xp نگاشت که می کنیم ادعا است. همریختی
عنصر هر برای بنابراین است. xpn−x چندجمله ای ریشه ی میدان این از عنصر هر است، pn اندازه ی با متناهی
K میدان طرفی از است. پوشا x→ xp نگاشت بنابراین .(apn−۱

)p = a پس ،apn = a داریم K به متعلق a
به بنا نتیجه در است. نیز یک به یک که گرفت نتیجه می توان نگاشت این بودن پوشا از بنابراین است. متناهی

است. تام K میدان ۲ .۵ .۱ قضیه ی



۳۸ تام میدان های .۵ .۱

است. تام اول، میدان هر .۵ .۵ .۱ نتیجه

بدهد: رخ است ممکن زیر حالت دو می گیریم. نظر در را K دلخواه میدان اثبات.

اندازه ی که طوری به است موجود n طبیعی عدد و p اول عدد صورت این در باشد: متناهی K میدان .۱
میدان ۴ .۵ .۱ قضیه ی به بنا پس است، Fp متناهی میدان ،K میدان اول میدان بنابراین .|K| = pn

است. تام K اول

که می دانیم طرفی از است. Q میدان ،K میدان اول میدان صورت این در باشد: نامتناهی K میدان .۲
است. تام میدان این ۳ .۵ .۱ نتیجه ی به بنا پس است، صفر Q میدان مشخصه ی

مربع از خالی و جدایی پذیری مفاهیم باشد، تام میدان یک K اگر که می دهیم نشان زیربخش این پایان در
داشت. خواهیم نیاز ۳ .۴ .۵ بخش در را مفهوم دو این بودن معادل هستند. معادل بودن

h غیرثابت چندجمله ای هیچ هرگاه می گوییم ۱۰ مربع از خالی را f(X) ∈ K[X] چندجمله ای .۶ .۵ .۱ تعریف
.h۲ | f که طوری به نباشد موجود

جدایی پذیر f(X) ∈ K[X] چندجمله ای صورت این در باشد. تام میدان یک K کنید فرض .۷ .۵ .۱ قضیه
باشد. مربع از خالی اگروتنهااگر است

مربع از خالی f می کنیم فرض خلف برهان به همچنین باشد. جدایی پذیر f چندجمله ای می کنیم فرض اثبات.
با این و دارد تکراری ریشه ی f یعنی h۲؛ | f که طوری به است موجود h چندجمله ای صورت این در نباشد.

است. تناقض در f بودن جدایی پذیر
خلف برهان به همچنین باشد. مربع از خالی f چندجمله ای می کنیم فرض قضیه عکس جهت اثبات برای
بنابراین .gcd(f, f ′) ̸= ۱ داریم ۲۷ .۳ .۱ لم به بنا صورت این در باشد. تکراری ریشه ی دارای f می  کنیم فرض
g ∈ K[X] چندجمله ای بنابراین .h | f ′ و h | f که طوری به است موجود h ∈ K[X] تحویل ناپذیر چندجمله ای
میدان یک K و است تحویل ناپذیر h این که از همچنین .f ′ = h′g + g′h و f = hg که طوری به دارد وجود
h | f ′ طرفی از .gcd(h, h′) = ۱ داریم ۲۷ .۳ .۱ لم به بنا پس است، جدایی پذیر h که نتیجه می شود است تام
مربع از خالی با که h۲ | f یعنی f؛ = h۲s نتیجه در .g = hs رو این از .h | g بوضوح پس ،h - h′ بنابراین

است. تناقض در f بودن
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۳۹ تام میدان های .۵ .۱

فصل: خلاصه ی

است: زیر شرح به فصل این در شده معرفی میدانی توسیع های

بعد دارای ،K روی برداری فضای عنوان یک به L هرگاه می نامیم متناهی را K ⊆ L میدانی توسیع .۱
باشد. متناهی

چندجمله ای یک ریشه ی α ∈ L عنصر هر هرگاه می نامیم جبری توسیع یک را K ⊆ L میدانی توسیع .۲
است. جبری توسیع یک متناهی توسیع هر باشد. K در ضرایب با

یک ریشه ی α ∈ L عنصر هر هرگاه می نامیم جبری جدایی پذیر توسیع یک را K ⊆ L جبری توسیع .۳
K ⊆ L جبری) لزوماً نه (دلخواه، میدانی توسیع باشد. K روی جدایی پذیر تحویل ناپذیر چندجمله ای
K۱/p∞ = {a ∈ K̃ | ∃b ∈ K , ∃m > ۱ ap

m
= b} و L هرگاه می نامیم جدایی پذیر توسیع یک را

باشند. خطی مجزای K روی

باشند. خطی مجزای K روی K̃ و L هرگاه می گوییم، منتظم را K روی L میدانی توسیع .۴

L در که f ∈ K[X] تحویل ناپذیر هرچندجمله ای هرگاه می نامیم نرمال توسیع یک را K ⊆ L توسیع .۵
شود. تجزیه اول درجه ی عوامل به L در کامل طور به دارد ریشه یک

مجموعه ی Φ(H) از منظور ،H ⊆ Aut(L) و باشد میدان یک L کنید فرض .۶
گروه Gal(L : K) و میدانی توسیع Kیک ⊆ L کنید فرض است. {x ∈ L | ∀σ ∈ H σ(x) = x}

.Φ(Gal(L : K)) = K هرگاه می نامیم گالوایی توسیع یک را K ⊆ L توسیع باشد. K روی L گالوایی
باشد. جدایی پذیر و نرمال اگر اگروتنها است گالوایی K ⊆ L متناهی توسیع یک

K روی L که طوری به است موجود α ∈ L یعنی دارد؛ نرمال پایه ی یک K ⊆ L متناهی گالوایی توسیع هر
است. {g(α) | g ∈ Gal(L : K)} صورت به پایه یک دارای

میدان یک که دیدیم باشد. جدایی پذیر K روی تحویل ناپذیر چندجمله ای هر هرگاه می گوییم، تام را K میدان
باشد. جدایی پذیر توسیع یک آن، از متناهی توسیع هر اگروتنهااگر است تام K



۲ فصل

مدل ها نظریه ی  مقدمات

اثبات فصل این اصلی هدف می کنیم. یاد آوری را مدل ها نظریه ی از مقدماتی مختصر صورت به فصل این در
نیاز آن به ۲ .۲ .۴ بخش در ریشه ها قضیه ی اثبات برای که است جبری بسته ی میدان های برای سور حذف

است. شده گرفته [۱۸] منبع از فصل این مطالب داشت. خواهیم
یک تعریف مانند مدل ها، نظریه ی اولیه ی مفاهیم و تعاریف برخی با خواننده می کنیم فرض فصل این در
اولیه تعاریف این مطالعه ی برای دارد. آشنایی . . . و فرمول ها L اول، مرتبه ی ساختار یک اول، مرتبه ی زبان

می دهیم. ارجاع [۱۸] منبع به را خواننده

مقدماتی تعاریف ۱ .۲

برای می دهیم. نشان متغیر نوشتن رنگ پر با را چندتایی یک نمایش، در راحتی جهت به گاهی فصل این در
می دهیم. نمایش b و x نماد با ترتیب به را b۱, . . . , bm و x۱, . . . , xn مثال

با و می گوییم مقدماتی ارز هم  را N و M ساختار L دو بگیرید. نظر در را L اول مرتبه زبان .۱ .۱ .۲ تعریف
باشیم: داشته φ جمله ی L هر برای هرگاه می دهیم نمایش M ≡ N نماد

M |= φ⇐⇒ N |= φ.

N می گوییم باشند. ساختار L دو M و N کنید فرض و بگیرید نظر در را L اول مرتبه زبان .۲ .۱ .۲ تعریف



۴۱ مقدماتی تعاریف .۱ .۲

نمایش N ≺M نماد با را آن و است) N از مقدماتی توسیع یک M (یا است M از مقدماتی زیرساختار یک
باشیم: داشته a۱, . . . , an ∈ N هر و φ(x۱, . . . , xn) فرمول L هر برای و N ⊆M هرگاه می دهیم

N |= φ(a۱, · · · , an)⇐⇒M |= φ(a۱, · · · , an).

می نامیم. اول مرتبه ی تئوری یک را جملات L از مجموعه هر باشد. اول مرتبه زبان یک L کنید فرض

به و می دهیم نمایش Th(M) با را M کامل تئوری باشد. ساختار L یک M کنید فرض .۳ .۱ .۲ تعریف
می کنیم: تعریف زیر صورت

Th(M) = {φ |M |= φ و است جمله L یک φ }.

.¬φ ∈ Th(N) یا φ ∈ Th(M) داریم φ جمله ی L هر برای که است واضح فوق تعریف به بنا

φ ∈ Th(M) هر برای صورت این در باشند. مقدماتی ارز هم  N و M ساختارهای L کنید فرض .۴ .۱ .۲ توجه
.Th(M) = Th(N) بنابراین .N |= φ داریم

.T |= ¬φ یا T |= φ باشیم داشته φ جمله ی L هر برای هرگاه گوییم کامل را T تئوری L یک .۵ .۱ .۲ تعریف
باشند. مقدماتی ارز هم N,M |= T مدل دو هر هرگاه می نامیم کامل را T تئوری L یک دیگر بیان به

زیرساختارهای میان یکریختی  های از برگشتی و رفت سامانه ی یک A ناتهی مجموعه ی می گوییم .۶ .۱ .۲ تعریف
باشیم: داشته f ∈ A یکریختی هر برای هرگاه است N و M

.a ∈ dom(g) و f ⊆ g که طوری به باشد موجود g ∈ A یکریختی یک a ∈M هر برای .۱

.b ∈ Im(h) و f ⊆ h که طوری به باشد موجود h ∈ A یکریختی یک b ∈ N هر برای .۲

ساختار L صورت این در باشد. M از زیرمجموعه یک A و ساختار L یک M کنید فرض .۷ .۱ .۲ تعریف
می کنیم: تعریف زیر صورت به را A توسط شده تولید

⟨A⟩ = {tM(a۱, · · · , an) | a۱, · · · , an ∈ A و است ترم L یک t }

تابع باشند. N و M از زیرمجموعه هایی ترتیب به B و A و ساختار L دو N و M کنید فرض .۸ .۱ .۲ تعریف
هرگاه می نامیم جزئی یکریختی یک را H : A→ B

باشیم: داشته a۱, . . . , an, b ∈ A هر و g(x۱, . . . , xn) ∈ L تابعی نماد هر برای .۱

M |= gM(a۱, · · · , an) = b⇐⇒ N |= gN(H(a۱), · · · , H(an)) = H(b)



۴۲ تایپ ها .۲ .۲

،H(cM) = cN آنگاه ،cN ∈ B و cM ∈ A اگر c ∈ L ثابت نماد هر برای .۲

باشیم: داشته a۱, . . . , an, b ∈ A هر و R ∈ L رابطه ای نماد هر برای .۳

M |= RM(a۱, · · · , an)⇐⇒ N |= RN(H(a۱), · · · , H(an)).

پارامتر با سور بدون جملات مجموعه ی بگیرید. نظر در را A مجموعه ی و L اول مرتبه زبان .۹ .۱ .۲ تعریف
می دهیم. نمایش Diag(A) با را A در

ساختار می گوییم .N ⊆ M که طوری به باشند اول مرتبه ساختار دو N و M کنید فرض .۱۰ .۱ .۲ تعریف
پارامترهای با φ(x۱, ..., xn, y۱, ..., ym) سور بدون فرمول هر برای هرگاه است وجودی بسته ی M در N

.N |= ∃y φ(n,y)⇔M |= ∃y φ(n,y) باشیم داشته n۱, ..., nm ∈ N

تایپ ها ۲ .۲

.a۱, · · · , an ∈ M و A ⊆ M کنید فرض همچنین باشد. ساختار L یک M کنید فرض .۱ .۲ .۲ تعریف
می کنیم: تعریف زیر صورت به را M ساختار در A مجموعه ی روی a۱, · · · , an تایپ

tpM(a۱,··· ,an
A

) =

{φ(x۱, · · · xn, b۱, · · · , bm) | n,m ∈ N, bi ∈ A, M |= φ(a۱, · · · an, b۱, · · · , bm)}.

.tpM(a۱, . . . , an) = {φ(x۱, . . . xn) | n ∈ N, M |= φ(a۱, . . . an)} داریم A = ∅ اگر خاص طور به

L از مجموعه یک p(x۱, . . . xn) کنید فرض همچنین .A ⊆ M و باشد ساختار L یک M کنید فرض
و است A پارامتر های با M در کامل تایپ یک p(x۱, . . . xn) می گوییم باشند. A در پارامتر با ها فرمول

باشد: داشته را زیر ویژگی های p(x۱, . . . xn) هرگاه ،p(x۱, . . . xn) ∈ SM
n می نویسیم

.¬φ(x,a) ∈ p(x) یا φ(x,a) ∈ p(x) باشیم داشته ،a ∈ A آن در که φ(x,a) فرمول هر برای .۱

c ∈ M مانند عنصری ،p(x) به متعلق φ۱(x, b۱), . . . , φk(x, bk) فرمول متناهی تعداد هر برای .۲
.M |= φ۱(c, b۱) ∧ · · · ∧ φk(c, bk) که طوری به باشد موجود

یک tpM( b
A
) صورت این در .b ∈ M و A ⊆ M کنید فرض همچنین باشد. ساختار L یک M کنید فرض

است. b ویژگی های همه ی مجموعه ی tpM( b
A
) بوضوح و است کامل تایپ
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موجود a ∈ N عناصر و M ≺ N مقدماتی توسیع یک صورت این در .p(x) ∈ SM
n کنید فرض .۲ .۲ .۲ لم

.p(x) = tpN( a
A
) که طوری به است

تئوری اثبات.
T = {φ(m) |m ∈M, M |= φ(m)} ∪ p(c)

مدل دارای فوق تئوری از متناهی بخش هر که است واضح می گیریم. نظر در L = LM ∪ LA ∪ c زبان در را
مدلی دارای تئوری این فشردگی به بنا پس است، تئوری این از متناهی بخش هر برای مدلی M واقع در است.
مقدماتی توسیع یک پس است، {φ(m)|m ∈M,M |= φ(m)} برای مدلی N که کنید توجه است. N مانند

.p(x) = tpN( a
A
) که طوری به است موجود cM = a ∈ N همچنین است. M برای

.a۱, . . . , an ∈ M و A ⊆ M کنید فرض همچنین باشد. ساختار L یک M کنید فرض .۳ .۲ .۲ تعریف
می کنیم: تعریف

qftp(
a۱, · · · , an

A
) = {φ(x۱, · · · , xn, b) | b ∈ A, M |= φ(a, b) و است سور بدون فرمول یک φ)}.

ویژگی های همه ی شامل qftp(a۱,··· ,an
A

) واقع در می نامیم. A روی a۱, . . . , an سور بدون تایپ را qftp( a
A
)

است. a۱, . . . , an سور بدون

تعریف پذیری ۳ .۲

را X ⊆ Mn مجموعه ی یک باشد. M جهان با اول مرتبه ساختار یک M کنید فرض .۱ .۳ .۲ تعریف
هرگاه می نامیم b۱, ..., bm پارامترهای با φ(x۱, ..., xn, y۱, ..., ym) فرمول توسط تعریف پذیر

X = {(a۱, ..., an) ∈Mn | M |= φ(a۱, ..., an, b۱, ..., bm)}.

است. A در پارامترهایی با تعریف پذیر مجموعه ی یک X می گوییم b۱, ..., bm ∈ A ⊆M اگر

M در تعریف پذیر مجموعه ی دو Y و X کنید فرض بگیرید. نظر در را M جهان با M ساختار .۲ .۳ .۲ توجه
است. تعریف پذیر نیز Xc و X ∩ Y ،X ∪ Y مجموعه های صورت این در باشند.

بنا زیرا است. تعریف پذیر X = {(x, y)|x ≤ y} مجموعه ی (Z,+, ·,۰,۱) ساختار در .۳ .۳ .۲ مثال
که طوری به باشند موجود a۱, a۲, a۳, a۴ ∈ Z اگروتنهااگر است مثبت x ∈ Z عدد لاگرانژ قضیه ی به

داریم: بنابراین .x = a۲
۱ + a۲

۲ + a۲
۳ + a۲

۴

{x ∈ Z | x ≥ ۰} = {x ∈ Z | ∃a۱, a۲, a۳, a۴ x = a۲
۱ + a۲

۲ + a۲
۳ + a۲

۴}.
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نتیجه در
X = {(x, y) | ∃a۱, a۲, a۳, a۴ y = x+ a۲

۱ + a۲
۲ + a۲

۳ + a۲
۴}.

فرمول است. تعریف پذیر X = {(x, y) | x < y} مجموعه ی R = (R,+, ·,۰,۱) ساختار در .۴ .۳ .۲ مثال

φ(x, y) = ∃z (z ̸= ۰ ∧ y = x+ z۲)

.R |= φ(a, b) اگروتنهااگر a < b داریم a, b ∈ R هر برای که است واضح بگیرید. نظر در را

سور حذف ۴ .۲

هر برای هرگاه دارد، سور حذف یا می کند حذف را سورها T می گوییم باشد. اول مرتبه تئوری یک T کنید فرض
بیان به .T ⊢ (φ(x)←→ ψ(x)) که طوری به باشد موجود ψ(x) سور بدون فرمول L یک φ(x) فرمول L
فرمول یک توسط تعریف پذیر زیرمجموعه ی هر آنگاه M |= T اگر دارد، سور حذف T تئوری که زمانی دیگر

شد. خواهیم آشنا سور حذف محک های از برخی با بخش این در می شود. تعریف سور بدون
تئوری هاست. برای جبری ویژگی یک سور حذف که می  دهیم نشان زیر قضیه ی در

هر و A ⊆ M,N مشترک زیرساختار هر و M,N |= T مدل دو هر برای کنید فرض .۱ .۴ .۲ قضیه
باشیم: داشته a۱, · · · , an ∈ A

M |= φ(a)⇐⇒ N |= φ(a).

.T ⊢ (φ(x)←→ ψ(x)) که طوری به می شود پیدا ψ(x) سور بدون فرمول صورت این در

می دهیم: قرار اثبات.

Γ(x) = {ψ(x) | T ⊢ φ(x)→ ψ(x), است سور بدون ψ }.

.T ∪ Γ(x) ⊢ φ(x) که می کنیم ادعا است. φ(x) فرمول سور بدون نتایج همه ی مجموعه ی Γ(x) واقع در
فرمول تا متناهی تعداد فشردگی، قضیه ی به بنا باشد درست ادعا این که صورتی در که کنید توجه
بیان به .T ∪ {ψ۱(x), · · · , ψn(x)} ⊢ φ(x) که طوری به دارند وجود ψ۱(x), · · · , ψn(x) ∈ Γ(x)

.T ⊢ ψ۱(x)∧ · · ·∧ψn(x)→ φ(x) بنابراین است. متناقض T ∪{ψ۱(x), · · · , ψn(x)}∪¬φ(x) دیگر
نتیجه در .T ⊢ φ(x) ↔ ψ۱(x) ∧ · · · ∧ ψn(x) رو این از .φ(x) → ψ۱(x) ∧ · · · ∧ ψn(x) طرفی از

است. سور بدون معادل دارای φ(x)
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صورت این در باشد. سازگار T ∪ Γ(x) ∪ ¬φ(x) می کنیم فرض خلف برهان به ادعا این اثبات منظور به
و M |= Γ(a) که طوری به است موجود a ∈ M عنصر و M |= T که طوری به است موجود M ساختار

.N |= φ(a) و ⟨a⟩ ⊆ N که طوری به است موجود N |= T ساختار که می کنیم ادعا حال .M |= ¬φ(a)
برهان به است. سازگار L⟨a⟩ زبان در T ∗ = T∪φ(a)∪Diag⟨a⟩تئوری می دهیم نشان ادعا این اثبات برای
ψ۱(a), · · · , ψn(a) ∈ Diag⟨a⟩ فرمول تا متناهی صورت این در باشد. ناسازگار T ∗ می کنیم فرض خلف
.T ⊢ φ(x)→

∨
¬ψi(x) داریم L زبان در رو این از .T ⊢ φ(a)→

∨
¬ψi(a) که طوری به هستند موجود

طرفی از .M |=
∨
¬ψi(a) داریم است، Γ(x) برای مدلی M که آنجا از حال .

∨
¬ψi(a) ∈ Γ(x) بنابراین

سازگار L⟨a⟩ زبان در T ∗ = T ∪ φ(a) ∪ Diag⟨a⟩ تئوری نتیجه در است. تناقض این که M |=
∧
ψi(a)

است.
فرض با که M |= ¬φ(a) طرفی از .N |= φ(a) و ⟨a⟩ ⊆ N صورت این در .N |= T ∗ می کنیم فرض

M |= φ(a)⇐⇒ N |= φ(a)

.T ∪ Γ(x) ⊢ φ(x) بنابراین است. تناقض در

آن در که ∃y ψ(x, y) صورت به فرمول های اگر که دید می توان سادگی به فرمول ها پیچیدگی روی استقرا با
سور حذف T تئوری آنگاه باشند، سور بدون معادل T تئوری به نسبت است، سور بدون فرمول یک ψ(x, y)
یا اتمی فرمول یک φ که طوری به است

∨∧
φ صورت به سور بدون فرمول هر که کنید توجه همچنین دارد.

صورت به فرمول های است کافی باشد، داشته سور حذف T تئوری یک که این برای بنابراین است. اتمی نقیض
باشند. سور بدون معادل دارای ψ(x, y) =

∧
اتمی) نقیض یا (اتمی که طوری به ∃y ψ(x, y)

هر و A ⊆ M,N مشترک زیرساختار هر و M,N |= T مدل دو هر برای کنید فرض نتیجه در
باشیم: داشته a۱, · · · , an ∈ A

M |= ∃yφ(y,a)⇐⇒ N |= ∃yφ(y,a).

دستگاه یک اگر دهیم نشان باید سور حذف اثبات برای دیگر بیان به دارد. سور حذف T تئوری صورت این در
دارد. جواب هم N در آنگاه باشد داشته جواب M در A در ضرایب با معادلات

می پذیریم. اثبات بدون را آن ها و می کنیم ارائه سور حذف برای محک هایی ادامه در

به یکریختی هر اگر .M,N |= T کنید فرض بگیرید. نظر در را T تئوری سور). حذف (محک ۲ .۴ .۲ گزاره
می کند. حذف را سورها T تئوری آنگاه گیرد قرار برگشتی و رفت سامانه ی یک در ⟨a⟩ ∼= ⟨b⟩ صورت
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اگر b ∈ N و a ∈M هر و M,N |= T مدل دو هر برای هرگاه دارد سور حذف T تئوری دقیق تر بیان به
برگشتی و رفت سامانه ی یک و باشند موجود N ≺ N۱ و M ≺ M۱ مقدماتی توسیع های آنگاه ⟨a⟩ ∼= ⟨b⟩

باشد. برقرار N۱ و M۱ میان ⟨a⟩ ∼= ⟨b⟩ شامل

تئوری A ⊆M زیرساختار هر و M |= T مدل هر برای اگروتنهااگر دارد سور حذف T تئوری .۳ .۴ .۲ گزاره

T ∗ = T ∪Diag(A)

باشد. کامل تئوری یک LA زبان در

کنید فرض همچنین باشد. شمارا اول مرتبه زبان یک در کامل تئوری یک T کنید فرض .۴ .۴ .۲ تعریف
که طوری به A ⊆ M پارامتر مجموعه هر برای هرگاه است اشباع κ مدل یک M می گوییم .M |= T

باشیم داشته φ ∈ p(x) هر برای که شود پیدا u ∈ M مانند عنصری ،p(x) ∈ SM
n (A) تایپ هر و |A| < κ

باشد. اشباع |M | هرگاه می نامیم اشباع را M |= T مدل .M |= p(u)

M در A متناهی مجموعه ی یک روی تایپ هر هرگاه می نامیم اشباع ℵ۰ را M |= T مدل خاص طور به
شود. برآورده

یک N که طوری به M,N |= T هر برای هرگاه دارد سور حذف T تئوری دریز). دن ون (محک ۵ .۴ .۲ گزاره
بتوان را f آنگاه باشد، نشاندن یک f : A→ N اگر A ⊆M دلخواه زیرساختار هر و است اشباع |M | مدل

داد. توسیع f۱ :M → N نشاندن یک به

توسیع یک N آنگاه ،M ⊆ N اگر M,N |= T هر برای هرگاه می نامیم کامل مدل را T تئوری .۶ .۴ .۲ تعریف
باشد. M از مقدماتی

است. کامل مدل T صورت این در کند. حذف را سورها T تئوری کنید فرض .۷ .۴ .۲ لم

است. M از مقدماتی توسیع یک N دهیم نشان می خواهیم .M ⊆ N و M,N |= T می کنیم فرض اثبات.
فرض .M |= φ(m)⇐⇒ N |= φ(m) داریم φ(x) فرمول هر و m ∈M هر برای دهیم نشان باید واقع در
که طوری به T |= φ(x)←→ ψ(x) بنابراین دارد. سور حذف T تئوری که کنید توجه .M |= φ(x) می کنیم

: داریم رو این از است. سور بدون ψ(x)

M |= φ(m)⇐⇒M |= ψ(m)⇐⇒ N |= ψ(m)⇐⇒ N |= φ(m).
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جبری بسته ی میدان های سور حذف ۱ .۴ .۲

و دهیم نمایش Tمیدان ها با را میدان ها تئوری کنید فرض

φn = ∀a۰, · · · , an ∃x a۰ + a۱x+ · · ·+ anx
n = ۰.

است: زیر صورت به جبری بسته ی میدان های تئوری صورت این در

ACF = Tمیدان ها ∪ {φn}n∈N

.(C,+,−, ·,۰,۱) |= ACF واقع در است. سازگار ACF تئوری که کنید توجه
دارد. سور حذف مشخصه ای، هر با جبری بسته ی میدان های تئوری که می کنیم اثبات زیر قضیه ی در

دارد. سور حذف ACF تئوری .۸ .۴ .۲ قضیه

همچنین هستند. M۲ و M۱ به متعلق ترتیب به b و a عناصر و M۱,M۲ |= ACF می کنیم فرض اثبات.
می گیرد. قرار برگشتی و رفت ی سامانه یک در ⟨a⟩ ∼= ⟨b⟩ یکریختی دهیم نشان باید .⟨a⟩ ∼= ⟨b⟩ می کنیم فرض
که طوری به باشند M۲ و M۱ از زیرساختارهایی ترتیب به M′ و M می کنیم فرض کلی تر کمی منظور بدین
را M′ و M کسرهای میدان  در را M می توانیم اما هستند. صحیح حوزه ی M′ و M که کنید توجه .M ∼= M′

و می شوند ساخته یکتا صورت به نیز آنها کسرهای میدان M ∼= M′ که آنجا از بنشانیم. M′ کسرهای میدان در
دلخواه عنصر حال باشند. میدان M′ و M می کنیم فرض کلیت از کاستن بدون بنابراین هستند. یکریخت هم با

دهد: رخ است ممکن زیر حالت دو می گیریم. نظر در را α ∈M۱ −M

صورت این در باشد. α مینیمال چندجمله ای f ∈M[X] می کنیم فرض باشد: جبری M روی α عنصر .۱
داریم: ۴ .۲ .۱ لم به بنا

M(α) ∼=
M[X]

⟨f⟩
.

تحویل ناپذیر نیز f ∈M′[X] در آن تصویر است، تحویل ناپذیر چندجمله ای یک f ∈M[X] که آنجا از
میدان یک M۲ طرفی از باشد. f ∈ M[X] چندجمله ای تصویر h ∈ M′[X] می کنیم فرض است.

داریم: رو این از دارد. β مانند ریشه یک M۲ در h بنابراین است. جبری بسته ی

M(α) ∼=
M[X]

⟨f⟩
∼=

M′[X]

⟨h⟩
∼= M(β).

متعالی عنصر یک است کافی .M(α) ∼= M(X) حالت این در باشد: متعالی M روی α عنصر .۲
داریم صورت این در باشد. متعالی M′ روی β که بیابیم گونه ای به را β ∈M۲ −M′

M(α) ∼= M(X) ∼= M′(X) ∼= M′(β).
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گونه ای به β ∈M۲ −M ′ عنصر باید ادعا این اثبات برای است. موجود β متعالی عنصر می کنیم ادعا
میدان و دارد ریشه تا متناهی چندجمله ای، هر که کنید توجه نباشد. چندجمله ای هیچ ریشه ی که بیابیم
که دارد وجود عنصری بگیریم نظر در که را چندجمله ای متناهی تعداد هر بنابراین است. نامتناهی M۲

با β عنصر M۲ بودن اشباع و فشردگی قضیه ی به بنا پس نیست، چندجمله ای ها این مشترک ریشه ی
است. موجود شده خواسته ویژگی های

است. کامل مدل ACF تئوری .۹ .۴ .۲ نتیجه

فصل: خلاصه ی

L یک از منظور صورت این در باشد. M جهان با اول مرتبه ی ساختار L یک M کنید فرض
⟨A⟩ = {tM(a۱, · · · , an) | a۱, · · · , an ∈ مجموعه ی ،M از A زیرمجموعه ی توسط شده تولید ساختار
فرمول توسط تعریف پذیر را X ⊆ Mn زیرمجموعه ی یک همچنین است. A و است ترم L یک t }
X = {(a۱, ..., an) ∈ Mn | M |= هرگاه می نامیم b۱, ..., bm پارامترهای با φ(x۱, ..., xn, y۱, ..., ym)

.φ(a۱, ..., an, b۱, ..., bm)}

هرگاه است N و M زیرساختارهای میان یکریختی  های از برگشتی و رفت سامانه ی یک A ناتهی مجموعه ی
باشیم: داشته f ∈ A یکریختی هر برای

.a ∈ dom(g) و f ⊆ g که طوری به باشد موجود g ∈ A یکریختی یک a ∈M هر برای .۱

.b ∈ Im(h) و f ⊆ h که طوری به باشد موجود h ∈ A یکریختی یک b ∈ N هر برای .۲

هرگاه دارد، سور حذف یا می کند حذف را سورها T اول مرتبه تئوری کردیم. بیان را سور حذف مفهوم سپس
.T ⊢ (φ(x)←→ ψ(x)) که طوری به باشد موجود ψ(x) سور بدون فرمول L یک φ(x) فرمول L هر برای

است: زیر صورت به سور حذف برای محک یک دیدیم
آنگاه ⟨a⟩ ∼= ⟨b⟩ اگر b ∈ N و a ∈M هر و M,N |= T مدل دو هر برای هرگاه دارد سور حذف T تئوری
⟨a⟩ ∼= ⟨b⟩ شامل برگشتی و رفت سامانه ی یک و باشند موجود N ≺ N۱ و M ≺ M۱ مقدماتی توسیع های
سور حذف جبری بسته ی میدان های تئوری که کردیم اثبات محک این کمک به باشد. برقرار N۱ و M۱ میان
M,N |= T هر برای یعنی است؛ کامل مدل کند، حذف را سورها T تئوری اگر که کردیم اثبات همچنین دارد.
کامل مدل ACF تئوری که گرفتیم نتیجه حکم از و است M از مقدماتی توسیع یک N آنگاه M ⊆ N اگر

است.



۳ فصل

ارزیابی میدان های

مقدمه ۱ .۳

یعنی باشد؛ ارزیاب حلقه  ی یک A ⊆ K که طوری به است (K,A) زوج یک ارزیابی، میدان یک از منظور
در A ارزیاب حلقه ی تعریف پذیری به داریم قصد پایان نامه این در .x−۱ ∈ A یا x ∈ A یا x ∈ K هر برای
هنسلی ارزیابی میدان های و ارزیابی میدان های فصل این در منظور، بدین بپردازیم. K هنسلی ارزیابی میدان
[۱۶] موضعی حلقه های بخش برای و [۶] ارزیابی میدان های بخش برای فصل این منابع می کنیم. معرفی را

هستند.

موضعی حلقه های ۲ .۳

کمی شرط یک باشد. صفر ایده آل حلقه، ماکزیمال ایده آل تنها که است این بودن میدان معادل شروط از یکی
می گوییم: موضعی حلقه ی حلقه ای، چنین به داشته باشد. ماکزیمال ایده آل یک تنها حلقه ، که است این ضعیف تر

داشته باشد. ماکزیمال ایده آل یک تنها هرگاه می نامیم ۱ موضعی را R یکدار و جابجایی حلقه ی .۱ .۲ .۳ تعریف
می دهیم. نمایش (R,m) صورت به را حلقه این و m با را R ماکزیمال ایده آل

معادلند: هم با زیر موارد آنگاه باشد یکدار و جابجایی حلقه ی یک R اگر .۲ .۲ .۳ قضیه
1Local ring
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است، موضعی R .۱

می دهند، ماکزیمال ایده آل تشکیل R وارون پذیر غیر عناصر مجموعه .۲

است. بسته جمع عمل تحت R وارون پذیر غیر عناصر مجموعه .۳

.m = R − U(R) می کنیم ثابت باشد. R حلقه ی ماکزیمال ایده آل m می کنیم فرض :۲ به ۱ اثبات اثبات.
عنصر شامل ایده آل این باشند، داشته وارون m عناصر اگر زیرا نیستند. وارون پذیر m عناصر که است واضح

.m ⊆ R− U(R) بنابراین می شود. حلقه کل با برابر m نتیجه در و بود خواهد یک
ایده آل یک R در Ra ایده آل می گیریم نتیجه a /∈ U(R) این که از .a ∈ R − U(R) می کنیم فرض حال
فقط که این به توجه با بنابراین است. ماکزیمال ایده آل یک زیرمجموعه ی سره ایده آل هر طرفی از است. سره

.R− U(R) ⊆ m پس ،a ∈ m نتیجه در .Ra ⊆ m داریم، ماکزیمال ایده آل یک
است. بسته جمع عمل تحت که است واضح پس است، ایده آل یک R− U(R) چون :۳ به ۲ اثبات

می کنیم ثابت .a + b ∈ R − U(R) داریم a, b ∈ R − U(R) هر برای می کنیم فرض :۱ به ۳ اثبات
.a ·b ∈ R−U(R) می کنیم ادعا می گیریم. نظر در را a, b ∈ R−U(R) عناصر است. ایده آل یک R−U(R)
.a · b ∈ U(R) صورت این در .a · b /∈ R − U(R) می کنیم فرض خلف برهان به ادعا این اثبات منظور به
پس است، وارون پذیر a ∈ U(R) دلخواه عنصر هر طرفی از است. تناقض این و است وارون پذیر a بنابراین
در و است R ماکزیمال ایده آل تنها R − U(R) بنابراین باشد. ماکزیمال ایده آل یک شامل نمی تواند U(R)

است. موضعی R نتیجه

حلقه ی یک را R حلقه ی باشد. موضعی حلقه ی یک (R,m) کنید فرض هنسلی). (حلقه ی ۳ .۲ .۳ تعریف
که طوری به باشد موجود α ∈ R اگر باشیم: داشته f ∈ R[x] هر برای هرگاه می نامیم هنسلی موضعی

.a ≡m α و f(a) = ۰ که باشد موجود a ∈ R آنگاه f ′(α) /∈ m و f(α) ∈ m

می کنیم: تعریف دیگر نحوی به را هنسلی حلقه ی ادامه در
α ∈ R هر برای بگیرید. نظر در را F = R/m میدان و باشد موضعی حلقه ی یک (R,m) کنید فرض
f(x) = a۰ + a۱x + . . . + anx

n چندجمله ای یک تصویر می دهیم. نمایش ᾱ با را F در α کانونی تصویر
است. f̄(x) = ā۰ + ā۱x+ . . .+ ānx

n صورت به F [x] در ،R[x] به متعلق
به باشد موجود α ∈ R اگر ،f ∈ R[x] هر برای هرگاه می نامیم هنسلی موضعی حلقه ی یک را R حلقه ی

.ā = ᾱ و f(a) = ۰ که طوری به باشد موجود a ∈ R عنصر آنگاه f̄ ′(ᾱ) ̸= ۰ و f̄(ᾱ) = ۰ که طوری
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ارزیابی میدان های ۳ .۳

ارزیابی نگاشت ۱ .۳ .۳

را v : K → Γ ∪ {∞} نگاشت باشد. میدان یک K و مرتب آبلی گروه یک Γ کنید فرض .۱ .۳ .۳ تعریف
باشد: قرار بر زیر موارد x, y ∈ K هر برای هرگاه می نامیم ارزیابی نگاشت یک

،v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)} .۱

،v(x · y) = v(x) + v(y) .۲

.x = ۰⇔ v(x) =∞ .۳

می شوند: نتیجه تعریف از مستقیم صورت به زیر موارد باشد، ارزیابی نگاشت یک v اگر .۲ .۳ .۳ نتیجه

.v(۱) = v(−۱) = ۰ .۱

،v(x) = v(−x) داریم ،x ∈ K هر برای .۲

.v(x−۱) = −v(x) داریم ،x ∈ K هر برای .۳

v(۱) منهای را طرفین است کافی .v(۱) = v(۱ · ۱) = v(۱) + v(۱) که است واضح .۱ اثبات.
،v(۱) = v((−۱) · (−۱)) = v(−۱) + v(−۱) طرفی از .۰ = v(۱) داریم صورت این در کنیم.
که این از است مرتب ارزیاب گروه که این به توجه با بنابراین .v(−۱) + v(−۱) = ۰ پس

.v(−۱) = ۰ می شود نتیجه v(−۱) + v(−۱) = ۰

.v(−x) = v(x) پس ،v(−۱) = ۰ طرفی از .v(−x) = v((−۱) · x) = v(−۱) + v(x) می دانیم .۲

.v(x)+v(x−۱) = ۰ پس ،v(x·x−۱) = v(x)+v(x−۱) طرفی از .v(x·x−۱) = v(۱) = ۰ می دانیم .۳
.v(x−۱) = −v(x) نتیجه در

v : K → Γ ∪ {∞} نگاشت کنید فرض همچنین بگیرید. نظر در را K میدان و Γ مرتب آبلی گروه .۳ .۳ .۳ لم
آنگاه v(x) ̸= v(y) باشیم داشته x, y ∈ K عناصر برای اگر صورت این در باشد. ارزیابی نگاشت یک

.v(x+ y) = min{v(x), v(y)}
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پس ،min{v(x), v(y)} = v(y) صورت این در .v(x) > v(y) می کنیم فرض اثبات.

v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)} = v(y).

بنابراین .v(y) = v(x+ y − x) ≥ min{v(x+ y), v(−x)} = min{v(x+ y), v(x)} طرفی از

v(x+ y) ≥ v(y) ≥ min{v(x+ y), v(x)}.

می کنیم فرض خلف برهان به ادعا این اثبات جهت به .min{v(x+ y), v(x)} = v(x+ y) می کنیم ادعا حال
تناقض در v(x) > v(y) فرض با که v(x+y) ≥ v(y) ≥ v(x) داریم پس ،min{v(x+y), v(x)} = v(x)

.v(y) = v(x+ y) بنابراین .v(x+ y) ≥ v(y) ≥ min{v(x+ y), v(x)} = v(x+ y) نتیجه در است.

ارزیاب حلقه های ۲ .۳ .۳

ارزیابی نگاشت یک v : K → Γ∪{∞} و مرتب آبلی گروه یک Γ میدان، یک K کنید فرض .۴ .۳ .۳ تعریف
می کنیم: تعریف زیر صورت به و داده نمایش Ov با را v نگاشت نظیر ارزیاب حلقه ی باشد.

Ov = {x ∈ K | v(x) ≥ ۰}.

.v(x) < ۰ آنگاه x /∈ Ov اگر زیرا .x−۱ ∈ Ov یا x ∈ Ov داریم x ∈ K عنصر هر برای .۵ .۳ .۳ توجه
.x−۱ ∈ Ov نتیجه در .v(x−۱) = −v(x) > ۰ بنابراین

ارزیابی نگاشت یک v : K → Γ ∪ {∞} و مرتب آبلی گروه یک Γ میدان، یک K کنید فرض .۶ .۳ .۳ لم
صورت به آن ماکزیمال ایده آل و است موضعی حلقه ی یک ،Ov ⊆ K ارزیاب حلقه ی صورت این در باشد.

است: زیر
mv = {x ∈ K | v(x) > ۰}.

عنصر دو هر برای که می کنیم ادعا است. K میدان از زیرمجموعه یک Ov تعریف، به بنا اثبات.
که کنید توجه ابتدا ادعا این اثبات جهت به .a − b, a · b ∈ Ov داریم a, b ∈ Ov دلخواه
.a − b ∈ Ov بنابراین .v(a − b) ≥ ۰ رو این از .v(a), v(−b) ≥ ۰ و v(a− b) ≥ min{v(a), v(−b)}

نتیجه در .v(a · b) = v(a) + v(b) ≥ ۰ بنابراین .v(a), v(b) ≥ ۰ و v(a · b) = v(a) + v(b) طرفی از
است. K میدان از زیرحلقه  یک Ov رو این از .a · b ∈ Ov

است کافی منظور بدین است. mv ماکزیمال ایده آل با موضعی حلقه ی یک Ov که کنیم اثبات باید حال
نظر در را x ∈ Ov دلخواه عنصر است. ایده آل یک و شده تشکیل Ov وارون پذیر غیر عناصر از mv دهیم نشان
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v(x−۱) حالت این در که v(x) = ۰ است، گونه ای به x ∈ Ov یا دهد. رخ است ممکن زیر حالت دو می گیریم.
.v(x−۱) < ۰ داریم صورت این در .v(x) > ۰ یا است. Ov به متعلق x−۱ نتیجه در و بود خواهد صفر نیز
نگاشت مقدار که هستند عناصری دقیقاً Ov پذیر وارون غیر عناصر بنابراین نیست. Ov به متعلق x−۱ بنابراین
حال است. Ov وارون پذیر غیر عناصر مجموعه mv دیگر بیان به باشد. صفر از بزرگتر اکیداً آن ها در ارزیابی

: داریم می گیریم، نظر در را r ∈ Ov و a, b ∈ mv دلخواه عناصر

بنابراین .v(a), v(−b) > ۰ و v(a − b) ≥ min{v(a), v(−b)} زیرا :a − b ∈ mv .۱
.a− b ∈ mv نتیجه در .v(a− b) ≥ min{v(a), v(−b)} > ۰

.v(a · b) = v(a) + v(b) > ۰ پس ،v(a), v(b) > ۰ و v(a · b) = v(a) + v(b) زیرا :a · b ∈ mv .۲

بنابراین .v(a) > ۰ و v(r) ≥ ۰ طرفی از .v(r · a) = v(r) + v(a) زیرا :r · a ∈ mv .۳
.r · a ∈Mv نتیجه در .v(r · a) = v(r) + v(a) > ۰

است. Ov از ایده آل یک mv بنابراین

می نامیم. v ارزیابی نگاشت باقیمانده های میدان را F = Ov

mv
میدان .۷ .۳ .۳ تعریف

برای هرگاه می نامیم K برای ارزیاب حلقه ی یک را K میدان در A حلقه ی ارزیاب). (حلقه ی ۸ .۳ .۳ تعریف
.x−۱ ∈ A یا x ∈ A باشیم داشته x ∈ K هر

در باشد. ارزیابی نگاشت یک v : K → Γ ∪ {∞} و مرتب آبلی گروه یک Γ میدان، یک K کنید فرض
ارزیاب حلقه ی یک Ov بنابراین .x−۱ ∈ Ov یا x ∈ Ov داریم x ∈ K عنصر هر برای که دیدیم ۵ .۳ .۳ توجه

است. Ov یک صورت به ارزیاب حلقه ی هر که می دهیم نشان زیر قضیه ی در است.

شامل میدان یک K اگر دیگر بیان به می شود. ناشی ارزیابی نگاشت یک از ارزیاب حلقه ی هر .۹ .۳ .۳ قضیه
طوری به دارد وجود v : K → Γ∪{∞} ارزیابی یک و Γ مانند مرتب گروه یک آنگاه باشد، A ارزیاب حلقه ی

.A = Ov که

می گیریم: نظر در را زیر هم ارزی رابطه ی K عناصر روی اثبات.

x ∼ y ⇔ xy−۱ ∈ A, yx−۱ ∈ A.

میدان ضرب عمل با همرا Γ = {[x]∼ : x ∈ K} مجموعه .xy−۱ ∈ U(A) اگروتنهااگر x ∼ y داریم واقع در
می کنیم: تعریف را زیر ترتیب Γ روی حال .Γ = K/{۰}

U(A)
بنابراین است. گروه یک

[x]∼ > [y]∼ ⇔ xy−۱ ∈ A, yx−۱ /∈ A
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و
[x]∼ = [y]∼ ⇔ xy−۱ ∈ A, yx−۱ ∈ A

داریم و است ارزیابی نگاشت یک v(x) = [x]∼ ضابطه ی با v : K → Γ ∪ {∞} نگاشت صورت این در

Ov = {x ∈ K | v(x) ≥ ۰Γ} = {x ∈ K | v(x) ≥ v(۱K)} = {x ∈ K | x ∈ A} = A.

است. یکتا ۹ .۳ .۳ قضیه ی در شده معرفی ارزیابی نگاشت .۱۰ .۳ .۳ توجه

است. موضعی حلقه ی یک A آنگاه باشد، ارزیاب حلقه ی یک A ⊆ K و میدان یک K اگر .۱۱ .۳ .۳ نتیجه

می بریم: پایان به هنسلی ارزیابی میدان و ارزیابی میدان تعاریف با را فصل این

باشد. ارزیاب حلقه  ی یک A ⊆ K هرگاه می نامیم، ارزیابی میدان یک را (K,A) زوج .۱۲ .۳ .۳ تعریف

باشد. هنسلی A حلقه ی هرگاه می نامیم، هنسلی را (K,A) ارزیابی میدان .۱۳ .۳ .۳ تعریف

فصل: خلاصه ی

موضعی حلقه ی داشته باشد. ماکزیمال ایده آل یک تنها هرگاه می نامیم، موضعی را R یکدار و جابجایی حلقه ی
طوری به باشد موجود α ∈ R اگر باشیم: داشته f ∈ R[x] هر برای هرگاه است، هنسلی موضعی حلقه ی یک R

.ā = ᾱ و f(a) = ۰ که طوری به باشد موجود a ∈ R عنصر آنگاه ،f̄ ′(ᾱ) ̸= ۰ و f̄(ᾱ) = ۰ که
باشیم داشته x ∈ K هر برای هرگاه می نامیم، K برای ارزیاب حلقه ی یک را K میدان از A زیرحلقه ی
ارزیابی میدان یک را (K,A) زوج باشد، ارزیاب حلقه  ی یک A ⊆ K اگر همچنین .x−۱ ∈ A یا x ∈ A
نگاشت یک v : K → Γ∪{∞} نگاشت باشد. میدان یک K و مرتب آبلی گروه یک Γ کنید فرض می نامیم.

باشد: برقرار زیر موارد x, y ∈ K هر برای هرگاه است، ارزیابی

،v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)} .۱

،v(x · y) = v(x) + v(y) .۲

.x = ۰⇔ v(x) =∞ .۳

mv = {x ∈ K|v(x) > ۰} ماکزیمال ایده آل با موضعی حلقه ی Ovیک = {x ∈ K : v(x) ≥ مجموعه ی{۰
ارزیابی نگاشت یک از ارزیاب حلقه ی هر که دیدیم فصل این پایان در است. ارزیاب حلقه ی یک Ov همچنین و
و Γ مانند مرتب گروه یک آنگاه باشد، A ارزیاب حلقه ی شامل میدان یک K اگر دیگر بیان به می شود. ناشی

.A = Ov که طوری به دارد وجود v : K → Γ ∪ {∞} ارزیابی یک
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جبری شبه بسته ی میدان های

مقدمه ۱ .۴

خود در آن، روی شده تعریف واریته ی هر که است K مانند میدانی شبه بسته ی جبری میدان یک از منظور
مجموعه ی یک تعریف مانند: جبری هندسه  از مقدماتی ابتدا فصل این در باشد. داشته ریشه یک K میدان
،K میدان یک که کرد خواهیم اثبات سپس و یادآوری را میدان یک روی شده تعریف واریته ی و واریته جبری،
ریشه یک حداقل K۲ در f ∈ K[X,Y ] تحویل ناپذیر مطلقاً چندجمله ای هر اگروتنهااگر است جبری شبه بسته ی
می کنیم. پیشنهاد را [۲۱] و [۱۷] و [۹] منابع فصل، این مطالب درباره ی مبسوط مطالعه ی برای باشد. داشته

جبری هندسه از مقدماتی ۲ .۴

که طوری به است، K از جبری بسته ی توسیع یک Ω و میدان یک K که کرده ایم فرض فصل این سرتاسر در
یک می شود، برده نام فصل این در که دیگری میدان هر همچنین است. نامتناهی K روی آن تعالی درجه ی

شود. تصریح این از غیر این که مگر است، Ω از زیرمیدانی و K میدان از میدانی توسیع
x با را (x۱, · · · , xn) مثال برای می دهیم. نمایش متغیر نوشتن رنگ پر با را تایی ها n گاهی فصل این در

می دهیم. نمایش



۵۶ جبری هندسه از مقدماتی .۲ .۴

جبری مجموعه های ۱ .۲ .۴

هر برای که طوری به است x = (x۱, ..., xn) تایی های n همه ی مجموعه ی ،An تایی n آفین فضای از منظور
.An = {(x۱, ..., xn) | xi ∈ Ω} بنابراین .xi ∈ Ω داریم i = ۱, ..., n

شده تولید جبری مجموعه ی ،a ⊆ K[X] = K[X۱, ..., Xn] دلخواه زیرمجموعه ی هر برای .۱ .۲ .۴ تعریف
می کنیم: تعریف زیر صورت به را a توسط

.V (a) = {x ∈ An | ∀f ∈ a f(x) = ۰}

.V ({۰}) = An و V ({۱}) = ∅ داریم ترتیب به صفر و یک ثابت توابع برای که است واضح مثال عنوان به

به باشد موجود a ⊆ K[X] هرگاه می نامیم جبری مجموعه  ی یک را X دلخواه مجموعه  ی .۲ .۲ .۴ تعریف
.X = V (a) که طوری

.V (a۲) ⊆ V (a۱) صورت این در .a۱ ⊆ a۲ ⊆ K[X] کنید فرض .۳ .۲ .۴ لم

،a۱ ⊆ a۲ طرفی از .f(x) = ۰ داریم f ∈ a۲ هر برای صورت این در .x ∈ V (a۲) می کنیم فرض اثبات.
.x ∈ V (a۱) بنابراین .g(x) = ۰ داریم نیز g ∈ a۱ هر برای بوضوح پس

می شود: تعریف زیر صورت به R حلقه ی یک در I ایده آل یک رادیکال که می کنیم یادآوری
√
I = {r ∈ R | ∃n ∈ Z+ rn ∈ I}.

.I =
√
I هرگاه می نامیم رادیکال ایده آل یک را I ایده آل همچنین

مجموعه ی A ⊆ An زیرمجموعه ی هر برای .۴ .۲ .۴ لم

IK(A) = {f ∈ K[X] | ∀x ∈ A f(x) = ۰}

است. K[X] حلقه ی در رادیکال ایده آل یک

کنیم اثبات است کافی منظور، بدین است. K[X] حلقه ی در ایده آل یک IK(A) می دهیم نشان ابتدا اثبات.
هستند: برقرار زیر شرایط که

،f۱f۲ ∈ IK(A) و f۱ − f۲ ∈ IK(A) داریم f۱ و f۲ ∈ IK(A) هر برای .۱

.fg ∈ IK(A) داریم g ∈ K[X] هر و f ∈ IK(A) هر برای .۲



۵۷ جبری هندسه از مقدماتی .۲ .۴

نتیجه در .f۱(x) = f۲(x) = ۰ داریم A به متعلق x هر برای بنابراین .f۱, f۲ ∈ IK(A) می کنیم فرض
این به f۱, f۲ و است حلقه یک K[X] این که از همچنین .f۱(x)− f۲(x) = ۰ داریم A به متعلق x هر برای
می توان مشابه طور به .f۱ − f۲ ∈ IK(A) بنابراین .f۱ − f۲ ∈ K[X] که می شود نتیجه دارند؛ تعلق حلقه

.f۱f۲ ∈ IK(A) که کرد اثبات
متعلق x هر برای بنابراین .g ∈ K[X] و f ∈ IK(A) می کنیم فرض دوم شرط برقراری اثبات جهت به

.f(x)g(x) = ۰ بوضوح پس ،f(x) = ۰ داریم A جبری مجموعه ی به
نشان دهیم باید منظور بدین است. رادیکال ایده آل یک IK(A) ایده آل کنیم اثبات می خواهیم حال
دهیم نشان است کافی بنابراین .IK(A) ⊆

√
IK(A) بوضوح که شود توجه .IK(A) =

√
IK(A)

طوری به است موجود n ∈ N طبیعی عدد پس ،f ∈
√
IK(A) می کنیم فرض .

√
IK(A) ⊆ IK(A)

بنابراین .f(x) = ۰ نتیجه در و fn(x) = ۰ داریم A به متعلق x هر برای یعنی .fn ∈ IK(A) که
.f ∈ IK(A)

و می نامیم A به وابسته ایده آل را IK(A) رادیکال ایده آل ،A ⊆ An زیرمجموعه ی هر برای .۵ .۲ .۴ تعریف
می دهیم. نمایش I(A) نماد با را آن اختصار به گاهی

هستند: برقرار زیر موارد بگیرید. نظر در را An از A۱ و A۲ زیرمجموعه ی دو .۶ .۲ .۴ لم

،I(A۲) ⊆ I(A۱) آنگاه A۱ ⊆ A۲ اگر .۱

.I(A۱ ∪ A۲) = I(A۱) ∩ I(A۲) .۲

x ∈ A۲ هر برای می گیریم. نظر در را f ∈ I(A۲) دلخواه عنصر و A۱ ⊆ A۲ می کنیم فرض .۱ اثبات.
بنابراین .f(x) = ۰ داریم نیز x ∈ A۱ هر برای پس ،A۱ ⊆ A۲ طرفی از .f(x) = ۰ داریم

.I(A۲) ⊆ I(A۱) نتیجه در و f ∈ I(A۱)

.f ∈ I(A۱∪A۲) می کنیم فرض منظور بدین .I(A۱∪A۲) ⊆ I(A۱)∩I(A۲) که می کنیم اثبات ابتدا .۲
هر برای پس ،A۱, A۲ ⊆ A۱ ∪A۲ طرفی از .f(x) = ۰ داریم A۱ ∪A۲ به متعلق x هر برای بنابراین
.f ∈ I(A۲) و f ∈ I(A۱) بنابراین .f(x) = f(x′) = ۰ داریم A۲ به متعلق x′ هر و A۱ به متعلق x

.f ∈ I(A۱) ∩ I(A۲) نتیجه در

یک f می کنیم فرض منظور بدین .I(A۱) ∩ I(A۲) ⊆ I(A۱ ∪ A۲) کنیم اثبات است کافی حال
بنابراین .f ∈ I(A۲) و f ∈ I(A۱) صورت این در باشد. I(A۱) ∩ I(A۲) به متعلق چندجمله ای
متعلق x هر برای پس ،f(x) = f(x′) = ۰ داریم A۲ به متعلق x′ هر برای و A۱ به متعلق x هر برای

.f ∈ I(A۱ ∪ A۲) نتیجه در .f(x) = ۰ داریم A۱ ∪ A۲ به



۵۸ جبری هندسه از مقدماتی .۲ .۴

داریم صورت این در .V = V (a) کنید فرض و بگیرید نظر در را K[X] از a زیرمجموعه ی .۷ .۲ .۴ لم
.V = V (I(V ))

طرفی از .V (I(V )) ⊆ V (a) داریم ۳ .۲ .۴ لم طبق بنابراین .a ⊆ I(V ) بوضوح که شود توجه ابتدا اثبات.
در .V (a) ⊆ V (I(V )) که است واضح بنابراین .I(V ) = {f | ∀x ∈ V (a) f(x) = ۰} تعریف، به بنا

.V (a) = V (I(V )) نتیجه

هیلبرت ریشه های قضیه ی ۲ .۲ .۴

که دیدیم باشد. جبری مجموعه ی یک V = V (a) کنید فرض بگیرید. نظر در را K[X] از a زیرمجموعه ی
می شود. ناشی رادیکال ایده آل یک از جبری مجموعه ی هر بگوییم می توانیم کلی طور به پس ،V = V (I(V ))

یک به یک تناظر در رادیکال ایده آل یک با جبری مجموعه ی هر واقع در که داد خواهیم نشان زیربخش این در
.(۲۶ .۲ .۴) یکتاست می شود ناشی آن از V که رادیکالی ایده آل یعنی است.

ایده آل های  از نامتناهی و صعودی زنجیر هیچ هرگاه می نامیم نوتری را R حلقه ی نوتری). (حلقه ی ۸ .۲ .۴ تعریف
باشد. نداشته وجود آن

از I۱ ⊆ I۲ ⊆ · · · نامتناهی و صعودی زنجیر هر برای باشد، نوتری حلقه ی یک R اگر دیگر بیان به
.In = In+۱ = · · · که طوری به است موجود n ∈ N طبیعی عدد آن، ایده آل های

است. نوتری K صورت این در باشد. میدان یک K کنید فرض .۹ .۲ .۴ نتیجه

موارد دیگر بیان به باشد. شده تولید متناهیاً R در ایده آل هر اگروتنهااگر است نوتری R حلقه ی .۱۰ .۲ .۴ قضیه
هستند: معادل زیر

شده است. تولید متناهیاً R در ایده آل هر .۱

است. ایستا R در ایده آل ها از صعودی دنباله ی هر .۲

باشد. R حلقه ی در ایده آل ها از زنجیر یک I۱ ⊆ I۲ ⊆ · · · زنجیر می کنیم فرض :۲ به ۱ اثبات اثبات.
پس هستند، شده تولید متناهیاً ایده آل ها همه ی فرض به بنا طرفی از است. ایده آل یک

⋃
Ii صورت این در

ایده آل یک که است واضح است.
⋃
Ii = ⟨a۰, ..., an⟩ بنابراین است. شده تولید متناهیاً نیز

⋃
Ii ایده آل

پس ،
⋃
Ii = Ik یعنی ،a۰, ..., an ∈ Ik که طوری به است موجود I۱ ⊆ I۲ ⊆ · · · زنجیر به متعلق Ik

.Ik = Ik+۱ = Ik+۲ = · · ·



۵۹ جبری هندسه از مقدماتی .۲ .۴

متناهیاً R از I ایده آل می کنیم فرض خلف برهان به و می گیریم نظر در را R نوتری حلقه ی :۱ به ۲ اثبات
داریم نیست شده تولید متناهیاً I ایده آل که آنجا از می گیریم؛ نظر در را a۰ ∈ I دلخواه عنصر نباشد. شده تولید
روند ادامه ی با .⟨a۰⟩ ⊂ ⟨a۰, a۱⟩ که طوری به است موجود I ایده آل به متعلق a۱ عنصر بنابراین .I ̸= ⟨a۰⟩

ما فرض با که رسید خواهیم ایده آل ها از ⟨a۰⟩ ⊂ ⟨a۰, a۱⟩ ⊂ ⟨a۰, a۱, a۲⟩ ⊂ · · · ایستا نا زنجیر یک به فوق
است. تناقض در

است. نوتری R[X] صورت این در باشد. نوتری R کنید فرض هیلبرت) پایه ای (قضیه ی .۱۱ .۲ .۴ قضیه

شده تولید متناهیاً R[X] حلقه ی در I ایده آل هر دهیم نشان است کافی ۱۰ .۲ .۴ قضیه ی به توجه با اثبات.
با f۰ ∈ I چندجمله ای یک نباشد. شده تولید متناهیاً I ∈ R[X] ایده آل می کنیم فرض خلف برهان به است.
f۱ ∈ I − ⟨f۰⟩ می کنیم فرض .I ̸= ⟨f۰⟩ که است واضح صورت این در می کنیم. انتخاب مینیمال درجه ی
با را f۲ ∈ I − ⟨f۰, f۱⟩ عنصر بنابراین .I ̸= ⟨f۰, f۱⟩ مشابه طور به باشد. درجه حداقل با چندجمله ای یک
بوضوح می گردد. ایجاد ها چندجمله ای از f۰, f۱, · · · دنباله ی روند این ادامه ی با می کنیم. انتخاب درجه حداقل
است. بیشتر قبل مرحله ی در شده انتخاب چندجمله ای درجه ی از مرحله هر در شده انتخاب چندجمله ای درجه ی
می کنیم فرض و می گیریم نظر در را شده انتخاب چندجمله ای در جمله بزرگترین ضریب فوق، روند از مرحله هر در
یعنی ،a۰, a۱, a۲, · · · توسط شده تولید ایده آل صورت این در باشد. ضرایب این از دنباله ای a۰, a۱, a۲, . . .

متناهیاً I ′ نتیجه در است. نوتری حلقه ی یک R طرفی از است. R در ایده آل یک I ′ = ⟨a۰, a۱, a۲, · · · ⟩

،fn+۱ چندجمله ای در جمله بزرگترین ضریب بنابراین .I ′ = ⟨a۰, a۱, a۲, · · · , an⟩ یعنی است؛ شده تولید
را

n∑
i=۱

hifi مانند خطی ترکیب یک می توانیم پس است، r۰a۰ + r۱a۱ + · · · + rnan صورت به an+۱ یعنی

باشد. کمتر fn+۱ چندجمله ای درجه ی از H = fn+۱ −
∑n

i=۱ hifi چندجمله ای درجه ی که بسازیم گونه ای به
با چندجمله ای عنوان به fn+۱ انتخاب با این و است I − ⟨f۰, · · · , fn⟩ به متعلق H چندجمله ای طرفی از

است. تناقض در درجه حداقل

است. نوتری حلقه ی یک K[X] آنگاه باشد، میدان یک K اگر .۱۲ .۲ .۴ نتیجه

است. شده تولید متناهیاً K[X] در ایده آل هر باشد، میدان یک K اگر شد، گفته اینجا تا که آنچه به بنا

صورت این در a = ⟨f۱, f۲, · · · , fn⟩ کنید فرض بگیرید. نظر در را K[X] در a ایده آل .۱۳ .۲ .۴ لم
.V (a) = V ({f۱, f۲, · · · , fn})

در .x ∈ V (a) می کنیم فرض منظور بدین .V (a) ⊆ V ({f۱, f۲, · · · , fn}) می کنیم اثبات ابتدا اثبات.
{f۱, · · · , fn} توسط شده تولید ایده آل a طرفی از .f(x) = ۰ داریم f ∈ a هر ازای به صورت این



۶۰ جبری هندسه از مقدماتی .۲ .۴

نتیجه در .f(x) = ۰ داریم نیز f ∈ {f۱, · · · , fn} هر برای بنابراین .{f۱, · · · , fn} ⊆ a یعنی است؛
.x ∈ V ({f۱, · · · , fn})

V ({f۱, · · · , fn}) به متعلق x دلخواه عنصر .V ({f۱, · · · , fn}) ⊆ V (a) کنیم اثبات است کافی حال
a طرفی از .fi(x) = ۰ داریم fi ∈ {f۱, · · · , fn} هر برای می گیریم. نظر در را
داریم g ∈ a هر برای که است واضح بنابراین است. {f۱, · · · , fn} توسط شده تولید ایده آل

.x ∈ V (a) پس ،g(x) = r۱f۱(x) + · · ·+ rnfn(x) = ۰

.V = V (I(V )) یعنی می شود؛ ناشی I(V ) رادیکال ایده آل از V جبری مجموعه ی هر که دیدیم اینجا تا
پس ،I(V ) = ⟨f۱, · · · , fn⟩ نتیجه در است. شده تولید متناهیاً ایده آل یک I(V ) طرفی از

.V = V ({f۱, · · · , fn})

برای هرگاه می نامیم تحویل ناپذیر را I ⊆ R ایده آل باشد. دلخواه حلقه ی یک R کنید فرض .۱۴ .۲ .۴ تعریف
.I ̸= I۱ ∩ I۲ باشیم داشته I۱, I۲ ̸= I هر

تجزیه تحویل ناپذیر ایده آل های به می توان را ایده آل هر نوتری حلقه  های در که می کنیم اثبات زیر قضیه ی در
کرد.

است موجود n ∈ N طبیعی عدد آنگاه باشد ایده آل یک I ⊆ R و نوتری حلقه ی یک R اگر .۱۵ .۲ .۴ قضیه
هستند. تحویل ناپذیر ها Ii و I = I۱ ∩ I۲ ∩ ... ∩ In که طوری به

.I = I۱ ∩ I۲ که طوری به دارند وجود I۱, I۲ ⊆ R صورت این در باشد. تحویل پذیر I می کنیم فرض اثبات.
تجزیه را آنها قبل مرحله ی مشابه باشند، تحویل پذیر I۲ یا I۱ که صورتی در می کنیم؛ بررسی را I۲ و I۱ سپس
مرحله متناهی از پس دیگر بیان به می شود. متوقف مرحله متناهی از پس روند این که می کنیم ادعا می کنیم.
زنجیر یک فوق، روند تکرار با که کنید توجه ادعا این اثبات منظور به می شود. تجزیه کامل طور به I ایده آل
است. R حلقه ی در ایده آل یک

⋃
Ii که است واضح می گردد. ایجاد I ′ ⊆ I ′۱ ⊆ I ′۲ ⊆ · · · صورت به صعودی

متناهیاً I ′ ⊆ I ′۱ ⊆ I ′۲ ⊆ · · · زنجیر نتیجه در و
⋃
Ii ایده آل بنابراین است. نوتری حلقه ی یک R طرفی از

می شود. متوقف مرحله متناهی از پس زنجیر این یعنی است؛ شده تولید

a ∈ I آنگاه ab ∈ I اگر ،I به متعلق b و a هر ازای به هرگاه است؛ اولیه I ایده آل یک که می کنیم یادآوری
است. اول

√
I آنگاه باشد، اولیه I ایده آل اگر که است واضح همچنین .b ∈

√
I یا

است. اولیه ،I تحویل ناپذیر ایده آل هر صورت این در باشد. نوتری حلقه ی یک R کنید فرض .۱۶ .۲ .۴ قضیه
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است، اولیه ایده آل یک I این که اثبات برای است. تحویل ناپذیر R حلقه ی در I ایده آل می کنیم فرض اثبات.
نظر در را R/I نوتری حلقه ی سپس است. اولیه آنگاه باشد تحویل ناپذیر ⟨۰⟩ ایده آل اگر که می کنیم اثبات ابتدا
⟨۰⟩ ایده آل بودن اولیه از است، R حلقه ی در I ایده آل همان R/I حلقه ی در ⟨۰⟩ ایده آل که آنجا از می گیریم.

است. اولیه R حلقه ی در I می گیریم نتیجه ،R/I حلقه ی در
⟨۰⟩ ایده آل به متعلق ab عنصر می کنیم فرض همچنین باشد. تحویل ناپذیر ⟨۰⟩ ایده آل می کنیم فرض حال
bn که است موجود گونه ای به  n ∈ N طبیعی عدد دهیم نشان است کافی ندارد. تعلق اید آل این به a ولی است،
n ∈ N طبیعی عدد می دهیم نشان .a ̸= ۰ و a ·b = ۰ می کنیم فرض دیگر بیان به است. ⟨۰⟩ رادیکال به متعلق
.bn ̸= ۰ داریم n ∈ N طبیعی عدد هر برای می کنیم فرض خلف برهان به .bn = ۰ که است موجود گونه ای به 
نوتری R حلقه ی که آنجا از می گیریم. نظر در را ایده آل از {x | xb = ۰} ⊆ {x | xb۲ = ۰} ⊆ · · · زنجیر
بنابراین است. ایستا {x | xb = ۰} ⊆ {x | xb۲ = ۰} ⊆ · · · زنجیر جمله از ایده آل ها از زنجیر هر است
x هر برای یعنی x}؛ | xbn = ۰} = {x | xbn+۱ = ۰} = · · · که طوری به است موجود n ∈ N طبیعی عدد

.۰ = ⟨a⟩ ∩ ⟨bn⟩ داریم صورت این در که می کنیم ادعا حال .xbn+۱ = ۰ اگر اگروتنها xbn = ۰ داریم
به r, r′ ∈ R بنابراین می گیریم. نظر در را ⟨a⟩ ∩ ⟨bn⟩ به متعلق t دلخواه عنصر ادعا این اثبات منظور به
.tb = rab پس ،t = ra زیرا tb؛ = r′bn+۱ = ۰ طرفی از .t = r′bn و t = ra که است موجود گونه ای
xbn = ۰ داریم x هر برای این که به توجه با بنابراین .tb = r′bn+۱ = ۰ نتیجه در ab = ۰ داریم فرض طبق
که ۰ = ⟨a⟩ ∩ ⟨bn⟩ بنابراین .t = r′bn = ۰ می شود نتیجه r′bn+۱ = ۰ این که از ،xbn+۱ = ۰ اگر اگروتنها

است. تناقض در ⟨۰⟩ ایده آل بودن تحویل ناپذیر فرض با
R/I حلقه ی در ⟨۰⟩ ایده آل می گیریم. نظر در را R/I حلقه ی و R حلقه ی در I تحویل ناپذیر ایده آل حال

است. اولیه R حلقه ی در I ایده آل بنابراین است. اولیه نتیجه در و تحویل ناپذیر

داریم صورت این در باشند. R در ایده آل دو J و I دلخواه، حلقه ی یک R کنید فرض .۱۷ .۲ .۴ لم
.
√
I ∩ J =

√
I ∩
√
J

نظر در را f ∈
√
I ∩ J دلخواه عنصر منظور بدین .

√
I ∩ J ⊆

√
I ∩
√
J می دهیم نشان ابتدا اثبات.

بنابراین .fn ∈ I ∩ J که است موجود گونه ای به n ∈ N طبیعی عدد رادیکال، ایده آل تعریف به بنا می گیریم.
.f ∈

√
I ∩
√
J نتیجه در f ∈

√
J و f ∈

√
I پس ،fn ∈ J و fn ∈ I

به n,m ∈ N طبیعی اعداد یعنی f؛ ∈
√
J و f ∈

√
I بنابراین .f ∈

√
I ∩
√
J می کنیم فرض حال

هستند، R حلقه ی در ایده آل هایی J و I این که به توجه با طرفی از .fm ∈ J و fn ∈ I که هستند موجود گونه ای
.f ∈

√
I ∩ J رو این از fn+m ∈ I ∩ J بنابراین .fnfm = fn+m ∈ J و fnfm = fn+m ∈ I بوضوح
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تجزیه اول عوامل به I صورت این در باشد. رادیکال ایده آل یک I و نوتری R کنید فرض .۱۸ .۲ .۴ نتیجه
می شود.

را I ایده آل ۱۵ .۲ .۴ قضیه ی به  بنا باشد. R نوتری حلقه ی در رادیکال ایده آل یک I می کنیم فرض اثبات.
به I = I۱ ∩ I۲ ∩ ... ∩ In داریم ۱۶ .۲ .۴ قضیه ی طبق بنابراین کرد. تجزیه تحویل ناپذیر عوامل به می توان
دهیم نشان است کافی است اول اولیه، ایده ال یک رادیکال که آنجا از حال هستند. اولیه ایده آل ها Ii طوری
پس ،I =

√
I بنابراین است، رادیکال ایده آل یک I که کنید توجه .I =

√
I =
√
I۱ ∩
√
I۲ ∩ ... ∩

√
In

.I =
√
I =
√
I۱ ∩
√
I۲ ∩ ... ∩

√
In داریم ۱۷ .۲ .۴ لم به بنا

است. تهی V (a) آنگاه a ̸= K[X] و باشد ایده آل یک a ⊆ K[X] اگر که می کنیم اثبات زیر قضیه ی در

f۱(X), · · · , fm(X) ∈ K[X] توسط شده تولید ایده آل a و میدان یک K کنید فرض .۱۹ .۲ .۴ قضیه
هر برای که طوری به است موجود x۱, · · · , xn ∈ K̃ صورت این در .a ̸= K[X] کنید فرض همچنین باشد.

.fi(x) = ۰ داریم i = ۱, · · · ,m

.a ⊂ m که است موجود گونه ای به m ماکزیمال ایده آل که کرد اثبات می توان زرن لم کمک به اثبات.
صورت این در .m = {f۱, · · · , fk} می کنیم فرض می گیریم. نظر در را F = K[X]

m
میدان

F جبری بستار در بنابراین .fi(x+m) = ۰ داریم fi ∈ m هر برای زیرا .F |= ∃x
k∧

i=۱
fi(x) = ۰

طور به K̃ پس است، کامل مدل جبری بسته ی میدان های تئوری طرفی از .F̃ |= ∃x
n∧

i=۱
fi(x) = ۰ نیز

.K̃ |= ∃x
n∧

i=۱
fi(x) = ۰ نتیجه در می نشیند. F̃ در مقدماتی

می کنیم. بیان زیر نتیجه ی در را ۱۹ .۲ .۴ قضیه ی نقیض عکس

f۱(X), · · · , fm(X) ∈ K[X] توسط شده تولید ایده آل a و میدان یک K کنید فرض .۲۰ .۲ .۴ نتیجه
دیگر بیان به .a = K[X] آنگاه باشند، نداشته K̃ در مشترکی ریشه ی هیچ f۱(X), · · · , fm(X) اگر باشد.

.a = K[X] آنگاه باشد ناتهی V (a) اگر

آنگاه باشد، نداشته ریشه K̃ در f اگر بگیرید. نظر در را f ∈ K[X] چندجمله ای و K میدان .۲۱ .۲ .۴ نتیجه
.⟨f⟩ = K[X]

است. ناتهی V (a) آنگاه a ̸= K[X] و باشد ایده آل یک a ⊆ K[X] اگر که دیدیم ۱۹ .۲ .۴ قضیه ی در
.g(x) ̸= ۰ که است موجود x ∈ V (I) آنگاه g /∈ I اگر که می دهیم نشان کلی تر زیر لم در
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همچنین باشد. f۱, · · · , fm ∈ K[X] توسط شده تولید ایده آل a و میدان یک K کنید فرض .۲۲ .۲ .۴ لم
f۱(x) = · · · = fm(x) = ۰ اگر x ∈ K̃ هر برای که بگیرید نظر در گونه ای به را g ∈ K[X] چندجمله ای
آنگاه ،g ∈ I(V (a)) اگر دیگر بیان به است. a ایده آل عضو g از توانی صورت این در .g(x) = ۰ آنگاه

.g ∈ √a

نظر در را ۱−Y g(X) جدید چندجمله ای و Y جدید متغیر .g ̸= ۰ می کنیم فرض کلیت از کاستن بدون اثبات.
ریشه ی هیچ f۱(X), · · · , fm(X),۱ − Y g(X) ∈ K[X, Y ] چندجمله ای های که است واضح می گیریم.
.⟨f۱(X), · · · , fm(X),۱−Y g(X)⟩ = K[X, Y ] ۲۰ .۲ .۴ نتیجه ی به بنا پس ندارند، K̃n+۱ در مشترکی

که طوری به هستند موجود a۱, · · · , am, b ∈ K[X, Y ] عناصر بنابراین

۱ =
m∑
i=۱

ai(X, Y )fi(X) + b(X, Y )(۱− Y g(X)).

.۱ =
∑m

i=۱ ai(X, g(X)−۱)fi(X) داریم دهیم، قرار را g(X)−۱ چندجمله ای Y متغیر جای به اگر حال
یعنی است، بزرگتر ai(X, Y ) از یک هر در ،Y درجه ی از که r طبیعی عدد هر برای بنابراین
است واضح .g(X)r =

∑m
i=۱ g(X)rai(X, g(X)−۱)fi(X) داریم max۱≤i≤m degY ai(X, Y ) ≤ r

.g(X)r ∈ a پس ،g(X)rai(X, g(X)−۱) ∈ K[X] که

که گرفتیم نظر در ها ai(X, Y ) از یک هر در Y درجه ی از بزرگتر علت این به را r فوق قضیه ی اثبات در
باشد a عضو g(X)r این که برای طرفی از ندارد. قرار K[X] در لزوماً و است K(X) میدان عضو g(X)−۱

کرده ایم انتخاب گونه ای به را r ما واقع در باشند. K[X] حلقه ی به متعلق g(X)rai(X, g(X)−۱) است لازم
ببرد. بین از g(X)rai(X, g(X)−۱) در را (g(X)−۱ (یعنی مخرج ها که

می کنیم. بیان مدل ها نظریه در اثبات یک با همراه را ۲۲ .۲ .۴ لم از دیگری صورت زیر لم در

فرض همچنین باشد. K[X] در رادیکال ایده آل یک I و جبری بسته ی میدان یک K کنید فرض .۲۳ .۲ .۴ لم
طوری به است موجود x ∈ K عنصر صورت این در نباشد. I ایده آل به متعلق g ∈ K[X] چندجمله ای کنید

.g(x) ̸= ۰ و x ∈ V (I) که

I = p۱ ∩ ... ∩ pk داریم ۱۸ .۲ .۴ نتیجه ی به بنا .g /∈ I و باشد رادیکال ایده آل یک I می کنیم فرض اثبات.
نظر در را K[X]

p۱
حلقه ی و g /∈ p۱ می کنیم فرض کلیت از کاستن بدون هستند. اول ایده آل ها pi که طوری به

متناهیاً I ایده آل طرفی از .g(x۱ + p۱, ..., xn + p۱) ̸= ۰ داریم g /∈ p۱ این که به توجه با بنابراین می گیریم.
.fi(x۱ + p۱, ..., xn + p۱) = ۰ داریم i = ۱, ...,m هر برای و I = ⟨f۱, ..., fm⟩ یعنی است؛ شده تولید
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بنابراین
K[X]

p۱
|= ∃x

∧
fi(x) = ۰ ∧ g(x) ̸= ۰.

طرفی از

K ⊆ K[X]

p۱
⊆ (

K[X]

p۱
)alg

تئوری می دانیم همچنین .(K[X]
p۱

)alg |= ∃x
∧
fi(x) = ۰ ∧ g(x) ̸= ۰ داریم K[X]

p۱
جبری بستار در بنابراین

معادل دارای ∃x
∧
fi(x) = ۰ ∧ g(x) ̸= ۰ فرمول بنابراین دارد. سور حذف جبری بسته ی میدان های

دیگر بیان به .K |= ∃x
∧
fi(x) = ۰ ∧ g(x) ̸= ۰ داریم پس است، سور بدون

K |= ∃x (x ∈ V (I) ∧ g(x) ̸= ۰).

است. برقرار زیر موارد صورت این در باشد. ایده آل یک a ⊆ K[X] کنید فرض .۲۴ .۲ .۴ نتیجه

.I(V (a)) =
√
a .۱

.I(V (a)) = a آنگاه باشد، اول ایده آل یک خاص طور به یا رادیکال ایده آل یک a اگر .۲

داریم x ∈ V (a) هر برای صورت این در باشد. I(V (a)) به متعلق g چندجمله ای می کنیم فرض اثبات.
g ∈
√
a می کنیم فرض حال .g ∈ √a یعنی می گیرد؛ قرار a در g از توانی ۲۲ .۲ .۴ لم به بنا پس g(x) = ۰

در .gn(x) = ۰ داریم x ∈ V (a) هر برای پس ،gn ∈ a که طوری به است موجود n ∈ N طبیعی عدد یعنی
رادیکال ایده آل یک a ایده آل اگر همچنین .g ∈ I(V (a)) یعنی g(x)؛ = ۰ داریم x ∈ V (a) هر برای نتیجه

.I(V (a)) = a بنابراین .a =
√
a داریم باشد، اول ایده آل یک یا

این در باشند. رادیکال ایده آل دو I۱ $ I۲ و باشد جبری بسته ی میدان یک K کنید فرض .۲۵ .۲ .۴ نتیجه
.V (I۲) $ V (I۱) صورت

موجود x ∈ K عنصر ۲۳ .۲ .۴ لم به بنا باشد. I۲ − I۱ به متعلق g چندجمله ای می کنیم فرض اثبات.
دیگر بیان به .K |= ∃x (x ∈ V (I۱) ∧ g(x) ̸= ۰) یعنی g(x)؛ ̸= ۰ و x ∈ V (I۱) که طوری به است

.K |= ∃x (x ∈ V (I۱)− V (I۲))

ایده آل های بین باشد. جبری بسته ی میدان یک K کنید فرض .(۱ هیلبرت ریشه های (قضیه ی ۲۶ .۲ .۴ قضیه
دارد. وجود یک به یک  تناظر یک V ⊆ Kn جبری مجموعه های و K[X] در رادیکال

1 Hilbert Nullstellensatz
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نگاشت یک بنابراین می شود. ناشی I ⊆ K[X] رادیکال ایده آل یک از V جبری مجموعه ی هر که دیدیم اثبات.
موجود گونه ای به I ⊆ K[X] رادیکال ایده آل یک ،V جبری مجموعه ی هر برای یعنی داریم؛ V به I از پوشا
I۱ ≠ I۲ می کنیم فرض هست. نیز یک به یک نگاشت این دهیم نشان است کافی حال .V = V (I) که است

.V (I۱) ̸= V (I۲) دهیم نشان می خواهیم باشند. K[X] در رادیکال ایده آل دو
به بنا پس ،I(V (I۱)) = I(V (I۲)) صورت این در .V (I۱) = V (I۲) می کنیم فرض خلف برهان به

است. تناقض در فرض با که I۱ = I۲ داریم ۲۴ .۲ .۴ نتیجه ی ۲ قسمت

زاریسکی توپولوژی ۳ .۲ .۴

هستند. بسته دلخواه، اشتراک و متناهی اجتماع تحت ،An در جبری مجموعه های که می دهیم نشان بخش این در
این به که هستند An آفین فضای روی توپولوژی یک بسته ی مجموعه های ،An در جبری مجموعه های بنابراین

می گوییم. زاریسکی توپولوژی توپولوژی،

جبری مجموعه ی یک V (a) ∪ V (b) مجموعه ی بگیرید. نظر در را a, b ⊆ K[X] ایده آل های .۲۷ .۲ .۴ لم
است.

مجموعه ی یک با V (a)∪V (b) دهیم نشان است کافی می گیریم. نظر در را a, b ⊆ K[X] ایده آل های اثبات.
a = ⟨f۱, ..., fn⟩ می کنیم فرض است، شده تولید K[X]متناهیاً در ایده آل هر این که به توجه با است. برابر جبری
در را ab = {f۱g۱, . . . , f۱gm, . . . , fng۱, . . . , fngm} ⊆ K[X] مجموعه ی سپس .b = ⟨g۱, ..., gm⟩ و
عنصر یک x می کنیم فرض ادعا این اثبات منظور به .V (a) ∪ V (b) = V (ab) می کنیم ادعا می گیریم. نظر
هر برای یا fi(x) = ۰ داریم fi ∈ a هر برای یا صورت این در باشد. V (a) ∪ V (b) به متعلق دلخواه،
.x ∈ V (ab) یعنی fi(x)gj(x)؛ = ۰ داریم figj ∈ ab هر برای بوضوح پس ،gj(x) = ۰ داریم gj ∈ b

به a ایده آل به متعلق f چندجمله ای صورت این در .x /∈ V (a) و x ∈ V (ab) می کنیم فرض حال
که است واضح می گیریم؛ نظر در را fb = {fg۱, fg۲, . . .} مجموعه ی .f(x) ̸= ۰ که است موجود گونه ای
.f(x)gj(x) = ۰ داریم نیز fgj ∈ fb هر برای پس ،x ∈ V (ab) طرفی از .fb = {fg۱, fg۲, . . .} ⊆ ab

.x ∈ V (b) یعنی gj(x)؛ = ۰ داریم b به متعلق gj هر برای نتیجه در
V (a) ∪ V (b) نتیجه در است. برابر V (ab) جبری مجموعه ی با V (a) ∪ V (b) که کردیم اثبات بنابراین

است. جبری مجموعه ی یک

اگر یعنی است؛ جبری مجموعه ی یک جبری، مجموعه های از متناهی تعداد هر اجتماع .۲۸ .۲ .۴ نتیجه

است. جبری مجموعه ی یک
m⋃
i=۱

V (ai) آنگاه باشند، جبری مجموعه ی تا متناهی V (a۱), . . . , V (am)



۶۶ جبری هندسه از مقدماتی .۲ .۴

است. جبری مجموعه ی یک جبری، مجموعه های از دلخواه تعداد هر اشتراک .۲۹ .۲ .۴ لم

می کنیم ادعا باشد. جبری مجموعه های از خانواده یک {V (ai)}i∈I می کنیم فرض اثبات.
یک

⋂
i∈I

V (ai) که داده ایم نشان واقع در ادعا این درستی اثبات با که کنید توجه .
⋂
i∈I

V (ai) = V (
⋃
i∈I

ai)

است. جبری مجموعه  ی
صورت این در باشد.

⋂
i∈I

V (ai) به متعلق دلخواه عنصر یک x می کنیم فرض ادعا، این اثبات جهت به

واضح بنابراین .f(x) = ۰ داریم f ∈ ai هر و i ∈ I هر برای یعنی x؛ ∈ V (ai) داریم i ∈ I هر برای
کنیم اثبات است کافی حال .x ∈ V (

⋃
i∈I

ai) نتیجه در .f(x) = ۰ داریم f ∈
⋃
i∈I

ai هر برای که است

این در باشد. V (
⋃
i∈I

ai) به متعلق دلخواه عنصر یک x می کنیم فرض منظور بدین .V (
⋃
i∈I

ai) ⊆
⋂
i∈I

V (ai)

نتیجه در .x ∈ V (ai) داریم i ∈ I هر برای بوضوح بنابراین .f(x) = ۰ داریم f ∈
⋃
i∈I

ai هر برای صورت

.x ∈
⋂
i∈I

V (ai)

واریته ۴ .۲ .۴

این از بنابراین هستند؛ زاریسکی توپولوژی بسته ی زیرمجموعه های An آفین فضای جبری مجموعه های که دیدیم
می کنیم. استفاده بسته مجموعه ی یا زاریسکی بسته ی مجموعه ی واژه ی از جبری مجموعه ی جای به پس

موجود V۱, V۲ ̸= V بسته ی مجموعه ی دو هرگاه گوییم تحویل پذیر را V بسته ی مجموعه ی .۳۰ .۲ .۴ تعریف
می نامیم. تحویل نا پذیر را V صورت این غیر در .V = V۱ ∪ V۲ که طوری به باشند

می نامیم. واریته را تحویل ناپذیر بسته ی مجموعه های .۳۱ .۲ .۴ تعریف

جای به بیشتر دقت جهت به گاهی ادامه در .I ⊆ K[X] که گونه ای به باشد واریته یک V (I) کنید فرض
K یک از منظور دیگر بیان به می کنیم. استفاده ‑واریته K واژه ی از است واریته یک V (I) بگوییم این که

.I ⊆ K[X] که طوری به است V (I) تحویل ناپذیر بسته ی مجموعه ی یک واریته،

.V (K) = {x ∈ Kn | x ∈ V } صورت این در باشد. واریته یک V کنید فرض .۳۲ .۲ .۴ تعریف

است. اول واریته، یک با متناظر ایده آل که می دهیم نشان زیر لم در

دیگر بیان به باشد. اول آن با متناظر ایده آل اگروتنهااگر است واریته یک V بسته ی مجموعه ی .۳۳ .۲ .۴ لم
باشد. اول ایده آل یک I(V ) = p اگروتنهااگر است تحویل ناپذیر V بسته ی مجموعه ی
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برهان به باشد. آن به وابسته ایده آل a = I(V ) و واریته یک V بسته ی مجموعه ی می کنیم فرض ابتدا اثبات.
که طوری به هستند موجود g, f ∈ K[X] چندجمله ای های صورت این در نباشد. اول a می کنیم فرض خلف
واضح .b′ = ⟨a, g⟩ و b = ⟨a, f⟩ می دهیم قرار .g /∈ a و f /∈ a اما است؛ a ایده آل به متعلق f · g
ادعا .V (b′) $ V (a) و V (b) $ V (a) داریم ۲۵ .۲ .۴ نتیجه ی به بنا رو این از .a $ b′ و a $ b که است
.V (b) ∪ V (b′) ⊆ V (a) می  دهیم نشان ابتدا ادعا این اثبات منظور به .V (b) ∪ V (b′) = V (a) می کنیم
طرفی از .x ∈ V (b′) یا x ∈ V (b) پس باشد، V (b) ∪ V (b′) به متعلق دلخواه عنصر یک x می کنیم فرض

.x ∈ V (a) داریم حالت دو هر در بنابراین .V (b), V (b′) $ V (a)

به متعلق دلخواه عنصر یک x می کنیم فرض .V (a) ⊆ V (b) ∪ V (b′) دهیم نشان است کافی حال
f(x) = ۰ بنابراین .f · g(x) = ۰ داریم است، a ایده آل به متعلق f · g این که به توجه با پس باشد، V (a)

نتیجه در .x ∈ V (b) ∪ V (b′) یعنی x؛ ∈ V (b′) یا x ∈ V (b) که است واضح پس ،g(x) = ۰ یا
است. تناقض در V (a) بودن تحویل ناپذیر با که V (a) = V (b) ∪ V (b′)

می کنیم فرض و می گیریم نظر در را V بسته ی مجموعه ی کنیم. اثبات را لم این عکس جهت می خواهیم حال
فرض خلف برهان به منظور بدین است. واریته یک V که می دهیم نشان است. اول ایده آل یک I(V ) = a

.V (a) = V (b) ∪ V (b′) که طوری به باشند موجود V (b), V (b′) ̸= V (a) جبری مجموعه ی دو می کنیم
a $ b که داریم ۶ .۲ .۴ لم از بنابراین .V (b′) $ V (a) و V (b) $ V (a) که است واضح صورت این در
g چندجمله ای یک همچنین ،f /∈ a که طوری به است موجود b به متعلق f چندجمله ای یعنی a؛ $ b′ و
یعنی می شود؛ صفر V (b) ∪ V (b′) در f · g که می کنیم ادعا .g /∈ a که طوری به است موجود b′ به متعلق
می کنیم فرض ادعا این اثبات جهت به .f · g(x) = ۰ داریم V (b) ∪ V (b′) به متعلق x عنصر هر برای
f(x) = ۰ پس .x ∈ V (b′) یا x ∈ V (b) صورت این در باشد. دلخواه عنصر یک x ∈ V (b) ∪ V (b′)

چندجمله ای یعنی f؛ · g(x) = ۰ داریم x ∈ V (a) هر برای بنابراین .fg(x) = ۰ نتیجه در .g(x) = ۰ یا
است. تناقض در a بودن اول با که ،f, g /∈ a طرفی از است. a ایده آل به متعلق f · g

میدانی توسیع .IK(V ) = ⟨f۱, ..., fm⟩ ⊆ K[X] که طوری به باشد ‑واریته K یک V کنید فرض
L یک V بنابراین .fi ∈ L[X] داریم i = ۱, ...,m هر برای که است واضح بگیرید. نظر در را K از L
جبری مجموعه ی توسیع این طی دارد امکان که است این اهمیت حائز نکته ی اما هست. نیز جبری مجموعه ی

شود. تحویل پذیر و نماند باقی تحویل ناپذیر ،V
بستار K̃ و ۱ از بیشتر درجه ی با متغیره تک چندجمله ای یک f ∈ K[X] کنید فرض مثال، عنوان به
مجموعه ی L یک عنوان به V بنابراین می شود. تجزیه خطی عوامل به K̃ در f که است واضح باشد. K جبری

نیست. ‑واریته L یک لزوماً جبری

هر در هرگاه گوییم ۲ تحویل ناپذیر مطلقاً را V واریته ی باشد. ‑واریته K یک V کنید فرض .۳۴ .۲ .۴ تعریف
2absolutely irreducible
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بماند. باقی تحویل ناپذیر K از توسیع

.IK(V ) = ⟨f۱, ..., fm⟩ ⊆ K[X] که طوری به باشد تحویل ناپذیر مطلقاً واریته ی K یک V کنید فرض
که کنید توجه هست. نیز ‑واریته L یک V گفتیم که طور همان بگیرید. نظر در را K از L میدانی توسیع

.IL(V ) = L · IK(V ) که نیست گونه این لزوماً اما .IK(V ) ⊆ IL(V )

K روی تعریف شده را V واریته ی باشد. تحویل ناپذیر مطلقاً ‑واریته ی K یک V کنید فرض .۳۵ .۲ .۴ تعریف
IK̃(V ) هرگاه می نامیم K روی تعریف شده را V واریته ی دیگر بیان به .IK̃(V ) = K̃IK(V ) هرگاه می نامیم

باشد. شده تولید K[X] در چندجمله ای هایی توسط

ویژه سازی و عمومی نقاط ۵ .۲ .۴

یک به متعلق نقاط که می کنیم اثبات و می کنیم تعریف را ویژه سازی و نقطه ی عمومی مفهوم دو زیربخش این در
هستند. آن عمومی نقطه ی ویژه سازی های ،V واریته ی

صورت این در باشد. K[X] از اول ایده آل یک p کنید فرض و بگیرید نظر در را K میدان .۳۶ .۲ .۴ لم
می نشیند. Ω در K[X]/p

که می دانیم می گیریم. نظر در را φ : K[X] → K[X]
p

کانونی نگاشت اثبات.
داریم بگیریم نظر در K[X]

p
در X تصویر را ξ اگر بنابراین . Ker(φ) = {f ∈ K[X] | f ∈ p}

یک K[X]
p
∼= K[ξ] یکریختی بوضوح پس ،K[X]

p
∼= K[ξ] ⊆ Ω نتیجه در .f ∈ p اگروتنهااگر f(ξ) = ۰

متناهیاً p صورت این در باشد. K[X] در ایده آل یک p کنید فرض دیگر بیان به است. Ω به K[X]
p

از نشاندن
طرفی از .p = ⟨f۱, · · · , fn⟩ که طوری به است موجود {f۱, · · · , fn} ⊂ K[X] یعنی است؛ شده تولید
{f۱, · · · , fn} ⊂ K[X] هر برای که می شود نتیجه ۱۹ .۲ .۴ قضیه ی از بنابراین است؛ جبری بسته ی Ω میدان
ξ ∈ Ω عنصر نتیجه در .fi(ξ) = ۰ داریم i = ۱, ..., n هر برای که طوری به است موجود ξ ∈ Ω عنصر
را φ : K[X] → K[ξ] نگاشت حال .f(ξ) = ۰ هر برای اگروتنهااگر f(x) ∈ p که طوری به است موجود
Ω در K[X]/p یعنی K[X]/p؛ ∼= K[ξ] ⊆ Ω بنابراین .Ker(φ) = p که است واضح می گیریم نظر در

می نشیند.

بیان واقع در تعریف این می کنیم. معرفی ایده آل یک برای را عمومی صفر نقطه ی مفهوم زیر تعریف در
است. عمومی نقطه ی یک لم این اثبات به مربوط ξ واقع در است. ۳۶ .۲ .۴ لم از دیگری

هر برای هرگاه می نامیم p ۳ عمومی صفر نقطه ی را x ∈ An نقطه ی ،p اول ایده آل هر برای .۳۷ .۲ .۴ تعریف
.f(x) = ۰ اگروتنهااگر f ∈ p باشیم داشته f ∈ K[X] چندجمله ای

3generic zero
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نظر در را x′ ∈ An عنصر باشد. p اول ایده آل برای عمومی صفر نقطه ی یک x کنید فرض .۳۸ .۲ .۴ لم
داشته f ∈ K[x] هر برای که طوری به باشد موجود φ : K[x] → K[x′] یکریختی یک کنید فرض بگیرید.

است. p برای دیگر عمومی صفر نقطه ی یک x′ آنگاه ،f(x) φ→ f(x′)  باشیم

f(x) = ۰ داریم K[X] به متعلق f چندجمله ای هر برای که می شود نتیجه K[x] ∼= K[x′] این که از اثبات.
f ∈ p بنابراین است. عمومی صفر نقطه ی یک x نقطه ی فرض، به بنا طرفی از .f(x′) = ۰ اگروتنهااگر
و f(x′) = ۰ اگروتنهااگر f ∈ p داریم نتیجه در .K[X]/p ∼= K[x] و f(x) = ۰ اگروتنهااگر

است. p برای عمومی صفر نقطه ی یک x′ پس ،K[X]/p ∼= K[x] ∼= K[x′]

این در .p = {f ∈ K[X] | f(x) = ۰} کنید فرض و بگیرید نظر در را x ∈ An عنصر .۳۹ .۲ .۴ لم
است. اول ایده آل یک p صورت

آن دوباره ی تکرار از رو این از است. ۴ .۲ .۴ لم اثبات مشابه کاملا است، ایده آل یک p این که اثبات اثبات.
p به متعلق f · g می کنیم فرض منظور بدین است. اول ،p ایده آل اثبات کنیم است کافی بنابراین می پرهیزیم.

.g ∈ p یا f ∈ p نتیجه در .g(x) = ۰ یا f(x) = ۰ بنابراین .f · g(x) = ۰ صورت این در است.

می نامیم. (x به مربوط ایده آل (یا x نقطه ی توسط شده تولید ایده آل را قبل لم در شده معرفی اول ایده آل
است. p برای عمومی صفر نقطه ی ،x عنصر که است واضح

یک x′ می گوییم شده باشند. تولید x و x′ توسط ترتیب به p و p′ ایده آل های کنید فرض .۴۰ .۲ .۴ تعریف
.p ⊂ p′ هرگاه است x از ویژه سازی

f(x) = ۰ اگر K[X] به متعلق f چندجمله ای هر برای هرگاه است x از ویژه سازی یک x′ دیگر بیان به
.f(x′) = ۰ آنگاه

نگاشت صورت این در باشد. x از ویژه سازی یک x′ کنید فرض بگیرید. نظر در را x′ و x نقطه ی دو
طرفی از است. همریختی یک ( f ∈ K[x] هر (برای f(x) φ→ f(x′) ضابطه ی با φ : K[x] → K[x′]

اگر f ∈ K[X] هر برای همریختی تعریف به بنا باشد، همریختی یک φ : K[x] → K[x′] نگاشت اگر
است x از ویژه سازی یک x′ بنابراین است. x از ویژه سازی یک x′ نتیجه در .f(x′) = ۰ آنگاه f(x) = ۰

باشد. همریختی یک φ : K[x]→ K[x′] نگاشت اگروتنهااگر

یک x′ می گوییم شده باشند. تولید x و x′ توسط ترتیب به p و p′ ایده آل های کنید فرض .۴۱ .۲ .۴ تعریف
ویژه سازی یک x′ می گوییم دیگر بیان به .p = p′ هرگاه هستند معادل x و x′ یا است x از عمومی ویژه سازی

.(K[x] ∼= K[x′]) باشد یکریختی f(x)→ f(x′) نگاشت هرگاه است x از عمومی
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می دهد. نشان را عمومی نقطه ی اهمیت زیر لم

کنید فرض همچنین باشد. V به مربوط اول ایده آل p کنید فرض بگیرید. نظر در را V واریته ی .۴۲ .۲ .۴ لم
باشد. x از ویژه سازی یک x′ اگروتنهااگر x′ ∈ V داریم x′ عنصر هر برای است. p عمومی صفر نقطه ی x که

صفر نقطه ی x می کنیم فرض همچنین باشد. آن به مربوط ایده آل p و واریته یک V می کنیم فرض اثبات.
منظور بدین است. x از ویژه سازی یک V به متعلق دلخواه x′ نقطه ی هر می دهیم نشان ابتدا باشد. p عمومی
داریم p ایده آل به متعلق f هر برای صورت این در باشد. V به متعلق دلخواه نقطه ی یک x′ می کنیم فرض
اگروتنهااگر f ∈ p بنابراین است. p ایده آل برای عمومی صفر نقطه ی یک x فرض، طبق طرفی از .f(x′) = ۰

.f(x′) = ۰ آنگاه f(x) = ۰ اگر f ∈ K[X] هر برای نتیجه در .f(x) = ۰
هر برای صورت این در باشد. x از ویژه سازی یک x′ می کنیم فرض لم، عکس جهت اثبات برای حال
f ∈ p پس است، p عمومی صفر نقطه ی x طرفی از .f(x′) = ۰ آنگاه f(x) = ۰ اگر f ∈ K[X]

.x′ ∈ V نتیجه در .f(x′) = ۰ داریم f ∈ p هر برای بنابراین .f(x) = ۰ اگروتنهااگر

عمومی صفر نقطه  ی یک x و V به مربوط ایده آل p کنید فرض بگیرید. نظر در را V واریته ی .۴۳ .۲ .۴ نتیجه
صورت این در باشد. x′ دلخواه نقطه ی یک توسط شده  تولید ایده آل p′ که کنید فرض همچنین باشد. p برای

هستند: برقرار زیر موارد

است. x از ویژه سازی یک x′ آنگاه x′ ∈ V اگر .۱

.x′ ∈ V آنگاه p ⊂ p′ اگر .۲

V عمومی نقطه ی را x نقطه ی باشد. آن به مربوط اول ایده آل p و واریته  یک V کنید فرض .۴۴ .۲ .۴ تعریف
باشد. p ایده آل عمومی صفر نقطه  ی x هرگاه می نامیم

ویژه سازی یک x′ صورت این در باشد. V برای عمومی نقطه ی یک x و واریته یک V کنید فرض .۴۵ .۲ .۴ لم
باشد. V برای عمومی نقطه ی یک نیز x′ اگروتنهااگر است x از عمومی

چندجمله ای هر برای صورت این در باشد. V برای عمومی نقطه ی یک x و واریته یک V می کنیم فرض اثبات.
x از عمومی ویژه سازی یک x′ می کنیم فرض حال .f ∈ I(V ) اگروتنهااگر f(x) = ۰ داریم f ∈ K[X]

.f(x′) = ۰ اگروتنهااگر f(x) = ۰ داریم f ∈ K[X] هر برای رو این از .K[x] ∼= K[x′] بنابراین است.
می کنیم فرض حال است. V برای عمومی نقطه ی یک x′ یعنی f(x′)؛ = ۰ اگروتنهااگر f ∈ I(V ) نتیجه در
اگروتنهااگر f(x) = ۰ داریم f ∈ K[X] چندجمله ای هر برای صورت این در باشند. V عمومی نقاط x′ و x

یکدیگرند. عمومی ویژه سازی x′ و x بنابراین .K[x] ∼= K[x′] نتیجه در .f(x′) = ۰
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ایده آل های ترتیب به pL و pK کنید فرض بگیرید. نظر در را K ⊆ L میدان دو و x ∈ An نقطه ی .۴۶ .۲ .۴ لم
روی خطی مجزای K(x) از L اگروتنهااگر pL = L · pK داریم صورت این در باشند. L[X] و K[X] از اول

باشد. K

کنید. مراجعه [۱ .۲ .۱۰ لم ،۹] منبع به اثبات، دیدن برای اثبات.

شده تعریف واریته ی یک V صورت این در باشد. x عمومی نقطه ی با واریته یک V کنید فرض .۴۷ .۲ .۴ لم
باشد. منتظم توسیع یک K(x)/K اگروتنهااگر است K روی

K از منتظم توسیع یک K(x) می کنیم فرض می گیریم. نظر در را x عمومی نقطه ی با V واریته ی اثبات.
یک L می کنیم فرض منظور بدین است. K روی شده تعریف واریته ی یک V دهیم نشان می خواهیم باشد.
که کنید توجه .IL(V ) = L.IK(V ) و است تحویل ناپذیر L در V دهیم نشان است کافی باشد؛ K از توسیع
صورت به دوم وضعیت و K ⊆ L ⊆ K̃ اول وضعیت دهد. رخ است ممکن وضعیت دو K از L توسیع برای
ادعا این اثبات منظور به است. خطی مجزای L از K(x) حالت دو هر در می کنیم ادعا است. K ⊆ K̃ ⊆ L

خطی مجزای K روی K̃ و K(x) پس است، منتظم K روی K(x) توسیع می کنیم. بررسی را اول حالت ابتدا
است. خطی مجزای L از K(x) که است واضح بنابراین هستند.

(اگر هستند. جبری مستقل K روی K(x) و L می دانیم کلیت از کاستن بدون دوم وضعیت بررسی برای
بگیریم). نظر در x جای به را دیگر عمومی نقطه ی یک است کافی نبودند، جبری مستقل K روی K(x) و L
ایده آل های ترتیب به pL و pK می کنیم فرض حال است. خطی مجزای L از K(x) داریم ۴۳ .۳ .۱ لم از بنابراین
،IK(V ) = pK همچنین .IL(V ) ⊆ pL = L · pK داریم ۴۶ .۲ .۴ لم به بنا باشند. L[X] و K[X] از اول
بنابراین .L · IK(V ) ⊆ IL(V ) که است واضح طرفی از .IL(V ) ⊆ pL = L · pK = L · IK(V ) پس

هستند: برقرار زیر موارد نتیجه در .IL(V ) ⊆ pL = L · pK = L · IK(V ) ⊆ IL(V )

L در V که می شود نتیجه ۳۳ .۲ .۴ لم از و است اول ایده آل یک IL(V ) ایده آل بنابراین .IL(V ) = pL .۱
است. تحویل ناپذیر

.IL(V ) = L · IK(V ) .۲

به پس ،IL(V ) = L · IK(V ) داریم K از L توسیع هر برای و است تحویل ناپذیر مطلقاً V واریته ی بنابراین
است. K روی شده تعریف واریته ی یک V واریته ی رو این از .IK̃(V ) = K̃ · IK(V ) خاص طور

صورت این در باشد. K روی شده تعریف واریته ی یک V می کنیم فرض لم، این عکس جهت اثبات برای
توسیع بنابراین است. خطی مجزای K̃ از K(x) داریم ۴۶ .۲ .۴ لم طبق پس ،IK̃(V ) = K̃ · IK(V ) داریم

است. منتظم K روی K(x)
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کلاس باشند. F از عناصری x۱, . . . , xn کنید فرض و بگیرید نظر در را K از F منتظم توسیع .۴۸ .۲ .۴ لم
است. K روی شده تعریف واریته ی یک x ‑ویژه سازی های K همه ی

،K ⊆ K(x) ⊆ F طرفی از باشد. V عمومی نقطه ی x که می گیریم نظر در گونه ای به را V واریته ی اثبات.
از بنابراین است. منتظم K ⊆ K(x) داریم است منتظم K روی F این که به توجه با و ۴۲ .۳ .۱ لم به بنا پس

است. K روی شده تعریف واریته ی یک V داریم ۴۷ .۲ .۴ لم

واریته ها بعد ۶ .۲ .۴

بعد می نامیم. x نقطه ی بعد را K روی K(x) تعالی درجه  ،x ∈ An دلخواه نقطه ی هر برای .۴۹ .۲ .۴ تعریف
می دهیم. نمایش dimK(x) نماد با را x ∈ An نقطه ی یک

می کنیم تعریف صورت این در باشد. آن عمومی نقطه ی x و واریته یک V کنید فرض .۵۰ .۲ .۴ تعریف
.dim(V ) = dimK(x)

نوشت. اول ایده آل های اشتراک صورت به می توان را رادیکال ایده آل یک که دیدیم ۱۸ .۲ .۴ نتیجه ی در

یعنی A؛ =
n⋃

i=۱
Vi که طوری به هستند موجود V۱, · · · , Vn واریته های A جبری مجموعه ی هر برای بنابراین

آنگاه I = p۱ ∩ p۲ اگر واقع در نوشت. واریته تا متناهی اجتماع صورت به می توان را A جبری مجموعه ی هر
V (I) = V (p۱) ∩ V (p۲)

می کنیم تعریف زیر صورت به را A بعد باشد. جبری مجموعه ی یک A =
n⋃

i=۱
Vi کنید فرض .۵۱ .۲ .۴ تعریف

dim(A) = max{dim(V۱), · · · , dim(Vn)}.

می نامیم. ‑منحنی K یک را ۱ بعد با V ‑واریته ی K هر .۱ .۵۲ .۲ .۴ تعریف

است V (f) یک فرم به رویه ابر هر می نامیم. رویه ابر یک را n− ۱ بعد با W ⊆ An ‑واریته ی K هر .۲
است. تحویل ناپذیر چندجمله ای یک f ∈ K[X] که طوری به

کنید فرض همچنین باشد. تحویل ناپذیر چندجمله ای یک f ∈ K[X۱, · · · , Xn] کنید فرض .۵۳ .۲ .۴ نتیجه
n−۱ با برابر K روی K(x۱, · · · , xn) تعالی درجه و f(x۱, · · · , xn) = ۰ که باشند گونه ای به x۱, · · · , xn
K روی K(x۱, · · · , xn) توسیع اگروتنهااگر است تحویل ناپذیر مطلقاً f چندجمله ای صورت این در باشد.

باشد. منتظم
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همچنین .f(x) = ۰ که باشند گونه ای به x و ناپذیر تحویل چندجمله ای یک f ∈ K[X] می کنیم فرض اثبات.
می گیریم. نظر در را V = V (f) رویه ی ابر است. n − ۱ با برابر K روی K(x) تعالی درجه می کنیم فرض
شده تعریف واریته ی یک V واریته ی ۴۷ .۲ .۴ لم طبق پس است، x عمومی نقطه ی با واریته یک V می دانیم
یک K روی K(x) اگر رو این از باشد. منتظم توسیع یک K روی K(x) توسیع اگروتنهااگر است K روی
مطلقاً f چندجمله ای نتیجه در است. تحویل ناپذیر مطلقاً واریته ی یک V واریته ی آنگاه باشد، منتظم توسیع
واریته ی یک V واریته ی بوضوح باشد. تحویل ناپذیر مطلقاً f چندجمله ای اگر همچنین است. تحویل ناپذیر

است. منتظم توسیع یک K روی K(x) نتیجه در است. K روی شده تعریف

.dim(x′) ≤ dim(x) صورت این در باشد. K میدان روی x از ویژه سازی یک x′ کنید فرض .۵۴ .۲ .۴ قضیه

x′۱, · · · , x′r می کنیم فرض همچنین .dim(x′) = r و است x از ویژه سازی یک x′ می کنیم فرض اثبات.
جبری مستقل نیز x به متعلق x۱, . . . , xr که می کنیم ادعا باشند. جبری مستقل K میدان روی ،x′ به متعلق
ویژه سازی یک x′ که جا آن از .f(x۱, . . . , xr) = ۰ می کنیم فرض خلف برهان به ادعا این اثبات برای هستند.
بنابراین .f(x′۱, . . . , x′n) = ۰ آنگاه f(x۱, . . . , xn) = ۰ اگر f ∈ K[X] چندجمله ای هر برای است، x از
در x′۱, . . . , x′r بودن جبری مستقل با که ،f(x′۱, . . . , x′r) = ۰ می شود نتیجه f(x۱, . . . , xr) = ۰ این که از

.dim(x′) ≤ dim(x) بنابراین است. r حداقل x بعد پس است، تناقض

نمی توانیم dim(x′) ≤ dim(x) این که از یعنی نیست؛ برقرار فوق قضیه ی عکس کنید توجه .۵۵ .۲ .۴ توجه
است. x از ویژه سازی یک x′ بگیریم نتیجه

داریم صورت این در باشد. K میدان روی x از ویژه سازی یک x′ کنید فرض .۵۶ .۲ .۴ قضیه
باشند. یکدیگر عمومی ویژه سازی x و x′ اگروتنهااگر dim(x′) = dim(x)

x و x از ویژه سازی یک x′ صورت این در باشند. یکدیگر عمومی ویژه سازی x و x′ می کنیم فرض ابتدا اثبات.
.dim(x) ≤ dim(x′) و dim(x′) ≤ dim(x) داریم ۵۴ .۲ .۴ قضیه ی از بنابراین است. x′ از ویژه سازی یک

.dim(x) = dim(x′) نتیجه در
و x اثبات کنیم می خواهیم .dim(x′) = dim(x) می کنیم فرض قضیه عکس جهت اثبات برای حال
یک x′ که آنجا از .K[x] ∼= K[x′] دهیم نشان است کافی منظور بدین یکدیگرند. عمومی ویژ ه سازی x′

چندجمله ای φ نگاشت که طوری به است موجود φ : K[x] → K[x′] همریختی یک است، x از ویژه سازی
ادعا این اثبات منظور به هست. نیز یکریختی یک φ نگاشت می کنیم ادعا می کند. تصویر f(x′) به را f(x)
باشد. K روی K[x] متعالی پایه ی یک x′۱, . . . , x′r می کنیم فرض ابتدا .Ker(φ) = ۰ دهیم نشان است کافی
است. K[x] برای متعالی پایه ی یک x۱, . . . , xr است، x از ویژه سازی یک x′ این که به توجه با صورت این در



۷۴ جبری هندسه از مقدماتی .۲ .۴

ساده معادله ی یک در y صورت این در .φ(y) = ۰ و y ̸= ۰ ∈ K[X] می کنیم فرض خلف برهان به حال
بنابراین .a۰ ̸= ۰ و aj ∈ K[x۱, . . . , xr] که طوری به می کند صدق any

n + . . . + a۰ = ۰ صورت به شده
داریم پس ،φ(y) = ۰ کردیم فرض طرفی از .φ(anyn + . . .+ a۰) = φ(۰) داریم

φ(any
n + . . .+ a۰) = φ(a۰) = φ(۰) = ۰.

یعنی است؛ یکریختی یک K[x۱, ..., xr] روی φ نگاشت که کنید توجه اما .φ(a۰) = ۰ نتیجه در
تناقض این که φ(a۰) ̸= ۰ می شود نتیجه a۰ ̸= ۰ این که از بنابراین .K[x۱, ..., xr] ∼= K[x′۱, ..., x

′
r]

است.

۴۵ .۲ .۴ لم به بنا صورت این در باشند. V واریته ی برای عمومی نقطه ی دو x و x′ کنید فرض .۵۷ .۲ .۴ نتیجه
از مستقل V واریته ی بعد نتیجه در .dim(x′) = dim(x) بنابراین یکدیگرند. عمومی ویژه سازی x و x′

است. آن عمومی نقطه ی انتخاب

.dim(W ) ≤ dim(V ) صورت این در باشند. واریته  دو W ⊆ V کنید فرض .۵۸ .۲ .۴ قضیه

اول های ایده آل ترتیب به p′ و p می کنیم فرض همچنین باشند. واریته دو W ⊆ V می کنیم فرض اثبات.
ویژه سازی یک x′ پس ،p ⊂ p′ داریم W ⊆ V که آنجا از باشند. x′ و x عمومی نقاط با W و V به مربوط

.dim(W ) ≤ dim(V ) نتیجه در .dim(x′) ≤ dim(x) داریم ۵۴ .۲ .۴ قضیه ی از بنابراین است. x از

اگروتنهااگر W = V داریم صورت این در باشند. واریته  دو W ⊆ V کنید فرض .۵۹ .۲ .۴ قضیه
.dim(W ) = dim(V )

به مربوط اول های ایده آل ترتیب به p′ و p می کنیم فرض می گیریم. نظر در را V و W واریته ی دو اثبات.
صورت این در .dim(W ) = dim(V ) می کنیم فرض همچنین باشند. x′ و x عمومی نقاط با W و V
،p = p′ که است واضح بنابراین .K[x] ∼= K[x′] داریم ۵۴ .۲ .۴ قضیه ی به بنا پس ،dim(x′) = dim(x)

به را فوق مسیر است کافی عکس جهت اثبات برای یعنی است پذیر برگشت فوق مراحل .V = W نتیجه در
طی کنیم. معکوس صورت

بنابراین .A =
n⋃

i=۱
Vi که طوری به هستند موجود V۱, · · · , Vn Aواریته های جبری مجموعه ی هر برای گفتیم

ویژه سازی های واریته هر اعضای که دیدیم است. شده ایجاد واریته تا متناهی اجتماع از جبری مجموعه ی هر
صورت این در بگیرید. نظر در عمومی نقطه ی یک Vi واریته ی هر برای هستند. واریته آن عمومی نقطه ی

هستند. نقاط این ویژه سازی های ،A جبری مجموعه ی اعضای  بوضوح که داریم نقطه تا متناهی
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A در x نقطه ی هیچ اگروتنهااگر است A از مولفه یک عمومی نقطه ی A از x′ نقطه ی یک .۶۰ .۲ .۴ قضیه
باشد. x از ویژه سازی یک x′ و dim(x) > dim(x′) که طوری به باشد نداشته وجود

.A =
n⋃

i=۱
Vi که طوری به هستند موجود V۱, · · · , Vn واریته های می گیریم. نظر در جبریAرا مجموعه ی اثبات.

برهان به باشد. A جبری مجموعه  از Vi ∈ {V۱, · · · , Vn} مولفه ی برای عمومی نقطه ی یک x′ می کنیم فرض
.dim(x) > dim(x′) و است x عنصر از ویژه سازی یک x′ می کنیم فرض خلف

متعلق x می کنیم فرض خلف برهان به ادعا این اثبات منظور به نیست. Vi واریته ی به متعلق x می کنیم ادعا
dim(x) = dim(x′) بنابراین است. Vi برای دیگر عمومی نقطه ی یک x صورت این در باشد. Vi واریته ی به
تجزیه ی با این و Vi ⊂ W طوری به است موجود x شامل W واریته یک نتیجه در است. تناقض که
در را x′ ∈ A نقطه ی حال است. تناقض در تحویل ناپذیر(واریته ها) جبری مجموعه های به A جبری مجموعه 
و باشد x از ویژه سازی یک x′ که طوری به ندارد وجود x ∈ A نقطه ی هیچ می کنیم فرض و می گیریم نظر
موجود Vi ∈ {V۱, · · · , Vn} واریته ی می شود نتیجه است A به متعلق x′ این که از .dim(x) > dim(x′)

است. Vi واریته ی عمومی نقطه  از ویژه سازی یک x′ صورت این در .x′ ∈ Vi که طوری به است
فرض به بنا طرفی از .dim(x′) ≥ dim(x) داریم باشد Vi عمومی نقطه ی x اگر بنابراین
یکدیگرند، عمومی ویژه سازی x′ و x نتیجه در .dim(x) = dim(x′) رو این از dim(x) ≯ dim(x′)

است. Vi برای عمومی نقطه ی  یک x′ نقطه ی ۴۵ .۲ .۴ لم به بنا پس

x ∈ An کنید فرض کلی طور به می کنیم. مطرح دیگر بیان به را شده گفته بخش این در آنچه از خلاصه ای
اگر dimx = r یعنی .K روی K(x) تعالی درجه ی با است برابر x بعد باشد. مرتب تایی n یک
حال باشد. x عناصر از متشکل جبری مستقل مجموعه ی بزرگترین {xi۱ , . . . , xir |xi ∈ x, i = ۱, . . . , r}
dim(A) = dim(x) می کنیم: تعریف زیر صورت به آن، عناصر بعد کمک به را A جبری مجموعه  یک بعد
باشد، واریته  یک V جبری مجموعه  ی اگر خاص طور به دارد. A عناصر میان در را بعد بزرگترین x که وقتی
که کنید توجه است. آن نقطه عمومی بعد با برابر V بعد است، نقطه عمومی به مربوط بعد بزرگترین که آنجا از
برابر جبری مجموعه ی یک بعد واقع در است؛ متفاوت آن تعالی درجه ی با V ⊆ A جبری مجموعه ی یک بعد

مولفه هایش. از یکی نقطه عمومی تعالی درجه ی با است

جبری شبه بسته ی میدان های ۳ .۴

K در ریشه یک ،K روی شده تعریف واریته ی هر هرگاه گوییم جبری شبه بسته ی را K میدان .۱ .۳ .۴ تعریف
داشته باشد.
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هستند. جبری شبه بسته ی جبری، بسته ی میدان های .۲ .۳ .۴ لم

در ریشه یک K̃[X] در ایده آل هر که می دهیم نشان باشد. جبری بسته ی میدان یک K̃ می کنیم فرض اثبات.
متناهیاً K̃[X] در ایده آل هر که می دانیم می گیریم. نظر در را I $ K̃[X] دلخواه ایده آل منظور بدین دارد. K̃ خود
با طرفی از .I = ⟨f۱, . . . , fm⟩ که هستند موجود گونه ای به f۱, . . . , fm ∈ K̃[X] بنابراین است. شده تولید
f۱, . . . , fm ∈ K[X] هر که می شود نتیجه ۱۹ .۲ .۴ قضیه  ی از است، جبری بسته ی میدان یک K̃ این که به توجه
مجموعه ی هر طرفی از دارد. K̃ در ریشه یک I ایده آل ۱۳ .۲ .۴ لم به بنا پس دارند، K̃ در مشترک ریشه ی یک
.V = V (I) که طوری به است موجود I ایده آل یعنی است؛ یک به یک تناظر در رادیکال ایده آل یک با V جبری
K̃ روی شده تعریف واریته ی هر خاص طور به بنابراین دارد. K̃ در ریشه یک جبری مجموعه ی هر نتیجه در

دارد. ریشه I توسط شده تولید ایده آل زیرا دارد. K̃ در ریشه یک

نمی توان باشد جبری شبه بسته ی میدان یک K اگر یعنی نیست؛ برقرار فوق لم عکس جهت که شود توجه
شده تعریف واریته های که می دانیم جبری شبه بسته ی میدان های در زیرا است. جبری بسته ی K گرفت نتیجه

دارد. ریشه یک K در K[X] به متعلق چندجمله ای هر کنیم ادعا نمی توانیم اما دارند. ریشه K در K روی

A می گوییم باشد. X از زیرمجموعه ای A کنید فرض و بگیرید نظر در را X توپولوژیک فضای .۳ .۳ .۴ تعریف
به باشد. A از حدی نقطه ی یک یا باشد A به متعلق یا ،X به متعلق x نقطه ی هر هرگاه است چگال X در

باشد. X خود است A شامل که X از بسته زیرمجموعه ی کوچکترین هرگاه است چگال X در A دیگر بیان

در باشد. K روی شده تعریف واریته ی یک V و شبه بسته ی جبری میدان یک K کنید فرض .۴ .۳ .۴ قضیه
است. چگال V در V (K) صورت این

شامل بسته ی مجموعه ی کوچکترین V دهیم نشان باید است، چگال V در V (K) این که اثبات برای اثبات.
بدین هست. نیز V شامل W آنگاه باشد، V (K) شامل W (K) جبری مجموعه ی اگر یعنی است؛ V (K)

است. V شامل حتماً V (K) شامل بسته ی مجموعه ی هر که می کنیم اثبات تر حکمی کلی منظور،
یک W می کنیم فرض همچنین باشد. V برای عمومی نقطه ی یک x = (x۱, . . . , xn) می کنیم فرض
داریم ۱۳ .۲ .۴ لم طبق بنابراین .I(W ) = ⟨g۱, ..., gm⟩ و V * W که طوری به باشد جبری مجموعه ی
به .g(x) ̸= ۰ که طوری به است موجود {g۱, . . . , gm} به متعلق g می کنیم ادعا .W = V (g۱, . . . , gm)

از .g(x) = ۰ داریم {g۱, . . . , gm} به متعلق g هر برای می کنیم فرض خلف برهان به ادعا این اثبات منظور
.g(x′) = ۰ داریم g ∈ {g۱, . . . , gm} هر و x′ ∈ V هر برای است، V عمومی نقطه  x این که به توجه با رو این

است. تناقض در V * W فرض با که V ⊆ W نتیجه در
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است؛ وارون پذیر g(x) پس ،g(x) ̸= ۰ که طوری به است موجود {g۱, . . . , gm} به متعلق g بنابراین
می گیریم نظر در گونه ای به را V ′ جبری مجموعه ی حال .y · g(x) = ۱ که طوری به است موجود y ∈ Ω یعنی
به است موجود V ′(K) به متعلق (x′, y) نقطه ی می کنیم اثبات ادامه  در باشد. آن عمومی نقطه ی (x, y) که

.V (K) * W (K) نتیجه در و نیست W (K) به متعلق x′ اما ،x′ ∈ V (K) که طوری
لم به بنا طرفی از .K(x, y) = K(x) نتیجه در .y ∈ K(x) داریم است g(x) وارون y که آنجا از
است، K از منتظم توسیع یک نیز K(x, y) بنابراین است. K از منتظم توسیع یک K(x) توسیع ۴۷ .۲ .۴
میدان یک K که آنجا از نهایتاً است. K روی شده تعریف واریته ی یک V ′ واریته ی ۴۷ .۲ .۴ لم به بنا پس
داریم جبری شبه بسته ی میدان تعریف از است K روی شده تعریف واریته ی یک V ′ و است جبری شبه بسته ی

.(x′, y′) ∈ V ′ که طوری به است موجود K در (x′, y′) یعنی دارد؛ ریشه یک K خود در V ′

طرفی از است. (x, y) از ویژه سازی یک (x′, y′) می دانیم است، V ′ عمومی نقطه (x, y) این که به توجه با
این که به توجه با اما .x′ /∈ W بنابراین .g(x′) ̸= ۰ نتیجه در .y′g(x′) = ۱ پس ،y · g(x) − ۱ = ۰
است V ′ عمومی نقطه ی (x, y) طرفی از .f(x) = ۰ داریم f ∈ I(V ) هر برای است؛ V عمومی نقطه ی x
داریم x′ ∈ K چون و x′ ∈ V بنابراین .f(x′) = ۰ آنگاه f(x) = ۰ اگر داریم؛ f هر برای نتیجه در

.V (K) * W (K) نتیجه در x′ /∈ W (K) و x′ ∈ V (K) رو این از .x′ ∈ V (K)

است. نامتناهی میدان یک K صورت این در باشد. جبری شبه بسته ی میدان یک K کنید فرض .۵ .۳ .۴ قضیه

نامتناهی میدان یک K کنیم اثبات این که برای باشد. شبه بسته ی جبری میدان یک K می کنیم فرض اثبات.
موجود K به متعلق am+۱ عنصر K از {a۱, . . . , am} متناهی زیرمجموعه ی هر برای می دهیم نشان است.

.K ̸= {a۱, ..., am} یعنی am+۱؛ /∈ K که طوری به است
A۱ بوضوح می گیریم. نظر در را A۱ بسته ی مجموعه ی باشند. K از عناصری {a۱, . . . , am} می کنیم فرض
همچنین است. چگال A در A(K) داریم ۴ .۳ .۴ قضیه ی به بنا پس است، K روی شده تعریف واریته ی یک

در را W = V (
m∏
i=۱

(X − ai)) واریته ی حال است. چگال A در K رو این از ،A(K) = K که کنید توجه

.A(K) * W (K) می کنیم ادعا .W = W (K) پس ،W = {a۱, . . . , am} که است واضح می گیریم. نظر
A در K = A(K) که آنجا از .A(K) ⊆ W (K) می کنیم فرض خلف برهان به ادعا این اثبات منظور به
A(K)؛ * W (K) نتیجه در .( W ⊆ A بوضوح (زیرا است تناقض این که W * A داریم است چگال
مجموعه ی به am+۱ که طوری به است موجود K به متعلق am+۱ عنصر نتیجه در .K * {a۱, . . . , am} یعنی

ندارد. تعلق {a۱, . . . , am}
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باشد. K روی شده تعریف واریته ی یک V و شبه بسته ی جبری میدان یک K کنید فرض .۶ .۳ .۴ نتیجه

است. IK(V ) به متعلق g صورت این در شود. صفر V (K) روی g ∈ K[X] چندجمله ای کنید فرض همچنین

می شود. صفر V نقاط تمام در g آنگاه شود، صفر V (K) به متعلق نقاط تمام در g چندجمله ای اگر دیگر بیان به

متعلق x هر برای دهیم نشان می خواهیم .g(x′) = ۰ داریم V (K) به متعلق x′ هر برای می کنیم فرض اثبات.
.g(y) = ۰ دهیم نشان است کافی می گیریم. نظر در را y ∈ V عمومی نقطه ی .g(x) = ۰ داریم V به
که کنید (توجه .W = V (I) و I := {I(V ), g} می دهیم قرار .g(y) ̸= ۰ می کنیم فرض خلف برهان به
f ∈ I(V ) هر برای و g(x) = ۰ داریم x ∈ V (K) هر برای فرض به بنا .(I ̸= I(V ) پس ،g /∈ I(V )

V در V (K) ۴ .۳ .۴ قضیه  ی به بنا طرفی از .V (K) ⊆ W یعنی x؛ ∈ W رو این از .f(x) = ۰ داریم نیز
x یعنی f(x)؛ = ۰ داریم f ∈ I(V ) هر و x ∈ W هر برای بوضوح اما .W * V بنابراین است. چگال

است. تناقض که W ⊆ V پس است، V به متعلق

همچنین باشد. منتظم توسیع یک F = K(x) و شبه بسته ی جبری میدان یک K کنید فرض .۷ .۳ .۴ قضیه
موجود گونه ای به φ : K[x] → K همریختی صورت این در باشد. K[x] از ناصفر عنصر یک y کنید فرض

.φ(y) ̸= ۰ که است

یک V واریته ی ۴۷ .۲ .۴ لم به بنا باشد. آن عمومی نقطه ی x که می گیریم نظر در گونه ای به را V واریته ی اثبات.
چندجمله ای یعنی است، K[x] از ناصفر عنصر یک y می کنیم فرض حال است. K روی شده تعریف واریته ی
به φ : K[x]→ K همریختی دهیم نشان می خواهیم .g(x) = y ̸= ۰ که است موجود گونه ای به g ∈ K[X]

برای که است موجود گونه ای به  a ∈ K عنصر می دهیم نشان منظور بدین .φ(y) ̸= ۰ که است موجود گونه ای
.g(a) ̸= ۰ و f(a) = ۰ آنگاه f(x) = ۰ اگر f ∈ K[X] هر

است. ناتهی U پس ،x ∈ U می گیریم. نظر در را U = {a ∈ V | g(a) ̸= ۰} زاریسکی باز مجموعه ی
باز زیرمجموعه  ی هر با V (K) اشتراک رو این از است. چگال V در V (K) ۴ .۳ .۴ قضیه ی به بنا طرفی از
.x ∈ U که طوری به است موجود x ∈ V (K) عنصر یعنی U؛ ∩ V (K) ̸= ∅ بنابراین است. ناتهی V از
،U مجموعه ی تعریف به توجه با می گیریم. نظر در را a ∈ U(K) عنصر است. ناتهی U(K) دیگر بیان به
پس است، V عمومی نقطه ی x طرفی از .f(a) = ۰ داریم f ∈ I(V ) هر برای بنابراین .a ∈ V (K) داریم
هر برای که طوری به است K به متعلق نقطه ی یک a بنابراین است. x از ویژه سازی یک a که است واضح
K در x تصویر است کافی بنابراین .g(a) ̸= ۰ همچنین .f(a) = ۰ آنگاه f(x) = ۰ اگر داریم f ∈ K[X]

.φ(y) ̸= ۰ که می دهیم توسیع φ : K[x]→ K همریختی یک به را ویژه سازی این و بگیریم نظر در a را

مجموعه ی باشد. تحویل ناپذیر مطلقاً چندجمله ای یک f ∈ K[X,Y ] کنید فرض .۸ .۳ .۴ تعریف
می نامیم. K روی شده تعریف مسطح منحنی یک را Γ = {(x, y) ∈ A۲ | f(x, y) = ۰}
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صورت به می توانیم را f(X,Y ) ∈ K[X,Y ] چندجمله ای یک

f(X,Y ) = f(X,Y )d + fd−۱(X,Y ) + . . .+ f۰(X,Y )

در .f(X,Y )d ̸= ۰ و است k = ۰, . . . , d درجه ی از همگن چندجمله ای یک f(X,Y )k آن در که بنویسیم
است. d با برابر Γ = {(x, y) ∈ A۲ | f(x, y) = ۰} مسطح منحنی درجه ی صورت این

Γ = {(x, y) ∈ A۲ | f(x, y) = ۰} مسطح منحنی و f ∈ K[X,Y ] تحویل ناپذیر مطلقاً چندجمله ای یک
به توجه با باشد. آن برای عمومی نقطه ی یک (x, y) کنید فرض بگیرید. نظر در را K میدان روی شده تعریف
توسیع یک K روی K(x, y) توسیع ،۵۳ .۲ .۴ نتیجه ی به بنا است. تحویل ناپذیر مطلقاً f چندجمله ای این که

است. K روی شده تعریف واریته ی یک Γ مسطح منحنی ،۴۷ .۲ .۴ لم طبق بنابراین است. منتظم

L میدان صورت این در باشد. آن از جبری توسیع یک L و نامتناهی میدان یک K کنید فرض .۹ .۳ .۴ قضیه
داشته L در ریشه یک K روی شده تعریف مسطح منحنی هر اگروتنهااگر است جبری شبه بسته ی میدان یک

باشد.

کنید. مراجعه [ ۳ .۲ .۱۱ قضیه ی ،۹] منبع به اثبات، دیدن برای اثبات.

تحویل ناپذیر مطلقاً چندجمله ای هر اگروتنهااگر است جبری شبه بسته ی K میدان .۱۰ .۳ .۴ نتیجه
باشد. داشته K در ریشه یک f(X,Y ) ∈ K[X,Y ]

است. جبری شبه بسته ی جبری، شبه بسته ی میدان یک از جبری توسیع هر .۱۱ .۳ .۴ نتیجه

نشان است کافی باشد. آن از جبری توسیع یک L و جبری شبه بسته ی میدان یک K می کنیم فرض اثبات.
از است. نامتناهی جبری شبه بسته ی میدان هر دیدیم ۵ .۳ .۴ قضیه ی در است. جبری شبه بسته ی نیز L دهیم
شبه بسته ی میدان یک نیز L که می شود نتیجه  ۹ .۳ .۴ قضیه ی از بنابراین است. نامتناهی میدان یک K رو این

است. جبری

است. جبری شبه بسته ی میدان یک متناهی، میدان  یک از نامتناهی جبری توسیع  هر .۱۲ .۳ .۴ قضیه

کنید. مراجعه [۴ .۲ .۱۱ نتیجه ی ،۹] منبع به قضیه این اثبات دیدن برای اثبات.

می کنیم. مطرح را جبری شبه بسته ی میدان های زمینه ی در باز مسئله ی یک زیربخش این پایان در

جبری شبه بسته ی آن از سره زیرمیدان هیچ هرگاه می نامیم مینیمال شبه بسته ی را K میدان .۱۳ .۳ .۴ تعریف
نباشد.

متناهی میدان یک از جبری توسیع که دارد وجود مینیمال جبری شبه بسته ی میدان یک آیا .۱۴ .۳ .۴ مسئله
نباشد؟
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جبری شبه بسته ی میدان های برای اول مرتبه ی بندی اصل ۱ .۳ .۴

میدان است: زیر صورت به بودن جبری شبه بسته ی ویژگی برای معادل تعریف یک که دیدیم قبلی زیربخش در
بیان به باشد. داشته ریشه K در ،K روی شده تعریف مسطح منحنی هر اگروتنهااگر است جبری شبه بسته ی K

f(X,Y ) ∈ K[X,Y ] تحویل ناپذیر مطلقاً چندجمله ای هر تنهااگر اگرو است جبری شبه بسته ی K میدان دیگر
اول مرتبه  صورت به می توان را فوق تعریف که داد خواهیم نشان بخش این در باشد. داشته K۲ در ریشه یک

است. اول مرتبه ی ویژگی یک بودن جبری شبه بسته ی ویژگی یعنی کرد؛ بیان
چندجمله ای های همه ی مجموعه ی باشد. آن کسرهای میدان K و صحیح حوزه ی یک R کنید فرض
می  دهیم. نمایش SR(n, d) با را degXi

(f) < d ،i = ۱, ..., n هر برای آن در که f ∈ R[X۱, ..., Xn]

f در متغیر هر درجه ی که طوری به است f ∈ R[X۱, ..., Xn] چندجمله ای های مجموعه SR(n, d) بنابراین
است. d از کمتر

به i = ۱, ..., n هر برای که Sd : SR(n, d) → SR(۱, dn) نگاشت کرونکر). (تعویض ۱۵ .۳ .۴ تعریف
می نامیم. کرونکر تعویض را می کند عمل Xi → Y di−۱ صورت

است: زیر صورت به کرونکر تعویض عملکرد نحوه ی .۱۶ .۳ .۴ توجه

X۱ → Y d۰
= Y,

X۲ → Y d,

Xn → Y dn−۱
.

نتیجه در

X
i۱
۱ → Y i۱ ,

X
i۲
۲ → (Y i۲)d = Y i۲d,

X in
n → (Y in)d

n−۱
= Y indn−۱

.

داریم: بنابراین

f(X۱, ..., Xn) =
∑
aiX

i۱
۱ ...X

in
n =⇒ Sd(f)(Y ) =

∑
aiY

i۱+...+indn−۱
.

می کند. حفظ تغییر بدون را چندجمله ای ضرایب کرونکر تعویض که است واضح

پوشاست. و یک  به یک (i۱, ..., in)→ i۱ + i۲d+ ...+ ind
n−۱ نگاشت .۱ .۱۷ .۳ .۴ توجه
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داریم که است واضح بگیرید. نظر در را SR(n, d) به متعلق g و f دلخواه چندجمله ای دو .۲
.Sd(f · g) = Sd(f)Sd(g)

با K از متناهی میدانی توسیع یک در آنگاه شود، تجزیه K̃ در f ∈ SR(n, d) چندجمله ای اگر .۱۸ .۳ .۴ لم
می شود. تجزیه (dn − ۱)! حداکثر درجه ی

K̃[X۱ · · ·Xn] در f می کنیم فرض و می گیریم نظر در را f ∈ SR(n, d) دلخواه چندجمله ای اثبات.
که است واضح .g, h ∈ K̃[X۱, · · ·Xn] که طوری به f = g · h بنابراین شود. تجزیه
ضرایب با متغیره تک چندجمله ای یک Sd(f) کرونکر تعویض به توجه با .Sd(f) = Sd(g · h) = Sd(g)Sd(h)

می شود نتیجه است، شده تجزیه Sd(g)Sd(h) صورت به K̃ در Sd(f) این که از بنابراین است. K میدان در
و Sd(g) نتیجه در می شود. تجزیه (dn − ۱) درجه ی از K میدان از متناهی توسیع یک در حداکثر Sd(f) که
ضرایب دیگر بیان به هستند. (dn − ۱)! درجه ی حداکثر با K میدان از متناهی توسیع یک به متعلق Sd(h)

به توجه با حال است. (dn − ۱)! درجه ی حداکثر با K میدان از متناهی توسیع یک به متعلق Sd(h) و Sd(g)

یک در ضرایب با متغیره n چندجمله ای دو h و g می کند، حفظ را چندجمله ای ضرایب کرونکر تعویض این که
.f = g · h که طوری به هستند (dn − ۱)! درجه ی حداکثر با K میدان از متناهی توسیع

تحویل ناپذیر مطلقاً f ∈ SK(n, d) چندجمله ای بگیرید. نظر در را p مشخصه ی با K میدان .۱۹ .۳ .۴ گزاره
باشد: برقرار زیر شرط دو اگروتنهااگر است

باشد، تحویل ناپذیر (dn − ۱)! درجه ی حداکثر با K از متناهی جدایی پذیر توسیع هر در f چندجمله ای .۱

.f = gp که طوری به نباشد موجود g ∈ K̃[X] چندجمله ای هیچ .۲

مطلقاً چندجمله ای یک f ∈ SK(n, d) کنید فرض بگیرید. نظر در را p مشخصه ی با K میدان .۲۰ .۳ .۴ قضیه
،(dn− ۱)! حداکثر درجه ی از h ∈ K[T ] تحویل ناپذیر چندجمله ای هر برای صورت این در باشد. تحویل ناپذیر

که طوری به ندارد وجود g۱, g۲, g۳ ∈ K[T,X] هیچ

،j = ۱, ..., n و i = ۱,۲ برای degxj
(gi) < d و degT (gi) < (dn − ۱)! .۱

،j = ۱, ..., n برای degxj
(g۳) < d و degT (g۳) < ۲((dn − ۱)!) .۲

،f(X) = g۱(T,X)g۲(T,X) + g۳(T,X)h(T ) .۳

. ∂f
∂Xj
̸≡ ۰ داریم ۱ ≤ j ≤ n یک برای حداقل .۴
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هر روی اولا اگروتنهااگر است تحویل ناپذیر مطلقاً f ∈ SK(n, d) چندجمله ای ۱۹ .۳ .۴ گزاره ی به بنا اثبات.
چندجمله ای یک از توان امین p اگر ثانیاً باشد. تحویل ناپذیر (dn−۱)! درجه ی حداکثر Kبا از جدایی پذیر توسیع

نباشد. K̃ روی
یک متناهی، درجه ی از جدایی پذیر توسیع هر ۳۰ .۳ .۱ قضیه ی به بنا می کنیم. بررسی را اول شرط ابتدا
ریشه ی T که طوری به است K[X][T ] یک صورت به K از جدایی پذیر توسیع هر بنابراین است. ساده توسیع
توسیع یک در f چندجمله ای شدن تجزیه بنابراین .K[X][t] ∼= K[X,T ]

⟨h⟩ طرفی از است. h چندجمله ای یک
.f(X) = g۱(T,X)g۲(T,X) + g۳(T,X)h(T ) یعنی است؛ K[X,T ]

⟨h⟩ در شدن تجزیه با معادل جدایی پذیر
تحویل ناپذیر (dn−۱)! درجه ی حداکثر Kبا از جدایی پذیر توسیع هر روی f(X) چندجمله ای این که دیگر بیان به
هیچ ،(dn − ۱)! حداکثر درجه ی از h ∈ K[T ] تحویل ناپذیر چندجمله ای هر برای این که با است معادل باشد؛

که طوری به باشند نداشته وجود g۱, g۲, g۳ ∈ K[X, T ]

،j = ۱, ..., n و i = ۱,۲ برای degxj
(gi) < d و degT (gi) < (dn − ۱)! .۱

،j = ۱, ..., n برای degxj
(g۳) < d و degT (g۳) < ۲((dn − ۱)!) .۲

.f(X) = g۱(T,X)g۲(T,X) + g۳(T,X)h(T ) .۳

داشته جزئی مشتق یک حداقل f چندجمله ای این که با است معادل دوم، شرط دهیم نشان است کافی حال
جزئی مشتق صورت این در باشد. K̃[X] به متعلق چندجمله ای یک g که طوری به f = gp کنید فرض باشد.
برابر جزئی مشتق این است p میدان مشخصه ی چون و است p ضریب شامل متغیرها، از یک هر به نسبت f از
با است معادل نیست، K̃ روی چندجمله ای یک از توان امین p ،f که شرط این بنابراین بود. خواهد صفر با
برای حداقل یعنی است؛ صفر مخالف X۱, · · · , Xn متغیرهای از یکی به نسبت حداقل f جزئی مشتق این که

. ∂f
∂Xj
̸≡ ۰ داریم ۱ ≤ j ≤ n یک

درجه ی است لازم کنیم بیان اول مرتبه صورت به را فوق جملات بتوانیم ادامه در این که برای کنید توجه
K از متناهی توسیع یک در تجزیه این این که به توجه با طرفی از باشند. مشخص و محدود چندجمله ای ها
این برای بالا کران یک کردن تعیین جهت به صرفاً اول، شرط دو و هستند محدود درجات می گیرد، صورت

است. آنها کردن محدود و درجات

یک f » جمله ی باشد. چندجمله ای یک f =
d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

aijX
iY j ∈ SK(۲, d) کنید فرض .۲۱ .۳ .۴ قضیه

کنیم. بیان اول مرتبه صورت به Lring ∪ {aij} زبان در می توانیم را « است تحویل ناپذیر مطلقاً چندجمله ای

بنویسیم. اول مرتبه ی صورت به را ۲۰ .۳ .۴ قضیه ی در شده ذکر شروط است کافی اثبات.
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است. h =
(dn−۱)!−۱∑

i=۰
biT

i صورت به (dn − ۱)! حداکثر درجه ی از h ∈ K[T ] چندجمله ای یک .۱

degX(g۱), degY (g۱) < d و degT (g۱) < (dn−۱)! که طوری به g۱ ∈ K[X,Y, T ] چندجمله ای یک .۲

است. g۱ =
d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

(dn−۱)!−۱∑
k=۰

cijkX
iY jT k صورت به

.g۲ =
d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

(dn−۱)!−۱∑
k=۰

qijkX
iY jT k مشابه طور به .۳

و degT (g۳) < ۲((dn − ۱)!) که طوری به g۳ ∈ K[X,Y, T ] چندجمله ای یک .۴

است. g۳ =
d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

۲((dn−۱)!)−۱∑
K=۰

lijkX
iY jT k صورت به degX(g۳), degY (g۳) < d

است.
d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

iaijX
i−۱Y j صورت به X به نسبت f جزئی مشتق .۵

است.
d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

jaijX
iY j−۱ صورت به Y به نسبت f جزئی مشتق مشابه طور به .۶

واقع در Xd مانند عبارت هایی از منظور همچنین است. مشخص و مثبت طبیعی عدد یک d که کنید توجه
جمله ی بنابراین است. X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸

dبار

∀bi(¬(∃cijk, qijk, lijk(∀X,Y, T (
d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

aijX
iY j =

d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

(dn−۱)!−۱∑
k=۰

cijkX
iY jT k ·

d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

(dn−۱)!−۱∑
k=۰

qijkX
iY jT k +

d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

۲((dn−۱)!)−۱∑
K=۰

lijkX
iY jT k ·

(dn−۱)!−۱∑
i=۰

biT
i)))) ∧ (

d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

iaijX
i−۱Y j ̸= ۰ ∨

d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

jaijX
iY j−۱ ̸= ۰)

است. تحویل ناپذیر مطلقاً f =
d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

aijX
iY j چندجمله ای می کند بیان Lring ∪ {aij} زبان در

است. اول مرتبه ویژگی یک بودن جبری شبه بسته ی ویژگی .۲۲ .۳ .۴ قضیه

تحویل ناپذیر مطلقاً چندجمله ای هر اگروتنهااگر است جبری شبه بسته ی K میدان که دیدیم اثبات.
تحویل ناپذیر مطلقاً ۲۱ .۳ .۴ قضیه ی به بنا طرفی از باشد. داشته K در ریشه یک f(X,Y ) ∈ K[X,Y ]

نوشت اول مرتبه صورت به می توان را داشتن ریشه وضوح به همچنین است. اول مرتبه ویژگی یک بودن
نوشت. زیر صورت به حلقه ها زبان در می توان را جبری شبه بسته ی تعریف بنابراین
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K۲ در ریشه یک f(X,Y ) ∈ SK(۲, d) تحویل ناپذیر مطلقاً چندجمله ای هر که می کند بیان زیر جمله ی
دارد.

θd = ∀aij((∀bi(¬(∃cijk, qijk, lijk(∀X,Y, T (
d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

aijX
iY j =

d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

(dn−۱)!−۱∑
k=۰

cijkX
iY jT k ·

d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

(dn−۱)!−۱∑
k=۰

qijkX
iY jT k +

d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

۲((dn−۱)!)−۱∑
K=۰

lijkX
iY jT k ·

(dn−۱)!−۱∑
i=۰

biT
i)))) ∧

(
d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

iaijX
i−۱Y j ̸= ۰ ∨

d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

jaijX
iY j−۱ ̸= ۰))→ (∃X,Y

d−۱∑
i=۰

d−۱∑
j=۰

aijX
iY j = ۰))

حلقه ها زبان در θ۱, θ۲, . . . جملات صورت این در بنویسیم. d = ۱,۲, · · · هر برای را فوق جمله ی است کافی
باشند. برقرار θ۱, θ۲, . . . جملات اگر وتنها اگر است جبری شبه بسته ی K میدان که طوری به دارند وجود

باشد. وجودی بسته ی خود، منتظم توسیع هر در اگروتنهااگر است جبری شبه بسته ی K میدان .۲۳ .۳ .۴ قضیه

نشان باید باشد. K از منتظم توسیع یک F و جبری شبه بسته ی میدان یک K می کنیم فرض ابتدا اثبات.
آنگاه F |= ∃x φ(x, b) اگر هستند K از پارامترهایی b آن در که φ{X۱, · · · , Xn, b} فرمول هر برای دهیم

صورت به حلقه ها زبان در فرمول هر می دانیم .K |= ∃x φ(x, b)∨
i∈I

∧
j∈Ji

[fij(X, b) = ۰ ∧ gi(X, b) ̸= ۰]

عنصر دهیم نشان باید F |= ∃x
∨

i∈I
∧

j∈Ji [fij(x, b) = ۰∧gi(x, b) ̸= ۰] می کنیم فرض بنابراین است.
.K |=

∨
i∈I

∧
j∈Ji [fij(x

′, b) = ۰ ∧ gi(x′, b) ̸= ۰] که است موجود گونه ای به Kn به متعلق x′

توجه با است. K روی V شده تعریف واریته ی یک x ویژه سازی های همه  ی مجموعه ی ۴۸ .۲ .۴ لم به بنا
وارون پذیر

∏
i∈I gi(x) بنابراین .

∏
i∈I gi(x) ̸= ۰ بوضوح پس ،gi(x) ̸= ۰ داریم i ∈ I هر برای این که به

در گونه ای به را V ′ جبری مجموعه ی حال .y.
∏

i∈I gi(x) = ۱ که طوری به است موجود y ∈ Ω یعنی است؛
در .y ∈ K(x) داریم است

∏
i∈I gi(x) وارون y که آنجا از باشد. آن عمومی نقطه ی (x, y) که می گیریم نظر

بنابراین است. K از منتظم توسیع یک K(x) توسیع ۴۷ .۲ .۴ لم به بنا طرفی از .K(x, y) = K(x) نتیجه
K روی شده تعریف واریته ی یک V ′ واریته ی ۴۷ .۲ .۴ لم به بنا پس Kاست، از منتظم توسیع یک ,K(xنیز y)

بنا است K روی شده تعریف واریته ی یک V ′ و است جبری شبه بسته ی میدان یک K که آنجا از نهایتاً است.
که طوری به است موجود K در (x′, y′) یعنی دارد؛ ریشه یک K خود در V ′ جبری شبه بسته ی میدان تعریف به
است. (x, y) از سازی ویژه یک (x′, y′) می دانیم است V ′ عمومی نقطه (x, y) این که به توجه با .(x′, y′) ∈ V ′

هر برای بنابراین .
∏

i∈I gi(x
′) ̸= ۰ نتیجه در .y′

∏
i∈I gi(x

′) = ۱ پس ،y
∏

i∈I gi(x
′)−۱ = ۰ طرفی از

چندجمله ای هر برای است (x, y) از ویژه سازی یک (x′, y′) این که به توجه با طرفی از .gi(x′) ̸= ۰ داریم i ∈ I
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K؛ |=
∨

i∈I
∧

j∈Ji [fij(x
′, b) = ۰ ∧ gi(x′, b) ̸= ۰] نتیجه در .f(x′) = ۰ آنگاه f(x) = ۰ اگر داریم f

.K |= ∃x
∨

i∈I
∧

j∈Ji [fij(x, b) = ۰ ∧ gi(x, b) ̸= ۰] یعنی
نشان می خواهیم باشد. وجودی بسته ی منتظم توسیع هر در K می کنیم فرض عکس، جهت اثبات برای حال
K روی شده تعریف واریته ی هر دهیم نشان است کافی بنابراین است. جبری شبه بسته ی میدان یک K دهیم

دارد. ریشه یک K خود در
K[X] از ایده آل هر که می دانیم می گیریم. نظر در x عمومی نقطه با را K روی شده تعریف V واریته ی
.I(V ) = ⟨f۱, · · · , fn⟩ که طوری به دارند وجود f۱, · · · , fn چندجمله ای های پس است، شده تولید متناهیاٌ

.F |= ∃x
n∧

i=۱
fi(x) = ۰ یعنی .fi(x) = ۰ داریم i = ۱, · · · , n هر برای بنابراین

بسته ی F در K بنابراین است. منتطم توسیع یک K روی F = K(x) توسیع ۴۷ .۲ .۴ لم به بنا طرفی از

هر برای که طوری به است موجود a ∈ K عنصر یعنی K؛ |= ∃x
n∧

i=۱
fi(x) = ۰ نتیجه در است. وجودی

دیگر بیان به است. V واریته ی به متعلق a عنصر ۱۳ .۲ .۴ لم به بنا پس .fi(a) = ۰ داریم i = ۱, · · · , n
دارد. K در ریشه یک V واریته ی

فصل: خلاصه ی

An = {(x۱, ..., xn) | xi ∈ Ω} که گفتیم است. آن از جبری بسته ی توسیع یک Ω و میدان یک K کنید فرض
به را a توسط شده تولید جبری مجموعه ی ،a ⊆ K[X] = K[X۱, ..., Xn] دلخواه زیرمجموعه ی هر برای و
یک را X دلخواه مجموعه  ی که گفتیم و کردیم تعریف V (a) = {x ∈ An | ∀f ∈ a f(x) = ۰} صورت
زیرمجموعه ی هر برای .X = V (a) که طوری به باشد موجود a ⊆ K[X] هرگاه می نامیم جبری مجموعه  ی
K[X] حلقه ی در رادیکال ایده آل یک IK(A) = {f ∈ K[X] | ∀x ∈ A f(x) = ۰} مجموعه ی A ⊆ An

بسته ی مجموعه های ،An در جبری مجموعه های که دادیم نشان می نامیم. A به وابسته ایده آل را آن که است
می گوییم. بسته مجموعه ی آن ها به رو این از هستند زاریسکی توپولوژی

طوری به باشند موجود V۱, V۲ ̸= V بسته ی مجموعه ی دو هرگاه است تحویل پذیر V بسته ی مجموعه ی یک
است. تحویل ناپذیر بسته ی مجموعه ی یک واریته یک از منظور که گفتیم همچنین .V = V۱ ∪ V۲ که

K از توسیع هر در هرگاه است تحویل ناپذیر مطلقاً V می گوییم باشد. واریته K یک V کنید فرض
تعریف واریته ی یک V می گوییم باشد، تحویل ناپذیر مطلقاً واریته ی K یک V اگر بماند. باقی تحویل ناپذیر

.IK̃(V ) = K̃IK(V ) هرگاه است K روی  شده
داشته باشد. K در ریشه یک ،K روی شده تعریف واریته ی هر هرگاه است جبری شبه بسته ی K میدان
این در باشد، K روی شده تعریف واریته ی یک V و جبری شبه بسته ی میدان یک K میدان اگر که کردیم اثبات
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شبه بسته ی میدان برای معادل تعریف یک که دیدیم است. چگال V در V (K) و است نامتناهی K صورت
است: زیر صورت به جبری

f(X,Y ) ∈ K[X,Y ] تحویل ناپذیر مطلقاً چندجمله ای هر اگروتنهااگر است جبری شبه بسته ی K میدان
باشد. داشته K۲ در ریشه یک

است. اول مرتبه ویژگی یک بودن جبری شبه بسته ی ویژگی که کردیم اثبات تعریف این کمک به



۵ فصل

هنسلی ارزیاب حلقه های وجودی تعریف پذیری

مقدمه ۱ .۵

(K,O) اگر که می کنیم ثابت و می دهیم قرار بررسی مورد را هنسلی ارزیاب حلقه های تعریف پذیری فصل این در
با آن ارزیاب حلقه ی باشد، جبری شبه بسته ی  یا متناهی باقیمانده های میدان با هنسلی ارزیابی میدان یک
دو اگر که می کنیم اثبات ابتدا منظور بدین می گردد. تعریف حلقه ها زبان در پارامتر بدون و وجودی فرمول یک
کلاس های همه ی T و m ⊆ U که باشند گونه ای به حلقه ها، زبان در O ارزیاب حلقه ی از T و U زیرمجموعه ی
سپس بگیریم. نظر در O = U + T صورت به را O می توانیم آنگاه ،(۱ .۲ .۵ (تعریف قطع کند را باقیمانده
اولا که می کنیم معرفی گونه ای به را T و U باشد شبه بسته ی جبری یا متناهی باقیمانده ها میدان که حالتی برای
U تعریف پذیری از را O تعریف پذیری نهایت در باشند. داشته  را ما مطلوب ویژگی های ثانیاً باشند، تعریف پذیر

است. [۷] منبع یعنی پایان نامه، این اصلی مقاله ی محتوای فصل این مطالب واقع در می گیریم. نتیجه T و
ایده آل ،O ⊆ K ارزیاب حلقه ی با هنسلی ارزیابی میدان یک K که می کنیم فرض فصل این سرتاسر در
میدان در a کانونی تصویر a ∈ O هر برای است. F = O/m باقیمانده های میدان و m ⊆ O ماکزیمال
نمایش f̄ نماد با را F [X] در f ∈ O[X] چند جمله ای هر تصویر و ā = a+m ∈ F صورت به را باقیمانده ها
به F۰ باشد، متناهی F اگر بنابراین می کنیم. استفاده F اول میدان نمایش برای F۰ نماد از همچنین می دهیم.

است. Q میدان همان F۰ باشد نامتناهی F اگر و است Fp یک صورت
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O از تعریف پذیر زیرمجموعه ی دو ۲ .۵

ویژگی ها این ارزیابOدارای حلقه ی از U و T زیرمجموعه ی دو اگر که می کنیم بیان را ویژگی هایی بخش این در
.O = T + U داریم باشند

بنابراین می دهیم، نمایش T̄ نماد با را F در T ⊆ O مجموعه  ی یک تصویر فصل این سرتاسر در
.T̄ = {t̄ | t ∈ T}

هرگاه قطع می کند را باقیمانده کلاس های همه ی T مجموعه ی می گوییم ،T ⊆ O کنید فرض .۱ .۲ .۵ تعریف
.T̄ = F

قطع کند، را باقیمانده کلاس های همه ی T و m ⊆ U که باشند گونه ای به T, U ⊆ O کنید فرض .۲ .۲ .۵ لم
.O = T + U آنگاه

می گیریم. نظر در را t+ u ∈ T + U دلخواه عنصر منظور بدین .T + U ⊆ O که می دهیم نشان ابتدا اثبات.

.t+ u ∈ O داریم است حلقه یک O این که به توجه با بنابراین .t, u ∈ Oپس ،T, U ⊆ O داریم فرض به بنا
بنا می گیریم. نظر در را x ∈ O دلخواه عنصر .O ⊆ T + U که دهیم نشان باید حال .T + U ⊆ O نتیجه در
که طوری به است موجود T به متعلق t عنصر بنابراین می کند. قطع را باقیمانده کلاس های همه ی T فرض، به
در .x = t + a که طوری به است موجود m به متعلق a عنصر رو این از .x̄ = t + m دیگر بیان به ،t̄ = x̄

.O = T + U نهایت در و O ⊆ T +m ⊆ T + U بنابراین .m ⊆ U طرفی از O؛ ⊆ T +m نتیجه

ترتیب به T و U اگر صورت این در کنند. صدق ۲ .۲ .۵ لم شرایط در T, U ⊆ O کنید فرض .۳ .۲ .۵ نتیجه
می شود: تعریف زیر فرمول توسط سادگی به O آنگاه شوند، تعریف ψ و φ فرمول های توسط

η(x) ≡ (∃t, u)(x = t+ u ∧ φ(u) ∧ ψ(t)).

بدون و وجودی نیز η فرمول باشند؛ پارامتر بدون و وجودی ψ و φ فرمول های اگر که است واضح همچنین
بود. خواهد پارامتر

O و m بین تعریف پذیر مجموعه ی یک معرفی ۳ .۵

کنیم معرفی گونه ای به  را Uf ⊆ O زیرمجموعه ی یک f مطلوب چندجمله ای هر برای داریم قصد بخش این در
در که می گیریم نظر در گونه ای به را f ∈ O[X] چندجمله ای منظور بدین .m ⊆ Uf و باشد تعریف پذیر که
نداشته  ریشه F در f̄ باشد، تکین چند جمله ای یک f ∈ O[X] اگر که می کنیم اثبات باشد. نداشته ریشه K
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تعریف پذیر مجموعه ی برای آنگاه ،f ′(a) /∈ m که طوری به باشد موجود O به متعلق a عنصر یک و باشد
.m ⊆ Uf ⊆ O داریم Uf := { ۱

f(x)
− ۱

f(y)
| x, y ∈ K}

.f(x) ̸= ۰ داریم x ∈ K هر برای کنید فرض و بگیرید نظر در را f ∈ O[X] چندجمله ای .۱ .۳ .۵ تعریف
می کنیم: تعریف زیر صورت به را Uf مجموعه ی .f(K)−۱ = { ۱

f(x)
| x ∈ K} می دهیم قرار

Uf = f(K)−۱ − f(K)−۱ := { ۱
f(x)

− ۱
f(y)

| x, y ∈ K}.

می کنیم: تعریف a ∈ K هر برای همچنین

Uf,a = f(K)−۱ − f(a)−۱ := { ۱
f(x)

− ۱
f(a)
|x ∈ K}.

است. تعریف پذیر وجودی صورت به K میدان در Uf بگیرید، نظر در را f ∈ O[X] چندجمله ای .۲ .۳ .۵ لم
است. تعریف پذیر پارامتر بدون و وجودی صورت به Uf آنگاه ،f ∈ Z[X] اگر همچنین

در Uf دیگر بیان به می کند. تعریف K در را آن زیر، وجودی فرمول که است واضح Uf تعریف به بنا اثبات.
تعریف  پذیراست. وجودی صورت به K

φf (x) ≡ (∃y, z, y1, z1)(x = y1 − z1 ∧ y1f(y) = 1 ∧ z1f(z) = 1).

آنگاه f ∈ O[X] اگر بنابراین هستند. f چندجمله ای ضرایب واقع در فوق فرمول پارامتر های که است واضح
عنصر کمک به همگی Z حلقه ی عناصر که آنجا از اما است. پارامتر با وجودی فرمول یک شده، معرفی فرمول
این در و می شوند ایجاد ۱ ثابت توسط چندجمله ای این ضرایب آنگاه ،f ∈ Z[X] اگر می شوند ایجاد ۱ ثابت

بود. خواهد پارامتر بدون و وجودی فرمول یک φf (x) فرمول صورت

که (جمله ای آن اول جمله ی ضریب هرگاه می نامیم تکین را f ∈ O[X] چندجمله ای که می  کنیم یادآوری
صورت به چندجمله  ای یک f تکین چندجمله ای از منظور دیگر بیان به باشد. ۱ با برابر دارد) را درجه بالاترین

است. f(x) = xn + cn−۱x
n−۱ + . . .+ c۰

داریم صورت این در ندارد. ریشه F در f̄ و است تکین چند جمله ای یک f ∈ O[X] کنید فرض .۳ .۳ .۵ لم
.f(K)−۱ = { ۱

f(x)
| x ∈ K} ⊆ O

دهیم نشان باید دیگر بیان به . ۱
f(b)
∈ O دهیم نشان باید می گیریم؛ نظر در را b ∈ K دلخواه عنصر اثبات.

.v
(

۱
f(b)

)
= −v(f(b)) داریم v(۱) = ۰ و v

(
۱
f(b)

)
= v(۱)− v(f(b)) که آنجا از .v

(
۱
f(b)

)
≥ ۰

.v(f(b)) ≤ ۰ عبارتی به یا −v(f(b)) ≥ ۰ کنیم اثبات است کافی بنابراین
می دهد: رخ حالت دو b /∈ O یا b ∈ O این که به بسته پس ،b ∈ K می دانیم
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این که از است، حلقه یک O این که به توجه با .v(f(b)) = ۰ حالت این در که می کنیم اثبات :b ∈ O .۱
فرض به بنا طرفی از .f(b) ∈ O که می شود نتیجه است، O[X] متعلق چندجمله ای یک f و b ∈ O
بیان به .f(b) ̸= ۰ پس ،f̄(b̄) = f(b) همچنین .f̄(b̄) ̸= ۰ بنابراین ندارد. ریشه F در f̄ که می دانیم

.v(f(b)) = ۰ بنابراین .f(b) /∈ m دیگر

n درجه ی از f چندجمله ای می کنیم فرض .v(f(b)) < ۰ حالت این در که می کنیم اثبات : b /∈ O .۲
بنابراین .f(b) = bn + cn−۱b

n−۱ + . . .+ c۰ داریم است تکین f که آنجا از باشد.

v(f(b)) ≥ min{v(bn), v(cn−۱b
n−۱), · · · , v(c۰)}.

طرفی از

min{v(bn), v(cn−۱b
n−۱), · · · , v(c۰)} = min{v(bn), v(cn−۱) + (n− ۱)v(b), · · · , v(c۰)}

.v(f(b)) = v(bn) می کنیم ادعا .v(f(b)) ≥ min{v(bn), v(cn−۱)+(n−۱)v(b), · · · , v(c۰)}پس

دهیم: نشان است کافی ادعا این اثبات برای

v(bn) ̸= v(cn−۱b
n−۱), · · · , v(bn) ̸= v(c۰)

و
min{v(bn), v(cn−۱) + (n− ۱)v(b), ..., v(c۰)} = v(bn).

پس ،b /∈ O طرفی از .v(ci) ≥ ۰ بنابراین .ci ∈ O داریم i = ۱, . . . , n هر برای که کنید توجه
bn یعنی است؛ f در جمله بزرگترین bn و است تکین چندجمله ای یک f می دانیم همچنین .v(b) < ۰
.v(bn) � v(cib

i) داریم i < n هر برای رو این از است. ۱ با برابر دقیقاً آن ضریب و دارد را درجه بالاترین
با پس ،v(f(b)) = v(bn) = nv(b) بنابراین .( v(cibi) = v(ci) + iv(b) و v(bn) = nv(b) زیرا )

.v(f(b)) < ۰ داریم v(b) < ۰ این که به توجه

. ۱
f(b)

∈ O نتیجه در .v
(

۱
f(b)

)
≥ ۰ داریم K به متعلق b هر برای بنابراین

برای صورت این در ندارد. ریشه F در f̄ و است تکین چند جمله ای یک f ∈ O[X] کنید فرض .۴ .۳ .۵ نتیجه
.Uf,a ⊆ O داریم a ∈ K عنصر هر

داریم است K به متعلق a که آنجا از می گیریم. نظر در را Uf,a به متعلق ۱
f(x)

− ۱
f(a)

دلخواه عنصر اثبات.

این که از حال . ۱
f(x)

,
۱

f(a)
∈ O بنابراین .f(K)−۱ ⊆ O داریم ۳ .۳ .۵ لم به بنا طرفی از . ۱

f(a)
∈ f(K)−۱

. ۱
f(x)

− ۱
f(a)

∈ O که می شود نتیجه است، حلقه یک O



۹۱ O و m بین تعریف پذیر مجموعه ی یک معرفی .۳ .۵

a ∈ O عنصر هر برای ندارد. ریشه F در f̄ و است تکین چند جمله ای یک f ∈ O[X] کنید فرض .۵ .۳ .۵ لم
.m ⊆ Uf,a آنگاه f ′(a) /∈ m اگر

است کافی منظور بدین .b ∈ Uf,a که دهیم نشان می خواهیم می گیریم. نظر در را b ∈ m دلخواه عنصر اثبات.

.bf(d)− ۱ +
f(d)

f(a)
= ۰ یعنی b؛ = ۱

f(d)
− ۱
f(a)

که طوری به است موجود d ∈ K عنصر نشان دهیم

قرارمی دهیم منظور بدین دارد. ریشه K در bf(x)f(a) + f(x)− f(a) معادله  ی دهیم نشان باید دیگر بیان به
حلقه   ی این که از سپس .g(a) ∈ m و g′(a) /∈ m که می دهیم نشان .g(x) = bf(x)f(a) + f(x) − f(a)

دارد. ریشه K در g(x) می گیریم نتیجه است هنسلی O
.g′(a) = f ′(a)(bf(a) + ۱) بنابراین .g′(x) = bf ′(x)f(a) + f ′(x) = f ′(x)(bf(a) + ۱) داریم
O و f ∈ O[x] ،a ∈ O که کنید توجه ابتدا ادعا این اثبات منظور به .v(g′(a)) = ۰ که می کنیم ادعا
طرفی از .v(f ′(a)) = ۰ پس ،f ′(a) /∈ m فرض به توجه با اما .f ′(a) ∈ O بنابراین است. حلقه یک

.v(g′(a)) = v(bf(a) + ۱) رو این از .v(g′(a)) = v(f ′(a)) + v(bf(a) + ۱)
بنابراین .v(bf(a)) = v(b) + v(f(a)) و v(bf(a) + ۱) ≥ min{v(bf(a)), v(۱)} که کنید توجه
۳ .۳ .۵ لم اثبات (۱) بخش به بنا پس ،a ∈ O فرض طبق .v(g′(a)) ≥ min{v(b) + v(f(a)), v(۱)}
.v(b) + v(f(a)) = v(b) > ۰ بنابراین .v(b) > ۰ پس ،b ∈ m همچنین .v(f(a)) = ۰ داریم
نتیجه در .min{v(b), v(۱)} = v(۱) = ۰ و v(۱) ̸= v(b) رو این از .v(۱) = ۰ طرفی از

.g′(a) /∈ m بنابراین .v(g′(a)) = min{v(b), v(۱)} = v(۱) = ۰
.g(a) = bf(a)f(a) + f(a)− f(a) = bf(a)f(a) می دانیم .g(a) ∈ m دهیم نشان است کافی حال
(۱) بخش به توجه با پس ،a ∈ O فرض به بنا .v(g(a)) = v(bf(a)f(a)) = v(b) + ۲v(f(a)) بنابراین
در .v(g(a)) = v(b) > ۰ بنابراین .v(b) > ۰ پس ،b ∈ m طرفی از .v(f(a)) = ۰ داریم ۳ .۳ .۵ لم اثبات

.g(a) ∈ m نتیجه
است موجود ( d ∈ K کلی طور O(به به متعلق d عنصر که می شود Oنتیجه حلقه ی بودن هنسلی از بنابراین

.b = ۱
f(d)

− ۱
f(a)

که طوری به است Oموجود به متعلق d عنصر دیگر بیان به .g(d) = ۰ که طوری به

عنصر هر برای باشد، نداشته ریشه F در f̄ و باشد تکین چند جمله ای یک f ∈ O[X] اگر خلاصه طور به
آنکه علی رغم داد، خواهیم توضیح ادامه در که دلایلی به اما .m ⊆ Uf,a ⊆ O آنگاه f ′(a) /∈ m اگر a ∈ O
f ∈ O[X] چندجمله ای اگر که می کنیم اثبات زیر لم در نمی کنیم. استفاده آن از دارد را ما مطلوب شرایط Uf,a

.m ⊆ Uf ⊆ O آنگاه کنند، برآورده را قبل لم شرایط که باشند موجود گونه ای به a ∈ O عنصر یک و

a ∈ O عنصر و باشد نداشته  ریشه F در f̄ باشد، تکین چند جمله ای یک f ∈ O[X] کنید فرض .۶ .۳ .۵ لم
.m ⊆ Uf ⊆ O آنگاه f ′(a) /∈ m که طوری به داشته باشد وجود



۹۲ متناهی باقیمانده های میدان .۴ .۵

a, b ∈ K دلخواه عناصر منظور بدین .Uf = { ۱
f(x)
− ۱

f(y)
| x, y ∈ K} ⊆ O می دهیم نشان ابتدا اثبات.

F در f̄ و است تکین f چند جمله ای فرض به بنا .u = ۱
f(a)
− ۱

f(b)
∈ O نشان دهیم باید می گیریم. نظر در را

O چون و ۱
f(a)

, ۱
f(b)
∈ O پس ،f(K)−۱ = { ۱

f(x)
| x ∈ K} ⊆ O داریم ۳ .۳ .۵ لم از بنابراین ندارد، ریشه

.Uf ⊆ O نتیجه در .u = ۱
f(a)
− ۱

f(b)
∈ O داریم است حلقه یک

که می  شود نتیجه a ∈ O این که از .f ′(a) /∈ m که باشد گونه ای به O به متعلق a عنصر کنید فرض حال
طرفی از .Uf,a ⊆ Uf دیگر بیان به یا .f(K)−۱− ۱

f(a)
⊆ f(K)−۱− f(K)−۱ بنابراین . ۱

f(a)
∈ f(K)−۱

.m ⊆ Uf ⊆ O نتیجه در .m ⊆ Uf,a ⊆ Uf رو این از .m ⊆ Uf,a داریم ۵ .۳ .۵ لم به بنا

از و O = U + T آنگاه T̄ = F و m ⊆ U که باشند گونه ای به  U, T ⊆ O اگر که دیدیم اینجا تا
تکین چند جمله ای یک f ∈ O[X] اگر که دیدیم همچنین می شود. نتیجه O تعریف پذیری آن ها تعریف پذیری
برای آنگاه f ′(a) /∈ m که طوری به داشته باشد وجود a ∈ O عنصر و باشد نداشته  ریشه F در f̄ باشد،
نظر در با ادامه در بنابراین .m ⊆ Uf ⊆ O داریم Uf = f(K)−۱ − f(K)−۱ پذیر تعریف مجموعه ی
با f چندجمله ای کنیم اثبات بتوانیم آن تحت که می کنیم ایجاد را شرایطی مناسب، باقیمانده های میدان گرفتن

.T̄ = F که می کنیم معرفی گونه ای به را T ⊆ O همچنین دارد. وجود شده ذکر ویژگی های

متناهی باقیمانده های میدان ۴ .۵

چندجمله ای حالت این در که می دهیم نشان و است متناهی باقیمانده ها میدان که می کنیم فرض بخش این در
گونه ای به را T مجموعه ی سپس می کند. صدق ۶ .۳ .۵ لم شرایط در Uf که طوری به است موجود f ∈ O[X]

به O حلقه ی که می کنیم اثبات آخر در و داشته باشد را ۲ .۲ .۵ لم در شده ذکر ویژگی های که می کنیم تعریف
است. تعریف پذیر بدون پارامتر و وجودی صورت

f مناسب چندجمله ای وجود ۱ .۴ .۵

داریم: a۱, . . . , an ∈ Z هر و n طبیعی عدد هر برای .۱ .۴ .۵ مشاهده

n∏
i=۱

(x+ ai) = xn + an−۱x
n−۱ + an−۲x

n−۲ + · · ·+ a۱

.an−k =
∑
i=۱

ai۱ . . . aik یعنی تایی ها؛ k همه ی مجموع با است برابر an−k ضریب ،k < n هر برای آن در که

.a۱ =
∏n

i=۱ ai و an−۱ =
∑n

i=۱ ai بنابراین



۹۳ متناهی باقیمانده های میدان .۴ .۵

جدایی پذیر و تحویل ناپذیر تکین، چندجمله ای ،m مثبت صحیح عدد هر و p اول عدد هر برای .۲ .۴ .۵ لم
.f ′(۰) ̸= ۰ که طوری به دارد وجود m درجه ی از f ∈ Fp[X]

۱۴ .۴ .۱ نتیجه ی به توجه با بنابراین، است. گالوایی توسیع یک Fq/Fp توسیع .q = pm می کنیم فرض اثبات.
همچنین است. توسیع این برای نرمال پایه ی یک {α, αp, ..., αpm−۱} که طوری به است موجود α ∈ Fq عنصر
است. m درجه ی از α مینیمال چندجمله ای بوضوح ،m با است برابر Fq/Fp توسیع درجه ی این که به توجه با
ویژگی های همه ی چندجمله ای این که می کنیم ادعا باشد. α−۱ مینیمال چندجمله ای f ∈ Fp[X] کنید فرض حال

داراست. را مطلوب
است، متناهی Fp طرفی از است. نا پذیر تحویل و تکین چندجمله ای این مینیمال، چندجمله ای تعریف به بنا
بنابراین است. جدایی پذیر Fp در تحویل ناپذیر چندجمله ای هر رو این از است. تام ۴ .۵ .۱ قضیه ی به بنا پس

.f ′(۰) ̸= ۰ که کنیم اثبات است کافی است. نیز جدایی پذیر f چندجمله ای
بنابراین mاست. نیز f چندجمله ای درجه ی ۳ .۲ .۱ لم به بنا پس mاست، درجه ی از α مینیمال چندجمله ای

f(x) = a۰ + a۱x+ · · ·+ am−۱x
m−۱ + xm

و
f ′(x) = a۱ + · · ·+ (m− ۱)am−۱x

m−۲ +mxm−۱.

α−۱ مینیمال چندجمله ای f که آنجا از .a۱ ̸= ۰ کنیم اثبات است کافی پس ،f ′(۰) = a۱ بنابراین

چندجمله ای طرفین ضرب از .f(α−۱) = a۰ + a۱
۱
α
+ . . .+ am−۱(

۱
α
)m−۱ + (

۱
α
)m = ۰ داریم است

طرفین تقسیم با حال .αmf(α−۱) = a۰α
m + a۱α

m−۱ + . . .+ am−۱α + ۱ = ۰ داریم αm در فوق

بنابراین می رسیم. αmf(α−۱)

a۰
= αm + a۱

a۰
αm−۱ + . . .+

am−۱
a۰

α + ۱
a۰

= ۰ تکین چندجمله ای به a۰ بر

که است m درجه ی با تکین چندجمله ای یک g(x) = αmf(x)

a۰
= xm + a۱

a۰
xm−۱ + . . .+

am−۱
a۰

x+ ۱
a۰

است. α مینیمال چندجمله ای g(x) مینیمال، چندجمله ای بودن یکتا به توجه با که می شود، صفر α در
بنابراین است. {α, αp, ..., αpm−۱} صورت به g(x) چندجمله ای ریشه های نرمال، پایه  ی تعریف به بنا

داریم: ۱ .۴ .۵ مشاهده ی به بنا پس ،g(x) = (x− α)(x− αp)...(x− αpm−۱
)

.g(x) = xm + a۱
a۰
xm−۱ + ...+

am−۱
a۰

x+ ۱
a۰

= xm + xm−۱ ∑m−۱
i=۰ αpi + ...+

∏m−۱
i=۰ αpi

این که به توجه با طرفی از .a۱ =

∑m−۱
i=۰ αpi∏m−۱
i=۰ αpi

بنابراین . ۱
a۰

=
∏m−۱

i=۰ αpi و a۱
a۰

=
∑m−۱

i=۰ αpi رو این از

است. ناصفر
∑m−۱

i=۱ αpi جمله از آن، عناصر از خطی ترکیب هر است؛ نرمال پایه ی یک {α, αp, ..., αpm−۱}

.f ′(۰) ̸= ۰ نتیجه در .a۱ =

∑m−۱
i=۰ αpi∏m−۱
i=۰ αpi

̸= ۰ رو این از



۹۴ متناهی باقیمانده های میدان .۴ .۵

لم در شده ذکر ویژگی های که است موجود گونه ای به f ∈ F۰[X] چندجمله ای که می کنیم اثبات زیر، لم در
ندارد. ریشه F در آن بر علاوه و داراست را قبل

و ندارد ریشه F در که طوری به است موجود f ∈ F۰[X] چندجمله ای باشد، متناهی F اگر .۳ .۴ .۵ لم
.f ′(a) ̸= ۰ که دارد وجود گونه ای به a ∈ F عنصر همچنین است. تکین و جدایی  پذیر تحویل ناپذیر،

متناهی میدان یک F = Fq و q = pk می کنیم فرض می گیریم. کمک ۲ .۴ .۵ لم از لم، این اثبات برای اثبات.
f ∈ Fp[X] چندجمله ای m مثبت صحیح عدد هر برای ۲ .۴ .۵ لم به بنا پس ،F۰ = Fp صورت این در باشد.
است کافی بنابراین .f ′(۰) ̸= ۰ و است جدایی پذیر و تحویل ناپذیر تکین، که طوری به دارد وجود m درجه ی از
f ∈ F۰[X] چندجمله ای گفت می توان m مثبت صحیح عدد هر برای صورت این در بگیریم. نظر در ۰ را a
که است موجود گونه ای به a ∈ F عنصر و است جدایی پذیر و تحویل ناپذیر تکین، که دارد وجود m درجه ی از
ریشه F در f آنگاه نکند، عاد را [F : F۰] که بگیریم نظر در گونه ای به را m اگر که می کنیم ادعا .f ′(a) ̸= ۰

ندارد.
باشد موجود F به متعلق b عنصر خلف برهان به و نکند عاد را [F : F۰] که باشد گونه ای به m می کنیم فرض
تحویل ناپذیر چندجمله ای یک f چندجمله ای طرفی از .F۰(b) ⊆ F صورت این در .f(b) = ۰ که طوری به
است برابر F۰ میدان مشخصه ی و m با است برابر f درجه ی همچنین . است b مینیمال چندجمله ای پس است
داریم ۳ .۴ .۱ مشاهده ی به بنا پس ،|F | = pk طرفی از .|F۰(b)| = pm داریم ۵ .۲ .۱ لم طبق بنابراین .p با

ندارد. ریشه F در f نتیجه در است. تناقض در فرض با که m | k
ندارد. ریشه F = Fp در f می شود نتیجه f بودن تحویل ناپذیر از بوضوح .F = Fp اگر که کنید توجه
نیست. فوق روند به نیازی و می گیرد صورت سادگی به ندارد ریشه F در f این که بررسی حالت این در بنابراین

O حلقه ی  تعریف پذیری و T معرفی ۲ .۴ .۵

دهید قرار باشد. F = Fq باقیمانده های میدان با هنسلی، ارزیابی میدان یک K کنید فرض .۴ .۴ .۵ قضیه
.T̄ = F و T ⊆ O صورت این در .T := {x ∈ K | xq − x = ۰}

می کنیم اثبات ابتدا .T = {x ∈ K | g(x) = ۰} بنابراین .g(X) = Xq−X ∈ Z[X] می دهیم قرار اثبات.
حالت دو بنابراین ،xq − x = ۰ داریم می گیریم نظر در را T به متعلق x دلخواه عنصر منظور بدین .T ⊆ O

دهد: رخ است ممکن زیر

.x ∈ O بوضوح حالت این در :x = ۰ .۱



۹۵ متناهی باقیمانده های میدان .۴ .۵

.x ∈ O نتیجه در و v(x) = ۰ حالت این در که می دهیم نشان :x ̸= ۰ .۲

است، ارزیاب گروه یک Γ طرفی از .qv(x) = v(x) بنابراین .xq = x داریم xq − x = ۰ که آنجا از
می شود نتیجه qv(x) = v(x) این که از بنابراین است. تاب بدون نتیجه در و مرتب گروه یک پس

.x ∈ O پس v(x) = ۰

.ḡ′(x) = ۱̄qxq−۱ − ۱̄ و ḡ(x) = ۱̄Xq − ۱̄X که کنید توجه ابتدا .T̄ = F کنیم اثبات است کافی حال
نتیجه در .qxq−۱ = xq−۱ + ...+ xq−۱︸ ︷︷ ︸

بار q

= ۰ داریم ،q با است برابر F میدان مشخصه ی که آنجا از

که است واضح پس ،x̄q − x̄ = ۰ داریم x̄ ∈ F عنصر هر برای که می دانیم طرفی از .ḡ′ = −۱̄ ̸= ۰
عنصر که نتیجه می شود O حلقه ی بودن هنسلی از ḡ′ = −۱̄ ̸= ۰ و ḡ(x̄) = ۰ که آنجا از حال .ḡ(x̄) = ۰
است موجود a ∈ T عنصر ،x̄ ∈ F هر برای رو این از .ā = x̄ و g(a) = ۰ که طوری به است موجود a ∈ O

.T̄ = F بنابراین .a ∈ x̄ که طوری به
باشد. T = {۰} صورت به نمی تواند T مجموعه ی که است واضح T̄ = F چون که کنید توجه

اثبات کردیم بیان اینجا تا که مطالبی کمک به قضیه این در است. بخش این قضیه ی اصلی ترین زیر قضیه ی
تعریف پذیر پارامتر بدون و وجودی صورت به O ارزیاب حلقه ی باشد، متناهی باقیمانده ها میدان اگر که می کنیم

است.

باشد. F باقیمانده های میدان و O ارزیاب حلقه ی با هنسلی ارزیابی میدان یک K کنید فرض .۵ .۴ .۵ قضیه
دارد. وجود K میدان در O حلقه ی برای پارامتر بدون و وجودی تعریف یک باشد، متناهی F اگر

چندجمله ای و F = Fq می کنیم فرض است متناهی F میدان این که به توجه با اثبات.
صورت به را T و ψ(x) ≡ (g(x) = ۰) می دهیم قرار می گیریم. نظر در را g = Xq −X ∈ Z[X]

.T̄ = F و T ⊆ O داریم ۴ .۴ .۵ قضیه ی به بنا می کنیم. تعریف T = ψ(K) = {x ∈ K | g(x) = ۰}
تحویل ناپذیر، ندارد، ریشه F در که طوری به است موجود f ∈ Fp[X] چندجمله ای ۳ .۴ .۵ لم به بنا طرفی از
f ∈ Fp[X] می دانیم .f ′(a) ̸= ۰ که است موجود گونه ای به a ∈ F عنصر همچنین است. تکین و جدایی  پذیر
و f چندجمله ای برکشیدن با اصطلاحاً پس هستند، ã ∈ O و f̃ ∈ Z[X] یک کانونی تصویر ترتیب به a ∈ F و
.f̃ ′(ã) /∈ m که طوری به داریم را ã ∈ O عنصر و f̃ ∈ Z[X] پارامتر بدون و تکین چندجمله ای a ∈ F عنصر
تعریف ۲ .۳ .۵ لم در که φf̃ (x) ≡ (∃y, z, y۱, z۱)(x = y۱− z۱∧ y۱f̃(y) = ۱∧ z۱f̃(z) = ۱) فرمول حال
فرمول حال .m ⊆ Uf̃ ⊆ O داریم ۶ .۳ .۵ لم به بنا .Uf̃ := φf̃ (K) می  دهیم قرار و می گیریم نظر در را کردیم
نتیجه ی به بنا می گیریم نظر در را ηf̃ (x) ≡ (∃u, t)(x = u+ t ∧ φf̃ (u) ∧ ψf̃ (t)) پارامتر بدون و وجودی

است. تعریف پذیر پارامتر بدون و وجودی صورت به O یعنی η(K)؛ = O داریم ۳ .۲ .۵



۹۶ متناهی باقیمانده های میدان .۴ .۵

.۶ .۴ .۵ توجه

گونه ای به Uf مجموعه ی یافتن بخش این در ما اهداف از یکی شد گفته بحث ابتدای در که طور همان .۱
عنوان به را Uf,a اما .m ⊆ Uf,a ⊆ O که دیدیم ۵ .۳ .۵ لم و ۴ .۳ .۵ نتیجه ی در .m ⊆ Uf ⊆ O که بود
حذف بخش در دادیم. قرار استفاده مورد و تعریف را Uf مجموعه ی و نکردیم انتخاب مطلوب مجموعه ی
اثبات در دقت با است. مشهود Uf,a انتخاب عدم و Uf انتخاب علت ،۵ .۴ .۵ قضیه ی اثبات پارامتر
با سپس دارند. وجود ما مطلوب شرایط با a ∈ F و f ∈ F۰[X] چندجمله ای که دید خواهیم ۳ .۴ .۵ لم
صدق ۵ .۳ .۵ لم شرایط در که می رسیم ã ∈ O عنصر و f̃ ∈ Z[X] به a ∈ F و f ∈ F۰[X] برکشیدن
ã برکشیدن هنگام لزوماً و است O به متعلق ã می شود، نتیجه a ∈ F این که از کنید توجه اما می کنند.
بنابراین کنیم. تعریف پارامتر بدون نمی توانیم را Uf,a مجموعه ی صورت این در نمی گیرد. قرار Z داخل

است. نشده استفاده a از آن فرمول در که می کنیم استفاده Uf مجموعه ی از مشکل این رفع جهت به

«میدان در ما مطلوب ویژگی های با f چندجمله ای یک کردیم اثبات که است این دیگر توجه قابل نکته ی .۲
F۰ به متعلق f چندجمله ای ضرایب اگر که است این F۰ از f انتخاب دلیل مهم ترین دارد. وجود اول»
عنصر با ضرایب همه ی صورت این در می گیرند. قرار Z در f̃ چندجمله ای ضرایب برکشیدن، با باشند

می گردند. حذف پارامترها نتیجه در و می شوند تولید ۱ ثابت

متناهی باقیمانده های میدان  از خاص حالت یک ۳ .۴ .۵

متناهی F که زمانی کلی طور به دیدیم قبل بخش در .c(d) = (۲d − ۱)۴ می کنیم تعریف d ∈ N هر برای
حالت یک عنوان به زیربخش این در .m ⊆ Uf ⊆ O که است موجود گونه ای به f ∈ O[X] چندجمله ای باشد
نظر در با باشد. |F | > c(deg(f)) و متناهی F میدان می کنیم فرض متناهی، میدان باقیمانده های از خاص

.T̄ = F و T ⊆ O که می کنیم معرفی نحوی به را T مجموعه ی فوق شرط گرفتن

دلخواه عنصر هر برای باشد. مربع از خالی و ثابت غیر چند جمله ای یک f ∈ F [X] کنید فرض .۷ .۴ .۵ قضیه
است. تحویل ناپذیر مطلقاً f(X)f(Y )− c ∈ F [X,Y ] چند جمله ای ،c ∈ F

کنید. مراجعه [۱ −۱ گزاره ی ،۱۰] منبع به قضیه  این اثبات دیدن برای اثبات.

منحنی Γ و d درجه ی از تحویل ناپذیر مطلقاً چندجمله ای یک f(X,Y ) ∈ Fq[X,Y ] کنید فرض .۸ .۴ .۵ قضیه
است. ناتهی Γ(Fq) آنگاه  q > (d− ۱)۴ اگر صورت این در باشد. f(X,Y ) = ۰ توسط شده تعریف آفین
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کنید. مراجعه [۲ .۴ .۵ نتیجه ی ،۹] منبع به قضیه این اثبات دیدن برای اثبات.

مجموعه ی f(F )f(F ) نماد از منظور فصل این سرتاسر در بگیرید. نظر در را f ∈ F [X] چندجمله ای
است. {f(x)f(y) | x, y ∈ F}

با متناهی F اگر باشد. مربع از خالی و ثابت غیر چند جمله ای یک f ∈ F [X] کنید فرض .۹ .۴ .۵ لم
.F = f(F )f(F ) ∪ {۰} آنگاه باشد، |F | ≥ c(deg(f))

نظر در را a ∈ f(F )f(F ) ∪ {۰} دلخواه عنصر .f(F )f(F ) ∪ {۰} ⊂ F می کنیم اثبات ابتدا اثبات.
می دهد: رخ زیر حالت دو از یکی می گیریم.

.a ∈ F بنابراین است. ۰ شامل پس است میدان F این که به توجه با حالت این در :a = ۰ .۱

طرفی از .a = f(x)f(y) که طوری به هستند موجود x, y ∈ F حالت این در :a ∈ f(F )f(F ) .۲
رو این از .f(x)f(y) ∈ F نتیجه در و f(x), f(y) ∈ F بنابراین است. میدان یک F و f ∈ F [X]

.a ∈ F

منظور بدین ،F ⊆ f(F )f(F ) ∪ {۰} دهیم نشان است کافی حال .f(F )f(F ) ∪ {۰} ⊆ F بنابراین
.(c ∈ f(F )f(F ) ∪ {۰} آنگاه c = ۰ اگر که است (واضح می گیریم نظر در را ۰ ̸= c ∈ F دلخواه عنصر
طبق طرفی از است. تحویل ناپذیر مطلقاً f(X)f(Y ) − c ∈ F [X,Y ] چند جمله ای ۷ .۴ .۵ قضیه ی به بنا
بنابراین .d با است برابر f چندجمله ای درجه ی می کنیم فرض است. |F | > c(deg(f)) با متناهی F فرض
که طوری به دارند وجود x, y ∈ F عناصر ۸ .۴ .۵ قضیه ی به بنا پس ،q = |F | > (۲d− ۱)۴ > (d− ۱)۴

نتیجه در .c = f(x)f(y) ∈ f(F )f(F ) ∪ {۰} رو این از .f(x)f(y) = c یعنی f(x)f(y)؛ − c = ۰
.F ⊆ f(F )f(F ) ∪ {۰}

.f(x) ̸= ۰ داریم x ∈ K هر برای کنید فرض و بگیرید نظر در را f ∈ O[X] چندجمله ای .۱۰ .۴ .۵ تعریف
.Tf := f(K)−۱f(K)−۱ ∪ {۰} می کنیم تعریف

T تعریف پذیری اثبات به بعدی لم و دارد را ۲ .۲ .۵ لم در شده ذکر ویژگی های T که می کند بیان زیر لم
می پردازد.

F در و باشد مربع از خالی f̄ که کنید فرض بگیرید. نظر در را f ∈ O[X] تکین چندجمله ای .۱۱ .۴ .۵ لم
باشد، |F | > c(deg(f)) با متناهی F اگر فرض ها این بر علاوه .Tf ⊆ O صورت این در باشد. نداشته ریشه

.T̄f = F آنگاه
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رخ زیر حالت دو از یکی می گیریم نظر در را a ∈ Tf دلخواه عنصر .Tf ⊆ O که می کنیم اثبات ابتدا اثبات.
می دهد:

.a = ۰ ∈ O بنابراین است. ۰ عنصر شامل است حلقه O چون حالت این در :a = ۰ .۱

که طوری به دارند وجود ۱
f(y)

,
۱

f(x)
∈ f(K)−۱ عناصر حالت این در :a ∈ f(K)−۱f(K)−۱ .۲

پس ،f(K)−۱ ⊆ O که داریم ۳ .۳ .۵ لم از بنابراین ندارد. ریشه F در f̄ فرض به بنا .a =
۱

f(x)

۱
f(y)

.a ∈ O یعنی ؛ ۱
f(x)

۱
f(y)

∈ O داریم بنابراین است. حلقه یک O طرفی از . ۱
f(x)

,
۱

f(y)
∈ O

|F | > c(deg(f)) با متناهی میدان یک F می کنیم فرض حال .Tf = f(K)−۱f(K)−۱∪{۰} ⊆ O بنابراین
ā = a+m صورت به F عناصر .T̄ ⊆ F که می دهیم نشان کلی طور به ابتدا .T̄f = F می کنیم اثبات است.
همچنین است. O ماکزیمال ایده آل m و b ∈ Tf ،a ∈ O که طوری به b̄ = b + m صورت به T̄ عناصر و

.T̄f ⊆ F بنابراین Tf ⊆ O که دیدیم
پذیر وارون عناصر منظور بدین .F ⊆ T̄f = f(K)−۱f(K)−۱ ∪ {۰̄} که دهیم نشان است کافی حال
و وارون پذیر عناصر که می کنیم اثبات و می دهیم قرار بررسی مورد جداگانه صورت به را F وارون پذیر غیر  و
تمام می شود نتیجه است میدان F این که از .F ⊆ T̄f نتیجه در هستند. T̄f عضو همگی F وارون پذیر غیر
بنابراین است. ۰̄ شامل T̄f مجموعه ی طرفی از میدان، این صفر عنصر مگر هستند پذیر وارون آن عناصر
وارون پذیر غیر عناصر مجموعه F× کنید فرض حال است. T̄f عضو F وارون پذیر غیر عنصر تنها بوضوح
داریم ۹ .۴ .۵ لم به بنا پس است، |F | > c(deg(f)) با متناهی F طرفی از .F× ⊆ F بنابراین باشد. F
می کنیم ادعا .F× ⊆ (f̄(F )f̄(F ))−۱ داریم طرفین از گرفتن وارون با نتیجه در .F× ⊆ F = f̄(F )f̄(F )

که:

.(f̄(F )f̄(F ))−۱ ⊆ (f(O) · f(O))−۱ ⊆ f(K)−۱f(K)−۱ ⊆ T̄f

که می دانیم می گیریم. نظر در را f̄(x̄)f̄(ȳ) ∈ f̄(F )f̄(F ) دلخواه عنصر فوق ادعای اثبات منظور به
.f̄(F )f̄(F ) ⊆ f(O) · f(O) بنابراین .f(x) · f(y) ∈ f(O) · f(O) و f̄(x̄)f̄(ȳ) = f(x) · f(y)

از .f̄(x)f̄(y) ∈ f(O) · f(O) که می کنیم فرض حال .(f̄(F )f̄(F ))−۱ ⊆ (f(O) · f(O))−۱ نتیجه در
بنابراین .f̄(x)f̄(y) ∈ f(K) · f(K) داریم O ⊆ K که آنجا

(f̄(x)f̄(y))−1 = f̄(x)−1f̄(y)−1 ∈ (f(K).f(K))−1 = (f(K))−1.(f(K))−1 =

f(K)−1.f(K)−1 = f(K)−1f(K)−1.

.T̄f = F نتیجه در
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Tf = f(K)−۱f(K)−۱ ∪ {۰} ⊆ O مجموعه ی بگیرید. نظر در را f ∈ O[X] چندجمله ای .۱۲ .۴ .۵ لم
. است تعریف پذیر پارامتر بدون و وجودی صورت به Tf آنگاه f ∈ Z[X] اگر و است وجودی تعریف پذیر

کنیم: تعریف زیر وجودی فرمول با را آن می توانیم که است واضح Tf تعریف به توجه با اثبات.

ψf (x) ≡ (∃y, z, y1, z1)(x = 0 ∨ (x = y1z1 ∧ y1f(y) = 1 ∧ z1f(z) = 1)).

در دیگر بیان به است. f چندجمله ای ضرایب به مربوط فرمول این پارامتر های تمام که است واضح همچنین
کمک به همگی Z حلقه ی عناصر طرفی از باشد. پارامتر بدون f که بود خواهد پارامتر بدون فرمول این صورتی
می شوند ایجاد ۱ ثابت توسط f ضرایب همه ی آنگاه ،f ∈ Z[X] اگر رو این از می شوند. ایجاد ۱ ثابت عنصر
صورت به T حالت این در بنابراین بود. خواهد پارامتر بدون و وجودی فرمول یک ψf (x) فرمول نتیجه در و

است. تعریف پذیر پارامتر بدون و وجودی

که ηf (x) ≡ (∃u, t)(x = u+ t ∧ φf (u) ∧ ψf (t)) وجودی فرمول که می کنیم اثبات بعدی قضیه ی در
تعریف را O ارزیاب حلقه ی هستند؛ ۱۲ .۴ .۵ لم و ۲ .۳ .۵ لم در شده تعریف فرمول های ترتیب به ψf و φf آن در

می کند.

F در و باشد مربع از خالی f̄ که باشد گونه ای به f ∈ O[X] تکین چندجمله ای کنید فرض .۱۳ .۴ .۵ قضیه
که طوری به باشد داشته وجود a ∈ O عنصر اگر علاوه به .ηf (K) ⊆ O صورت این در باشد. نداشته ریشه

.ηf (K) = O آنگاه باشد، |F | > c(deg(f)) با متناهی F میدان و f ′(a) /∈ m

فرمول در که K میدان از عناصری مجموعه با است برابر Uf بنابراین .Uf = φf (K) می کنیم فرض اثبات.
می کنند: صدق زیر

φf (x) ≡ (∃y, z, y۱, z۱)(x = y۱ − z۱ ∧ y۱f(y) = ۱ ∧ z۱f(z) = ۱).

در T = ψf (K) صورت به را T مجموعه ی حال .Uf ⊆ O داریم ۶ .۳ .۵ لم به بنا
فرمول در که K میدان از عناصری مجموعه با است برابر T صورت این در می گیریم. نظر
بنا پس می کنند، صدق ψf (x) ≡ (∃y, z, y۱, z۱)(x = ۰ ∨ (x = y۱z۱ ∧ y۱f(y) = ۱ ∧ z۱f(z) = ۱))
.ηf (K) = Tf + Uf ⊆ O که است واضح O بودن حلقه به توجه با نتیجه در .Tf ⊆ O داریم ۱۱ .۴ .۵ لم به

طرفی از .m ⊆ Uf داریم ۶ .۳ .۵ لم از بنابراین f ′(a) /∈ m که باشد گونه ای به a ∈ O می کنیم فرض حال
شرایط در Tf و Uf نتیجه در .T̄f = F که داریم ۱۱ .۴ .۵ لم از بنابراین است. |F | > c(deg(f)) با متناهی F

.ηf (K) = O داریم لم این به توجه با پس می کنند، صدق ۲ .۲ .۵ لم
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چندجمله ای باشد، تام K اگر که دیدیم ۷ .۵ .۱ قضیه ی در بگیرید. نظر در را K دلخواه میدان .۱۴ .۴ .۵ توجه
مفاهیم باشد، تام K اگر دیگر بیان به باشد. مربع از خالی اگروتنهااگر است جدایی پذیر f(x) ∈ K[X]

چندجمله ای است، تام اول میدان این که به توجه با بنابراین معادلند. بودن مربع از خالی و جدایی پذیری
شرایط و است مربع از خالی چندجمله ای یک واقع در کردیم اثبات ۳ .۴ .۵ لم در را آن وجود که f جدایی پذیر

نداریم. بخش این برای جدید f یافتن به نیازی نتیجه در دارد. را ما مطلوب

است. F باقیمانده های میدان و O ارزیاب باحلقه ی هنسلی ارزیابی میدان یک K کنید فرض .۱۵ .۴ .۵ نتیجه
K میدان در O حلقه ی برای پارامتر بدون وجودی تعریف یک باشد، |F | > c(deg(f)) با متناهی F اگر

دارد. وجود

ندارد، ریشه F در چندجمله ای این بگیرید. نظر در را ۳ .۴ .۵ لم به مربوط f ∈ F۰[X] چند جمله ای اثبات.
چندجمله ای این که از بنابراین است. تام F۰[X] داریم ۵ .۵ .۱ قضیه ی از است. جدایی پذیر و تحویل ناپذیر تکین،
که گونه ای به دارد وجود a ∈ F عنصر همچنین است. نیز مربع از خالی که می شود نتیجه است، جدایی پذیر f

از کشیدن بر یک ã ∈ O و باشد f از تکین ۱ کشیدن بر یک f̃ ∈ Z[X] که کنید فرض حال .f ′(a) ̸= ۰
توسط O حلقه ی بنابراین .ηf̃ (K) = O داریم ۱۳ .۴ .۵ قضیه ی به بنا و f̃ ′(ã) /∈ m صورت این در باشد. a

پارامتر بدون و وجودی فرمول

ηf̃ ≡ (∃u, t)(x = u+ t ∧ φf̃ ∧ ψf̃ )

می گردد. تعریف

است. یکنواخت تعریف یک تعریف، این دیگر بیان به نیست. وابسته q به فوق تعریف که است ذکر به لازم
کرد. خواهیم ارائه کلی حالت برای یکنواخت تعریف یک تعریف این کمک به فصل این پایان در

میدان برای خاص حالت یک گرفتن نظر در با زیربخش این در شد، گفته که طور همان .۱۶ .۴ .۵ توجه
بیان تعریف با متفاوت وجودی، تعریف یک (|F | > c(deg(f)) با متناهی باقیمانده های (میدان باقیمانده ها
تعریف این تفاوت کنید). مراجعه ۱۵ .۴ .۵ نتیجه ی (به کردیم ارائه ارزیاب حلقه ی برای قبلی زیربخش در شده
فرمول که  می شود باعث Tf در تفاوت این است. Tf معرفی نحوه ی در ۵ .۴ .۵ قضیه ی در شده ارائه تعریف با
این در استفاده مورد Tf که است ذکر به لازم همچنین شود. نوشته متفاوت شکل دو به ηf فرمول نتیجه در و ψf

می شود معرفی ۱۵ .۴ .۵ نتیجه ی در که فرمولی بنابراین می شود. ساخته Uf سازنده ی چندجمله ای همان با بخش
است. وابسته f چندجمله ای یک به فقط

1lift



۱۰۱ جبری شبه بسته  ی باقیمانده های میدان .۵ .۵

جبری شبه بسته  ی باقیمانده های میدان ۵ .۵

حالت این در که می دهیم نشان ابتدا می گیریم. نظر در جبری بسته ی شبه را باقیمانده ها میدان بخش این در
صدق ۶ .۳ .۵ لم شرایط در Uf = f(K)−۱ − f(K)−۱ که طوری به است موجود f ∈ O[X] چندجمله ای نیز
۲ .۲ .۵ لم در شده ذکر ویژگی های و باشد تعریف پذیر که می کنیم معرفی گونه ای به را T مجموعه ی سپس می کند.
که است F با F۰ جبری بستار اشتراک ،F روی F۰ جبری بستار از منظور فصل این ادامه ی در باشد. داشته  را

می دهیم. نمایش Falg نماد با را آن

O حلقه ی تعریف پذیری و T معرفی ۱ .۵ .۵

تحویل ناپذیر مطلقاً چندجمله ای هر برای اگروتنهااگر است جبری شبه بسته ی K میدان که دیدیم گذشته فصل در
.f(a, b) = ۰ که طوری به باشد موجود (a, b) ∈ K۲ عنصر f ∈ K[X,Y ]

متناهی میدان یک F و مربع از خالی و ثابت غیر چند جمله ای یک f ∈ F [X] اگر که دیدیم ۹ .۴ .۵ لم در
یک F که حالتی برای را لم این مشابه زیر لم در .F = f(F )f(F ) ∪ {۰} آنگاه باشد |F | ≥ c(deg(f)) با

کرده ایم. بیان باشد جبری شبه بسته ی میدان

جبری شبه بسته ی F اگر باشد. مربع از خالی و ثابت غیر چند جمله ای یک f ∈ F [X] کنید فرض .۱ .۵ .۵ لم
.F = f(F )f(F ) ∪ {۰} آنگاه باشد

آن تکرار از بنابراین است. ۹ .۴ .۵ اثبات مشابه کاملا f(F )f(F ) ∪ {۰} ⊂ F این که اثبات اثبات.
۰ ̸= c ∈ F دلخواه عنصر منظور بدین .F ⊆ f(F )f(F ) ∪ {۰} دهیم نشان است کافی می پرهیزیم.
۷ .۴ .۵ قضیه ی به بنا .(c ∈ f(F )f(F ) ∪ {۰} آنگاه c = ۰ اگر که است (واضح می گیریم نظر در را
شبه بسته ی F میدان این که از بنابراین است. تحویل ناپذیر مطلقاً f(X)f(Y )− c ∈ F [X,Y ] چند جمله ای
معادل طور به یا f(x)f(y) − c = ۰ که طوری به دارند وجود x, y ∈ F عناصر می شود نتیجه است جبری
نتیجه در .c ∈ f(F )f(F ) ∪ {۰} داریم پس ،f(x)f(y) ∈ f(F )f(F ) ∪ {۰} طرفی از .c = f(x)f(y)

.F = f(F )f(F ) ∪ {۰} باشد جبری شبه بسته ی F اگر یعنی .F ⊆ f(F )f(F ) ∪ {۰}

بخش این در .f(x) ̸= ۰ داریم x ∈ K هر برای کنید فرض و بگیرید نظر در را f ∈ O[X] چندجمله ای
می گیریم. نظر در کردیم تعریف قبلی بخش در که Tf = f(K)−۱f(K)−۱ ∪ {۰} مجموعه ی همان را Tf
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در و باشد مربع از خالی f̄ که کنید فرض و بگیرید نظر در را f ∈ O[X] تکین چندجمله ای .۲ .۵ .۵ نتیجه
آنگاه باشد، جبری شبه بسته ی F فرض ها این بر علاوه اگر .Tf ⊆ O صورت این در باشد، نداشته ریشه F

.T̄f = F

جبری شبه بسته ی F چون اثبات این در که تفاوت این با است ۱۱ .۴ .۵ لم اثبات مشابه کاملا اثبات اثبات.
می گیریم. کمک ۱ .۵ .۵ لم از ۹ .۴ .۵ لم جای به است

Tf که دیدیم ۱۲ .۴ .۵ لم در همچنین داراست. را ۲ .۲ .۵ لم در شده ذکر ویژگی های Tf که دیدیم جا این تا
باقیمانده ها میدان که حالتی برای را O ارزیاب حلقه  ی تعریف پذیری داریم قصد ادامه در است. تعریف پذیر

کنیم. بررسی است جبری شبه بسته ی

f مناسب چندجمله ای وجود ۲ .۵ .۵

تکین چندجمله ی است جبری شبه بسته ی باقیمانده ها میدان که حالتی برای می دهیم نشان زیربخش این در
که طوری به است موجود a ∈ O عنصر و ندارد ریشه F در f̄ که طوری به است موجود f ∈ O[X]

.f ′(a) /∈ m

آنگاه باشد جدایی پذیر چندجمله ای یک f(X) ∈ K[X] اگر بگیرید. نظر در را K دلخواه میدان .۳ .۵ .۵ لم
.f ′ ̸≡ ۰

یک درجه ی عوامل به K جبری بستار در f صورت این در باشد. جدایی پذیر f چندجمله ای کنید فرض اثبات.
نتیجه در و f(x) = (x − a۱)(x + a۲) . . . (x − an) داریم کلیت از کاستن بدون بنابراین می شود. تجزیه
برهان به .f ′ = (x + a۲) . . . (x − an) + (x − a۱)(x − a۳) . . . (x − n) + (x − a۱) . . . (x + an−۱)

دهد: رخ است ممکن زیر حالت دو .f ′ = ۰ کنید فرض خلف

یعنی برابرند هم با جملات تک تک حالت این در هستند: صفر مساوی f ′ عوامل همه ی .۱

(x+ a۲)(x− a۳) · · · (x− an) = (x− a۱)(x− a۳) · · · (x− an)

(x− a۱)(x− a۳) · · · (x− an) = (x− a۱)(x+ a۲)(x+ a۴) · · · (x− an)

· · ·

(x− a۱) · · · (x− an−۲)(x− an) = (x− a۱)(x+ a۲) · · · (x+ an−۱)

.f = (x− a۱)
n نتیجه در و (x− a۱) = (x+ a۲) = (x− a۳) = . . . = (x− an) بنابراین
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صفرند: با برابر عوامل بعضی و دارند قرینه علامت عوامل از بعضی .۲

دهد: رخ زیر حالت می کنیم فرض کلیت از کاستن بدون کلی بررسی یک ارائه ی منظور به

(x+ a۲)(x− a۳) · · · (x− an) = (x− a۱)(x− a۳) · · · (x− an) = ۰

(x− a۱)(x− a۳) · · · (x− an) = −(x− a۱)(x+ a۲)(x+ a۴) · · · (x− an)

...

(x− a۱)...(x− an−۲)(x− an) = −(x− a۱)(x+ a۲)...(x+ an−۱)

بنابراین

(x+ a۲) = (x− a۱)⇒ a۲ = −a۱ ⇒ (x+ a۲).(x− a۱) = (x+ a۲)
۲

(x− a۳) = −(x+ a۲)⇒ (x− a۳)(x+ a۲) = −(x+ a۲)
۲

...

(x− an) = −(x+ an−۱)⇒ (x+ an−۱)(x− an) = −(x+ an−۱)
۲

f بودن جدایی پذیر با که است یک از بیشتر درجات با عوامل شامل ،f چندجمله ای تجزیه ی صورت هر در پس
است. تناقض در

جدایی پذیر و تحویل ناپذیر تکین، چندجمله ای نباشد، جبری بسته ی Falg و باشد نامتناهی F اگر .۴ .۵ .۵ لم
.f ′(a) ̸= ۰ و ندارد ریشه F در f که گونه ای به دارند وجود a ∈ F عنصر و f ∈ F۰[X]

وجود f ∈ F۰[X] تحویل ناپذیر و تکین چندجمله ای که می شود نتیجه نیست جبری بسته ی Falg این که از اثبات.
چندجمله ای هر و است F با F۰ جبری بستار اشتراک صورت به Falg طرفی از ندارد. ریشه Falg در که دارد
در f که می شود نتیجه ندارد ریشه Falg در f این که از بنابراین دارد. ریشه F۰ جبری بستار در f(x) ∈ F۰[X]

تحویل ناپذیر چندجمله ای هر بنابراین است. کامل میدان یک F۰ که داریم ۵ .۵ .۱ نتیجه ی به بنا ندارد. ریشه F
داریم ۳ .۵ .۵ لم به بنا پس است، نیز جدایی پذیر f تحویل ناپذیرِ چندجمله ای رو این از است. جدایی پذیر F۰ در
این از دارد. ریشه تا متناهی حداکثر هرچندجمله ای طرفی از نیست. صفر ثابت چندجمله ای f ′ یعنی f؛ ′ ̸= ۰
به است موجود a ∈ F عنصر است؛ نامتناهی F این که به توجه با و دارد ریشه تا متناهی حداکثر F در f ′ رو

.f ′(a) ̸= ۰ که طوری
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که ηf (x) ≡ (∃u, t)(x = u+ t ∧ φf (u) ∧ ψf (t)) وجودی فرمول که می کنیم اثبات بعدی قضیه ی در
تعریف را O ارزیاب حلقه ی هستند؛ ۱۲ .۴ .۵ لم و ۲ .۳ .۵ لم در شده تعریف فرمول های ترتیب به ψf و φf آن در

می کند.

F در و باشد مربع از خالی f̄ که باشد گونه ای به f ∈ O[X] تکین چندجمله ای کنید فرض .۵ .۵ .۵ قضیه
که طوری به باشد داشته وجود a ∈ O عنصر اگر علاوه به .ηf (K) ⊆ O صورت این در باشد. نداشته ریشه

.ηf (K) = O آنگاه باشد شبه بسته ی جبری F میدان و f ′(a) /∈ m

فرمول در که می گیریم نظر در K میدان از عناصری مجموعه را Uf مجموعه ی اثبات.

φf (x) ≡ (∃y, z, y۱, z۱)(x = y۱ − z۱ ∧ y۱f(y) = ۱ ∧ z۱f(z) = ۱)

فرمول در که می گیریم نظر در K میدان از عناصری مجموعه را T مجموعه ی و می کنند صدق

ψf (x) ≡ (∃y, z, y۱, z۱)(x = ۰ ∨ (x = y۱z۱ ∧ y۱f(y) = ۱ ∧ z۱f(z) = ۱))

مجدد تکرار از بنابراین است. ۱۳ .۴ .۵ قضیه ی اثبات مشابه کاملا ηf (K) ⊆ O این که اثبات می کنند. صدق
از .ηf (K) = O می دهیم نشان .f ′(a) /∈ m که باشد گونه ای به a ∈ O می کنیم فرض می کنیم. خودداری آن
.T̄f = F که داریم ۲ .۵ .۵ نتیجه ی از بنابراین است. جبری شبه بسته ی F طرفی از .m ⊆ Uf داریم ۶ .۳ .۵ لم

.ηf (K) = O رو این از می کنند. صدق ۲ .۲ .۵ لم شرایط در Tf و Uf نتیجه در

باقیمانده ها میدان اگر که می کنیم اثبات قضیه این در می رسیم. است بخش این قضیه ی اصلی ترین به پایان در
است. تعریف پذیر پارامتر بدون و وجودی صورت به O ارزیاب حلقه ی باشد جبری شبه بسته ی

است. F باقیمانده های میدان و O ارزیاب باحلقه ی هنسلی ارزیابی میدان یک K کنید فرض .۶ .۵ .۵ قضیه
O حلقه ی برای پارامتر بدون وجودی تعریف یک نباشد، جبری بسته ی Falg و باشد جبری شبه بسته ی F اگر

دارد. وجود K میدان در

ندارد، ریشه F در چندجمله ای این می گیریم. نظر در را ۴ .۵ .۵ لم به مربوط f ∈ F۰[X] چند جمله ای اثبات.
از خالی f بنابراین است. تام F۰ میدان ۵ .۵ .۱ نتیجه ی به بنا طرفی از است. جدایی پذیر و تحویل ناپذیر تکین،
f̃ ∈ Z[X] که می کنیم فرض حال .f ′(a) ̸= ۰ که گونه ای به دارد وجود a ∈ F عنصر همچنین هست. نیز مربع
قضیه ی به بنا نتیجه در .f̃ ′(a) /∈ m بنابراین باشد. a از کشیدن بر یک ã ∈ O و f از تکین کشیدن بر یک

پارامتر بدون و وجودی فرمول توسط O دیگر بیان به .ηf (K) = O داریم ۵ .۵ .۵

ηf̃ ≡ (∃u, t)(x = u+ t ∧ φf̃ ∧ ψf̃ )

می گردد. تعریف
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یکنواخت تعریف ۶ .۵

باشد. F = Fq باقیمانده های میدان و O ارزیاب حلقه ی با هنسلی ارزیابی میدان یک K اگر که دیدیم
که طوری به ηf ≡ (∃u, t)(x = u + t ∧ φf ∧ ψf ) پارامتر بدون و وجودی فرمول توسط O حلقه ی
ψf (x) ≡ (xq − x = ۰) و φf (x) ≡ (∃y, z, y۱, z۱)(x = y۱ − z۱ ∧ y۱f(y) = ۱ ∧ z۱f(z) = ۱)
نیست. یکنواخت و است وابسته q به فرمول این که است واضح اما است. تعریف پذیر K میدان در
گرفتن نظر در با |F | > c(deg(f)) که زمانی خاص طور به که دیدیم ۱۵ .۴ .۵ نتیجه ی در همچنین
فرمول Oتوسط حلقه ی .ψf (x) ≡ (∃y, z, y۱, z۱)(x = ۰ ∨ (x = y۱z۱ ∧ y۱f(y) = ۱ ∧ z۱f(z) = ۱))
برای q از مستقل تعریف یک بخش این در است؛ تعریف پذیر یکنواخت صورت به ηf پارامتر بدون و وجودی

می کنیم. ارائه K میدان در O ارزیاب حلقه ی تعریف

است موجود φ پارامتر بدون و وجودی فرمول بگیرید. نظر در را m صحیح عدد و p اول عدد .۱ .۶ .۵ قضیه
که F = Fpn باقیمانده  ی میدان و O ارزیاب حلقه ی با K ارزیابی میدان هر برای φ(K) = O که طوری به

.m - n

درجه ی با f تحویل ناپذیر چندجمله ای یک ۲ .۴ .۵ لم به بنا .m - n که طوری به F = Fpn می کنیم فرض اثبات.
a ∈ F عنصر و ندارد ریشه F در f داریم ۳ .۴ .۵ لم از m - n این که به توجه با است. موجود Fp به متعلق m
برکشیدن از ã ∈ O عنصر و f̃ ∈ Z[X] چندجمله ای می کنیم فرض حال .f ′(a) ̸= ۰ که طوری به است موجود
pn > (۲m−۱)۴ اگر و ηf̃ (K) ⊆ O داریم کلی طور به ۱۳ .۴ .۵ قضیه ی به بنا باشند. شده ایجاد a ∈ F و f

می دهیم: قرار m - k که k طبیعی عدد هر برای حال .ηf̃ (K) = O آنگاه

ψk(x) ≡ xp
k − x = ۰

و
ηk ≡ (∃u, t)(x = u+ t ∧ φf̃ ∧ ψk)

.ηk(K) = O آنگاه n = k اگر و ηk(K) ⊆ O داریم ۴ .۴ .۵ قضیه ی طبق بنابراین
پارامتر بدون و وجودی فرمول می گیریم. نظر در را M = {k ∈ N : m - k, pk ≤ c(m)} مجموعه ی

ψ(x) ≡ ηf̃ (x) ∨
∨
k∈M

ηk(x).

نیست. وابسته q به و می کند تعریف را m - n که طوری به F = Fpn با K میدان هر ارزیاب حلقه ی



۱۰۶ یکنواخت تعریف .۶ .۵

فصل: خلاصه ی

فصل این در باشد. F باقیمانده های میدان و O ارزیاب باحلقه ی هنسلی ارزیابی میدان یک K کنید فرض
زبان در K ارزیابی میدان در O ارزیاب حلقه ی آنگاه باشد جبری شبه بسته ی یا متناهی F اگر که کردیم اثبات
کردیم: عمل زیر صورت به قضیه این اثبات برای است. تعریف پذیر پارامتر بدون و وجودی صورت به حلقه ها
ویژگی  دو این دارای O ارزیاب حلقه ی از T و U زیرمجموعه ی دو اگر که کردیم اثبات فصل این اول بخش در
را Uf مجموعه ی سپس .O = U + T آنگاه قطع کند، را باقیمانده کلاس های همه ی T و m ⊆ U که باشند
داریم x ∈ K هر برای و f ∈ O[X] آن در که کردیم تعریف ،Uf = { ۱

f(x)
− ۱

f(y)
|x, y ∈ K} صورت به

ریشه F در f̄ باشد، تکین f ∈ O[X] چندجمله ای هرگاه m ⊆ Uf ⊆ O که دادیم نشان همچنین .f(x) ̸= ۰
.f ′(a) /∈ m که طوری به داشته باشد وجود a ∈ O عنصر و باشد نداشته 

با f چندجمله ای وجود ابتدا فرض این کمک به و است متناهی باقیمانده ها میدان کردیم فرض دوم بخش در
کردیم معرفی گونه ای به را O ارزیاب حلقه ی از T زیرمجموعه ی یک سپس کردیم. اثبات را شده بیان ویژگی های
باشد، متناهی F باقیمانده ها میدان اگر که دادیم نشان ابتدا واقع در قطع کند. را باقیمانده کلاس های همه ی که
است. تکین و جدایی  پذیر تحویل ناپذیر، و ندارد ریشه F در که طوری به است موجود f ∈ F۰[X] چندجمله ای
مجموعه ی F = Fq اگر که کردیم اثبات سپس .f ′(a) ̸= ۰ که دارد وجود گونه ای به a ∈ F عنصر همچنین
این پایان در .T̄ = F و است O ارزیاب حلقه ی از زیرمجموعه ای T := {x ∈ K : xq−x = ۰} تعریف پذیر
و وجودی فرمول یک توسط O ارزیاب حلقه ی است، متناهی باقیمانده ها میدان که حالتی برای که دیدیم بخش
ارزیابی میدان یک K کنید فرض می رسد: اثبات به زیر قضیه ی و می گردد تعریف K میدان در پارامتر بدون
بدون و وجودی تعریف یک باشد، متناهی F اگر باشد. F باقیمانده های میدان و O ارزیاب باحلقه ی هنسلی

دارد. وجود K میدان در O حلقه ی برای پارامتر
واقع در کردیم. اثبات متناهی باقیماندها ی میدان از خاص حالت یک برای را فوق قضیه ی سوم بخش در
دادیم نشان و گرفتیم نظر در را کردیم اثبات قبل بخش در را آن وجود که f ∈ F۰[X] چندجمله ای بخش این در
کلاس های همه ی O از Tf := f(K)−۱f(K)−۱ ∪ {۰} زیرمجموعه ی |F | > (۲(deg(f)) − ۱)۴ اگر که

می کند. قطع را باقیمانده
جبری بسته ی Falg و باشد نامتناهی میدان یک F اگر که دادیم نشان کلی طور به ابتدا چهارم بخش در
f که گونه ای به دارند وجود a ∈ F عنصر و f ∈ F۰[X] جدایی پذیر و تحویل ناپذیر تکین، چندجمله ای نباشد.
که گرفتیم نتیجه هستند نامتناهی جبری شبه بسته ی میدان های این که از سپس .f ′(a) ̸= ۰ و ندارد ریشه F در
فوق ویژگی های با f چندجمله ای یک نباشد، جبری بسته ی Falg و باشد جبری شبه بسته ی میدان یک F اگر
حلقه ی از زیرمجموعه ای Tf = f(K)−۱f(K)−۱ ∪ {۰} مجموعه ی که دادیم نشان نهایت در است. موجود
نداشته ریشه F در و باشد مربع از خالی f̄ و تکین f ∈ O[X] چندجمله ای هرگاه T̄f = F و است O ارزیاب



O ارزیاب حلقه ی است، جبری شبه بسته ی باقیمانده ها میدان که حالتی برای که دیدیم بخش این پایان در باشد.
می رسد: اثبات به زیر قضیه ی و می گردد تعریف K میدان در پارامتر بدون و وجودی فرمول یک توسط

F اگر باشد. F باقیمانده های میدان و O ارزیاب حلقه ی با هنسلی ارزیابی میدان یک K کنید فرض
دارد. وجود K میدان در O حلقه ی برای پارامتر بدون و وجودی تعریف یک باشد، جبری شبه بسته ی

ارزیاب حلقه ی است، متناهی باقیمانده ها میدان که حالتی برای که دادیم نشان فصل این بخش آخرین در
کردیم: اثبات را زیر قضیه ی بخش این در واقع در می گردد. تعریف یکنواخت صورت به K میدان در O

در که طوری به است موجود φ پارامتر بدون و وجودی فرمول یک m صحیح عدد و p اول عدد هر برای
.φ(K) = O آنگاه m - n اگر F = Fpn باقیمانده های میدان و O ارزیاب حلقه ی با K ارزیابی میدان هر

  



بیشتر مطالعه ی برای مقالات

[۲۰] زمینه این در رابینسون جولیا مطالعات با ارزیابی های میدان در ارزیاب حلقه های پذیری تعریف مطالعه ی
کرده جلب خود به را زیادی توجه مسئله این بررسی اخیر سال های در دارد. دیرینه ای سابقه ی و است شده آغاز
مقالات این از برخی اصلی قضایای خلاصه طور به جا این  در است. شده نوشته زمینه این در زیادی مقالات و
نداشته ایم. را فهرست این نیاز مورد مفاهیم همه ی تعریف امکان پایان نامه این در که است بدیهی کرده ایم. ذکر را

است: شده اثبات Qp در Zp حلقه ی پذیری تعریف [۲۰] مقاله ی در

p = ۲ اگر آن در که است، تعریف پذیر ∃y(y۲ = ۱ + kx۲) فرمول با Qp روی Zp ارزیاب حلقه ی .۱ قضیه
.k = ۸ صورت این غیر در و k = p آنگاه

است: تعریف پذیر F ((t)) در F [[t]] که است شده اثبات [۲] مقاله ی در مشابه طور به

فرمول با F ((t)) در F [[t]] ارزیاب حلقه ی F میدان هر برای .۲ قضیه

∃w, y∀u, x۱, x۲∃z∀y۱, y۲((z
m = ۱ + wxm۱ x

m
۲ ∨ ym۱ ̸= ۱ + wxm۱ ∨ ym۲ ̸= ۱ + wxm۲ )

∧um ̸= w ∧ ym = ۱ + wxm)

.char(F ) - m و m > ۱ آن در که است، تعریف پذیر

است: شده اثبات [۱۵] مقاله ی در زیر قضیه ی

بخش پذیر و باشد ارشمیدسی آن ارزیاب گروه اگر باشد. هنسلی ارزیابی میدان یک (K, v) کنید فرض .۳ قضیه
است. تعریف پذیر پارامتر بدون و حلقه ها زبان در K میدان در O ارزیاب حلقه ی آنگاه نباشد

که: است شده اثبات [۱۱] مقاله ی در

بخش پذیر و باشد منتظم آن ارزیاب گروه اگر باشد. هنسلی ارزیابی میدان یک (K, v) کنید فرض .۴ قضیه
است. تعریف پذیر پارامتر بدون و حلقه ها زبان در K میدان در O ارزیاب حلقه ی آنگاه نباشد

حلقه ی تعریف پذیری ارزیاب، گروه روی ویژگی هایی گرفتن نظر در با فوق مقالات در دیدیم که طور همان
است: گرفته نظر در باقیمانده ها میدان برای را شرایطی [۱۳] مقاله ی در است. شده اثبات هنسلی ارزیاب



میدان در O ارزیاب حلقه ی صورت این در باشد. هنسلی ارزیابی میدان یک (K, v) کنید فرض .۵ قضیه
کند: صدق زیر شرایط از یکی در باقیمانده ها میدان هرگاه است تعریف پذیر پارامتر بدون K ارزیابی

باشد. ‑بسته p نه و ‑هنسلی p نه باقیمانده ها میدان p > ۲ اول عدد برای .۱

باشد. هیلبرتی باقیمانده ها میدان .۲

نباشد. جدایی پذیر بسته ی و باشد جبری شبه   بسته ی باقیمانده ها میدان .۳

نمی توان را آن ارزیاب حلقه ی که طوری به دارد وجود ارزیابی میدان یک که است شده اثبات [۲۲] مقاله ی در
کرد: تعریف پارامتر بدون فرمول یک با

بسته ی نه و است جبری بسته ی نه که دارد وجود صفر مشخصه ی با K هنسلی ارزیابی میدان یک .۶ قضیه
کند. تعریف  K میدان در را ارزیاب حلقه ی که ندارد وجود پارامتری بدون تعریف هیچ و است. حقیقی

است: شده بیان ارزیابی میدان در ارزیاب حلقه ی وجودی تعریف پذیری از مثال یک [۱] مقاله ی در

است تعریف پذیر پارامتر بدون و وجودی فرمول یک با Fq((t)) در Fq[[t]] ارزیاب حلقه ی .۷ قضیه

∃∀− ∅ سوری پیچیدگی با ارزیاب حلقه ی تعریف پذیری به که مقالاتی از نمونه چند اصلی قضایای ادامه در
که: است شده ثابت [۸] مقاله ی در آورده ایم. را پرداخته اند

غیربخش پذیر و منتظم باقیمانده ها میدان اگر باشد. هنسلی ارزیابی میدان یک (K, v) کنید فرض .۸ قضیه
می گردد. تعریف پارامتر بدون و ∃∀ فرمول یک با K میدان در O ارزیاب حلقه ی باشد،

که: است شده اثبات [۱۹] مقاله ی در کرده اند. ارائه ارزیاب حلقه ی برای یکنواخت تعریف یک زیر مقالات

با (K, v) ارزیابی میدان هر در را O ارزیاب حلقه ی که است موجود پارامتر بدون و ∃∀ فرمول یک .۹ قضیه
می کند. تعریف شبه   متناهی یا متناهی باقیمانده های میدان

که: است شده اثبات [۴] مقاله ی در

میدان که ارزیابی میدان های در را O ارزیاب حلقه ی که دارد وجود پارامتر بدون ∃∀ فرمول یک .۱۰ قضیه
می کند. تعریف یکنواخت صورت به است هیلبرتی یا شبه  متناهی یا متناهی باقیمانده هایشان



انگلیسی به فارسی واژه نامه ی

الف
Maximal ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمال ایده آل
Valuation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ارزیابی
Prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول ایده آل
Primary ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه ایده آل

ب
Algebraic closure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبری بستار
Existentially closed . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وجودی بسته ی
Torsion-free . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاب بدون
Lift . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برکشیدن
Divisible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بخش پذیر

پ
Annihilator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوچ ساز
Normal basis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال پایه ی

ت
Irreducible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحویل ناپذیر
Algebraic extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبری توسیع
Field extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میدانی توسیع
Regular extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منتظم توسیع
Separable extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جدایی پذیر توسیع



Normal extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال توسیع
Galois extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گالوایی توسیع
Monic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکین
Elementary extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدماتی توسیع

ج
Inseparable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جدایی نا پذیر

چ
Homogeneous polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همگن چندجمله  ای
Square-free polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مربع از خالی چندجمله  ای

ح
Local ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعی حلقه ی
Henselian ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هنسلی حلقه ی

د
Transcendence degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعالی درجه

ع
Transcendental element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعالی عنصر

ف
Affine space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آفین فضای
Existential formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وجودی فرمول

ک
Purely inseparable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جدایی نا پذیر کاملا

گ
Ordered abelian group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آبلی مرتب گروه



Value group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ارزیاب گروه

م
Algebraic Set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبری مجموعه ی
Absolutely irreducible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحویل ناپذیر مطلقاً
Algebraically independent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبری مستقل
linearly disjoint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی مجزای
Perfect field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تام میدان
Pseudo algebraically closed field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبری شبه بسته ی میدان
Finite field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهی میدان
Splitting field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شکافنده میدان 
Valued field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ارزیابی میدان
Residue field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باقیمانده ها میدان

و
Specialization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه سازی
Variety . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واریته

ه
Kernel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هسته



نمایه

ا
۴۸ ماکزیمال، ایده آل

پ
۱۰ متعالی، پایه ی
۲۶ نرمال، پایه ی

ت
۶ جبری، توسیع

۱۹ جدایی پذیر، توسیع
۱۳ جبری، جدایی پذیر توسیع

۱۶ ساده، توسیع
۱۸ جدایی پذیر، غیر کاملا توسیع

۲۴ گالوایی، توسیع
۶ متناهی، توسیع
۲۱ منتظم، توسیع
۲۱ نرمال، توسیع

چ
۲ ،۱ تحویل ناپذیر، چندجمله ای

۱۳ جدایی پذیر، چندجمله ای

ح
۵۲ ارزیاب، حلقه ی
۴۸ موضعی، حلقه ی

۴۹ هنسلی، حلقه ی

ع
۲ جبری، عنصر

م
۱۱ خطی، مجزای

۴۲ تعریف پذیر، مجموعه ی
۵۵ جبری، مجموعه ی

۹ جبری، مستقل
۵۳ ارزیابی، میدان

۳۵ تام، میدان
۷۵ جبری، شبه بسته ی میدان

۲۸ متناهی، میدان

و
۶۵ واریته،

۶۷ میدان، یک روی تعریف شده واریته ی

F
اولش، میدان جبری بستار با F میدان اشتراک :Falg

۱۰۰

K
۹ ،K میدان جبری K̃:بستار

۱۷ ،K۱/pm = {a۱/pm : a ∈ K}

۱۱۳
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This M.Sc. thesis is based on the following paper:
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Suppose that M is a first-order structure with domain M , A is a given subset of M , and
n is a natural number. A set X ⊆ Mn is called definable in M with parameters from
A if there exists a formula φ(x1, ..., xn, y1, ..., ym) and elements b1, . . . , bn ∈ A such that
X = {(a1, ..., an) ∈ Mn | M |= φ(a1, ..., an, b1, ..., bm)}. Identifying definable sets, and the
complexity of their definition, in a particular first order structure is of crucial importance in
model theory. This thesis concerns the definability of valuation ring in a henselian valued field,
where the residue field is finite or pseudo-algebraically closed.
A field K is pseudo-algebraically closed if for every absolutely irreducible polynomial f ∈ K[X,Y ]

there is a point (a, b) ∈ K2 with f(a, b) = 0.
Assume that K is a field and Γ is an ordered abelian group. A valuation map v : K → Γ ∪ {∞}
is a map that satisfies the following properties for all x, y in K:

1. v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)}�

2. v(x · y) = v(x) + v(y)�

3. x = 0⇔ v(x) =∞.

The set O = {x ∈ K : v(x) ≥ 0} is a called a valuation ring of K, and the pair (K,O) is called a
valued field. The ring O is local, that is it has a unique maximal ideal m = {x ∈ K : v(x) > 0}.



The field F = O
m is referred to as the residue field. The canonical image of an element a ∈ O in

F is denoted by ā.
A valued field (K,O) is called henselian if for each f ∈ O[X] and a ∈ O with f̄(ā) = 0 and
f̄ ′(ᾱ) ̸= 0 in the residue field, there exists some b ∈ O such that f(b) = 0 and b̄ = ā.
The main theorem of the thesis is the following:

Let K be a henselian valued field with valuation ring O and residue field F . If F is
finite or pseudo-algebraically closed and the algebraic part of F is not algebraically
closed, then there exists an existential definition of O in K, with no parameters.

To establish this theorem, we first verify that:

1. If U, T ⊆ O are such that m ⊆ U and T meets all residue classes (i.e. T̄ = F ), then
O = U + T .

2. If f ∈ O[X] is a monic polynomial such that f̄ has no zero in F , and a ∈ O is such that
f ′(a) /∈ m, then U := f(K)−1 − f(K)−1 satisfies m ⊆ U ⊆ O.

We deduce the existence of the polynomial f in different ways for cases of finite and pseudo-
algebraically closed residue field. Finally, we show that when F is finite (pseudo-algebraically
closed) the definable subset T = {x ∈ K : xq − x = 0} (Tf = f(K)−1f(K)−1 ∪ {0}) of O� meets
all residue classes.
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