
دارد؟ وجود فیلͬ آیا

خانͬ محسن

١٣٩٩ آبان ٢٧

چͺیده

برقرار آنها میان جذابی پیوند که داشت بخش دو هاشمͬ دکتر پیش̞ هفته ی چند سخنران̞ͬ
به اول بخش جبری. هندسه ی در بخشͬ و ،ͬͺتاری در فیل حͺایت درباره  ی بخشͬ بود: شده
او از نشانه هائͬ فیل لمس با ͷتاری اتاقͬ در که افرادی درباره ی داشت اشاره مولوی حͺایت

بود. جبری هندسه ی در افکنش مسأله ی درباره ی دوم بخش و یافتند
ͷی بالا بخشهای از کدام هر درباره ی تا شدم آن بر نیز من ایشان، سخنرانͬ از پس
در است. صفات» روی از ذات «شناخت ایده ی مورد در اولم سخنرانͬ کنم. سخنرانͬ
بخشͬ از وصفͬ کس هر که موجودی «آیا که داد خواهم پاسخ سوال این به سخنرانͬ این
با را شما سخنرانͬ ریاضͬ بخش در و هدف، این برای دارد؟» وجود دارد، او صفات از

کرد. خواهم آشنا ساختارها فراضربهای
منطقͬ و جبری بحث، رنگ وبوی و ریاضͬ، عوام برای مناسب و مقدماتͬ کلام، سطح

بود. خواهد
حاوی و (!) اول سخنرانͬ به شنوندگان علاقه مندی صورت در تنها دومم، سخنرانͬ

است. جبری هندسه ی در اول سخنرانͬ از کاربردهائͬ

جبری! هندسه ی و فـــیل هاشمͬ: دکتر سخنرانͬ در بخش دو به اشاره

بود ͷتاری خانۀ اندر پیل
هˀنود بودندش آورده را عرضه

بسͬ مردم دیدنش برای از
کسͬ هر ͬ شد هم ظلمت آن اندر
نبود ممͺن چون چشم با دیدنش

... ͬ بسود م کف تاریͺیش آن اندر

حافظ: شعر صفات). و (ذات هست؟ فیلͬ آیا من: اول سخنرانͬ

ͬ کشد نم در رخ ز نقاب چون معشوق
کنند چرا تصور به حͺایتͬ کس هر

١



جبری آشنای ساختارهای ١
(V,R) گرافها: .١

(G, ∗, e) نیم گروه ها و گروه ها .٢

(K,+, ·, 0, 1) میدانها و حلقه ها .٣

.(K,+, ·, 0, 1,≤) مرتب: میدانهای و گروه ها .۴

برداری فضاهای و مدولها .۵

غیره. و لͬ گروه های آبلͬ، چندگوناهای جبری، گروه های .۶

نحو و صرف ٢
است: ثوابت و رابطه ای تابعͬ، نمادهای از متشͺل مجموعه ای اول، مرتبه ی زبان ͷی از منظور

.L = F ∪R ∪ C

.١ مثال

.L = {f, g, R1, R2, c} •

Lgroup = {f, c} •

Lgroup = {+, 0} •

LRing = {+, ·, 0, 1} •

Lgraph = {R} •

.Lordered−groups = {+, 0, <} •

متغیرها از مجموعه ͷی ͷکم به و زبان ثوابت و تابعͬ نمادهای ترکیب با (Lکلمه ها). ٢ تعریف
ͬ شوند. م ایجاد

ساخت: ͬ توان م را کلمه ها این L = {f, g, R1, R2, c1, c2} زبانِ در .٣ مثال

غیره. و f(g(c1, c2, x), f(z, t)) ،g(f(x, y), f(c1, c2), z) ،f(x, y) •

.۴ مثال

Lgroup = {+, 0} زبانِ در کلمات •

LRing = {+, ·, 0, 1} زبانِ در کلمات •

٢



.Lgraph = {R} زبانِ در کلمات •

استقرائͬ صورت به و ∃,∧,¬ منطق̞ͬ نمادهای و زبان الفبای از استفاده با (فرمولها). ۵ تعریف
ͬ شوند: م ساخته

است. فرمول ͷی t1(x1, . . . , xn) = t2(x1, . . . , xn) •

است. جمله ͷی R(t1, . . . , tn) •

هستند. فرمول ϕ ∧ ψ و ¬ϕ آنگاه باشند فرمول ϕ, ψ اگر •

است. فرمول ∃xϕ باشد فرمول ϕ اگر •

.۶ مثال

.Lordered−groups = {+, 0, <} زبان در فرمول چند •

.LRing = {+, ·, 0, 1} زبانِ در فرمول چند •

معنا ٣
(Lساختار). ٧ تعریف

M = (M, (zM)z∈L)

آنگاه: z = f اگر
fM :Mnf →M

آنگاه z = R اگر
RM ⊆MnR .

آنگاه z = c اگر
cM ∈M.

.٨ مثال

صورت به L = {f, g, R1, R2, c} زبانِ برای Lساختار ͷی •
است. M = (M, fM, gM, RM

1 , R
M
2 , c

M)

Lgroup = {+, 0} زبانِ در •

.LRing = {+, ·, 0, 1} زبانِ در •

٣



h ͬ گوییم م .h : M → N و باشند Lساختار دو M,N کنید فرض ایزومرفیسم). L) ٩ تعریف
کند: حفظ را زبانͬ نمادهای هرگاه است Lایزومرفیسم ͷی

fM(a, b) 7→ fN(h(a), h(b))

cM 7→ cN

RM(a1, . . . , an) ⇔ RN(h(a1), . . . , h(an)).

و باشد Lساختار ͷی M و باشد فرمول ͷی ϕ(x1, . . . , xn) کنید فرض .١٠ تعریف
عبارتِ .a1, . . . , an ∈M

M |= ϕ(a1, . . . , an)

است. تعریف قابل

.١١ مثال
C |= ∃x x2 + 1 = 0 R ̸|= ∃x x2 + 1 = 0.

آنگاه باشد ایزومرفیسم h : M → N اگر .١٢ قضیه

M |= ϕ(a1, . . . , an) ⇔ N |= ϕ(h(a1), . . . , h(an)).

فشردگͬ ۴
صفات. و ذات ایده ی تکرار

گویا. اعداد در π عدد شͺاف .١٣ مثال

Lباشند زبانِ ͷی در فرمولها از مجموعه ای {ϕ1(x), ϕ2(x) . . .} کنید فرض (فشردگͬ). ١۴ قضیه
وجود Lساختاری صورت این در باشد. برقرار Lساختار ͷی در آنها متناهͬ تعداد هر که طوری به

دارد. را ͬ ها ویژگ این همه ی که هست عنصری آن در که دارد

.١۵ مثال

.π با همشͺاف عنصر نهایت بی و ناارشمیدسͬ حقیقͬ اعداد •

نااستاندارد. طبیعͬ اعداد •

۴



فشردگͬ اثبات و فرافیلترها ۵
دارد: وجود قبلͬ ساختارهای از جدید ساختارهای ایجاد برای راههائͬ جبری، ساختارهای در
مستقیم حد برعکس، حد خارجͬ، مستقیم جمع داخلͬ، مستقیم جمع اجتماع گیری، اشتراک گیری،

کرده ام. ارائه کلͬ بسیار روش ͷی اینجا در غیره. و

ͷی را D ⊆ P (I) مجموعه ی باشد. ناتهͬ مجموعه ی ͷی I که کنید فرض (فیلتر). ١۶ تعریف
باشد: داشته را زیر ͬ های ویژگ هرگاه ͬ نامیم م I روی فیلتر

.I ∈ D .١

.∀X,Y ∈ D X ∩ Y ∈ D .٢

.∀X ∈ D ∀X ⊆ Z ⊆ I Z ∈ D .٣

.١٧ مثال

D = {I} •

D = P (I) •

ف˼رِشه. فیلتر •

هرگاه ͬ نامیم م فرافیلتر ͷی را D فیلتر .١٨ تعریف

∀X ⊆ I (X ∈ D ∨ (I −X) ∈ D)

فراضرب .I روی فرافیلتر ͷی F و باشد Lساختارها از خانواده ای (Mi)i∈I کنید فرض تعریف١٩.
است: زیر ساختار فرافیلتر این به نسبت ساختارها این

M =
∏
F

Mi = {(ai)i∈I |ai ∈Mi}

آن در که در
(ai) = (bi) ⇔ {i ∈ I|ai = bi} ∈ F.

داریم ϕ(x) فرمولِ هر برای (واش). ٢٠ قضیه

M |= ϕ((ai)i∈I) ⇔ {i|Mi |= ϕ(ai)} ∈ F.

ͬ شود. م اثبات فرافیلترها از استفاده با فشردگͬ قضیه ی .٢١ قضیه

۵



سودومتناهͬ میدانهای ۶
صورت این در باشد. ساختار L از کلاسͬ (Mi)i∈I کنید فرض .٢٢ قضیه

M |=
∩

Th(Mi) ⇔ M ≡
∏
F

Mi

.F فرافیلترِ ͷی برای

جمله هائͬ همه ی آن در که است نامتناهͬ میدان ͷی سودومتناهͬ، میدان ͷی از منظور .٢٣ تعریف
ͷی با مقدماتͬ هم ارز سودومتناهͬ میدان هر (پس برقرارند. برقرارند متناهͬ میدانهای همه در که

است). متناهͬ میدانهای از فراضرب

(سودوبسته ی باشد. جبری سودوبسته ی و تکمیل اگروتنهااگر است Kسودومتناهͬ میدان .٢۴ قضیه
گروه و باشد گویا K نقطه ی دارای K روی شده  تعریف تحویل ناپذیر چندگونای هر بودن جبری

باشد. Ẑ آن مطلق گالوای

Z/nZ معکوس حد Ẑ با باشد. داشته یͺتا توسیع ͷی تنها nدرجه ی هر Kاز یعنͬ آخر جمله ی
روی تحویل ناپذیر جمله ا ی چند هر که است میدانͬ تکمیل میدان ͷی از منظور داده ایم. نشان را ها

باشد. ͬ پذیر جدائ آن

آسان نتایج ٧

معادلند: هم با زیر موارد صورت این در باشد، حلقه ها زبان در جمله ͷی ϕ کنید فرض .٢۵ قضیه

است. درست مختلط اعداد میدان در ϕ .١

است. درست بزرگ کافͬ اندازه ی به های p برای (Fp)
alg در ϕ .٢

پوشاست. Cn به Cn از چندجمله ی ِͷی به ͷی نگاشت هر .٢۶ نتیجه

معادلند: هم با زیر موارد گرافها مورد در ϕ جمله ی برای .٢٧ نتیجه

،limN→∞ pN(ϕ) = 1 .١

است. برقرار تصادفͬ گراف در ϕ .٢

سخت نتایج برخͬ ٨

برای صورت، این در .f1, . . . , fn ∈ Z[X] کنید فرض اکس کوچن). (گرین لیف، ٢٨ نتیجه
در f1(X) = . . . = fn(X) = 0 معادله ی از پاسخ هر متناهͬ، تعدادی مͽر اول، اعداد همه ی

دید. Z(p) در پاسخͬ تصویر عنوان به ͬ توان م را Fp

۶



با جبری بسته ی میدان ͷی K کنید فرض صفر). مشخصه ی در لنگ مˀردل (حدس ٢٩ نتیجه
ͷی X و متناهͬ، مرتبه ی از A از زیرگروه ͷی Γ و آبلͬ، چندگونای ͷی A صفر، مشخصه ی
A زیرگروه های هممجموعه های از متناهͬ اجتماعͬ X ∩Γ صورت این در باشند. A از زیرچندگونا

است.

است. کرده اثبات p مشخصه ی در توابع میدانهای برای را قضیه این از نسخه ای ͬͺهراشوفس

فرمولͬ ϕ(x1, . . . , xn; y1, . . . , ym) کنید فرض ون دن دریز). مͺین تایر، (چاتزیداکس، ٣٠ قضیه
در که موجودند (di, µi) جفتِ متناهͬ تعداد و C مثبت عدد صورت این در باشد. حلقه ها زبان در
و Fq متناهͬ میدان هر برای که طوری به است مثبت گویای عدد ͷی µi و di ∈ {0, . . . , n} آن

آنگاه باشد ناتهͬ ϕ(Fn
q , ā) اگر ā ∈ Fm

q هر

||ϕ(Fn
q , ā)| − µiqd

i| < Cqdi−
1
2 .

٧


