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در فیلمها این است. شده تایپ اساس این بر جزوه و شدە اند فیلم برداری درس این کلاسهای

هستند: مشاهده قابل زیر پیوند

فیلم برداری در https://www.aparat.com/v/O32aN?playlist=1799810

و کشیدە اند فراوان زحمات علوی مهریار و شفیع عل نام، نی نرگس درس، کلاسهای از

باشم. داشته را ر تش کمال نیز آنها از است لازم
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توپولوژی فضای ۱

توپولوژی فضای ۱ .۱

زیرمجموعە های از هرکدام (به گردایه ی T و باشد دلخواه مجموعۀ Xی کنید فرض .۱ تعریف

که: طوری به باشد، X زیرمجموعە های از م شود) گفته باز مجموعۀ هستند، T در که X

هستند). باز ∅ و X) باشند T به متعلق ∅ و X −۱

بسته دلخواه اجتماع گیری های تحت T ) باشد باز باز، مجموعە های از اجتماع هر −۲

،Oi ∈ T ،I در i هر برای که باشد گونە ای به {Oi}i∈I کنید فرض ر، دی بیان به باشد).

بود. خواهد T به متعلق
⋃

i∈I Oi صورت این در

O۱, . . . , On ∈ (اگر باشد باز مجموعه، ی باز مجموعە های از متناه اشتراک هر −۳

.(O۱ ∩O۲ ∩ · · · ∩On ∈ T آنگاه T

ی (X,T ) م گوییم و است X روی ۱ توپولوژی ی T م گوییم صورت این در

است. توپولوژی فضای

A ⊆ X کنید فرض همچنین باشد، توپولوژی فضای ی (X,T ) کنید فرض .۲ قضیه

اگر (A ∈ T ر دی بیان (به است باز A صورت این در باشد. دلخواه زیرمجموعۀ ی

که طوری به باشد موجود Ox ∈ T باز مجموعۀ ی A به متعلق x هر برای اگر تنها و

.x ∈ Ox ⊆ A

دهیم قرار است کاف .x ∈ A و باشد باز مجموعۀ ی A ∈ T کنید فرض اثبات.

.x ∈ Ox ⊆ A که است واضح .Ox = A

زیرمجموعۀ ی ،A به متعلق x هر برای و باشد مجموعه ی A م کنیم فرض برعکس،

است واضح است. باز A م کنیم ثابت .x ∈ Ox که طوری به باشد موجود A از Ox باز

است. باز مجموعۀ ی A توپولوژی، دوم ویژگ طبق بنابراین ،A =
⋃

x∈AOx که

است واضح ،Tt = {∅, X} دهید قرار باشد. دلخواه مجموعۀ ی X کنید فرض .۳ مثال
۲ بدیه توپولوژی را توپولوژیی چنین است. توپولوژی ی Tt ،۱ تعریف از استفاده با که

م نامند.
1Topology
2Trivial topology
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است. (گسسته) توپولوژی ی Td = P (X) باشد، دلخواه مجموعۀ ی X اگر .۴ مثال

{x} تک عضوی مجموعۀ ،X به متعلق x هر برای اگر است، گسسته T توپولوژی .۵ لم

باشد. باز

T۱ = {∅, {۱, ۲, ۳}, {۱, ۲}, {۲, ۳}, صورت{{۲} این در ،X = {۱, ۲, ۳} کنید فرض .۶ مثال

هستند. توپولوژی T۲ = {∅, {۱, ۲, ۳}, {۱}, {۲}, {۱, ۲}} و

دهید نشان باشد. مجموعه ی X کنید فرض .۷ سوال

TF = {O ⊆ X|.است متناه X −O} ∪ {∅}

است.۳ توپولوژی

فرض است. TF به متعلق X تعریف، بنابه همچنین .∅ ∈ TF که است واضح پاسخ.

متعلق i هر برای X −Oi (یعن باشند باز Oiها تک تک که باشد گونە ای به {Oi}i∈I کنید

است. متناه X −
⋃

i∈I Oi م دهیم نشان باشد). متناه I به

X −
⋃
i∈I

Oi =
(⋃
i∈I

Oi

)c
=

⋂
i∈I

Oc
i =

⋂
i∈I

(X −Oi).

⋂n
i=۱ Oi م دهیم نشان باشند. ,O۱باز . . . , On کنید فرض اکنون است. باز

⋃
i∈I Oi پس

است. باز

X −
n⋂

i=۱
Oi = (O۱ ∩ · · · ∩On)

c = Oc
۱ ∪ · · · ∪Oc

n.

دهید نشان باشد. دلخواه مجموعه ی X کنید فرض .۱ تحویل تمرین

Tc = {O ⊆ X|.شماراست X −O} ∪ {∅}

است. X روی توپولوژی ی

توپولوژی فضای ی پایۀ ۲ .۱

با T۱ صورت این در باشند. X مجموعۀ روی توپولوژی دو T۱ و T۱ کنید فرض .۸ قضیه

اگر تنها و اگر است برابر T۲

3Frechet topology
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به باشد موجود O۲ ∈ T۲ باز ی ،x ∈ O۱ هر و T۱ به متعلق O۱ باز هر برای −۱

.x ∈ O۲ ⊆ O۱ که طوری

به باشد موجود O۱ ∈ T۱ باز ی x ∈ O۲ هر و T۲ به متعلق O۲ باز هر برای −۲

.x ∈ O۱ ⊆ O۲ که طوری

O۱ ∈ T۱ باز هر (یعن T۱ ⊆ T۲ که م شود نتیجه (۱) مورد از که م کنیم ادعا اثبات.

نشان .O۱ ∈ T۱ کنید فرض و باشد برقرار (۱) کنید فرض هست). نیز T۲ به متعلق

است موجود Ox ∈ T۲ باز ی ،O۱ به متعلق x هر برای که م دانیم .O۱ ∈ T۲ م دهیم

ثابت ادعا و O۱ ∈ T۲ پس .O۱ =
⋃

x∈O۱
Ox بنابراین ،x ∈ Ox ⊆ O۱ که طوری به

.T۲ ⊆ T۱ که م شود نتیجه (۲) از مشابه روش به م شود.

T۲ به متعلق O۱ ،O۱ ∈ T۱ باز هر برای وضوح به .T۱ = T۲ کنیم فرض برعکس،

م شود. ثابت م ح O۲ جای به O۱ انتخاب با و است

T۱ ⊆ T۲ صورت این در باشند. X روی توپولوژی دو T۲ و T۱ کنید فرض .۹ نتیجه

به باشد موجود O۲ ∈ T۲ باز ی ،x ∈ O۱ هر و T۱ به متعلق O۱ باز هر برای هرگاه

.x ∈ O۲ ⊆ O۱ که طوری

.T۱ ⊆ T۲ هرگاه است، T۱ از ظریف تر۴ T۲ توپولوژی م گوییم .۱۰ تعریف

هستند. مقایسه غیرقابل T۲ و T۱ م گوییم ،T۲ ⊈ T۱ و T۱ ⊈ T۲ اگر .۱۱ توجه

پایه ی B م گوییم .B ⊆ T و باشد X روی توپولوژی ی T کنید فرض .۱۲ تعریف

باشد. B در موجود بازهای از اجتماع O ∈ T باز هر هرگاه است، T توپولوژی ۵برای

زیر موارد صورت این در باشد. T توپولوژی برای پایه ی B کنید فرض .۱۳ مشاهده

برقرارند:

.x ∈ B که طوری به است موجود B ∈ B پایە ای باز ی X به متعلق x هر برای −۱

متعلق B۳ پایە ای باز ی ،x ∈ B۱ ∩B۲ هر و B به متعلق B۲ و B۱ باز هر برای −۲

پایە ای باز دو اشتراک ر دی بیان (به x ∈ B۳ ⊆ B۱ ∩B۲ که طوری به است موجود B به

است). پایە ای بازهای از اجتماع با برابر
4Finer
5Base
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B۱ کنید فرض همچنین باشد. آن برای پایە ای B و توپولوژی ی T کنید فرض −۲ اثبات.

بنابراین هستند. باز T در B۲ و β۱ خاص طور به باشند. B به متعلق پایە ای باز دو B۲ و

،i ∈ I (برای است پایە ای بازهای از اجتماع B۱ ∩ B۲ پس است، باز T در β۱ ∩ B۲

موجود i ∈ I آنگاه باشد، B۱ ∩ B۲ به متعلق x کنید فرض .(B۱ ∩ B۲ =
⋃

Oi∈B Oi

.x ∈ Oi ⊆ B۱ ∩B۲ پس .x ∈ Oi که طوری به است

برای پایه ی B م گوییم .B ⊆ P (X) و باشد مجموعه ی X کنید فرض .۱۴ تعریف

باشد: زیر ویژگ های دارای B هرگاه است، X روی توپولوژی ی

.x ∈ B که طوری به باشد موجود B ∈ B پایە ای باز ی ،X به متعلق x هر برای −۱

B۳ ∈ B پایە ای باز ی ،x ∈ B۱ ∩ B۲ هر و B به متعلق B۲ و B۱ هر برای −۲

.x ∈ B۳ ⊆ B۱ ∩B۲ که طوری به باشد موجود

کنید تعریف و X = R۲ کنید فرض .۱۵ مثال

Bدایره = R۲در دوایر همه .مجموعه

در U دلخواه مجموعه واقع در یرید. ب نظر در Bدایره توسط تولیدشده توپولوژی را Tدایره

موجود B ∈ Bدایره ی ،U به متعلق x هر برای اگر تنها و اگر است باز توپولوژی این با R۲

.x ∈ B ⊆ U که طوری به باشد

کنید تعریف و X = R۲ کنید فرض .۱۶ مثال

Bمربع = R۲در مربع ها همه .مجموعه

است، باز Tمربع توپولوژی در U ⊆ R۲ بنامید. Tمربع را Bمربع توسط تولیدشده توپولوژی

U زیرمجموعه که باشد داشته وجود x شامل Bx مربع ی ،U به متعلق x هر برای هرگاه

باشد.

.Tدایره = Tمربع .۱۷ توجه

باشد: زیر ویژگ های دارای B ⊆ P (X) و باشد مجموعه ی X کنید فرض .۱۸ یادآوری

.x ∈ B که طوری به باشد موجود B به متعلق B مجموعه ی ،x ∈ X هر برای −۱

به باشد موجود B۳ پایە ای باز ی ،x ∈ B۱ ∩ B۲ هر و B۱, B۲ ∈ B هر برای −۲

.x ∈ B۳ ⊆ B۱ ∩B۲ که طوری
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ایجادشده توپولوژی و م نامیم X روی توپولوژی ی برای پایه ی را B صورت این در

م دهیم. نشان T (B) با را پایه این توسط

هر برای اگر تنها و اگر است باز T (B) توپولوژی در O ⊆ X مجموعه واقع در

.x ∈ B ⊆ O که طوری به باشد موجود B ⊆ O پایە ای باز ی x ∈ O

است. X مجموعۀ روی توپولوژی ی T (B) .۱۹ قضیه

.∅ ∈ T (B) داریم مقدم انتفاء به همچنین .X ∈ T (B) ،۱۸ اول مورد بنابه اثبات.

کنید فرض است. باز
⋃

i∈I Ui م کنیم ادعا باشد. بازها از خانوادە ای {Ui}i∈I کنید فرض

ه آنجایی از .x ∈ Ui۰ که طوری به است موجود i۰ ∈ I صورت این در ،x ∈
⋃

i∈I Ui

بنابراین .x ∈ B که طوری به است موجود Ui۰ به متعلق B پایە ای باز ی است، باز Ui۰

T (B) در باز مجموعه دو U۲ و U۱ کنید فرض اکنون .x ∈ B ⊆ Ui۰ ⊆
⋃

i∈I Ui

است واضح باشد. U۱∩U۲ به متعلق x کنید فرض است. باز U۱∩U۲ م کنیم ادعا باشند.

.x ∈ B۱ ⊆ U۱ که طوری به است موجود B۱ ∈ B بنابراین .x ∈ U۲ و x ∈ U۱ که

به متعلق x پس ،x ∈ B۲ ⊆ U۲ که طوری به است موجود B۲ ∈ B مشابه طور به

که طوری به است موجود B۳ ⊆ B۱ ∩ B۲ بودن، پایه دوم ویژگ طبق است. B۱ ∩ B۲

م شود. ثابت م ح و x ∈ B۳ ⊆ B۱ ∩B۲

م شود توپولوژی ایجاد به منجر توپولوژی، ی برای پایه ی که کنید دقت .۲۰ مثال

ول است پایه ی R۲ در B = مربع ها همۀ مجموعۀ مثلا نیست. توپولوژی خودش ول

نیست. مربع مربع، دو اجتماع زیرا نیست، توپولوژی

پایه ی B۲ همچنین باشد. X روی توپولوژی ی برای پایه ی B۱کنید فرض .۲۱ توجه

هر برای هرگاه T (B۱) = T (B۲) صورت این در باشد. X روی توپولوژی ی برای

x ∈ B۲ ⊆ که طوری به باشد موجود B۲ ∈ B۲ پایە ای باز ی ،x ∈ B۱ و B۱ ∈ B۱

طوری به باشد موجود B۱ ∈ B۱ پایە ای باز ی ،x ∈ B۲ ∈ B۲ هر برای برعکس، .B۱

.x ∈ B۱ ⊆ B۲ که

وجود دایره ی نقطه، هر حول مربع، هر در زیرا .T (Bمربع) = T (Bدایره) .۲۲ مثال

نقطه هر حول دایره هر در برعکس، و است مربع زیرمجموعۀ و است نقطه آن شامل که دارد

است. دایره زیرمجموعۀ که دارد وجود نقطه آن شامل مربع ی
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X مجموعۀ روی توپولوژی ها از خانواده ی {Ti}i∈I کنید فرض −۱ .۲ تحویل تمرین

است. X روی توپولوژی ی
⋂

i∈I Ti صورت این در باشد.

که دهید نشان باشد. X روی توپولوژی ی برای پایه ی B کنید فرض −۲

T (B) =
⋂

B⊆T

T .

است). B شامل توپولوژی ترین کوچ T (B) (یعن

کنید تعریف و X = R کنید فرض .۲۳ سوال

Bs = {(a, b) | a, b ∈ R, a < b} = {x | a < x < b}

Bl = {[a, b) | a, b ∈ R, a < b}.

Ts؟ ⊆ Tl آیا

به متعلق [x, b) صورت این در .x ∈ (a, b) و (a, b) ∈ Ts کنید فرض بله، پاسخ.

و است Ts به نسبت ظریف تری توپولوژی Tl بنابراین .x ∈ [x, b) ⊆ (a, b) و است Tl

دارد. بیشتری بازهای

Tl؟ ⊆ Ts آیا قبل، سوال فرض های همان با .۲۴ سوال

x حول بازه هر که است واضح .x = a ∈ [a, b) و [a, b) ∈ Bl کنید فرض پاسخ.

دارد. اشتراک [a, b) از خارج نقاط با

م دهد؟ یل تش توپولوژی ی برای پایە ای {[a, b] | a, b ∈ R, a < b} آیا .۲۵ سوال

برای پایە ای B = {{x} | x ∈ X} باشد. مجموعه ی X کنید فرض .۲۶ توجه

است. گسسته توپولوژی

دهید قرار و X = R کنید فرض .۱ تمرین

B = {(a, b)|a < b} ∪ {(a, b)− {۱
n
| n ∈ N}|a < b}.

است. توپولوژی ی برای پایه ی B که کنید بررس

کنید. مقایسه Ts با را T (B) توپولوژی .۲۷ سوال

x = ۰ عنصر و T (B) توپولوژی در را (−۱, ۱)−{ ۱
n | n ∈ N} پایە ای باز پاسخ.

تعدادی شامل استاندارد توپولوژی در صفر حول بازە ای هر یرید. ب نظر در را پایە ای باز این در

.T (B) ⊈ Ts و نیست پایە ای باز این زیرمجموعۀ بنابراین است، ۱
n

۸



مجموعه ی بستار و بسته مجموعە های ۳ .۱

دهید قرار است. توپولوژی ی برای پایه ی زیر گردایۀ ،R روی که شد گفته .۲۸ توجه

Bs = {(a, b) | a < b, a, b ∈ R}.

زیر پایه م نامیم. استاندارد توپولوژی را آن و است Bs پایه توسط تولیدشده توپولوژی Ts

یرید: ب نظر در را

Bk = Bs ∪ {(a, b)− {۱
n
| n ∈ N} |a, b ∈ R, a < b}.

مجموعۀ اکنون است. Ts از ظریف تر Tk یعن ،Ts ⊆ Tk که است واضح

A = {(−۱, ۱)− {۱
n
| n ∈ N}}

x ∈ A هر برای که است باز Ts در صورت در A است. Tk در باز ی A یرید. ب نظر در را

یرید. ب نظر در را ۰ ∈ A نقطۀ .x ∈ (a, b) که طوری به باشد موجود (a, b) ⊆ A بازه ی

.Ts ⊈ Tk پس هاست، ۱
n برخ شامل صفر حول بازه هر

مجموعۀ .۲۹ مثال

A = {( ۱
۱۰۰۰

,
۱

۵۰۰
)− {۱

n
| n ∈ N}}

است واضح است. باز استاندارد توپولوژی با مجموعه این م دهیم نشان یرید. ب نظر در را

که

A = (
۱

۱۰۰۰
,

۱
۹۹۹

) ∪ (
۱

۹۹۹
,

۱
۹۹۸

) ∪ · · · ∪ (
۱

۵۰۱
,

۱
۵۰۰

).

است. باز نیز آن ها اجتماع و هستند باز Ts در بازە ها این از ی هر طرف از

بسته۶ را A ⊆ X مجموعۀ باشد. توپولوژی فضای ی (X,T ) کنید فرض .۳۰ تعریف

باشد). باز Ac) باشد باز X −A هرگاه م   نامیم،

پایە ای باز ی ،x ∈ X − A هر برای هرگاه است، بسته A ⊆ X ر دی عبارت (به

.((U ⊆ Ac) U ∩A = ∅ که طوری به باشد موجود U ∈ T

6Closed
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ی در مجموعە ای است ن مم است. بسته نباشد، باز A اگر که نیست اینگونه .۳۱ توجه

توپولوژی:

باشد. بسته نه و باز نه •

باشد. بسته هم و باز هم •

نباشد. بسته و باشد باز •

نباشد. باز و باشد بسته •

هستند. بسته هم و باز هم ∅ و X مجموعە های ،(X,T ) توپولوژی فضای هر در .۳۲ مثال

هیچ ۱ حول زیرا نیست باز بازه، این یرید. ب نظر در را [۱, ۲) بازه ،(R,Ts) در .۳۳ مثال

در زیرا نیست بسته بازه، این همچنین گیرد. قرار [۱, ۲) بازۀ زیرِ که ندارد وجود یی همسای

گیرد. قرار بازه این زیرِ که نیست موجود یی همسای هیچ ۲ حول X − [۱, ۲)

باز R− [۱, ۲] = (−∞, ۱)∪ (۲,∞) زیرا است، بسته [۱, ۲] مجموعۀ ،R در .۳۴ مثال

است.

است. بسته R در {۲} .۳۵ مثال

پس ،R− Z =
⋃

n∈Z(n, n+ ۱) که است واضح یرید. ب نظر در را Z ⊆ R .۳۶ مثال

است. بسته Z

است. بسته {۱} ∪ [۲, ۳] .۳۷ مثال

(a, b) بازۀ ی نم توان نباشد، Q به متعلق x اگر زیرا نیست، بسته Q ⊆ R .۳۸ مثال

باشد. نداشته اشتراک Q با که کرد پیدا x حول

نیست؟ باز Q چرا .۳۹ سوال

هستند. بسته ∅ و X .۴۰ لم

است. بسته مجموعۀ ی بسته، مجموعە های از دلخواه اشتراک هر .۴۱ لم

،
⋂

i∈I Ci م کنیم ادعا باشد. بسته مجموعە های از خانوادە ای {Ci}i∈I م کنیم فرض اثبات.

است، واضح این و است باز (
⋂

i∈I Ci)
c که دهیم نشان باید ادعا، اثبات برای است. بسته

است. باز مجموعە های از اجتماع (
⋂

i∈I Ci)
c =

⋃
i∈I C

c
i زیرا

۱۰



C۱, C۲, . . . , Cn اگر یعن است. بسته بسته، مجموعە های از متناه اجتماع هر .۴۲ لم

است. بسته C۱ ∪ C۲ ∪ · · · ∪ Cn آنگاه باشند، بسته

A = X − (C۱ ∪C۲ ∪ م کنیم ادعا باشند. بسته C۱, C۲, . . . , Cn کنید فرض اثبات.

که است واضح است. باز · · · ∪ Cn)

A = (C۱ ∪ C۲ ∪ · · · ∪ Cn)
c = Cc

۱ ∩ Cc
۲ ∩ · · · ∩ Cc

n.

م شود. ثابت م ح است، باز مجموعە های از متناه اشتراک A اینکه به توجه با

کرد.) تعریف بستە هایش از استفاده با م شود را توپولوژی فضای ی (خلاصه: .۴۳ قضیه

دارد: را زیر ویژگ های که باشد X زیرمجموعە های از گردایە ای β ⊆ X کنید فرض

.X, ∅ ∈ β −۱

است. بسته دلخواه، اشتراک گیری تحت β −۲

است. بسته ، متناه اجتماع گیری  تحت β −۳

مجموعە های گردایۀ β که طوری به دارد وجود X روی T توپولوژی ی صورت این در

است. آن بستۀ

T برای را توپولوژی ویژگ های سپس .T = {X − C | C ∈ β} دهید قرار اثبات.

کنید. بررس

است. بسته مجموعۀ ی بسته، مجموعە های از دلخواه اشتراک هر که گفتیم .۴۴ توجه

مجموعۀ ی ،A شامل بستۀ مجموعە های همۀ اشتراک یرید. ب نظر در را A دلخواه مجموعۀ

مجموعۀ ترین کوچ ،A شامل بستۀ مجموعە های همۀ اشتراک واقع در است. A شامل بستۀ

است. A شامل بستۀ

بستۀ مجموعۀ ترین کوچ باشد. X از دلخواه زیرمجموعۀ ی A کنید فرض .۴۵ تعریف

م دهیم. نمایش A با را آن و م نامیم A بستار۷ را A شامل

و است موجود A بستار ،A مجموعۀ هر برای .۴۶ توجه

A =
⋂

A⊆C⊆X و است بسته C
C

7Closure
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.A = A اگر تنها و اگر است، بسته A مجموعۀ .۴۷ لم

وجود (B نام به (مثلا A شامل بستۀ مجموعۀ ی هرگاه نیست، A به متعلق x .۴۸ مشاهده

باشد. Bc به متعلق x یعن ،x /∈ B که باشد داشته

است موجود x شامل U باز مجموعۀ ی آنگاه نباشد، A به متعلق x اگر .۴۹ خلاصه

که طوری به باشد موجود U باز مجموعۀ ی کنید فرض برعکس، .U ∩ A = ∅ ه بطوری

نیست. X − U به متعلق x و A شامل است بسته ی X − U .U ∩A = ∅ و x ∈ U

(با کند قطع را A ،x شامل (پایە ای) باز هر اگر تنها و اگر است، A به متعلق x .۵۰ قضیه

باشد). داشته ناته اشتراک A

A = {x ∈ X | باشد A از نقطە ای شامل x همسای .{هر

.[۱, ۲] = [۱, ۲) .۵۱ مثال

.Z = Z یرید، ب نظر در را Z ⊆ R .۵۲ مثال

.Q = R همچنین

هاسدورف فضای تعریف و بستار از مثال هایی ۴ .۱

صورت این در .A ⊆ X و باشد توپولوژی فضای ی (X,T ) کنید فرض .۵۳ تعریف

است: A شامل بستۀ کوچ ترین A بستار

A =
⋂

A⊆B⊆X,بستهB
B

x از U همسای ی اگر تنها و اگر x /∈ B آنگاه باشد، بسته B کنید فرض .۵۴ یادآوری

.U ∩B = ∅ که طوری به باشد موجود

اگر تنها و اگر x /∈
⋂

A⊆B⊆X,بستهB B اگر تنها و اگر نیست A به متعلق x .۵۵ نتیجه

باشد موجود A شامل B بستۀ (ی اگر تنها و اگر x /∈ B ،A شامل B بستۀ ی برای

ی اگر تنها و اگر U ∩ B = ∅ که طوری به باشد موجود x شامل U همسای ی که)

.U ∩A = ∅ که طوری به باشد موجود x شامل U همسای

۱۲



قطع را A ،x شامل U باز همسای هر اگر تنها و اگر است A به متعلق x .۵۶ خلاصه

کند.

این در یرید. ب نظر در را A = { ۱
n |n ∈ N} مجموعۀ ،R ترتیبی توپولوژی در .۵۷ مثال

.A = A ∪ {۰} صورت

توپولوژی با را فرشه توپولوژی یرید. ب نظر در را فرشه توپولوژی R روی .۳ تحویل تمرین

کنید. مقایسه استاندارد

در را A یرید. ب نظر در را قبل مثال در A مجموعۀ و فرشه توپولوژی R روی .۲ تمرین

بیابید. فرشه توپولوژی

آن بستار یرید. ب نظر در را {(۱, ۲)} نقطۀ و (R۲,Tدایره) توپولوژی فضای .۵۸ مثال

است. بسته مجموعه این یعن این و است برابر خودش با توپولوژی این تحت

است. باز مجموعۀ ی باز، مجموعە های از دلخواه اجتماع هر .۵۹ یادآوری

صورت این در .A ⊆ X و باشد توپولوژی فضای ی (X,T ) کنید فرض .۶۰ تعریف

م کنیم: تعریف زیر صورت به و م  نامیم A درون را A زیرمجموعۀ بازِ مجموعۀ بزرگ ترین

A◦ =
⋃

O⊆A , باز O
O.

وجود A زیرمجموعۀ و x شامل بازِ مجموعۀ ی اگر تنها و اگر است A◦ به متعلق x .۶۱ لم

باشد. داشته

.[۱, ۲)◦ = (۱, ۲) .۶۲ مثال

م کنیم: تعریف زیر صورت به را A مرزِ .۶۳ تعریف

∂A = A−A◦.

هر اگر تنها و اگر ،x /∈ A◦ و x ∈ A اگر تنها و اگر است ∂A به متعلق x ر دی بیان به

هر اگر تنها و اگر کند قطع را A از خارج x همسای هر و کند قطع را A ،x همسای

کند. قطع را Ac هم و A هم ،x همسای

۱۳



(xn)n∈N کنید فرض همچنین باشد. توپولوژی فضای ی (X,T ) کنید فرض .۶۴ تعریف

هر برای هرگاه limn→∞ xn = a باشد. X از عنصری a و باشد X اعضای از دنباله ی

که طوری به باشد موجود NU طبیع عدد ی ،a شامل U بازِ همسای

∀n > NU , xn ∈ U.

و باشد حقیق اعداد در را هم دنبالۀ ی (xn)n∈N کنید فرض .۶۵ یادآوری

lim
n→∞

xn = a.

تاست. ی دنباله این حد صورت این در

ثابتِ دنبالۀ و T = {{a, b}, {b, c}, {b}, {a, b, c}, ∅} و X = {a, b, c} .۶۶ مثال

و limn→∞ xn = a ،limn→∞ xn = b که کنید توجه یرید. ب نظر در را xn = b

limn→∞ xn = c.

توپولوژی فضای ی را (X,T ) توپولوژی فضای (۸ هاسدورف (فضای .۶۷ تعریف

و x شامل Ux بازِ ی ،X در x 6= y دلخواه نقطۀ دو هر برای هرگاه م نامیم هاسدورف

.Ux ∩ Uy = ∅ که طوری به باشند موجود y شامل Uy بازِ ی

بازی دو هیچ زیرا نیست هاسدورف شد، معرف ۶۶ مثال در که توپولوژی فضای .۶۸ نکته

باشد. b شامل ری دی و a شامل ی و باشند نداشته اشتراک هم با که نم شوند یافت

صورت این در باشد. (X,T ) هاسدورفِ فضای در را هم دنبالۀ ی xn کنید فرض .۶۹ لم

تاست. ی دنباله این حدِ

کنید فرض همچنین .a 6= b و limn→∞ xn = b ،limn→∞ = a کنید فرض اثبات.

Ua در هم بعد به جایی از xn دنبالۀ باید صورت این در باشند. بالا تعریف مانند Ub و Ua

ندارند. اشتراک هم با دو این ول باشد Ub در هم و

هر صورت این در باشد. هاسدورف توپولوژی فضای ی (X,T ) کنید فرض .۷۰ لم

ی یریم، ب نظر در {a} از خارج که نقطە ای هر (زیرا است. بسته {a} تک عضویِ مجموعۀ

نیست.) a شامل که دارد وجود Ub مانند آن همسای
8Housdorff
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زیرا نیست بسته {b} ،۶۶ مثال در شده معرف توپولوژی فضای در .۷۱ مثال

{b}c = {a, c} /∈ T .

به نباشند. A در است ن مم کند، قطع را A آن ها، همسای هر که نقاط .۷۲ تعریف

صورت این در م شود. گفته A از خارج حدی نقطۀ ی نقطە ای چنین

A = A ∪A از خارج حدی .نقاط

در را A ،A مجموعۀ حدی نقطە ی هر همسای هر هاسدورف فضای ی در .۷۳ لم

م کند. قطع نقطه نامتناه

نقطۀ دو هر برای هرگاه م نامیم، هاسدورف را (X,T ) توپولوژی فضای .۷۴ تعریف

.Ua∩Ub = ∅ و b ∈ Ub ،a ∈ Ua که طوری به باشند موجود Ub Uaو بازهای ،a, b ∈ X

تک عضوی مجموعۀ هر آنگاه باشد، هاسدورف توپولوژی فضای ی (X,T ) اگر .۷۵ لم

است. بسته مجموعۀ ی ،a ∈ X که {a}

متناه اجتماع (زیرا هستند بسته متناه مجموعە های هاسدورف، فضای ی در .۷۶ نتیجه

تک عضوی هاست). از

ی b همچنین ،A ⊆ X و باشد هاسدورف فضای ی (X,T ) کنید فرض .۷۷ نتیجه

نقطه نامتناه در را A مجموعۀ ،b از Ub همسای هر صورت این در باشد. حدی نقطۀ

م کند. قطع

در را Aکه باشد b همسای ی U و باشد A برای حدی نقطۀ ی b کنید فرض اثبات.

کنید فرض عبارت به کند. قطع نقطه متناه

U ∩A = {b۱, b۲, . . . , bn}.

U−{b۱, . . . bn} مجموعۀ پس است. بسته مجموعه این است، هاسدورف فضا که آنجایی از

است. b بودن حدی نقطۀ با متناقض این و ندارد اشتراک A با اما است باز

است. باز U − C دهید نشان باشد. بسته C و باز U کنید فرض .۷۸ سوال

دنبالۀ اگر صورت این در باشد. هاسدورف فضای ی (X,T ) کنید فرض .۷۹ نتیجه

تاست. ی آن حد آنگاه باشد، را هم (xn)n∈N
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فرض همچنین .a 6= b و limn→∞ xn = b ،limn→∞ xn = a کنید فرض اثبات.

آنجایی از .Ua∩Ub = ∅ که طوری به باشند b و a از همسای دو ترتیب به Ub و Ua کنید

که طوری به است موجود Na طبیع عدد راست، هم a به xn دنبالۀ که

∀n > Na , xn ∈ Ua.

که طوری به است موجود Nb طبیع عدد راست، هم b به xn که آنجایی از مشابهاً

∀n > Nb , xn ∈ Ub.

بنابراین

∀n > max{Na, Nb} , xn ∈ (Ua ∩ Ub) = ∅.

م شود. ثابت م ح و است تناقض این که

( متناه متمم (توپولوژی یرید. ب نظر در را فرشه توپولوژی ، حقیق خط روی .۳ تمرین

خیر است؟ هاسدورف توپولوژی، این آیا الف)

م کند؟ میل نقاط چه به { ۱
n}n∈N دنبالۀ ب)

( متری (توپولوژی متری فضاهای ۵ .۱

ی را d : X×X −→ R≥۰ تابع باشد. دلخواه مجموعۀ ی X کنید فرض .۸۰ تعریف

هرگاه م نامیم، X روی متر

.d(x, y) = d(y, x) ،x, y ∈ X نقطۀ دو هر برای −۱

،X به متعلق z و y ،x هر برای عبارت به باشد. برقرار مثلث نامساوی −۲

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

.x = y ⇐⇒ d(x, y) = ۰ ،x, y ∈ X هر برای −۳

م شود.) توپولوژی به منجر (متر .۸۱ قضیه

توپولوژی ی برای پایه ی زیر گردایۀ آنگاه باشد. متری فضای ی (X, d) کنید فرض

م شود. گفته d متری توپولوژی آن به که است X روی

B = {Br(a) | a ∈ X, r ∈ R≥۰} , Br(a) = {x ∈ X | d(x, a) < r}.
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a ∈ U هر برای اگر تنها و اگر است باز U مجموعۀ ،d متری توپولوژی در ر دی بیان (به

(.a ∈ Br(a) ⊆ U که طوری به باشد موجود Br(a) گوی ی

پیدا x شامل باز گوی ی راحت به باشد. دلخواه نقطۀ ی x ∈ X کنید فرض اثبات.

م شود.

به متعلق x و باشند b و a حول گوی دو Br۲(b) و Br۱(a) کنید فرض دوم: ویژگ

دهید قرار باشد. Br۱(a) ∩Br۲(b)

r′۱ = r۱ − d(a, x) , r′۲ = r۲ − d(b, x) , r′۳ = min{r′۱, r′۲}.

بزنید. r′۳ شعاع به گوی ی x حول

.Br′۳
(x) ⊆ Br۱(a) ∩Br۲(b) .۱ ادعا

و d(c, a) < r۱ آنگاه ،d(c, x) < r′۳ که طوری به باشد دلخواه نقطۀ c اگر یعن

باشد، چنین c کنید فرض .d(c, b) < r۲

d(c, a) ≤ d(c, x) + d(x, a) < r۱ − d(x, a) + d(x, a) = r۱.

.d(c, b) < r۲ م شود ثابت b برای مشابهاً

یرید. ب نظر در را زیر متر R۲ در .۸۲ مثال

d۱((x۱, y۱), (x۲, y۲)) =
√
(x۱ − x۲)۲ + (y۱ − y۲)۲.

توپولوژی وضوح به م کند. صدق آن در متر ویژگ های که داد نشان م توان راحت به

است. دایرە ای توپولوژی همان متر این توسط ایجادشده

یرید. ب نظر در R۲ برای را زیر متفاوت متر .۸۳ مثال

d۲((x۱, y۱), (x۲, y۲)) = |x۱ − x۲|+ |y۱ − y۲|.

داریم همچنین یرید. ب نظر در را Br(۰) = {(x, y) | |x| + |y| < r} گوی متر، این با

با متر این با ایجادشده توپولوژی .Br((a, b)) = {(x, y) | d۲((x, y), (a, b)) < r}

است. برابر قبل مثال متر توسط ایجادشده توپولوژی

است. متری ی d۲ کنید ثابت .۸۴ سوال
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یرید. ب نظر در را زیر متر R۲ در .۸۵ مثال

d(A,B) = max{|x۱ − x۲|, |y۱ − y۲|}.

داریم

Br(۰) = {(x, y) | max{|x|, |y|} < r}.

ایجادشده توپولوژی های با که است مربع توپولوژی همان متر این توسط ایجادشده توپولوژی

است. برابر قبل مثال دو در

به متعلق x, y هر (برای باشد خطّ مرتب مجموعۀ ی (X,T ) کنید فرض .۸۶ تعریف

ی برای پایه ی یل تش زیر گردایۀ صورت این در .(x = y یا x > y یا x < y ،X

م دهد: X روی توپولوژی

B = {(a, b) | a < b} , (a, b) = {x ∈ X | a < x < b}

.

یرید. ب نظر در را (R, <) مجموعۀ .۸۷ مثال

مثال a < b و a, b ∈ Q که (a, b) بازۀ ی ،(Q, <) خطّ مرتب مجموعۀ در .۸۸ مثال

است. باز مجموعۀ ی از

است؟ باز زیر مجموعۀ آیا .۸۹ سوال

A = (
√

۲, π) ∩Q = {x ∈ Q |
√
2 < x < π}.

در باشند. گویا اعداد از دنبالە هایی bi و ai و bi → π− و ai →
√

۲+ کنید فرض پاسخ.

بازهاست. از شمارا اجتماع یعن این و
⋂

i∈N(ai, bi) = (
√

۲, π) ∩Q صورت این

م شود؟ ناش متر از هم فوق توپولوژی آیا .۹۰ سوال

م گیریم. نظر در قاموس ترتیب با را R× R مجموعۀ .۹۱ مثال

:(a′, b′) و (a, b) عضو دو برای قاموس ترتیب

(a, b) < قاموس (a
′, b′) ⇔ (a < a′) ∨ ((a = a′) ∧ (b < b′)).
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پایە ای دارای آن ترتیبی توپولوژی بنابراین ندارد، عضو ترین کوچ و R×Rبزرگترین مجموعۀ

صورت به باز بازە های همۀ گردایۀ از ل متش است

((a, b), (a′, b′)) = {(x, y) | (a, b) < >قاموس قاموس (a
′, b′)}

دادە ایم. نمایش را بازە ها این زیر ل ش در است.

م شود. ناش متر ی از R۲ قاموس ترتیبی توپولوژی دهید نشان .۴ تمرین

بازهای بر علاوه باشد، مینیمم دارای خط مرتب مجموعۀ ی (X,<) اگر .۹۲ توجه

م گیریم. پایە ای جزوبازهای را (b > minX (برای [minX, b) صورت به بازهای (a, b)

B = {(a, b) | a < b} ∪ {[minX, b) |b ∈ X , b > minX}

[b,maxS]صورت به بازهای (a, b)بازهای بر علاوه باشد، ماکسیمم Xدارای اگر مشابها .

م دهیم. قرار پایه در را

باز تک عضوی ها توپولوژی این در یرید. ب نظر در را (N, <) مرتب مجموعۀ .۹۳ مثال

هستند:

{n} = (n− ۱, n+ ۱) , {۰} = [۰, ۱) = {x ∈ N | ۰ ≤ x < ۱}.

است. گسسته توپولوژی بنابراین

گسسته توپولوژی این آیا یرید. ب نظر در را ({۰, ۱} × N, < (قاموس مجموعۀ .۹۴ سوال

است؟

نیست. باز {(۱, ۰)} .۲ ادعا

وجود (۱, ۰) از قبل عنصر کوچ ترین واقع در است. نامتناه (۱, ۰) شامل بازۀ هر

ندارد.
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پیوسته توابع ۶ .۱

هر برای هرگاه م خوانیم پیوسته x۰ ∈ R نقطۀ در را f : R −→ R تابع .۹۵ درس  مرور

طوری به باشد موجود x۰ حول (x۰ − δ, x۰ + δ) بازۀ ی (f(x۰)− ϵ, f(x۰)+ ϵ) بازۀ

به .f(x) ∈ (f(x۰)− ϵ, f(x۰) + ϵ) آنگاه x ∈ (x۰ − δ, x۰ + δ) اگر x هر برای که

.f
(
(x۰ − δ, x۰ + δ)

)
⊆

(
f(x۰)− ϵ, f(x۰) + ϵ

)
ر دی بیان

برای هرگاه است پیوسته (x۰, y۰) نقطۀ در f : R۲ −→ R۲ تابع ر، دی مثال عنوان به

وجود (x۰, y۰) حول δ شعاع به گوی ی (f(x۰, y۰)− ϵ, f(x۰, y۰)+ ϵ) همسای هر

که طوری به باشد داشته

f(Bδ((x۰, y۰))) ⊆ (f(x۰, y۰)− ϵ, f(x۰, y۰) + ϵ).

باشند. توپولوژی فضای دو (Y,TY ) و (X,TX) کنید فرض .۹۶ تعریف

هرگاه است پیوسته x۰ نقطۀ در f تابع م گوییم یرید. ب نظر در را f : X → Y تابع

طوری به باشد موجود Ux۰ ∈ TX بازِ ی f(x۰) نقطۀ حول Uf(x۰) ∈ TY بازِ هر برای

.f(Ux۰) ⊆ Uf(x۰) ر دی بیان به .f(x) ∈ Uf(x۰) ،x ∈ Ux۰ هر برای که

باشد. پیوسته x۰ ∈ X نقاط تمام در هرگاه است پیوسته f : X −→ Y تابع .۹۷ تعریف

مجموعۀ V ∈ TY بازِ هر برای اگر تنها و اگر است پیوسته f : X −→ Y تابع .۹۸ قضیه

f−۱(V ) = {x ∈ X | f(x) ∈ V }

باشد. باز TX در

باشد. TX به متعلق f−۱(V ) ،V ∈ TY هر برای کنید فرض اثبات.

است. پیوسته x۰ نقطۀ در f م کنیم ادعا باشد. دلخواه نقطۀ ی x۰ ∈ X کنید فرض

همسای ی f−۱(V ) صورت این در باشد، f(x۰) حول همسای ی V کنید فرض

.f(f−۱(V )) ⊆ V که طوری به است x۰ حول

بازِ هر برای م دهیم نشان باشد. پیوسته x۰ ∈ X نقاط تمام در f کنید فرض برعکس،

دلخواه بازِ ی V ∈ TY کنید فرض است. باز TX توپولوژی در f−۱(V ) ،V ∈ TY

است، پیوسته x۰ در f که آنجا از .f(x۰) ∈ V صورت این در .x۰ ∈ f−۱(V ) و باشد

.U ⊆ f−۱(V ) که طوری به است موجود x۰ حول U ∈ TX بازِ ی
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مجموعۀ TY به متعلق V بازِ هر برای هرگاه است پیوسته f : X → Y تابع .۹۹ یادآوری

باشد: باز TX در زیر

f−۱(V ) : {x ∈ X | f(x) ∈ V }.

A ⊆ X مجموعۀ هر برای اگر تنها و اگر است پیوسته f : X → Y تابع .۱۰۰ قضیه

نقطۀ ی f(x) باشد، A حدی نقطۀ ی x اگر ر دی بیان به .f(A) ⊆ f(A) باشیم، داشته

.(x ∈ A ⇒ f(x) ∈ f(A)) باشد f(A) برای حدی

،x همسای (هر x ∈ A و A ⊆ X باشد، پیوسته f : X → Y کنید فرض اثبات.

قطع را f(A) ،f(x) همسای (هر است f(A) در f(x) م دهیم نشان کند). قطع را A

همسای ی ،f تابع پیوستگ به بنا باشد. f(x) همسای ی V کنید فرض م کند).

است، A حدی نقطۀ ی x که آنجایی از .f(U) ⊆ V که طوری به است موجود x حول U

.f(t) ∈ V ∩ f(A) بنابراین است. موجود t ∈ U ∩A مانند نقطە ای

V کنید فرض است. پیوسته f م دهیم نشان .f(A) ⊆ f(A) کنید فرض برعکس،

f−۱(V ) م کنیم فرض است. باز X در f−۱(V ) م دهیم نشان باشد. f(x) حول بازِ ی

هر یعن نیست، درون که دارد وجود t ∈ f−۱(V ) نقطۀ ی صورت این در نباشد. باز

برای حدی نقطۀ ی t پس م کند. قطع را ((f−۱(V ))c) X − f−۱(V ) ،t همسای

f(X − f−۱(V )) ⊆ V c برای حدی نقطۀ ی f(t) فرض به بنا است. X − f−۱(V )

درون نقطۀ باید f(t) ∈ V و است باز V ) است V c برای حدی نقطۀ ی f(t) پس است.

باشد).

هر برای اگر تنها و اگر است پیوسته f : X → Y تابع دهید نشان .۴ تحویل تمرین

باشد. بسته f−۱(C) ⊆ X مجموعۀ ،C ⊆ Y بستۀ مجموعۀ

که طوری به باشد داشته وجود (xn)n∈N مانند A مجموعۀ در دنبالە ای کنید فرض .۱۰۱ لم

.x ∈ A صورت این در .xn → x

همسای هر پس دارد، قرار A در دنباله و م کند قطع را دنباله x همسای هر چون اثبات.

.x ∈ A و م کند قطع را A ،x

x به که دارد وجود A عناصر از xn مانند دنبالە ای که م دهد نتیجه x ∈ A آیا .۱۰۲ سوال

م کند؟ میل
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تنها و اگر x ∈ A صورت این در باشد. متری فضای ی (X, d) کنید فرض .۱۰۳ نتیجه

باشد. A اعضای از xn دنبالۀ ی حد x اگر

بنابراین م کند. قطع را A ،x همسای هر صورت این در .x ∈ A کنید فرض اثبات.

نظر در را B ۱
۲
(x) حال .x۱ ∈ A ∩ B۱(x) کنید فرض م کند. قطع را A ،B۱(x)

نقطۀ ی B ۱
n
(x) گوی هر از مشابه طریق به .x۲ ∈ A ∩ B ۱

۲
(x) کنید فرض و یرید ب

دلخواه همسای ی Br(x) کنید فرض .(xn)n∈N → x م کنیم ادعا کنید. انتخاب xn

پس است. موجود ۱
n < r عدد ی ، حقیق اعداد ارشمیدس ویژگ به بنا باشد. x از

.xn ∈ B ۱
n
(x) ⊆ Br(x)

f : X → Y صورت این در باشند. متری فضاهای Y و X کنید فرض .۱۰۴ نتیجه

آنگاه xn → a اگر ،X اعضای از {xn}n∈N دنبالۀ هر برای اگر تنها و اگر است پیوسته

.f(xn) → f(a) که باشد گونە ای به {f(xn)}n∈N دنبالۀ

باشد؟ متری Y است لازم آیا .۱۰۵ سوال

است؟ متری پذیر ، توپولوژی فضای هر آیا .۱۰۶ سوال

متری ی هرگاه م نامیم، متری پذیر را (X,T ) توپولوژی فضای .۱۰۷ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود d : X ×X → R

{Br(x) | x ∈ X, r ∈ R+}

باشد. T توپولوژی برای پایە ای

حاصلضربی توپولوژی ۷ .۱

دکارت ضرب تبدیل ما هدف باشند. توپولوژی فضای دو (Y,TY ) و (X,TX) کنید فرض

است. توپولوژی فضای ی به X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }

م نامیم؟ باز زمان چه را O ⊆ X × Y مجموعۀ ی .۱۰۸ سوال

ل متش مجموعۀ است. X ×Y روی توپولوژی ی برای پایه ی زیر مجموعۀ .۱۰۹ قضیه

است. باز Y در V و X در U که U × V ل ش به مجموعە های تمام از

U × V = {(x, y) | x ∈ U, y ∈ V }.
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و م شود واقع پایە ای باز ی در (x, y) ∈ X × Y عنصر هر که م کنیم توجه اثبات.

به متعلق (x, y) کنید فرض بودن، پایه دوم شرط دادن نشان برای است. برقرار اول شرط

،(x, y) ∈ U۲ × V۲ و (x, y) ∈ U۱ × V۱ بنابراین باشد. (U۱ × V۱) ∩ (U۲ × V۲)

نتیجه در .y ∈ V۱ ∩ V۲ و x ∈ U۱ ∩ U۲ پس

(x, y) ∈ (U۱ ∩ U۲)× (V۱ ∩ V۲) ⊆ (U۱ × V۱) ∩ (U۲ × V۲).

بازهای پس است. (a, b) مانند بازه ی صورت به (R,Tترتیبی) در باز ی .۱۱۰ مثال

و x ∈ (a, b) = U که هستند (x, y) مانند مرتب هایی زوج ترتیبی، توپولوژی با R × R

.y ∈ (c, d) = V

است. قاموس ترتیب با ایجادشده توپولوژی همان Rگسسته × Rترتیبی .۱۱۱ مثال

است. دایرە ای توپولوژی با برابر ترتیبی) توپولوژی (با R۲ = R× R .۱۱۲ مثال

a ∈ A هر برای صورت این در یرید. ب نظر در را f : A → X × Y تابع .۱۱۳ قضیه

است پیوسته f آنگاه .f۲ : A → Y و f۱ : A → X که f(a) = (f۱(a), f۲(a)) داریم

باشند. پیوسته دو هر f۲ و f۱ اگر تنها و اگر

باز U ⊆ X کنید فرض است. پیوسته f۱ م کنیم ادعا باشد. پیوسته f کنید فرض اثبات.

باز X × Y در U × Y کنید توجه است. باز f−۱
۱ (U) ⊆ A م کنیم ادعا همچنین باشد.

است. باز A در f−۱(U × Y ) ،f پیوستگ به بنا است.

f−۱
۱ (U) = {x | f۱(x) ∈ U} = {x ∈ A | f۱(x) ∈ U, f۲(x) ∈ Y }

= {x ∈ A | f(x) ∈ U × Y } = f−۱(U × Y ).

دو f۲ : A → Y و f۱ : A → X کنید فرض برعکس، بود. خواهد پیوسته هم f۲ مشابها

فرض ادعا، اثبات برای است. پیوسته f : A → X × Y م کنیم ادعا باشند. پیوسته تابع

آنگاه باشد، X × Y برای پایە ای باز ی U × V کنید

f−۱(U×V ) = {x ∈ A | f(x) ∈ U×V } = {x ∈ A | f۱(x) ∈ U, f۲(x) ∈ V }

= f−۱
۱ (U) ∩ f−۱

۲ (V ).

است. باز مجموعه این بازها، از متناه اشتراک دلیل به
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دهید نشان باشد. X × Y در دنبالە ای (an, bn)n∈N کنید فرض .۵ تحویل تمرین

.bn 7→ b و an 7→ a اگر تنها و اگر (an, bn) 7→ (a, b)

x ∈ Rω , x = (x۱, x۲, . . Rاست((. عناصر از دنباله Rωی در عنصر هر .۱۱۴ تعریف

است: زیر صورت به Rω پایە ای بازهای .(xi ∈ R که

∏
Ui⊆R , باز U

Ui = U۱ × U۲ × · · · .

∏
i∈ω Ri روی توپولوژی ی برای پایه ی یل تش ها

∏
i∈ω Ui از ل متش B مجموعۀ

م شود. گفته جعبە ای۹ توپولوژی توپولوژی، این به م دهد.

نیست. متری پذیر جعبە ای توپولوژی با Rω .۱۱۵ قضیه

را xi > ۰ که طوری به x = (xi)i∈ω عناصر همۀ از ل متش A ⊆ Rω مجموعۀ اثبات.

کنید فرض است. A به متعلق نقطۀ ی ۰ = (۰, ۰, . . .) نقطۀ م کنیم ادعا یرید. ب نظر در

yi > ۰ عنصر ی شامل Ui هر باشد. ۰ حولِ باز ی U۱ × U۲ × · · · =
∏

i∈ω Ui

.(yi)i∈ω ∈ A ∩
∏

Ui پس است،

نیست). متری پذیر Rω (بنابراین نم کند میل ۰ به A عناصر از دنبالە ای هیچ .۳ ادعا

.(an → a) م کند میل ۰ به که باشد Rω در دنبالە ای (an) کنید فرض

a۱ = (a۱۱, a۱۲, a۱۳, . . .) , a۲ = (a۲۱, a۲۲, a۲۳, . . .)
...−→ ۰ = (۰, ۰, ۰, . . .).

∏
Ui = (−aii, aii) = (−a۱۱, a۱۱)× (−a۲۲, a۲۲)× · · · ⊆ Rω

در دنباله بعد به aN جملۀ از که ندارد وجود N عدد هیچ م کنیم ادعا است. پایە ای باز ی

(−a۱۱, a۱۱) در a۱۱ چون نم گیرد قرار پایە ای بازِ این در a۱ که م بینیم شود. واقع بالا بازِ

و ندارد قرار (−a۲۲, a۲۲) در چون نیست پایە ای بازِ این در a۲۲ همچنین و نم گیرید قرار

نم گیرد. قرار باز این در an هیچ کل طور به

است درست آیا باشد. Rω اعضای از دنباله ی (an)n∈N کنید فرض .۶ تحویل تمرین

دنبالۀ هر اگر تنها و اگر (an = (an۱, an۲, . . .) , a = (a۱, a۲, . . .)) (an) → a که

کند؟ میل an به (ani)i∈N
9Box topology
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که (f(a) = (f۱(a), f۲(a))) f : A −→
∏

i∈ω Ri کنید فرض .۱۱۶ مشاهده

پیوسته f باشند، پیوسته fiها تک تک اگر که نیست اینگونه صورت این در .fi : A −→ R

است.

نظر در را
∏

i∈ω Ui پایە ای بازِ ی است. پیوسته f دهیم نشان بخواهیم کنیم فرض

یرید. ب

f−۱(U۱ × U۲ × · · · ) = {x ∈ A | f۱(x) ∈ U۱, f۲(x) ∈ U۲, . . .}

= f−۱
۱ (U۱) ∩ f−۱

۲ (U۲) ∩ · · · .

نیست. باز لزوما باز، مجموعۀ تا شمارا اشتراک که م دانیم

A = {(x, x) | x ∈ X} مجموعۀ اگر تنها و اگر است هاسدورف TX توپولوژی .۵ تمرین

باشد. باز (حاصلضربی) X ×X در

دارد. زیادی بازهای و است ظریف توپولوژی جعبە ای، توپولوژی .۱۱۷ یادآوری

مجموعۀ نیست. متری پذیر (Rω,Tجعبە ای) که بود این کردیم، بررس که نکات از ی

طرف از اما  ۰ = (۰, ۰, . . .) ∈ A یرید. ب نظر در را A = {x | xi > ۰} = (R+)ω

مانند A اعضای از دنبالە ای اگر چون نیست، A اعضای از دنبالە ای هیچ حد نقطه این

a۱ = (a۱۱, a۱۲, . . .) , a۲ = (a۲۱, a۲۲, . . .) , a۳ , . . .

به جا هیچ  از یرید، ب نظر در را صفر از
(
(−a۱۱, a۱۱), (−a۲۲, a۲۲), . . .

)
همسای و

نم گیرد. قرار همسای این در دنباله بعد

جعبە ای توپولوژی کل حالت

باشند. توپولوژی فضاهای از خانواده ی (Xi,Ti)i∈I کنید فرض

x ∈
∏
i∈I

Xi ⇐⇒ x = (xi)i∈I , xi ∈ Xi.

بیان به یا xi ∈ Xi که است (xi)i∈I دنبالۀ ی صورت به
∏

i∈I Xi در عنصر هر واقع در

است. I −→
⋃
Xi تابع ی صورت به ر دی

صورت به
∏

Xi روی جعبە ای توپولوژی پایە ای بازِ ∏ی
i∈I, Ui∈TXi

Ui

است.

۲۵



توابع تک تک یرید. ب نظر در را t 7→ (t, t, t, . . .) که f : R −→ Rω تابع .۱۱۸ مثال

هستند. پیوسته t 7→ t که fi : R −→ Ri = R

است؟ پیوسته ۰ در f آیا .۱۱۹ سوال

همسای .f(۰) = (۰, ۰, . . .) که است واضح پاسخ.

(−۱, ۱)× (−۱
۲
,

۱
۲
)× (−۱

۳
,

۱
۳
)× · · · = V

م شود مشاهده یرید. ب نظر در را (۰, ۰, . . .) از

f−۱(V ) = {t | f(t) ∈ V } =
⋂
n∈N

(−۱
n
,

۱
n
)

ارشمیدس خاصیت
==========

حقیق اعداد
۰.

نیست. پیوسته صفر در f پس نشد باز باز، تابع ی وارون تصویر اینکه به توجه با

فضاهای از خانواده ی (Xi,Ti)i∈I کنید فرض حاصلضربی) (توپولوژی .۱۲۰ تعریف

توپولوژی نام به
∏

i∈I Xi روی ر دی توپولوژی ی تعریف هدف، باشند. توپولوژی

صورت به پایە ای بازهای است. ∏}حاصلضربی
i∈I

Ui | باشد. متناه {i | Ui 6= Xi}
}

بود. خواهد

پایە ای بازهای عبارت به یرید. ب نظر در را حاصلضربی توپولوژی Rω روی خاص طور به

.Ui = Xi بعد به متناه جایی از که طوری به هستند
∏

i∈I Ui بصورت

پیوسته f تابع .a 7→ (fia)i∈I که یرید ب نظر در را f : A −→
∏

i∈I Xi .۱۲۱ مثال

باشند. پیوسته fiها تک تک اگر تنها و اگر است

کنید فرض است. پیوسته f م کنیم ادعا باشند. پیوسته fiها تک تک کنید فرض اثبات.

،I ′ = {i ∈ I | Ui 6= Xi} اگر باشد.
∏

i∈I Xi در پایە ای بازِ ی
∏

i∈I Ui

f−۱(∏
i∈I

Ui

)
=

{
x ∈ A | fi(x) ∈ Ui

}
=

⋂
i∈I

f−۱
i (Ui) =

⋂
j∈I′⊆I

f−۱
j (Uj)

است. باز باز، مجموعۀ متناه تعداد اشتراک م دانیم و

و اگر است a = (a۱, a۲, . . .) به را هم an = (an۱, an۲, . . .) دنبالۀ Rω در .۶ تمرین

.(ani)i∈N → ai اگر تنها

۲۶



است. متری پذیر حاصلضربی توپولوژی با Rω .۱۲۲ لم

U۱ × U۲ × UN × · · · × R× R× · · ·

است. پایە ای بازِ ی

یرید. ب نظر در را زیر متری R روی عقب تر: قدم ی

d(x, y) =

 |x− y| |x− y| < ۱

۱ |x− y| ≥ ۱

 (۱)

کنید). بررس را متر (ویژگ های است متری ی d(x, y) دهید نشان .۷ تمرین

یرید. ب نظر در را زیر متری Rω روی

D(x, y) = sup({d(xi, yi)
i

| i ∈ ω}) = sup{d(x۱, y۱)

۱
,
d(x۲, y۲)

۲
, . . .}

ادعا هستند. Rω به متعلق (yi)i∈ω = (y۱, y۲, . . .) و (xi)i∈ω = (x۱, x۲, . . .) که

وضوح به اول قدم در م کند. ایجاد را حاصلضربی توپولوژی D متری م کنیم

D(x, y) = r ⇐⇒ d(xi, yi)

i
≤ r.

صورت این در . ۱
N < r کنید فرض اکنون

D(x, y) = max{d(xi, yi)
i

}i<N .

مثال عنوان به

Br(a) = {x |D(x, a) < r} = {(xi)i∈ω | d(xi, ai) < ir , i < N(x, a)}.

ناشماراست. J که یرید ب نظر در حاصلضربی توپولوژی با را RJ =
∏

j∈J Rj .۱۲۳ مثال

صورت به پایە ای ∏بازهای
باز Ui⊆R , است. متناه {i | Ui ̸=R}

Ui

یرید. ب نظر در را A ⊆
∏

j∈J Rj نیست. متری پذیر RJ م کنیم ادعا هستند.

(xj)j∈J ∈ A ⇐⇒ هستند. ی همە جا تقریبا ها xj

۲۷



است. A در ۰ = {(۰j)j∈J} م کنیم ادعا باشد. متناه {j | xj 6= ۱} ر دی بیان به

دارند وجود عناصری A در باشند. صفر همسای متناه تعداد Uj۱, . . . UjN کنید فرض

م کنیم ادعا همچنین هستند. ی جاها بقیۀ در و هستند نایِ j۱, . . . jN ان های م در که

اجزای تمام در ی مخالف عناصر تعداد نم کند. میل (۰) به A عناصر از دنبالە ای هیچ

،n ∈ N هر برای که طوری به است موجود β ∈ J اندیس شماراست. مذکور، دنبالۀ

دنباله بعد به جایی از .Ui = R ،i 6= β برای و یرید ب نظر در Uβ = (−۱, ۱) .anβ = ۱

نم گیرد. قرار
∏

i∈J Ui در

فشردگ ۸ .۱
۱۰

هم بازه این در f صورت این در باشد. پیوسته f : [a, b] → R کنید فرض .۱۲۴ یادآوری

است. مطلق مینیمم دارای هم و مطلق ماکزیمم دارای

∀x ∈ [a, b] f(c۱) ≤ f(x) ≤ f(c۲).

در نامتناه دنبالە ای عبارت به کنید، انتخاب را [a, b] بازۀ در نقطه نامتناه کنید سع اگر

[a, b] بستۀ بازۀ بنیادی ویژگ این دارد. را هم زیردنبالۀ ی حتما دنباله این بسازید، بازه این

است.

ندارد، ماکزیمم f کنید فرض است، مطلق ماکزیمم دارای f اینکه اثبات برای اکنون

که است موجود a۲ و نیست ماکزیمم f(a۱) رید، ب نظر در بازه این در را a۱ اگر بنابراین

دنبالە ای صورت همین به کرد. تکرار بار بینهایت م توان را کار این و است بیشتر f(a۲)

را هم f(d) به نقاط این f نتیجه در و شود را هم d مانند نقطە ای به باید که م شود ساخته

مینیمم. برای مشابها است، نظر مورد ماکزیمم همان f(d) یعن این و م شود

اگر زیرا دارد؟ را هم زیردنبالە ای یریم، ب نظر در [a, b] بازۀ در که دنبالە ای هر چرا

طرف از دارد. نزول یا صعودی زیردنبالۀ ی حتما دنباله این یریم، ب نظر در دلخواه دنبالە ای

سوپریمم Rدارای از زیرمجموعه هر زیرا راست. هم ،R در کراندار بالا از صعودیِ دنبالۀ ی

م کند. میل سوپریممش به این و است بالا) کران ترین (کوچ

10Compactness
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دلخواه زیرمجموعۀ A و باشد توپولوژی فضای ی (X,T ) کنید فرض .۱۲۵ تعریف

دارای A مجموعۀ بازِ پوشش هر هرگاه است فشرده مجموعۀ ی A م گوییم باشد. X از

باشد. متناه زیرپوشش ی

م پوشانند Aرا که باشد باز) (مجموعە های حباب ها از Cگردایە ای کنید فرض توضیح:

که طوری به موجودند O۱, O۲, . . . , On ∈ C بازهای صورت این در .(A ⊆
⋃
C)

.A ⊆ O۱ ∪ ۲ ∪ · · · ∪On

که است R از پوشش
⋃

n∈N(n, n + ۲) = R زیرا نیست فشرده R ⊆ R .۱۲۶ مثال

ندارد. متناه زیرپوشش

باشد بازها از گردایە ای C کنید فرض یرید. ب نظر در را A = {۰}∪{ ۱
n}n∈N .۱۲۷ مثال

برای ها ۱
n تمام شامل O است. ۰ شامل O مانند بازها این از ی است. پوشانده را A که

م شوند. پوشیده باز متناه توسط { ۱
n}n≤N اکنون است. n > N

است؟ فشرده (۰, ۱] آیا .۱۲۸ مثال

برای پوشش {( ۱
n , ۱)}n∈N ∪ (۱

۲ , ۱) پس یرید. ب نظر در را {( ۱
n , ۱)}n∈N بازهای

ندارد. متناه زیرپوشش که است (۰, ۱]

هم B صورت این در باشد. بسته B ⊆ A و باشد فشرده A ⊆ X کنید فرض .۱۲۹ لم

است. فشرده

باز پوشش {Bc}∪C صورت این در باشد. B برای باز پوشش ی C کنید فرض اثبات.

موجودند O۱, . . . , On ∈ C بازِ متناه تعداد است، فشرده A که آنجا از است. A برای

.B ⊆ O۱ ∪ · · · ∪On که است واضح م پوشانند. را A مجموعۀ Bc همراه به که

A ⊆ X کنید فرض همچنین باشد. پیوسته تابع ی f : X → Y کنید فرض .۱۳۰ قضیه

صورت این در باشد. فشرده

f(A) = {f(x) | x ∈ A} ⊆ Y

است. فشرده

{f−۱(O)}O∈C گردایۀ Yباشد. در f(A) مجموعۀ برای باز Cپوشش گردایۀ کنید فرض اثبات.

است، فشرده A که آنجا از است. A برای پوشش

A ⊆ f−۱(O۱) ∪ f−۱(O۲) ∪ · · · ∪ f−۱(On).

۲۹



م پوشانند. را f(A) مجموعۀ O۱ ∪ · · · ∪On بنابراین

باشد. ترتیبی توپولوژی با فضا ی Y و باشد پیوسته f : X → Y کنید فرض .۱۳۱ قضیه

این در است. فشرده A ⊆ X کنید فرض همچنین است. دلخواه توپولوژی فضای ی X

موجودند A در c۲ و c۱ نقاط یعن است. مطلق مین موم و ماکزیمم دارای A در f صورت

که طوری به

∀x ∈ A : f(c۱) ≤ f(x) ≤ f(c۲).

م کنیم ادعا است. فشرده نیز f(A) قبل قضیه به بنا است، فشرده A که آنجا از اثبات.

باشد. نداشته ماکزیمم f(A) کنید فرض خلف)، (برهان است. ماکزیمم دارای f(A) که

نداشته ماکزیمم f(A) اگر م پوشانند. را f(A) مجموعۀ {(−∞, a)}a∈f(A) بازە های

f(A) فشردگ با تناقض در این و نیست متناه زیرپوشش دارای یادشده پوشش باشد،

است.

است. فشرده [a, b] ⊆ R .۱۳۲ قضیه

زیرپوشش ی دارای C م کنیم ادعا باشد. [a, b] برای باز پوشش ی C کنید فرض اثبات.

دهید قرار است. متناه

A = {c ∈ [a, b] | م شود. پوشیده C در باز متناه توسط [a, c]}

طوری به است موجود O ∈ C بازِ است، [a, b] برای پوشش C که آنجا از .A 6= ∅ اولا

کامل تر طور به .[a, a+ ϵ] ⊆ O پس است. موجود (a− ϵ, a+ ϵ) ⊆ O بازِ بازۀ ی که

مجموعۀ پس دارد. متناه پوشش که است موجود [x, x+ ϵ] بازۀ ی x ∈ [a, b] هر برای

کران ترین کوچ دارای پس است، کراندار بالا از ناته مجموعۀ ی A است. ناته A

پوشش [a, c۱] م کنیم ادعا باشد. A برای بالا کران ترین کوچ c۱ کنید فرض بالاست.

[c۱−ϵ, c۱+ϵ] بنابراین باشد. شده پوشیده C در O۱ بازِ توسط c۱ کنید فرض دارد. متناه

متناه پوشش [a, c۱] پس دارد. متناه پوشش هم [a, c۱−ϵ] طرف از دارد. متناه پوشش

م شود. نقض c۱ بودن بالا کران آنگاه ،b 6= c۱ اگر .c۱ = b م کنیم ادعا اکنون دارد.

.c۱ = b بنابراین دارد. متناه پوشش [c۱, c۱, ϵ] که طوری به م شود یافت ϵ چون

۳۰



(ai)i∈N کنید فرض همچنین باشد. فشرده مجموعۀ ی A ⊆ X کنید فرض .۱۳۳ قضیه

ی به را هم زیردنبالۀ ی دارای (ai)i∈N صورت این در باشد. A اعضای از دنباله ی

است. a ∈ A عنصر

نباشند. (ai)i∈N دنبالۀ از زیردنباله ی حد a ∈ A نقاط از کدام هیچ  کنید فرض اثبات.

نقاط از ی هیچ شامل که است موجود Ua همسای ی a ∈ A هر برای صورت این در

فشرده A که آنجا از م پوشانند. را A مجموعۀ Ua همسای های نیست. (an)n∈N دنبالۀ

است،

A ⊆ Ua۱ ∪ Ua۲ ∪ · · · ∪ Uak

متناه موجب این است، نظر مورد دنبالۀ از ai نقطۀ احتمالا شامل فقط Uai هر چون این و

است. تناقض این و م شود دنباله بودن

ی A اعضای از دنباله هر هرگاه م نامیم ۱۱ دنبالە ای فشردۀ را A مجموعۀ .۱۳۴ تعریف

فشردۀ فشرده، مجموعۀ هر قبل، قضیۀ به بنا باشد. داشته A در عنصر ی به را هم زیردنبالۀ

است. دنبالە ای

گونە ای به A ⊆ X کنید فرض همچنین باشد. متری فضای ی X کنید فرض .۱۳۵ قضیه

این در باشد. A در عنصری به را هم زیردنبالۀ ی دارای A در نامتناه دنبالۀ هر که باشد

است. فشرده A صورت

A م توان ϵ > ۰ هر برای است، فشرده دنبالە ای A اینکه فرض با اول: ادعای −۱ اثبات.

پوشاند. ϵ شعاع به گوی متناه با را

و ϵ > ۰ ی پوشاند. ϵ شعاع به گوی متناه با را A نشود کنید فرض خلف)، (برهان

صورت این در یرید. ب نظر در را x۱ ∈ A دلخواه عنصر ی

x۲ ∈ A−B(x۱, ϵ) , A ⊈ B(x۱, ϵ).

صورت این در

A ⊈ B(x۱, ϵ) ∪B(x۲, ϵ).

پس

x۳ ∈ A−B(x۱, ϵ) ∪B(x۲, ϵ)

11Sequentially compact
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بسازید. (xn) دنبالۀ ی ترتیب این به و یرید ب نظر در را

xn /∈ B(x۱, ϵ) ∪B(x۲, ϵ) ∪ · · · ∪B(xn−۱, ϵ).

هیچ (xn) بنابراین است. ϵ از بیش خود از قبل جملات تمام از xn فاصلۀ خاص طور به

ندارد. رایی هم زیردنبالۀ

است. دنبالە ای فشردۀ A و باشد متری فضای ی X کنید فرض دوم: ادعای −۲

موجود ϵ > ۰ شعاع صورت این در باشد. A برای باز پوشش ی C کنید فرض همچنین

م گیرد. قرار C پوشش بازهای از ی در ϵ شعاع و A در مرکز به گوی هر که طوری به است

xi نقطۀ ی بالا گوی های از کدام هر از نکند. برآورده را بالا خواستۀ ϵ = ۱
n هر کنید فرض

بنابراین م کند. میل a ∈ A نقطۀ ی به (xn)n∈N دنبالۀ از زیردنباله ی کنید. انتخاب

شعاع به a همسای ی کنید فرض هستند. a اطراف در بعد به جایی از (xnk
) جملات

قرار U در ۱
xnk

شعاع به گوی ی و xnk
ی یرد. ب قرار C پوشش در U بازِ ی در δ

م گیرد.

پوشش این لب عدد ϵ کنید فرض همچنین باشد. A برای باز پوشش ی C کنید فرض

،ϵ شعاع به گوی متناه یرد). ب قرار پوشش بازهای از ی در ϵ شعاع به گوی هر (یعن باشد

A ⊆ U۱∪U۲∪· · ·∪Uϵ دارد، قرار باز ی زیر گوی ها این از کدام هر که م پوشانند را A

م پوشانند. را A که هستند باز متناه تعداد بنابراین

مجموعۀ هر صورت این در باشد. هاسدورف فضای ی (X,T ) کنید فرض .۱۳۶ لم

است. بسته A ⊆ X فشردۀ

اشتراک A با که دارد وجود x از U همسای ی م کنیم ادعا .x /∈ A کنید فرض اثبات.

که طوری به موجودند y حولِ V(xy) و x حولِ U(xy) همسای y ∈ A نقطۀ هر برای ندارد.

م دانیم م پوشانند. را A ،Vxy۱ , Vxy۲ , . . . , Vxyn بازِ متناه تعداد .U(xy)∩V(xy) = ∅

متناه تعداد اشتراک که آنجایی از همچنین .Vxyi ∩ Uxyi = ∅ ،i = ۱, . . . n برای که

است، باز باز،

Uxy۱ ∩ Uxy۲ ∩ · · · ∩ Uxyn

ندارد. اشتراک A با که است باز x حولِ

برای م دهد. نتیجه را بودن فشرده دنبالە ای طور به ، فشردگ که شد گفته .۱۳۷ یادآوری

آن از زیردنبالە ای هیچ که باشد گونە ای به (an)n∈N دنبالۀ و باشد فشرده A کنید فرض اثبات،

۳۲



زیردنبالە ای هیچ حد یرید ب نظر در A در نقطە ای هر بنابراین نباشد. را هم A در نقطە ای به

در دنباله جملات از کدام هیچ که دارد یی همسای A در نقطە ای هر عبارت به نیست، an از

دنباله م دهد نشان این و م پوشانند را A همسای ها این از متناه تعداد نم گیرد. قرار آن

است. متناه

اگر یعن م دهد. نتیجه را لب عدد داشتن بودن، فشرده دنبالە ای طور به همچنین

باز پوشش ی (C = {Ai}i∈I) و باشد فشرده دنبالە ای طور به که باشید داشته مجموعە ای

مشخص طول با بازه ی دارای شدە اند استفاده A پوشاندن در که بازە هایی آنگاه باشد، آن از

پوشش بازهای همۀ در (−ϵ, ϵ) بازۀ که دارد وجود مشخص ϵ > ۰ ی عبارت به هستند.

م گیرد. قرار

م دهد. نتیجه را لب عدد داشتن بودن، فشرده دنبالە ای طور به .۱۳۸ نتیجه

همچنین است. آن برای باز پوشش ی C و ۱۲ است دنبالە ای فشردۀ A کنید فرض اثبات.

گویی یعن کنید) توجه ۸ .۱ ل ش (به نباشد. پوشش این لب عدد ϵ > ۰ هیچ کنید فرض

این لب عدد ϵ = ۱ پس نم شود پوشیده A عناصر توسط کاملا که دارد وجود ۱ شعاع به

ادامۀ با نیست. پوشش این لب عدد که دارد وجود ۱
۲ شعاع به گویی همچنین نیست. پوشش

از ،i = ۱, . . . , n برای نم شود. پوشیده که دارد وجود گوی ی ۱
n شعاع هر به روند این

دارد. را هم زیردنبالۀ ی دنباله این م گیریم. نظر در را xi نقطۀ ی ۱
i شعاع با گوی هر

اگر صورت این در باشد. را هم a ∈ A عنصرِ به دنباله کنید فرض کلیت از کاستن بدون

م گیرند. قرار آن در دنباله عناصر همۀ بعد به جایی از یرید ب نظر در a حول کوچ گویِ ی

پوشیده U ∈ C مانند پایە ای بازهای از ی توسط که یرید ب نظر در a حولِ گوی ی اکنون

م کنیم، پیدا را باشد بزرگ بسیار n و یرد ب قرار گوی این در که دنباله از xn است. شده

م شود. حاصل ما نظر مورد ویژگ آنگاه

12Sequentially compact
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فرض همچنین باشد. فشرده A ⊆ X و باشند متری فضای X,Y کنید فرض .۱۳۹ نتیجه

این در است). پیوسته A نقاط در f خاص طور (به باشد پیوسته f : X −→ Y تابع کنید

است. پیوسته نواخت ی طور به A در f صورت

یعن A به متعلق x نقطۀ هر در f بودن پیوسته

∀ϵ > ۰ ∀x ∈ A ∃δx : ∀y ∈ Bδx(x) d(y, x) < ϵ.

یعن A در f نواخت ی بودن پیوسته و

∀ϵ > ۰ ∃δ :
(
d(x, y) < δ −→ d(f(x), f(y)) < ϵ

)
.

باشد. شده داده ϵ > ۰ کنید فرض است. پیوسته x ∈ A هر در f که م دانیم اثبات.

آنگاه ،y ∈ Bδx(x) اگر که طوری به است موجود δx ی پیوستگ به بنا x ∈ A هر برای

ی دارای پوشش این م پوشانند. را A مجموعۀ Bδx(x) گوی های .d(f(x), f(y)) < ϵ

از ی در δ شعاع به گوی هر که طوری به است موجود δ شعاع ی یعن است. لب عددِ

صورت این در م گیرد. قرار Bδx(x) بازهای این

d(x, y) < δ −→ d(f(x), f(y)) < ϵ.

A×B ⊆ X×Y صورت این باشد.در فشرده B ⊆ Y و A ⊆ X کنید  فرض .۱۴۰ قضیه

است. فشرده

متعلق x کنید فرض همچنین باشد. A×B برای باز ۱۳ پوشش ی C کنید فرض اثبات.

توجه است. شده پوشیده C توسط {x} × B خاص طور به باشد. دلخواه عنصری A به

نظر در را U × V مانند باز پوشش ی اگر (زیرا است فشرده {x} ×B ⊆ A×B کنید

تعداد م گیرد). قرار U در هم {x} و بپوشانید را B ،V متناه تعداد با است کاف یرید، ب

بازِ متناه

U۱ × V۱, U۲ × V۲, . . . , Un × Vn

پس م دهند. پوشش را {x} ×B که موجودند

{x} ×B ⊆ (U۱ × V۱) ∪ · · · ∪ (Un × Vn).

13Cover
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است متناه پوشش دارای U ×B صورت این در ،U = U۱ ∩U۲ ∩ · · · ∩Un دهید )قرار
(U۱∩· · ·∩Un)×V۱

)
∪
(
(U۱∩· · ·∩Un)×V۲

)
∪· · ·∪

(
(U۱∩· · ·∩Un)×Vn

)
.

توجه ۸ .۱ ل ش به دارد. متناه پوشش که است موجود U ×B تیوب ی x ∈ A هر برای

کنید.

A × B بنابراین م پوشانند. را A مجموعۀ Ux متناه تعدادی است، فشرده A چون

A × B بنابراین و دارد متناه پوشش تیوب، هر م شود. پوشیده تیوب متناه تعدادی با

است. متناه پوشش ی دارای

نیز B صورت این در باشد. بسته B ⊆ A و باشد فشرده A ⊆ X کنید فرض .۱۴۱ لم

است. فشرده

پوشش ی {Bc}∪C صورت این در باشد. B برای باز پوشش ی C کنید فرض اثبات.

یعن است، متناه زیرپوشش دارای A بودن فشرده بنابه که است A برای

A ⊆ Bc ∪ U۱ ∪ · · · ∪ Un.

پس

B ⊆ U۱ ∪ · · · ∪ Un.

متر (با کراندار و بسته اگر تنها و اگر است فشرده Rn از زیرمجموعه ی ۱۴ .۱۴۲ قضیه

باشد. ( اقلیدس

14Heine-Borel theorem
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[−a, a]n بازۀ ی صورت این در باشد. کراندار و بسته C ⊆ Rn کنید فرض اثبات.

است، بسته C و است فشرده [−a, a]n طرف از .C ⊆ [−a, a]n که طوری به است موجود

Rn اینکه به توجه با باشد، فشرده C ⊆ Rn کنید فرض برعکس، است. فشرده C بنابراین

تعداد پس م پوشانند، را B(x, n) باز گوی  x ∈ C برای است. بسته C است، هاسدورف

شعاع به B(x, n) گوی ی زیرمجموعۀ متناه تعداد این و م پوشانند را C آن ها از متناه

است. بزرگ کاف اندازۀ به

تمرین حل ۹ .۱

اتفاق اگر تنها و اگر است فشرده A ⊆ X مجموعۀ ( متناه اشتراک (ویژگ −۱ .۸ تمرین

دهد: رخ زیر

در ها Ci از متناه تعداد هر که باشد بسته مجموعە های از گردایە ای {Ci}i∈I هرگاه

.x ∈
⋂

i∈I Ci که دارد وجود A به متعلق x آنگاه دارند، اشتراک A

کنیم. وصف بستە ها از استفاده با را بودن فشرده م خواهیم پاسخ.

x یعن دارند اشتراک A در D و C اینکه باشند. بسته مجموعۀ دو D و C کنید فرض

بنابراین .A ⊈ Cc ∪Dc یعن واقع در .x ∈ C ∩D که طوری به دارد وجود A به متعلق

یعن دارند اشتراک A در (i = ۱, . . . , n) Ciها از متناه تعداد هر اینکه

A ⊈ C۱ ∪ C۲ ∪ · · · ∪ Cn.

.A ⊈
⋃

i∈I C
c
i یعن نم پوشاند، Aرا ،

⋃
i∈I C

c
i پس یرید. ب نظر در را {Cc

i }i∈I گردایۀ

از نزول دنبالە ای · · · ⊆ C۳ ⊆ C۲ ⊆ C۱ و باشد فشرده A کنید فرض ۱۵−۲ .۹ تمرین

دهید نشان صورت این در دارد. اشتراک A با Ci هر که طوری به باشد بسته مجموعە های

.x ∈
⋂

i∈NCi که طوری به دارد وجود A به متعلق x که

با X کنید فرض همچنین باشند. X روی توپولوژی دو T۲ و T۱ کنید فرض −۳ .۱۰ تمرین

T۱ = T۲ صورت این در که دهید نشان باشد. فشرده و هاسدورف توپولوژی ها این دوی هر

نم افتد.) اتفاق T۱ ⊆ T۲ یعن خلاصه طور (به نیستند مقایسه قابل T۲ و T۱ یا

و O۲ ∈ T۲ کنید فرض همچنین .T۱ 6= T۲ و T۱ ⊆ T۲ کنید فرض پاسخ.

T۲ در Oc
۲ بنابراین است. بسته T۲ در Oc

۲ پس است. باز O۲ و فشرده X .O۲ /∈ T۱

15Nested sequence
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در Oc
۲ برای باز پوشش ی است. فشرده نیز T۱ در Oc

۲ م کنیم ثابت اکنون است. فشرده

به توجه با م پوشانند. را Oc
۲ که موجودند T۲ در باز سری ی پس م گیریم. نظر در T۱

بسته T۱ در Oc
۲ پس پوشاندە اند. را Oc

۲ بازها این از متناه تعداد است، فشرده T۲ در اینکه

است. باز T۱ در O۲ بنابراین است). فشرده T۱ در (چون است

یرید. ب نظر در را شه فرِ توپولوژی R روی −۴ .۱۱ تمرین

هستند. متناه مجموعە های دقیقا بسته مجموعە های دهید نشان الف)

هستند. فشرده مجموعە ها همۀ ب)

است. متناه م دهیم نشان است. بسته A کنید فرض الف) پاسخ.

از گردایە ای {Ci}i∈I کنید فرض یرید. ب نظر در را A ⊆ R دلخواه مجموعۀ ی ب)

دارند. اشتراک A در آن ها از متناه تعداد هر که باشد بسته مجموعە های

هستند فشرده مجموعۀ دو B و A همچنین باشد. هاسدورف X کنید فرض −۵ .۱۲ تمرین

که طوری به موجودند B ⊆ V و A ⊆ U بازهای دهید نشان .A ∩ B = ∅ که طوری به

.U ∩ V = ∅

که طوری به موجودند Uy و Ux بازهای ،B به متعلق y هر و A به متعلق x هر برای

به موجودند Uy و Ux۰ بازهای y ∈ B هر برای یرید. ب نظر در ثابت را x۰ .Ux∩Uy = ∅

مربوطه Ux۰های م پوشانند. را B مجموعۀ Uy متناه تعداد .Ux۰ ∩ Uy = ∅ که طوری

کنید فرض یرید. ب نظر در نیز را

B ⊆ Uy۱ ∪ Uy۲ ∪ · · · ∪ Uyn .

x۰ که یافتیم باز دو بنابراین است). باز اشتراک (این x ∈ Ux۱ ∩ Ux۲ ∩ · · · ∩ Uxn پس

م کنند. جدا B از را

غیرفشرده کراندار و بسته مجموعۀ ی آن، در که بزنید مثال متری فضای ی −۶ .۱۳ تمرین

باشد. داشته وجود

یرید ب نظر در را زیر متر R روی

d(x, y) = min{|x− y|, ۱}.

است. متر ی d دهید نشان الف)

م کند. ایجاد عادی متر با سان ی توپولوژی d متر دهید نشان ب)

۳۷



کراندارند. مجموعە ها همۀ فوق متر با ج)

نیست. فشرده ول است بسته که بزنید مثال مجموعە ای

فشرده مجموعۀ ی فشرده، مجموعۀ متناه تعداد ی اجتماع دهید نشان −۷ .۱۴ تمرین

است.

دلخواه توپولوژی فضای ی X و باشد هاسدورف و فشرده Y کنید فرض −۸ .۱۵ تمرین

اگر تنها و اگر است پیوسته f دهید نشان است. تابع ی f : X → Y همچنین باشد.

باشد. بسته حاصلضربی توپولوژی با X × Y زیرمجموعۀ عنوانِ به f گراف

(Gr(f) = {(x, f(x)) | x ∈ X} یعن f (گراف

م خواهیم یرید. ب نظر در را (x, y) /∈ Gr(f) نقطۀ است. پیوسته f کنید فرض اثبات.

موجودند Vy و Vf(x) بازهای است، هاسدورف Y که آنجا از است. بسته Gr(f) دهیم نشان

دهید نشان است. x حولِ باز ی f−۱(Vf(x)) م کنند. جدا هم از را f(x) و y که

نم کند. قطع را Gr که است (x, y) حولِ بازِ ی f−۱(Vf(x))× Vy

نشد. استفاده فشردگ از قسمت این در

همبندی ۱۰ .۱

آنگاه ،f(a) < f(b) و باشد پیوسته f : [a, b] → R اگر ( میان مقدار (قضیه .۱۴۳ قضیه

∀k f(a) < k < f(b) ∃c ∈ [a, b] : f(c) = k.

یرید. ب نظر در را B = {x | f(x) < k} و A = {x | f(x) ≥ k} مجموعۀ دو اثبات.

دو هر دهیم نشان باید دارد. بالا کران کوچ ترین ،B و پایین کران بزرگ ترین ،A مجموعۀ

.f(c) = k که هستند c مقدار برابر و هستند برابر کران

وجود V و U ناته بازهای هرگاه م نامیم ۱۶ همبند را X توپولوژی فضای .۱۴۴ تعریف

مجموعە هایی تنها ر دی بیان به .U ∩ V = ∅ و X = U ∪ V که نحوی به باشند نداشته

باشند. ∅ و X هستند، بسته هم و باز هم که X در

هم که X در مجموعە هایی تنها که است همبند زمان مجموعه ی دهید نشان .۱۶ تمرین

باشند. ∅ و X هستند، بسته هم و باز
16Connected
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نداشته وجود V و U بازِ دو هیچ هرگاه م نامیم همبند را A ⊆ X مجموعۀ .۱۴۵ تعریف

و A ∩ U 6= ∅ باشد، نداشته عنصری A در U ∩ V ،A ⊆ U ∪ V که طوری به باشند

.A ∩ V 6= ∅

که طوری به باشند نداشته وجود D و C بستۀ دو هرگاه است هم بند A ⊆ X .۱۴۶ لم

.A ∩D 6= ∅ و A ∩ C 6= ∅ باشد، نداشته اشتراک A در C ∩D ،A ⊆ C ∪D

م شوند. A برای باز جداسازی ی Dc و Cc م کنیم ادعا اثبات.

.D در یا و نیست C در یا باشد، A داخل عنصری اگر زیرا ،A ⊆ Cc ∪Dc وضوح به

پس دارد، قرار D یا C در ،A به متعلق x هر که آنجایی از هستند. باز Dc و Cc همچنین

.∄x ∈ A x ∈ Cc ∩Dc

نداشته وجود E ∩ F 6= ∅ که F و E مجموعۀ دو هرگاه است هم بند A ⊆ X .۱۴۷ لم

نیز F و باشد نداشته بر در را (A (در F حدی نقاط E ،A = E ∪ F که طوری به باشند

باشد. نداشته بر در را (A (در E حدی نقاط

واضح است. ناهم بند A م کنیم ادعا باشند. داشته وجود F و E چنان کنید فرض اثبات.

همچنین .A ⊆ E ∪ F که است

∄x ∈ A (x ∈ E ∩ F )

بالعکس. و نیست F در باشد E در اگر که است F یا E در A عنصر هر زیرا

وجود V و U بازِ مجموعە های صورت این در باشد. ناهم بند A کنید فرض برعکس،

.A ∩ U ∩ V = ∅ و A ⊆ U ∪ V که طوری به دارند
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و E = U ∩ A دهید قرار دارند. وجود لم شرایط با F و E مجموعۀ دو م کنیم ادعا

شامل بازِ ی U زیرا ندارد. بر در را F از حدی نقطۀ هیچ E م دهیم نشان .F = V ∩A

کنید) توجه ۱۰ .۱ ل ش (به ندارد. اشتراک V با که است نقطه آن

در .A ∩ B 6= ∅ که طوری به باشند بند هم مجموعۀ دو B و A کنید فرض .۱۴۸ قضیه

است. هم بند A ∪B صورت این

A ∪B برای U ∪ V جداسازی صورت این در باشد. ناهم بند A ∪B کنید فرض اثبات.

کاستن بدون .A ⊆ V یا A ⊆ U صورت این در .A ⊆ U ∪V خاص طور به دارد. وجود

است. تناقض این و A ∩B = ∅ یعن .B ⊆ V پس .A ⊆ U کنید فرض کلیت از

A به را A حدی نقاط چقدر هر صورت این در باشد. هم بند A کنید فرض .۱۴۹ قضیه

م ماند. باق هم بند حاصل، مجموعۀ کنیم، اضافه

هم بند B صورت این در .A ⊆ B ⊆ A و باشد هم بند A کنید فرض ر دی بیان به

است.

برای جداسازی ی U ∪ V کنید فرض اثبات.

A ∪ (A حدی نقاط (ی سری

A با V اما م گیرد. قرار V در حدی نقطۀ ی حداقل و A ⊆ U صورت این در باشد.

م کند. نقض را نقطه آن بودنِ حدی نقطۀ این و ندارد اشتراک

صورت این در باشد. هم بند A ⊆ X و باشد پیوسته f : X → Y کنید فرض .۱۵۰ قضیه

f(A) = {f(x) | x ∈ A}

است. هم بند

f(A) ⊆ U ∪ V جداسازیِ ی صورت این در باشد. ناهم بند f(A) کنید فرض اثبات.

هستند. A برای جداسازی ی f−۱(V ) و f−۱(U) م کنیم ادعا دارد. وجود

A ⊆ f−۱(U) ∪ f−۱(V )
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همچنین .f(x) ∈ f(V ) یا f(x) ∈ f(U) ،A به متعلق x هر برای زیرا

A ∩ f−۱(U) ∩ f−۱(V ) = ∅.

و f(x) ∈ U ،f(x) ∈ f(A) یعن ،x ∈ f−۱(V ) و x ∈ f−۱(U) ،x ∈ A اگر زیرا

م کند. نقض را V و U بودن جداسازی این و f(x) ∈ V

نیست. هم بند [−۱, ۲] ∪ (۳, ۴) .۱۵۱ مثال

است. بند هم f(A) آنگاه باشد، پیوسته f و هم بند A اگر .۱۵۲ یادآوری

است. ناهم بند y = ۱
x با xها محور اجتماع محور ۱۵۳ ل ش در .۱۵۳ مثال

هستند. بازە ها دقیقا R هم بند زیرمجموعە های .۱۵۴ قضیه

(a, b), [a, b], [a, b), (a,+∞), (−∞, a), [a,+∞), (−∞, a].

بازهای نباشد. هم بند (a, b) اگر خلف)، (برهان است. هم بند (a, b) م کنیم اثبات اثبات.

بنابراین م شوند. پیدا آن برای V و U جداکنندە ی

(a, b) ⊆ U ∪ V.

کران ترین کوچ دارای بنابراین است. R کراندار بالا از زیرمجموعۀ ی (a, b)∩U مجموعۀ

فرض .x ∈ V یا x ∈ U که است واضح .x = sup((a, b) ∩ U) کنید فرض بالاست.

زیرمجموعۀ که باشد x از همسای ی I کنید فرض همچنین باشد. V به متعلق x کنید

که آنجا از .x ∈ U کنید فرض پس م کند. نقض را x بودنِ سوپریمم این و است V
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نقض را x بودن سوپریمم این و است آن زیرمجموعۀ x همسای ی است، باز (a, b)∩U

م کند.

یعن R در  X بودن (بازه است. بازه R هم بندِ زیرمجموعۀ هر م دهیم نشان برعکس،

.{x ∈ R | a < x < b} ⊆ X آنگاه باشند، X در b و a اگر یعن عبارت به بودن، محدب

باشد گونە ای به a < t < b و a, b ∈ X کنید فرض باشد. هم بند X ⊆ R کنید فرض

X هم بندی با تناقض در این و م کنند جدا هم از را X ،(t,+∞) و (−∞, t) بازە های که

است.

t ∈ (a, b)∩U عنصرِ ی ،ϵ > ۰ هر برای آنگاه ،x = sup
(
(a, b)∩U

)
اگر .۱۵۵ توجه

.x− ϵ < t ≤ x که است موجود

برقرار کند، صدق کمال اصل در که خط مرتب مجموعۀ هر برای بالا ویژگ .۱۵۶ نکته

است.

برای صورت این در باشد. پیوسته تابع ی f : [a, b] ⊆ R → R کنید فرض .۱۵۷ قضیه

.f(c) = d که طوری به است موجود c ∈ (a, b) ی ،f(a) < d < f(b) هر

به متعلق d اگر .f(a) < d < f(b) کنید فرض است. هم بند f
(
[a, b]

)
⊆ R اثبات.

بود خواهد f تصویر برای افرازی (d,+∞) و (−∞, d) صورت این در نباشد، f
(
[a, b]

)
است. تناقض این و

متعلق b و a نقطۀ دو هر برای هرگاه ۱۷م نامیم مسیری هم بند را A مجموعۀ .۱۵۸ تعریف

که طوری به باشد موجود (f
(
[۰, ۱]

)
⊆ A) f : [۰, ۱] ⊆ R → X پیوستۀ تابع ،A به

.f(۱) = b و f(۰) = a

است. هم بند A آنگاه باشد، مسیری هم بند A اگر .۱۵۹ قضیه

کنید فرض همچنین کنند. جدا هم از Aرا که طوری به شوند Vیافت Uو کنید فرض اثبات.

.f : [۰, ۱] → A دهید قرار باشد. داشته وجود b و a بین مسیر ی باید .b ∈ V و a ∈ U

توسط هم f تصویر طرف از است. X از هم بند زیرمجموعۀ ی f
(
[۰, ۱]

)
که کنید دقت

است. شده جدا هم از V و U
17Path connected
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زد. خواهیم مثال هایی ادامه در نیست. هم بندی با معادل لزوما مسیری هم بندیِ .۱۶۰ توجه

است. مسیری هم بندِ آنگاه باشد، باز و هم بند X ⊆ R۲ اگر .۱۶۱ قضیه

X به متعلق y و x کنید فرض همچنین باشد. بند هم و باز X ⊆ R۲ کنید فرض اثبات.

یرید. ب نظر در را زیر مجموعە های باشد. نداشته وجود مسیری y و x بین و باشند

U = {t ∈ X | دارد. وجود مسیر x و t .{بین

V = {t ∈ X | ندارد. وجود مسیر x و t .{بین

مسیر ی x به t از صورت این در .t ∈ U کنید فرض هستند. باز V و U م کنیم ادعا

است. U زیرمجموعۀ کلا که است موجود t از همسای ی که دهیم نشان باید دارد. وجود

باز X که آنجا از دارند. راه x به عناصر همۀ t همسای ی در که دهیم نشان باید یعن

x به t طریق از همسای این عناصر تمام است. X زیرمجموعۀ t همسای ی است،

م رسند.

مجموعۀ محذوف) (شانه .۱۶۲ مثال

[۰, ۱]× {۰} ∪ {p} ∪ {۱
n
| n ∈ N} × [۰, ۱]

است هم بند محذوف شانۀ م کنیم ادعا است. ۱۰ .۱ صورت به آن ل ش که یرید ب نظر در را

نیست. مسیری هم بندِ اما

p طرف از است. هم بند پس است، مسیری بند هم p بدون محذوف شانۀ هم بندی: اثباتِ

نم زند. هم بر را هم بندی p و است هم بند محذوف شانۀ قبل قضایای بنابه است، حدی نقطۀ
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نقاط به p از دهیم نشان باید نیست. مسیری بندِ هم محذوف شانۀ م کنیم ادعا اکنون

ندارد. وجود مسیری ر دی

f : [۰, ۱] → محذوف شانۀ یعن باشد. داشته وجود مسیر A به p از کنید فرض اثبات:

در را V مانند p همسای ی .f(۱) = A و f(۰) = p که طوری به باشد موجود

که [۰, ۱] زیرمجموعۀ U کنید فرض نکند. قطع را پایین محورِ ل، ش در که یرید ب نظر

است. تناقض و نیست ان پذیر ام این اما است. هم بند f(U) پس .f(U) ⊆ V

y و x نقطه دو هر برای که مسیری بند هم م گوییم زمان را مجموعه ی .۱۶۳ یادآوری

و f(۰) = x که طوری به م شود پیدا f : [۰, ۱] → A پیوستۀ تابع ی ،A به متعلق

.f(۱) = y

در دادیم نشان همچنین م دهد. نتیجه را بودن هم بند بودن، مسیری بند هم کردیم ثابت

م دهد. نتیجه را مسیری هم بند باز، و هم بند ،Rn

یرید. ب نظر در قاموس ترتیبِ توپولوژی با را A = [۰, ۱] × [۰, ۱] مجموعۀ .۱۶۴ مثال

م کنیم ادعا .A = [p, q] گفت، م توان آنگاه ،A = [۰, ۱] × [۰, ۱] دهیم قرار اگر

در بازە ای ی A صورت این در داراست. را بالا کران کوچ ترین ویژگ (R۲, < (قاموس

x مؤلفه م گیریم. نظر در را B مانند R۲ از زیرمجموعه ی است. قاموس ترتیب با R۲

یرید. ب نظر در را است B انتهای و B ابتدای نقطه x بین آن ها x که نقاط

B۱ = {x | ∃y (x, y ∈ B)}.

سوپریمم (x۱, ۰) آنگاه ،x۱ /∈ B۱ اگر بنامید. x۱ را آن بالاست. کران ترین کوچ B۱دارای
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آنگاه ،x۱ ∈ B۱ اگر است. B

B۲ = {y | (x۱, y) ∈ B}.

بازه هر ادعا به بنا است. B سوپریمم (x۱, x۲) صورت این در .x۲ = supB۲ دهید قرار

است. هم بند مجموعۀ [p, q] بازۀ خصوص به

f : [۰, ۱] → A = [p, q] کنید فرض نیست. مسیری هم بندِ A م کنیم ادعا اکنون

و p بین دهیم نشان م خواهیم  .f(۱) = q و f(۰) = p کنید فرض همچنین باشد. پیوسته

مطابق را Bx بازە های است. برقرار میان مقدار ویژگ پس است پیوسته f نیست. مسیری q

این تمام f ، میان مقدار ویژگ به بنا هستند. مجزا دو به دو بازە ها این یرید. ب نظر در ل ش

f−۱(Bx)ها وضوح به یرید. ب نظر در را {f−۱(Bx) |x ∈ [۰, ۱]} م پوشاند. را بازە ها

هستند. مجزا نیز

اعداد بودن شمارا با تناقض در این و است [۰, ۱] در مجزا بازۀ ناشمارا از گردایە ای I

گویاست.

.A = {(x, y) ∈ R۲ | y = sin ۱
x , x ∈ (۰,∞)} دهید قرار .۱۷ تمرین

کنید. محاسبه را A الف)

نیست. مسیری هم بندِ ول است هم بند A دهید نشان ب)

نیستند. هومئومرف R۲ و R دهید نشان .۱۸ تمرین

نیست. هم بند R− {۰} راهنمایی:

است. هم بند R۲ − {(۰, ۰)}

پیوسته، تابع ی هرگاه م نامیم ۱۸ هومئومرف را Y Xو توپولوژی فضای دو .۱۶۵ تعریف

باشد. موجود Y به X از پوشا و ی به ی

هستند. توپولوژی ویژگ های حافظ هومئومرفیسم توابع

کنید. فکر R۳ و R۲ درمورد .۱۶۶ سوال

نظر در را زیر رابطۀ .x, y ∈ X و باشد توپولوژی فضای ی X کنید فرض .۱۶۷ تعریف

یرید. ب

x ∼ y ⇔ x, y ∈ A که طوری به باشد موجود A ⊆ X همبند زیرمجموعۀ .ی
18Homeomorphism
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واضح همچنین است. رابطه در خودش با x وضوح به است. هم ارزی رابطۀ ی فوق، رابطۀ

باشد موجود A ⊆ X یعن x ∼ y کنید فرض حال .y ∼ x آنگاه ،x ∼ y اگر که است

،y, z ∈ B که طوری به باشد موجود B ⊆ X یعن y ∼ z و x, y ∈ A که طوری به

مجموعۀ پس هستند هم بند دو هر و دارند اشتراک y در B و A م شود مشاهده سادگ به

دارند. تعلق آن به z و x که است هم بند مجموعۀ ی A ∪B

هم بندی، مؤلفە های م شود. گفته X ۱۹ هم بندی مؤلفۀ ی [x] ارزیِ هم کلاس هر به

م کنند. افراز هم بند مجموعە های به را X مجموعۀ

م گیرد. قرار هم بندی مؤلفە های از ی Xدر از هم بند زیرمجموعۀ هر دهید نشان .۱۹ تمرین

دارد. هم بندی مؤلفۀ ی تنها X آنگاه باشد هم بند X اگر .۱۶۸ توجه

موضع فشردگ ۱۱ .۱

نقطۀ هر حول هرگاه م نامیم ۲۰ فشرده موضعا را (X,T ) توپولوژی فضای .۱۶۹ تعریف

که طوری به باشند موجود x ∈ U بازِ ی و C ⊆ X فشردۀ زیرمجموعۀ ی x ∈ X

.x ∈ U ⊆ C

Y هاسدورف و فشرده توپولوژی فضای اگر تنها و اگر است فشرده موضعا X .۱۷۰ قضیه

باشد. آن بازِ زیرمجموعۀ ی با هومئومرف X که طوری به باشد موجود

هرگاه م نامیم هومئومرفیسم ی را f : X → Y تابع .۱۷۱ تعریف

باشد. پیوسته f −۱

باشد. پیوسته f−۱ −۲

باشد. پوشا و ی به ی f −۳

f(U) ⊆ Y اگر تنها و اگر است Uباز ⊆ X ی آنگاه باشد هومئومرفیسم f اگر .۲۰ تمرین

باشد. باز

باشد، باز مجموعۀ ی O ⊆ X و باشد توپولوژی فضای ی X کنید فرض .۱۷۲ توجه

م دهد. توپولوژی فضای ی یل تش هستند O زیرمجموعۀ که X بازهای با O آنگاه
19Connected component
20Locally compact
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روی یرید. ب نظر در را X ∪ {∞} مجموعۀ باشد. فشرده موضعا X کنید فرض اثبات.

یرید. ب نظر در را زیر توپولوژی X ∪ {∞}

X بازهای −۱ بازها:

باشد. X فشردۀ زیرمجموعۀ C که (X − C) ∪ {∞} صورت به مجموعە های −۲

X∪{∞} است. اول نوع از باز ∅ است. توپولوژی فضای {∞}∪Xی م کنیم ادعا

و اجتماع باشند، اول نوع از بازها اگر همچنین است. C = ∅ انتخاب با دوم نوع از باز نیز

دو C۲ C۱و کنید فرض باشند، دوم نوع از بازها اگر حال هستند. باز وضوح به آن ها اشتراک

پس باشند، X فشردۀ زیرمجموعۀ

((X − C۱) ∪ {∞}) ∪ ((X − C۲) ∪ {∞}) = (X − (C۱ ∩ C۲)) ∪ {∞}.

و است فشرده پس است، فشرده مجموعۀ از بسته زیرمجموعۀ ی C۱ ∩C۲ اینکه به توجه با

کرد. اثبات نامتناه تعداد برای م توان استقرا کم با است. باز دو، نوع از باز دو اجتماع

X ∪ برای باز پوشش ی {Uα}α∈I کنید فرض است. فشرده Y م کنیم ادعا اکنون

(X − C) ∪ {∞} ل ش به Uα این است. ∞ شامل Uα از ی بنابراین باشد. {∞}

متناه پوشش و است فشرده X − Uα است. X از فشرده زیرمجموعە ای C که است

،Y برای ما نظر مورد متناه زیرپوشش بنابراین م پوشاند. را X − Uα ،Uα۱ , . . . Uαn

است. Uα۱ , . . . Uαn

فضاست. اول نوع بازهای از X کنید توجه

باشد هاسدورف فشردۀ فضای ی بازِ زیرمجموعۀ ی با هومئومرف X اگر برعکس،

Y اینکه به توجه با است. بسته Y −X است، باز X که آنجا از است. فشرده موضعا X آنگاه

از است. فشرده Y −X پس است، فشرده فشرده، فضای از بسته زیرمجموعۀ و است فشرده

Y −X ⊆ V ،x ∈ U که طوری به موجودند V و U بازهای است، هاسدورف Y که آنجا

همان U واقع در هستند. ما نظر مورد مجموعە های U و U م کنیم ادعا .U ∩ V = ∅ و

یعن U ⊆ X دهیم نشان است کاف ماست. نظر مد فشردۀ زیرمجموعۀ U و نظر مورد بازِ

همسای ی V زیرا نیست U حدیِ نقطۀ ،Y −X نقطۀ هر است. X داخل U حدی نقاط

ندارد. اشتراک U با که است آن

نیست. فشرده موضعا (Q,<) .۲۱ تمرین
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جبری توپولوژی ۲

هوموتوپی ۱ .۲

g, f : [۰, ۱] → X و p, q ∈ X باشد، توپولوژی فضای Xی کنید فرض .۱۷۳ تعریف

تابع هرگاه معادلند هم با ۲۱ هوموتوپی لحاظ از g و f م گوییم باشند. q و p بین مسیر دو

،۰ ≤ x ≤ ۱ برای که طوری به باشد داشته وجود F : [۰, ۱]× [۰, ۱] → X پیوستۀ

F (x, ۰) = f(x) , F (x, ۱) = g(x).

همچنین

F (۰, t) = p , F (۱, t) = q.

است. وابسته ری دی متغیر به هم و زمان به هم F تابع که کنید توجه

همچنین باشند. X توپولوژی فضای به متعلق نقطه دو q و p کنید فرض .۱۷۴ یادآوری

م گوییم Xباشند. توپولوژی فضای در q و p بین مسیر دو f, g : [۰, ۱] → X کنید فرض

موجود F : [۰, ۱]× [۰, ۱] → X پیوسته تابع ی هرگاه هستند هوموتوپی هم ارزِ g و f

که طوری به باشد

F (x, ۰) = f(x) , F (x, ۱) = g(x) , F (۰, t) = p , F (۱, t) = q.

م نامیم. ۲۲ هوموتوپی ی را F

دو این م کنیم ادعا باشند. R۲ در q و p بین دلخواه مسیر دو g و f کنید فرض .۱۷۵ مثال

R۲ در دلخواه مشخص نقطه دو بین مسیری دو هر واقع (در هستند هوموتوپی هم ارزِ مسیر

هستند). هوموتوپی هم ارزِ

21Homotopic
22Homotopy
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یرید. ب نظر در F (x, t) = f(x)t+ g(x)(۱ − t)

نظر در را f(t) : (cos t, sin t) نگاشت .X = R۲ − {۰} کنید فرض .۱۷۶ مثال

بازۀ در بخواهیم اگر م شود. حاصل ۱۷۶ ل ش کند، تغییر [۰, π] بازۀ در f اگر یرید. ب

،[۰, ۱] بازۀ در همچنین م کنیم. استفاده (cosπt, sinπt) پارامتر تغییر از کند، تغییر [۰, ۱]

f آیا یرید. ب نظر در را h(t) = (cos(πt),−۲ sin(πt)) و g(t) = (cosπt, ۲ sinπt)

کنید. توجه ۱۷۶ ل ش به هستند؟ هوموتوپی هم ارزِ h و

است. q و p میان مسیرهای بین هم ارزی رابطۀ ی ، هوموتوپی هم ارزیِ رابطۀ .۱۷۷ لم

به f از م توان رسید، h به g از و g به f از بتوان اگر م شود مشاهده سادگ به اثبات.

f به g از م توان نگاشت جهت تغییر کم با رسید g به f از بتوان اگر همچنین رسید. h

رسید.

q و p میان مسیرهای تمام واقع (در دهید. نشان [f ] با را f هم ارزی کلاس .۱۷۸ تعریف

م دهیم.) قرار هم ارزی کلاس ی در را هستند هوموتوپی که

این در باشد. r به q از مسیر ی g و باشد q به p از مسیر ی f کنید فرض .۱۷۹ مشاهده

م دهیم. نشان gof با را مسیر دو این ترکیب صورت

کنید تعریف .( هوموتوپی کلاس (دو باشند مسیر دو [g] و [f ] کنید فرض .۱۸۰ تعریف

[f ] ∗ [g] = [gof ].
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به f : [۰, ۱] → X مسیر به باشد. توپولوژی فضای ی X کنید فرض .۱۸۱ تعریف

م شود. گفته دور ی f(۱) = xp و f(۰) = p که گونە ای

م توان را هوموتوپی هم ارزیِ رابطۀ p روی دورهای همۀ مجموعۀ روی خاص طور به

نشان را f با هوموتوپی دورهای همۀ [f ] باشد، p روی دور ی f اگر یعن گرفت. نظر در

م دهد.

م دهد. گروه ی یل تش ∗ عمل با هم ارزی کلاس های این از ل متش مجموعۀ .۱۸۲ تعریف

{[f ] | است. p حول دور ی f}.

را ر دی دور سپس و م کنیم ط را دورها از ی ابتدا که است صورت این به دور دو ترکیب

است. دور ی نیز دور دو ترکیب بنابراین م کنیم، ط

[f ]−۱ همچنین .e(x) = p که است e : [۰, ۱] → X ل ش به نیز همان عنصر

f−۱ : صورت این در باشد، f : [۰, ۱] → X اگر واقع در بود. خواهد [f ] برعکس

است. f−۱(x) = f(۱ − x) صورت به [۰, ۱] → X

م دهیم. نشان Π۱(X, p) با و م نامیم p نقطۀ در X ۲۳ بنیادی گروه را گروه این

بدیه گروه ی Π۱(R۲, p) باشد. دلخواه نقطۀ p ∈ R۲ کنید فرض .۱۸۳ مشاهده

است.

و Π۱(X, p) صورت این در p, q ∈ X و باشد مسیری هم بندِ X فضای اگر .۱۸۴ لم

هستند. ایزومرف هم با Π۱(X, q)

است، مسیری هم بندِ فضا اینکه به توجه (با باشد q و p بین مسیر ی f کنید فرض اثبات.

که طوری به کنیم تعریف Hای باید دارد). وجود مسیری چنین

Π۱(X, p) → Π۱(X, q).

کنید. توجه ۱ .۲ ل ش به است. p حول دوری [f ] 7→ [σ−۱fσ]

ی U ⊆ B و باشد پوشا پیوستۀ نگاشتِ ی p : E → B کنید فرض .۱۸۵ تعریف

هرگاه م شود پوشیده p نگاشتِ توسط نواخت ی طور به U م گوییم باشد. باز مجموعۀ

ی p : Vα → U و Vα ∩ Vα′ = ∅ باشد، باز Vα ⊆ E که p−۱(U) =
⋃

α∈U Vα

باشد. هومئومرفیسم
23Fundamental group of space X at p
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پوشاننده فضای ۲ .۲

صورت این در (هومئومرف). X σ∼ Y کنید فرض .۱۸۶ لم

Π۱(X,x۰) ≈ Π۱(Y, σ(x۰)).

از نگاشت توپولوژی لحاظ از باشند، شبیه کاملا توپولوژی لحاظ از Y و X اگر عبارت به

X در x۰ حول که گروه صورت این در م برد. σ(x۰) به را x۰ که دارد وجود Y به X

است. ایزومرف م سازیم، Y در σ(x۰) حول که گروه با م سازیم

کلاس شامل Π۱(Y, σ(x۰)) و x۰ حول دورهای کلاس شامل Π(X,x۰) م دانیم اثبات.

دور این تصویر م گیریم. نظر در را f نام به x۰ حولِ دور ی هستند. σ(x۰) حولِ دورهای

بود. خواهد σ(f) ،Y در

U ⊆ B و پوشا پیوستۀ نگاشتِ ی p : E → B کنید فرض الف) .۱۸۷ تعریف

از اجتماع با برابر p−۱(U) هرگاه م پوشاند را U۲۴ هموار طور به p م گوییم باشد. باز

که گونە ای به (Vα ∩ Vβ = ∅ که باشد
⋃

Vα صورت به (یعن باشد مجزا دوبە دو بازهای

باشد. هومئومرفیسم ی p : Vα → U

داشته وجود (الف) مانند p نگاشت هرگاه ۲۵B پوشانندۀ فضای ی E م گوییم ب)

هموار طور به که باشد موجود Ux ⊆ B بازِ ی x ∈ B نقطۀ هر حولِ که طوری به باشد

م شود. پوشیده p توسط

ی شعاع به دایره (منظور یرید ب نظر در توپولوژی فضای ی عنوان به را S۱ .۱۸۸ مثال

S۱ دیس با R۲ بازهای اشتراکِ ،S۱ بازهای زیر، نکتۀ به توجه با است). R۲ فضای در

است.
24Evenly covers
25Covering space
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صورت به دایره روی نقطە ای هر که م دانیم است. پوشاننده فضای ی معرف هدف،

م آید: دست به صورت این به S۱ یعن است. θ ∈ [۰, ۲π] که (cos θ, sin θ)

[۰, ۲π] f→ S۱

f(θ) = (cos θ, sin θ).

برویم، S۱ به [۰, ۱] بازۀ از که م گیریم نظر در صورت به را نگاشت اکنون

f : [۰, ۱] → S۱

f(t) = (cos(۲πt), sin(۲πt)).

در گونە ای به را p : R → S۱ واقع در است. S۱ برای پوشاننده فضای ی R م کنیم ادعا

.t p7→ (cos(۲πt), sin(۲πt)) که یرید ب نظر

X از زیرمجموعە ای Y و باشد توپولوژی فضای ی (X,T ) کنید فرض .۱۸۹ توجه

بازهای است. زیرفضایی توپولوژی نام به توپولوژی ی دارای نیز Y صورت این در باشد.

است. X در باز ی O آن در که هستند O ∩ Y صورت به فضا این

صورت به نگاشت م کنیم ادعا یرید. ب نظر در را R۲ − {۰} فضای .۱۹۰ مثال

σ : R× R+ → R۲ − {۰}

که داریم

(θ, t)
σ7→ (t cos(۲πθ), t sin(۲πθ)).

دهیم. پوشش R× R+ با را R۲ − {۰} م توانیم نگاشت، این کم با

است. Z همان گروه این که کنید توجه چیست؟ Π(R۲ − {۰}, x) .۱۹۱ سوال

کنید. توجه ۲ .۲ ل ش به یرید. ب نظر در را ۲۶ S۱ × S۱ ⊆ R۴ فضای .۱۹۲ مثال

p : R× R → S۱ × S۱ نگاشت واقع در دهد. پوشش را فضا این م تواند R× R

که داشت خواهیم را

(t, s)
p7→
((

cos(۲πt), sin(۲πt)
)
,
(
cos(۲πs), sin(۲πs)

))
.

26Torus
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خواهد o نقطۀ ،۲ .۲ ل ش در (t, s) نقطۀ تصویر کنیم، تشریح هندس لحاظ از بخواهیم اگر

S دایرۀ روی مسیر ی سپس و t نقطۀ برای م کنیم ط q۱ دایرۀ روی دور ی واقع در بود.

(t, s) ی از م گیریم، نظر در چنبره روی که نقطه هر یعن م کنیم. ط s نقطۀ با متناسب

روی حرکت مقدار s و q۱ مثلا دایرۀ روی حرکت مقدار t که صورت این به م شود. نتیجه

م دهند. نشان را S دایرۀ

است. Z× Z همان ،Π(S۱ × S۱, x) گروه که است این ما حدس

در .z p7→ z۲ مختلط، z ی برای که یرید ب نظر در را p : S۱ → S۱ نگاشت .۱۹۳ مثال

بود. خواهد z۲ = exp(۲iθ) یریم، ب نظر در را z = exp(iθ) اگر واقع

ی E کنید فرض همچنین باشد. B در مسیر ی f : [۰, ۱] → B کنید فرض .۱۹۴ قضیه

f̂ : [۰, ۱] → E تای ی مسیرِ ی صورت این در .p(y) = x و باشد B پوشانندۀ فضای

کنید. توجه ۲ .۲ ل ش به م شود. شروع y از که است موجود

بنیادی گروە های برخ محاسبه و پوشا نگاشت های ۳ .۲

.Π(R۲, (x۰, y۰)) = 0 ،R۲ فضای برای .۱۹۵ یادآوری

نگاشتِ ی هستند، توپولوژی فضای دو B و E ،p : E → B کنید فرض .۱۹۶ تعریف

باشد. پوشا پیوستۀ

p−۱(U) =
⋂

α∈I Vα هرگاه م پوشاند را U ⊆ B بازِ هموار طور به p م گوییم الف)

است. هومئومرفیسم ی p|Vα : Vα → U و Vα ∩ Vβ = ∅ هستند، مجزا دوبە دو Vα که
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U بازِ ی E در نقطە  هر برای هرگاه است B پوشانندۀ فضای ی E م گوییم ب)

م شود. پوشیده p توسط هموار طور به که باشد موجود

کنید فرض همچنین باشد. پوشاننده نگاشت ی p : E → B کنید فرض .۱۹۷ قضیه

این شروع نقطه (x۰ f(۰) = x۰ که طوری به باشد B در مسیر ی f : [۰, ۱] → B

f̂ : [۰, ۱] → E تای ی مسیر ی صورت این در .p(y۰) = x۰ کنید فرض است). مسیر

.p(f̂) = f و م شود شروع y۰ نقطۀ از که است موجود

کنید. توجه ۳ .۲ ل ش به اثبات.

p توسط هموار طور به که دارد وجود باز مجموعۀ ی f مسیر در نقطه هر حول

بازها این تصویروارون توسط [۰, ۱] بازۀ برای باز پوشش ی بنابراین م شود. پوشانده

که کرد فرض م توان پس م پوشانند. را [۰, ۱] آن ها از متناه تعداد پس دارد. وجود

زیرا بازهاست). از ی Ui) f([Si, Si+۱]) ⊆ Ui که طوری به [۰, ۱] =
⋃
(Si, Si+۱)

دارد. لب عدد ی فوق پوشش

همچنین .p−۱(U۰) =
⋃
Vα و x۰ ∈ U۰ کنید فرض .p(y۰) = x۰ کنید توجه

و p−۱(U۰) =
⋃
Vα همچنین ،f([۰, S۱]) ⊆ U۰ که م بینیم .y۰ ∈ V۰ کنید فرض

p−۱(f(S۱)) به f̂ است. V۰ باز در f̂ نام به تصویر ی دارای f |[۰,S۱] پس .y۰ ∈ V۰

ادامۀ با م کنیم. تکرار U۱ بازۀ برای را کار همین است. واقع V۱ باز ی در خود که م رسد

است. پیوسته f̂ : [۰, ۱] → E کنید چ م رسیم. f̂ نگاشت به روش این

.Π(Rn, x۰) = 0 طبیعتا است. بدیه گروه ی Π(R۲, x۰) شد گفته .۱۹۸ نکته

در واحد دایرۀ محیط S۱ آن، در که کنیم محاسبه را Π(S۱, b) م خواهیم اکنون .۱۹۹ نکته

دارد. وجود f برای R در f̂ ترفیع آنگاه باشد، b حول بسته مسیر ی f اگر است. R۲
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زیرا است. ایزومرف (Z,+) با Π(S۱, b) یعن .Π(S۱, b) ∼= (Z,+) م کنیم ادعا

دهید نشان باید که کنید توجه .[f ] 7→ f̂(۱) یرید، ب نظر در را است دور ی f که [f ] اگر

.[g] 7→ n و [f ] 7→ m که [f ∗ g] 7→ m+ n و است ی بە ی نگاشت این

.Π(R۲ − {۰}, q) ∼= (Z,+) م کنیم ادعا .R۲ − {۰ بنیادی گروه محاسبۀ .۲۰۰ مثال

f : مانند مسیر ی اگر واقع در م پردازیم. منحن ی برای انقباض تعریف به ابتدا

دایره روی مسیر این f(x)

|f(x)|
صورت این در .۳ .۲ یرید ب نظر در را [۰, ۱] → R۲ − {۰}

م گویند. ۲۷ انقباض کار این به م گیردو قرار

.Π(Sn) ∼= Π(Rn+۱ − {۰}) کل طور به .Π(S۱) ∼= Π(R۲ − {۰}) .۲۰۱ نتیجه

نیست. (Z,+) با برابر n > ۱ برای Sn بنیادی گروه .۲۰۲ توجه

نیست. هومئومرف R۲ با R۳ .۲۰۳ نتیجه

هومئومرف R۲ − {۰} با R۳ − {۰} آنگاه باشد، هومئومرف R۲ با R۳ اگر اثبات.

گروه اما داشت. خواهند سان ی بنیادی گروە های R۲ − {۰} با R۳ − {۰} پس است.

نیست. Z ،R۳ − {۰} بنیادی گروه ول است Z ،R۲ − {۰} بنیادی

نیست. هومئومرف R۲ با n > ۲ برای Rn .۲۰۴ نتیجه

و S۲ بین هومئومرفیسم ی که م داینم است. S۲ بنیادی گروه محاسبۀ ما هدف اکنون

دارد. وجود R۳

و U که باشد X = U ∪ V صورت به X توپولوژی فضای کنید فرض ۲۸ .۲۰۵ قضیه

.x۰ ∈ U ∩ V که Π(V, x۰) = 0 و Π(U, x۰) = 0 کنید فرض همچنین هستند. باز V

.Π(X,x۰) = 0 صورت این در است. مسیری بندِ هم U ∩ V که کنید فرض

27Retraction
28van Kampen theorem

۵۵



هوموتوپ f م کنیم ادعا بنامید. f و یرید ب نظر x۰در حولِ U∪V در بستە ای مسیر اثبات.

f−۱(U) ماست. نظر مورد مسیر f : [۰, ۱] → U ∪V است. x۰ حولِ U در مسیر ی با

و م گیرد قرار V در بخش هایی و U در [۰, ۱] از بخش هایی f هستند. باز f−۱(V ) و

به م دهند. پوشش را [۰, ۱] باز مجموعە های این م دهند. یل تش باز مجموعە های این ها

فرض کنیم. تقسیم بندی ۳ .۲ ل ش به بازە هایی به را [۰, ۱] م توانیم لب عدد وجود دلیل

فرض .f([Si, Si+۱]) ⊆ V یا f([Si, Si+۱]) ⊆ U که [۰, ۱] =
⋃
[Si, Si+۱] کنید

به h و g کنید فرض است. مسیری هم بندِ U ∩ V که م دانیم .f([۰, S۱]) ⊆ U کنید

با k مسیر کردن زین جای ما، هدف باشند. f(S۲) و f(S۱) به x۰ از مسیرهایی ترتیب

این در که دوری هر یعن است، بدیه گروه Π۱(V, x۰) که م دانیم است. h و g ترکیب

،k ترکیب از V در که دوری بنابراین باشد. x۰ حولِ ثابت دور با هوموتوپ م گیریم نظر در

است. هوموتوپ h و g ترکیب با k بنایراین است. بدیه دورِ م شود، ایجاد h و g

جبر اساس قضیه ۴ .۲

S۲ بنیادی گروه محاسبۀ ۱ .۴ .۲

پس .Π۱(R۲) = 0 م دانیم یرید. ب نظر در را S۲ − {N} ∼
هومئومرف

R۲ که S۲ − {N}

هم بندِ که U ∩ V = S۲ − {N,S} همچنین .Π(U),Π(V ) = 0 که S۲ = U ∪ V

.(Π(S۲) = 0) است بدیه S۲ بنیادی گروه کمپن، فن قضیه به بنا است. مسیری

است. بدیه n > ۱ برای Sn بنیادی گروه مشابها .۲۰۶ نتیجه

هستند. بدیه Rn−{۰} کل طور به و R۴−{۰} و R۳−{۰} بنیادی گروه .۲۰۷ نتیجه
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آنگاه باشد، هومئومرف اگر زیرا نیست. هومئومرف n > ۳ برای Rn با R۲ .۲۰۸ نتیجه

و است Z ،R۲ − {۰} بنیادی گروه که حال در بود. خواهد هومئومرف R۳ با R۲ − {۰}

است. بدیه ،R۳ − {۰} بنیادی گروه

معادلۀ هر ۲۹ .۲۰۹ قضیه

zn + an−۱z
n−۱ + · · ·+ a۱z + a۰ = ۰

است. C در ریشه دارای C در ضرایب با

صورت به معادلۀ هر که م دهیم نشان اثبات.

zn + an−۱z
n−۱ + · · ·+ a۱z + a۰ = ۰

است. ریشه دارای B۲ در ،|an−۱|+ |an−۲|+ · · ·+ |a۱|+ |a۰| < ۱ آن در که

تغییراتِ با f هرگاه f ∼
هوموتوپی

g گوییم ،f, g : X → Y کنید فرض .۲۱۰ یادآوری

که طوری به باشد موجود F : X × [۰, ۱] → Y یعن که شود. تبدیل g به پیوستە ای

باشد. پیوسته F (x, y) و F (x, ۱) = g(x) ،F (x, ۰) = f(x)

داد خواهیم نشان یرید. ب نظر رد را f |S۱ آنگاه باشد، نداشته C در ریشە ای هیچ f اگر

هوموتوپ ثابت تابع ی با طرف از و است هوموتوپ g(z) = zn|S۱ با f |S۱ طرف از

م کنیم ثابت ابتدا است. تناقض این و نیست هوموتوپ ثابت تابع با zn ر دی سوی از است.

مراجعه ۲۱۱ لم به اثبات برای است. هوموتوپی ثابت تابع با f : S۱ → R۲ − {۰}

g(z) = zn : S۱ → R۲ − {۰} با f : S۱ → R۲ − {۰} اینکه اثبات به اکنون کنید.

هوموتوپی نگاشت م پردازیم. است، هوموتوپی

F (z, t) = zn + t(an−۱z
n−۱ + · · ·+ a۱z + a۰) ۰ ≤ t ≤ ۱

29Fundamental theorem of algebra
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زیرا ،F (z, t) 6= ۰ کنید توجه یرید. ب نظر در را

|F (z, t)|

≥ |zn|−t|an−۱z
n−۱+· · ·+a۱z+a۰| ≥ ۱−t(|an−۱|+· · ·+|a۱|+|a۰|) > ۰.

نکته این از منظور این برای نیست. هوموتوپی ثابت نگاشت با zn م کنیم ثابت نهایت در

حال در م کند، برابر n را آن مولد و م دهد تغییر را بنیادی گروه zn که م کنیم استفاده

بدیه گروه به را بنیادی گروه باید باشد هوموتوپی ثابت نگاشت با zn بود قرار اگر که

یرید. ب نظر در را f(z) = zn + an−۱z
n−۱ + · · ·+ a۱z + a۰ معادلۀ م کرد. تبدیل

بنابراین .c ∈ R که x = cy دهید قرار باشد. داشته x مانند ریشە ای f کنید فرض

کنید، cn بر تقسیم را طرفین .cnyn + an−۱c
n−۱yn−۱ + · · ·+ a۱cy + a۰ = ۰

yn +
an−۱y

n−۱

c
+ · · ·+ a۱y

cn−۱ +
a۰
cn

= ۰.

که طوری به یرید ب نظر در بزرگ کاف اندازۀ به را c

|an−۱
c

|+ · · ·+ | a۱
cn−۱ |+ |a۰

cn
| < ۱.

ی با h|S۱ آنگاه است. پیوسته که باشد تابع ی h : B۲ → X کنید فرض .۲۱۱ لم

است. هوموتوپی ثابت نگاشت

یرید، ب نظر در را زیر هوموتوپی نگاشت اثبات.

F (z, t) = h((۱ − t)z).

است. هوموتوپی ثابت نگاشت ی با f : S۱ → R۲ − {۰} .۲۱۲ نتیجه

را [۰, ۱]۲ تمام که طوری به دارد وجود f : [۰, ۱] → [۰, ۱]۲ منحن ی آیا .۲۱۳ سوال

م گویند.) ۳۰ فضاپرکن منحن ، منحن چنین (به بپوشاند؟
30Space-filling curve
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کامل متری فضاهای ۵ .۲

کش دنبالۀ را (xn)n∈N دنبالۀ باشد. متری فضای ی (X, d) کنید فرض .۲۱۴ تعریف

هرگاه م نامیم ۳۱

∀ϵ ∃N ∈ N ∀m,n > N d(xn, xm) < ϵ.

را هم آن در کش دنبالۀ هر هرگاه م نامیم کامل را (X, d) متری فضای .۲۱۵ تعریف

باشد.

این (به است کش که داریم آن اعضای از دنبالە ای زیرا نیست، کامل (Q, <) .۲۱۶ مثال

نیست. Q در حد این اما هستند) را هم چیزی به که معن

۳ ۳۱ ۳۱۴ . . . .

ویژگ ی بودن کامل یعن نیست، کامل اما است R با هومئومرفی (۰, ۱) .۲۱۷ توجه

نیست. توپولوژی

ی (xn)n∈N کنید فرض همچنین باشد. متری فضای ک (X, d) کنید فرض .۲۱۸ لم

راست. هم (xn) آنگاه باشد داشته a به را هم زیردنبالۀ ی (xn)n∈N اگر باشد. کش دنبالۀ

م کنیم ادعا راست. هم a ∈ X به که باشد (xn) زیردنبالۀ ی (xnk
) کنید فرض اثبات.

بیابیم را N ∈ N باید است، شده داده ϵ > ۰ کنید فرض راست. هم a به (xn) دنبالۀ

راست، هم زیردنباله که آنجا از اولا .d(xn, a) < ϵ ،n > N هر برای که طوری به

به توجه با ثانیا .d(xnk
, a) < ϵ ،nk > N۱ برای که طوری به است موجود N۱ ∈ N

.d(xn, xm) < ϵ ،m,n > N۲ برای که است موجود N۲ ∈ N است، کش دنباله اینکه

آنگاه n, nk > max{N۱, N۲} اگر

d(xn, a) ≤ d(xn, xnk
) + d(xnk

, a) < ϵ.

است. کامل اقلیدس متر با Rn .۲۱۹ قضیه

31Cauchy
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ی {xi | i ∈ N} م کنیم ادعا باشد. Rn در کش دنبالۀ ی (xi)i∈N کنید فرض اثبات.

قرار گوی این در دنباله کل که دارد وجود گوی ی که معن این (به است کراندار مجموعۀ

بنابراین .d(xi, xj) < ۱ ،i, j > N هر برای که طوری به دارد وجود N ∈ N م گیرد).

∀i > N d(x, ۰) < d(xN , ۰) + d(xi, xN ) < max d(xj , ۰) + ۱.

باشد. بزرگ کاف اندازۀ به شعاع است کاف و است متناه نیز XN از قبل جملات تعداد

طرف از دارد. قرار آن داخل در (Xi) دنباله که است موجود [−M,M ]n عب م ی بنابراین

.{xi | i ∈ N} ⊆ [−M,M ]n م دانیم همچنین است. فشرده مجموعۀ ی [−M,M ]n

خواهد را هم دنباله این قبل لم به بنا و راست هم زیردنبالۀ ی دارای فوق دنبالۀ بنابراین

بود.

کامل م شود) ناش آن از حاصلضربی توپولوژی که متری (با Rω دهید نشان .۲۲ تمرین

است.

زیرمجموعۀ Yی ⊆ X و باشد کامل متری فضای ی (X, d) کنید فرض .۲۲۰ مشاهده

است. کامل هم (Y, d) صورت این در باشد. بسته

در کش دنبالۀ ی (xn) آنگاه باشد. Y در کش دنبالۀ ی (xn)n∈N کنید فرض اثبات.

که آنجا از راست. هم a ∈ X عنصر ی به (xn) پس است، کامل X طرف از است. X

.a ∈ Y است، آن حدی نقطۀ ی a و است بسته Y

م کنیم تعریف J و Y مجموعۀ دو برای .۲۲۱ یادآوری

Y J = {f | است. تابع f : J → Y }.

به م توان را Y J عناصر طرف از است. f : J → Y تابع ی f ∈ Y J عنصر هر پس

گرفت. نظر در aα ∈ Y که (aα)α∈J صورت

(ai)i∈ω صورت به را f م توان اما است. Y به ω از تابع f آنگاه ،f ∈ Y ω اگر مثلا

داد. نشان

یرید: ب نظر در Y روی را d باشد. متری فضای ی (Y, d) کنید فرض .۲۲۲ تعریف

d(x, y) = min{d(x, y), ۱}.
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باشند، Y J به متعلق عنصر دو g و f کنید فرض کنید، تعریف را زیر متر Y J روی

d∗(f, g) = sup{d(f(α), g(α))α∈J}.

است. متری ی d∗ که شود چ

است. کامل نیز Y J آنگاه باشد، کامل (Y, d) اگر .۲۲۳ قضیه

توابع از دنباله ی (یعن باشد. Y J عناصر از کش دنبالۀ ی (fn)n∈N کنید فرض اثبات.

طوری به است موجود N ∈ N عدد ی ϵ > ۰ هر برای یعن (fn) بودن کش (Y به J از

،m,n > N اگر که

sup
(
d(fm(α), fn(α))

)
< ϵ.

،m,n > N اگر یعن

∀α d(fm(α), fn(α)) < ϵ.

صورت به F (α) است. fn → F که طوری به F نام به Y به J از تابع ی یافتن هدف،

کنید، تعریف زیر

.F (α) = lim(fn(α))n∈N دهید قرار ثانیا است، کش (fn(α)) که کنید دقت اولا

N طبیع عدد ϵ > ۰ هر برای یعن م کند. میل F به d∗ متر با fn دنبالۀ م کنیم ادعا

آنگاه n > N اگر که طوری به است موجود

sup d
(
fn(α), F (α)

)
α∈J < ϵ.

.d(fn(α), F (α)) آنگاه ،n > N اگر که طوری به دارد Nوجود ∈ N ی ،α ∈ J هر برای

،m,n > N∗ برای که طوری به است موجود N∗ طرف از

sup d
(
fn(α), fm(α)

)
α∈J < ϵ.

.d(fNα(α), F (α)) < ϵ که است موجود Nα ی α هر n،برای > N∗ کنید فرض

بنابراین

d(fN (α), F (α)) < d∗(fN (α), fNα(α)) + d(fNα(α), F (α)) < ϵ+ ϵ = ۲ϵ.
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فضاپرکن منحن ۶ .۲

صورت این در است. متری فضای ی (Y, d) .۲۲۴ یادآوری

Y J = {(aj)j∈J} = {f | f : J → Y }.

فضای ی تعریف شده متر با Y J آنگاه باشد، کامل متری فضای ی (Y, d) اگر قضیه:

است. کامل متری

در باشد. متری فضای ی (Y, d) و توپولوژی فضای ی X کنید فرض .۲۲۵ تعریف

صورت این

C(X,Y ) : Y به X از پیوسته توابع تمام ⊆ Y X : Y به X از توابع .تمام

م برد. ارث به را Y X متر C(X,Y ) که کنید توجه

فضای ی Y که صورت (در است کامل ِ متری فضای ی نیز C(X,Y ) .۲۲۶ قضیه

باشد). کامل متری

دنباله این خاص طور به باشد. C(X,Y ) در کش دنبالۀ ی (fn)n∈N کنید فرض اثبات.

ادعا است. F تابع ی به را هم توابع از دنباله این Y X بودنِ کامل به بنا پس است. Y X در

فرض یرید. ب نظر در را F (α) نقطۀ .(F ∈ C(X,Y ) (یعن است پیوسته F م کنیم

موجود α حول U همسای ی که م دهیم نشان باشد. F (α) حولِ همسای ی V کنید

همسای در دهیم نشان که است این هدف .fn → F کنید توجه .F (U) ⊆ V که است

.∀x d(F (x), F (α)) < ϵ ،U

d(F (x), F (α)) < d(F (x), fN (x)) + d(fN (x), fN (α)) + d(fN (α), F (α)).

طرف از

d(fN (x), F (x)) < ϵ

و

d(fN (α), F (α)) < ϵ.

U همسای fN بودن پیوسته به بنا ثانیا دارد. F با کم فاصلۀ fN بودن کش به بنا اولا

م شود. یافت
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پوشاست. که است موجود I = [۰, ۱] که f : I → I۲ پیوسته منحن ی .۲۲۷ نتیجه

م گویند. ۳۲ فضاپرکن منحن ، منحن این به

توابع دنبالۀ یرید. ب نظر در ۶ .۲ ل ش مانند را f۱ : I → I۲ و f۰ : I → I۲ تابع اثبات.

که م شود مشاهده بسازید. استقرا) کم (به شد ذکر که صورت به را I۲ به I از (fn)n∈N

d∗(f۰, f۱) < ۱

d∗(f۱, f۲) <
۱
۲

d∗(f۲, f۳) <
۱
۲۲ .

ی fn : I → I۲ دنبالۀ م کنیم ادعا .d∗(fN , fN+۱) <
۱

۲N داریم روند ادامه با بنابراین

است. کش دنبالۀ

d∗(fN , fN+M ) ≤ d∗(fN , fN+۱)+d∗(fN+۱, fN+۲)+· · · d∗(fN+M−۱, fN+M ).

≤ (
۱
۲
)N + (

۱
۲
)N+۱ + · · · (۱

۲
)N+M−۱ ≤ (

۱
۲
)N .

۱ − (۱
۲)

M

۱ − ۱
۲

= (
۱
۲
)N × s۲

که یرید ب گونە ای به را N باشد. شده داده ϵ > ۰ کنید فرض

d∗(fN , fN+۱) < (
۱
۲
)N <

ϵ

۲
.
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،M هر برای صورت این در

d∗(fN , fN+M ) < ϵ.

R۲) است کامل متری فضای ی I۲ طرف از است. کش C(I, I۲) در fn دنبالۀ پس

است بسته I۲ چون راست. هم R۲ در پس است R۲ در I۲ در کش دنبالۀ هر و است کامل

F : I → I۲ پیوسته تابع ی پس است، کامل C(I, I۲) پس است). I۲ در دنباله حد

برای م پوشاند). را I۲) پوشاست F م کنیم ادعا .fn → f که طوری به است موجود

منظور این برای م شود. واقع F (I) در x ∈ I۲ نقطۀ هر که دهیم نشان باید ادعا اثبات

و است بسته F (I) زیرا م گیرد قرار F (I) بستار در x ∈ I۲ نقطۀ هر م دهیم نشان

است. بسته F (I) پس است، فشرده F (I) و است فشرده I که چرا .F (I) = F (I)

نظر در را ϵ > ۰ باشد. I۲ در نقطه ی x کنید فرض .F (I) = I۲ م کنیم ادعا

فاصلۀ در آن مقادیر که م شود پیدا بزرگ) کاف اندازه به N ی (برای fN تابع ی یرید. ب

طرف از .d∗(fN (t), x) < ϵ
۲ که دارد وجود t بنابراین یرد. ب قرار x از < (۱

۲)
N < ϵ

بنابراین .d∗(fN (t), F (t)) < ϵ
۲

d∗(F (t), x) ≤ d∗(F (t), fN (t)) + d∗(fN (t), x) < ϵ.

دارند: خاص اهمیت توپولوژی فضای نوع دو .۲۲۸ یادآوری

فشرده). موضعا (و هاسدورف و فشرده فضاهای −۱

کامل. متری فضاهای −۲

متناه زیرپوشش ی دارای X از بازی پوشش هر هرگاه است فشرده X فشرده: فضای

باشد.

X آن ها متناه تعداد هیچ که باشیم داشته باز مجموعە های از خانواده ی اگر معادلا،

نیز
⋃
Oi صورت این در .({Oi}i∈I , ∀i۱, . . . in X ⊈ Oi۱ ∪ · · · ∪Oin) نپوشاند را

نم پوشاند. را X

هر که طوری به باشیم داشته بسته مجموعە های از {Ci}i∈I خانواده ی اگر معادلا،

آنگاه (∀i۱, . . . in Ci۱ ∩ · · · ∩ Cin 6= ∅) دارند اشتراک هم با آن ها از متناه تعداد

.
⋂

i∈I Ci 6= ∅
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ی · · · ⊆ C۲ ⊆ C۱ و باشد فشرده توپولوژی فضای ی X کنید فرض .۲۲۹ نتیجه

.
⋂
Ci 6= ∅ صورت این در باشند. بسته مجموعە های از نزول دنبالۀ

· · · ⊆ C۳ ⊆ C۲ ⊆ C۱ و باشد کامل متری فضای ی (X, d) کنید فرض .۲۳۰ قضیه

limn→∞ diam(Cn) = ۰ که طوری به باشد بسته مجموعە های از نزول دنبالۀ ی

.
⋂

i∈NCi 6= ∅ صورت این در .(diam C = supx,y∈C d(x, y))

،i ∈ N هر برای که گونە ای به باشد X اعضای از دنباله ی (xi)i∈N کنید فرض اثبات.

است. کش دنبالۀ ی (xi) دنبالۀ م کنیم ادعا .xi ∈ Ci

N ∈ N باشد. شده داده ϵ کنید فرض (راهنمایی: کنید. ثابت را بالا ادعای .۲۳ تمرین

جملات همۀ بعد به xN از طرف از .∀n > N diam Cn > ϵ که طوری به است موجود

م گیرند). قرار CN در دنباله

موجود x فضا بودن کامل به توجه با .x ∈
⋂
Cn م کنیم ادعا .xn → x کنید فرض

واقع C۱ در (xi) دنبالۀ کل پس است نزول Ciها دنبالۀ و x۱ ∈ C۱ اینکه به توجه با است.

با .x ∈ C۲ بنابراین است، واقع C۲ در نیز x۲ x۳ . . . دنبالۀ .x ∈ C۱ بنابراین م شود.

.x ∈
⋂
Ci پس بود. خواهد Ciها همۀ به متعلق x روند، این ادامه

بسته مجموعۀ دو B و A و باشد هاسدورف و فشرده فضای ی X کنید فرض .۲۳۱ قضیه

طوری به دارند وجود UB و UA بازهای صورت این در .A ∩ B = ∅ که طوری به باشند

.UA ∩ UB = ∅ و B ⊆ UB ،A ⊆ UA که

است. نرمال هاسدورف، فشردۀ فضای هر قضیه: ر دی بیان

x شامل U ′
x بازِ ی و A شامل U ′

A بازِ ی م کنیم ادعا ،x ∈ B اگر یادآوری: اثبات.

y ∈ A نقطۀ هر برای بودن هاسدورف به بنا .U ′
A ∩ U ′

x = ∅ که طوری به هستند موجود

.Uxy ∩ Vxy = ∅ و y ∈ Vxy ،x ∈ Uxy که طوری به موجودند Vxy و Uxy بازهای

تعداد با A پس است. فشرده A پس است، فشرده X و است X بستۀ زیرمجموعۀ ی A

Uxy۱ ∩Uxy۲ ∩ · · · ∪Uxyn طرف از .A ⊆ V = Vxy۱ ∪ Vxy۲ ∪ · · · ∪ Vxyn متناه

آن که دارد همسای ی B در نقطه هر پس ندارد. اشتراک V با که است x حولِ بازِ ی

و U ′
A,x بازهای x ∈ B هر برای عبارت به م کند. جدا A کل شامل همسای ی از را

.B ⊆ U = U ′
x۱ ∪ U ′

x۲ ∪ · · · ∪ U ′
xn

بنابراین است، فشرده B مشابها موجودند. U ′
x
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و U ∩ V = ∅ که کنید توجه .A ⊆ V = U ′
A,x۱

∪ U ′
A,x۲

∪ · · · ∪ U ′
A,xn

همچنین

م شود. ثابت م ح

A بستۀ مجموعۀ دو هر برای هرگاه است نرمال (X, T ) توپولوژی فضای .۲۳۲ تعریف

که گونە ای به باشند موجود B شامل UB و A شامل UA بازهای ،A ∩ B = ∅ که B و

.UA ∩ UB = ∅

است. نرمال کامل متری فضای هر .۲۳۳ قضیه

کنید فرض .A ∩ B = ∅ که طوری به باشند بسته مجموعۀ دو B و A کنید فرض اثبات.

اشتراک هیچ A با که است موجود x از ϵx همسای است بسته A که آنجا از .x ∈ B

y از ϵy همسای ی y ∈ A هر برای مشابها (.B به متعلق x هر برای (مشابها ندارد.

به .U =
⋃

Bϵy
۲
(y) و U =

⋃
Bϵx

۲
(x) دهید قرار ندارد. اشتراک B با که است موجود

.a ∈ U ∩V کنید فرض .U ∩V = ∅ م کنیم ادعا م پوشانند. را A ،V و B ،U وضوح

موجود y ∈ B مشابها .d(a, x) < ϵx
۲

که طوری به است موجود x ∈ B صورت این در

بنابراین .d(a, y) < ϵ y
۲

که است

d(x, y) ≤ ϵx
۲
+ ϵ y

۲
< ϵx

۲
+ ϵx

۲
= ϵx.

است. تناقض این و y ∈ Bϵx(x) ∩A یعن

هیچ جامشتق پذیر تابع و بئر فضاهای ۷ .۲

زیر اتفاق هرگاه است ۳۳ بئر فضای ی (X, T ) توپولوژی فضای م گوییم .۲۳۴ تعریف

دهد: رخ

هیچ شامل Ciها از کدام هیچ که طوری به باشند بسته مجموعۀ شمارا C۱, C۲, . . . اگر

نباشد. بازی مجموعۀ هیچ شامل
⋃

i∈NCi صورت این در نیست. بازی مجموعۀ

پایە ای بازِ ی (۲, ۳) یرید. ب نظر در توپولوژی فضای ی عنوان به را (Q, <) .۲۳۵ مثال

هیچ شامل و است بسته Q در تک عضوی هر است. غیرپایە ای بازِ ی (
√
2, π) ول است

Q م کند. نقض را بئر ویژگ این و است Q خود برابر تک عضوی ها اجتماع اما نیست بازی

است. اجتماع این زیرمجموعۀ و است باز
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X زیرمجموعۀ دو B و A و باشد توپولوژی فضای ی (X, T ) کنید فرض .۲۴ تمرین

آنگاه .(Int(A) = Int(B) = ∅) ندارند درون نقطۀ دام هیچ که باشند

Int(A ∪ B) = ∅.

بازها: برحسب بئر ویژگ فرمول بندی .۲۳۶ توجه

Cc صورت این در نیست. بازی هیچ شامل که باشد بسته مجموعۀ ی C کنید فرض

م کند. قطع را آن بازی هر که است باز مجموعۀ ی

.A ∩ U 6= ∅ ،U ∈ T بازِ هر برای هرگاه م نامیم ۳۴ ال چ را A مجموعۀ .۲۳۷ تعریف

بازِ مجموعە های از شمارا خانوادۀ ی {Ui}i∈ω اگر بئر: ویژگ ر دی فرمول بندی

است. ال چ نیز
⋂

i∈N Ui باشد، ال چ

هستند. بئر هاسدورف، فشردۀ فضاهای .۲۳۸ قضیه

بازی هیچ شامل که باشد بسته مجموعە های از گردایە ای A۱, A۲, . . . کنید فرض اثبات.

باشد. دلخواه بازِ ی U کنید فرض نیست. بازی هیچ شامل
⋃
Ai م کنیم ادعا نیست.

.U ⊈ A۱ که م دانیم نیست.
⋃

i∈NAi در که هست U در نقطە ای م کنیم ادعا همچنین

که طوری به م شود پیدا U۱ بازِ م کنیم ادعا

U۱ ⊆ U, U۱ ∩A۱ = ∅.

انجام نیز A۱ ∪A۲ و U۱ با را کار همین م شود. ثابت ادعا بودن، نرمال و ۲۳۹ لم کم به

دهید.

U۲ ∩ (A۱ ∪A۲) = ∅, U۲ ⊆ U۱.

برسید، زیر مجموعە های به ترتیب این به

· · · ⊆ U۳ ⊆ U۲ ⊆ U۱ ⊆ U.

⋃
i∈NAi در x م کنیم ادعا .x ∈

⋂
i∈N Ui کنید فرض .

⋂
Ui 6= ∅ ،X بودن فشرده به بنا

نیست.
34Dense
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ی U و باشد هاسدورف فشرده) موضعا (حت فشردۀ فضای ی X کنید فرض .۲۳۹ لم

م شود پیدا x ∈ U۱ ⊆ U بازِ مجموعۀ ی صورت این در .x ∈ U و باشد باز مجموعۀ

.U۱ ⊆ U که طوری به

هستند. بئر کامل، متری فضاهای .۲۴۰ قضیه

مشتق پذیر نقطە ای هیچ در که است موجود f : [۰, ۱] → R پیوستۀ تابع ی .۲۴۱ قضیه

نیست.

موجود f تابع ی  ϵ هر برای صورت این در باشد. پیوسته h : [۰, ۱] → R کنید فرض

.d∗(f, h) < ϵ و است هیچ جامشتق پذیر و پیوسته که است

است. بئر بنابراین است. کامل متری فضای ی C(I,R) فضای اثبات.

در که تابع هر م کنیم. معرف ال چ بازهای از {Un}n∈N گردایه ی خلاصه:

کنید تعریف است. هیچ جامشتق پذیر باشد، ها
⋂
Un

f ∈ Un ⇔ ∃h <
۱
n
, ∃α > n ∀x

∣∣∣f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣ > α.

.
⋂

Un 6= ∅ −۳ است. ال چ Un −۲ است. باز Un هر −۱ م کنیم: ادعا

نیست. مشتق پذیر هیچ جا  در f صورت این در .f ∈
⋂
Un کنید فرض .۲۴۲ توجه

تابع ی g کنید فرض دوم، ادعای اثبات برای م شود. ثابت بئر ویژگ به بنا سوم ادعای

دارد. وجود Un در تابع ی ϵ شعاع هر در م کنیم ادعا باشد. دلخواه پیوستۀ

یعن است نواخت ی پیوستۀ فشرده، مجموعۀ ی در پیوسته تابع هر یادآوری:

∀ϵ > ۰ ∃δ > ۰ ∀x, y d(x, y) < δ → d(f(x), f(y)) < ϵ.

که طوری به است موجود ϵ > ۰ م کنیم ادعا .f ∈ Un کنید فرض اول، ادعای اثبات برای

اینکه یعن دارد قرار f از ϵ فاصلۀ در تابع ی اینکه .Bϵ(f) ⊆ Un

max{g(x)− f(x)} < ϵ.

.(g ∈ Un (یعن
∣∣∣g(x+ h)− g(x)

h

∣∣∣ > α′ > n کنیم ثابت +g(x∣∣∣م خواهیم h)− g(x)

h
−f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣ = ∣∣∣f(x+ h)− g(x+ h)

h
−f(x)− g(x)

h

∣∣∣
≤ ϵ

h
+

ϵ

h
=

۲ϵ
h
.

۶۸



کاربرد ی و تیخونوف قضیه ۸ .۲

است. انتخاب) اصل و زرن (لم ریاض مبان اولیه اصول با معادل واقع در تیخونوف قضیه

متناه زیرپوشش دارای آن بازِ پوشش هر هرگاه گوییم فشرده را X مجموعۀ .۲۴۳ یادآوری

باشد.

ویژگ با بسته مجموعە های از گردایه ی {Ci}i∈I اگر تنها و اگر است فشرده X

.
⋂

i∈I Ci 6= ∅ آنگاه باشد، ۳۵ متناه اشتراک

دهد: رخ زیر اتفاق اگر تنها و اگر است فشرده X .۲۴۴ لم

آنگاه باشد، متناه اشتراک ویژگ با X زیرمجموعە های از خانواده ی {Ai}i∈I اگر

.
⋂

i∈I Ai 6= ∅

است فشرده نیز X × Y آنگاه باشند، فشرده (Y,TY ) و (X,TX) اگر .۲۴۵ قضیه

.(TX×Y = {U × V |U ∈ TX , V ∈ TY })

.A×B = A×B صورت این در .A×B ⊆ X × Y کنید فرض .۲۴۶ توجه

م شود؟ محاسبه ونه چ C .C ⊆ X × Y کنید فرض .۲۴۷ توجه

.C 6= πX(C)× πY (C) کنید توجه

اشتراک ویژگ با  X × Y زیرمجموعە های از خانواده ی {Ci}i∈I کنید فرض اثبات.

خانوادۀ که کنید توجه نخست، .
⋂

i∈I Ci 6= ∅ که است این دادن نشان هدف، باشد. متناه

Xفشرده که آنجا از هستند. دارا را متناه اشتراک ویژگ {πY (Ci)}i∈I و {πX(Ci)}i∈I

(x۰, y۰) ∈
⋂

i∈I Ci پس هستند، ناته y۰ ∈
⋂

πY (Ci) و x۰ ∈
⋂

πX(Ci) است،

است). غلط استدلال این که کنید (توجه

اصل باشند. توپولوژی فضاهای از خانواده ی (Xi,Ti)i∈I کنید فرض .۲۴۸ یادآوری

.
∏

i∈I Xi = {(xi)i∈I |∀i ∈ I xi ∈ Xi} 6= ∅ که م کند بیان انتخاب

.πα
(
(xi)i∈I

)
= xα واقع در .

∏
i∈I Xi

πα−→ Xα .۲۴۹ توجه

صورت این در باشد. باز Uα ⊆ Xα کنید فرض

π−۱
α (Uα) =

∏
i∈I, ∀i ̸=α Xi=Ui

Ui.
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است: زیر صورت به
∏

i∈I Xi در پایە ای بازِ هر واقع در

π−۱
α۱ (Uα۱) ∩ π−۱

α۲ (Uα۲) ∩ · · · ∩ π−۱
αn

(Uαn).

چیست؟ π−۱
α (Uα) ∩ π−۱

β (Uβ) .۲۵۰ سوال

بود: خواد زیر ل ش به که کنید توجه

(−,−, · · · , Uα,−, · · · , Uβ , · · · ).

X ریرمجموعە های از خانواده ی C و باشد دلخواه مجموعۀ ی X کنید فرض .۲۵۱ لم

طوری به است موجود C ⊆ C ′ مجموعۀ ی صورت این در باشد. متناه اشتراک ویژگ با

اشتراک ویژگ دارای C ′ ⊂ C ′′ هیچ همچنین و است متناه اشتراک ویژگ دارای C ′ که

است). متناه اشتراک ویژگ با ماکزیمال گردایۀ ی C ′ ر دی بیان (به نیست متناه

کنید فرض اثبات.

A = {D|C ⊆ D, دارد. متناه اشتراک D}.

A اعضای از زنجیر ی {Di}i∈I کنید فرض است. جزئ مرتب مجموعۀ ی (A ,⊆)

متناه اشتراک ویژگ دارای
⋃

i∈I Di (زیرا بالاست کران ی دارای زنجیر این باشد.

است. ماکزیمال عنصر ی دارای بنابراین است).

اشتراک ویژگ با X زیرمجموعە های از ماکزیمال خانواده ی C ′ کنید فرض .۲۵۲ لم

که نحوی به باشد X از دلخواه زیرمجموعۀ ی A کنید فرض همچنین باشد. متناه

∀D ∈ C ′ A ∩D 6= ∅.

.A ∈ C ′ آنگاه

ماکزیمال با تناقض در که دارد متناه اشتراک ویژگ C ∪ A صورت این غیر در اثبات.

است. C ′ بودن

دهد: رخ زیر اتفاق اگر تنها و اگر است فشرده X .۲۵۳ لم

.
⋂

D∈C D 6= ∅ آنگاه باشد، متناه اشتراک ویژگ با ماکزیمال خانوادۀ ی C هرگاه
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باشد، فشرده مجموعە های از خانواده ی (Xi)i∈I اگر تیخونوف) (قضیه .۲۵۴ قضیه

است. فشرده توپولوژی فضای ی
∏

i∈I Xi

زیرمجموعە های از خانواده ی C کنید فرض .X =
∏

i∈I Xi دهید قرار نخست اثبات.

ابتدا .
⋂

D∈C D 6= ∅ دهیم نشان که است این هدف باشد. متناه اشتراک ویژگ با X

Xα مجموعە های از خانواده ی {πα(D)|D ∈ C} ،α ∈ I هر برای که کنید توجه

موجود xα ∈
⋂

D∈C πα(D) عنصر ی بنابراین دارد. متناه اشتراک ویژگ که است

است.

ادعا باشد. دلخواه D ∈ C کنید فرض بله. α∈I(xα)؟ ∈
⋂

D∈C D آیا .۲۵۵ سوال

که کنید توجه م کند. قطع را D ،(xα)α∈I همسای هر یعن ،(xα)α∈I ∈ D م کنیم

صورت به (xα)α∈I همسای ی

π−۱
α۱ (Uα۱) ∩ π−۱

α۲ (Uα۲) ∩ · · · ∩ π−۱
αn

(Uαn)

م کند. قطع را D فوق همسای م کنیم ادعا است.

یرید. ب نظر در را π−۱
β Uβ صورت به همسای ی

.π−۱
β Uβ ∈ C ادعا:

.D∩π−۱
β Uβ 6= ∅ ،D ∈ C هر برای که دهیم نشان است کاف فوق، ادعای اثبات برای

تیخونوف قضیه از کاربرد ی ۱ .۸ .۲

.{P۱, P۲, P۳, . . .} داریم: اتم گزارە های از شمارا خانوادۀ ی گزارە ها منطق در .۲۵۶ یادآوری

توابع، کلیه به ارزش تابع ی از منظور

µ : {P۱, P۲, P۳, . . .} → {۰, ۱}

،∧ ،∼ علائم و اتم گزارە های از استفاده با یپچیدە تر گزارە های گزارە ها، منطق در است.

است f(P۱, P۲, . . . , Pn) صورت به گزارە ها منطق در گزاره هر پس م آیند. دست به ،∨

جدول ی f(P۱, . . . , Pn) گزارۀ ی برای منطق این در هستند. اتم گزارۀ Piها آن در که

م شود. کشیده ارزش
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جدول در ۱ ی حداقل هرگاه م نامیم ارضاشدن را f(P۱, . . . , Pn) گزارۀ .۲۵۷ تعریف

ارزش ده تابع ی حداقل هرگاه f(P۱, . . . , Pn) گزارۀ دقیق تر بیان به باشد. موجود آن ارزش

µ : {P۱, P۲, P۳, . . .} → {۰, ۱}

باشد. ۱ برابر f(P۱, . . . , Pn) ارزش ، ارزش ده آن تحت که باشد موجود

در گزارە ها از مجموعه ی Σ کنید فرض گزارە ها) منطق در فشردگ (قضیه .۲۵۸ قضیه

ارضاپذیر هم با هم زمان گزارە ها این از متناه تعداد هر که طوری به باشد گزارە ها منطق

گزارە های همۀ آن، تحت که است موجود گزارە ها به µ ارزش ده ی صورت این در باشند.

دارند. ۱ ارزش Σ در موجود

با را {۰, ۱} هر یرید. ب نظر در را ارزش ده توابع از ل متش {۰, ۱}ω فضای اثبات.

فشرده {۰, ۱}ω بنابراین است. فشرده {۰, ۱} وضوح به یرید. ب نظر در گسسته توپولوژی

دهید قرار باشد. دلخواه گزارۀ ی ϕ کنید فرض است.

Fϕ = است.} درست آن ها تحت ϕ µکه ارزش ده توابع .{تمام

یعن ارضاپذیرند هم با متناه تعداد هر اینکه

Fϕ۱ ∩ Fϕ۲ ∩ · · · ∩ Fϕn 6= ∅.

یعن است موجود همه برای ارزش ده ی اینکه  

⋂
ϕ∈Σ

Fϕ 6= ∅

م شود. اثبات تیخونوف قضیه کم به م ح و

است. بسته هم و باز هم Fϕ دهید نشان .۲۵ تمرین

۷۲



میان ترم شفاه امتحان

.۲۵۹ سوال

نشان توپولوژی، دو مقایسۀ بسته)، و باز مجموعە های از استفاده (با توپولوژی تعریف ●

مقایسه غیرقابل یا X مجموعۀ  ی روی فشرده هاسدوفِ توپولوژی دو که این دادن

مساوی اند. یا و

پایه. ی توسط شده تولید توپولوژی توپولوژی، برای پایه ی تعریف ●

آن. توانهای و حقیق اعداد مجموعۀ روی توپولوژی برای پایه چند معرف ●

هاسدورف و فشرده توپولوژی فضای ی اگر تنها و اگر است فشرده Xموضعاً .۲۶۰ سوال

باشد. آن باز زیرمجموعۀ ی با هومئومورف Xکه طوری به باشد موجود Y

است. مسیری هم بند X آنگاه باشد باز و هم بند X ⊆ R2 اگر .۲۶۱ سوال

است. هم بند باشد، مسیری هم بند A اگر .۲۶۲ سوال

f(a) < d < f(b) هر برای آنگاه باشد پیوسته تابع ی f : [a, b] → R اگر .۲۶۳ سوال

بیان حالت کل ترین در را میان مقدار قضیۀ .f(c) = d که است موجود a < c < b ی

کنید.

هستند. بازە ها دقیقاً R هم بند زیرمجموعە های .۲۶۴ سوال

صورت این در باشد. هم بند A ⊆ X و باشد پیوسته f : X → Y کنید فرض .۲۶۵ سوال

است. هم بند f(A)

است. هم بند B آنگاه A ⊆ B ⊆ A و باشد هم بند A اگر .۲۶۶ سوال

صورت این در A ∩ B 6= ∅ و باشند هم بند مجموعۀ دو B و A کنید فرض .۲۶۷ سوال

است. هم بند A ∪B

ی بستۀ زیرمجموعە های بستە اند. هاسدوف فضاهای در فشرده مجموعە های .۲۶۸ سوال

فشردە اند. همواره فشرده، مجموعۀ

باشد. کراندار و بسته اگر تنها و اگر است فشرده Rn از زیرمجموعه ی .۲۶۹ سوال
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A × B ⊆ صورت این در باشند. فشرده B ⊆ Y و A ⊆ X کنید فرض .۲۷۰ سوال

است. فشرده X × Y

به A ⊆ X کنید فرض همچنین باشد. متری فضای ی X کنید فرض .۲۷۱ سوال

باشد. A در عنصری به را هم زیردنبالۀ ی دارای A در نامتناه دنبالۀ هر که باشد گونە ای

است. فشرده A صورت این در

(ai)i∈N کنید فرض همچنین باشد. فشرده مجموعۀ ی A ⊆ X کنید فرض .۲۷۲ سوال

ی به را هم زیردنبالۀ ی دارای (ai)i∈N صورت این در باشد. A اعضای از دنباله ی

است. a ∈ A عنصر

باشد. ترتیبی توپولوژی با فضا ی Y و باشد پیوسته f : X → Y کنید فرض .۲۷۳ سوال

این در است. فشرده A ⊆ X کنید فرض همچنین است. دلخواه توپولوژی فضای ی X

موجودند A در c۲ و c۱ نقاط یعن است. مطلق مین موم و ماکزیمم دارای A در f صورت

که طوری به

∀x ∈ A : f(c۱) ≤ f(x) ≤ f(c۲).

A ⊆ X کنید فرض همچنین باشد. پیوسته تابع ی f : X → Y کنید .۲۷۴ سوال

صورت این در باشد. فشرده

f(A) = {f(x) | x ∈ A} ⊆ Y

است. فشرده

حاصلضربی توپولوژی با Rω نیست. متری پذیر جعبە ای توپولوژی با Rω .۲۷۵ سوال

چطور؟ ناشماراست J آن در که RJ مورد در است. متری پذیر

a ∈ A هر برای صورت این در یرید. ب نظر در را f : A → X × Y تابع .۲۷۶ سوال

است پیوسته f آنگاه .f۲ : A → Y و f۱ : A → X که f(a) = (f۱(a), f۲(a)) داریم

باشند. پیوسته دو هر f۲ و f۱ اگر تنها و اگر

Rگسسته× است. دایرە ای توپولوژی با برابر ترتیبی) توپولوژی R۲(با = R×R .۲۷۷ سوال

است. قاموس ترتیب با ایجادشده توپولوژی همان Rترتیبی
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A ⊆ X مجموعۀ هر برای اگر تنها و اگر است پیوسته f : X → Y تابع .۲۷۸ سوال

نقطۀ ی f(x) باشد، A حدی نقطۀ ی x اگر ر دی بیان به .f(A) ⊆ f(A) باشیم، داشته

.(x ∈ A ⇒ f(x) ∈ f(A)) باشد f(A) برای حدی

تاست. ی را، هم دنبالۀ ی حد هاسدورف، فضای در .۲۷۹ سوال

هم بند، مجموعۀ   هر دهید نشان چیست؟ مجموعه ی همبندی مؤلفۀ   از منظور .۲۸۰ سوال

است. همبندی مؤلفۀ ی زیرمجموعۀ

چیست؟ باز پوشش ی لب عددِ از منظور .۲۸۱ سوال

نشان باشند. بسته مجموعۀ دو A,B ⊆ X و هاسدوف و فشره X کنید فرض .۲۸۲ سوال

U1 ∩ U2∅. و A ⊆ U1, B ⊆ U2 که طوری به موجودند U1, U2 بازهای که دهید

نیست. مسیری همبند اما است همبند قاموس ترتیب با [0, 1]2 که دهید نشان .۲۸۳ سوال

نیست. مسیری همبند اما است همبند محذوف» «شانۀ  که دهید نشان .۲۸۴ سوال
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اصفهان صنعت اه دانش

توپولوژی درس پایان ترم امتحان

ی نسخۀ

۱۴۰۱ اول نیمسال

خان محسن مدرس:

.۲۸۵ سوال

کنید. تعریف حالت کل ترین در را حاصل ضربی توپولوژی آ)

کنید. بیان صورت دقیق ترین به را تیخونوف قضیۀ ب)

باشد. توپولوژی فضاهای از خانواده ی حاصل ضرب X =
∏

i∈I{Xi} فرض ج)

ویژگ با X زیرمجموعە های از ماکزیمال خانوادۀ ی F که کنید فرض همچنین

دهید نشان باشد. متناه ⋂اشتراک
D∈F

D 6= ∅.

.۲۸۶ سوال

با بار (ی صورت دو به و دقیق طور به توپولوژی فضای ی برای را بئر ویژگ .۱

کنید. تعریف بستە ها) از استفاده با بار ی و بازها از استفاده

ندارند. درون نقطۀ دام هیچ که طوری به باشند بسته مجموعۀ دو A,B کنید فرض .۲

ندارد. درون نقطۀ A ∪B دهید نشان

دارند. بئر ویژگ هاسدورف فشردۀ توپولوژی فضاهای دهید نشان .۳

هر در که دهید نشان باشد. پیوسته تابع ی h : [0, 1] → [0, 1] کنید فرض .۲۸۷ سوال

اثبات مراحل دارد. وجود هیچ جامشتق پذیر همە جا پیوستۀ تابع ی تابع، این از دلخواه فاصلۀ

است: شده نوشته زیر در

تعریف کنید. مناسب متری ی [0, 1] به [0, 1] از پیوسته توابع فضای روی .۱

مجموعۀ هر دهید نشان .۲

Un = {f : [0, 1] → [0, 1] : ∃α > n∃h <
1

n
∀x

∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣∣ > α}

ال. چ هم و است باز هم
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مجموعه این در که تابع هر که کنید توجیه نیز و است ناته
⋂
Un که کنید توجیه .۳

است. مشتق پذیر هیچ جا و همە جا پیوسته باشد،

است. کامل متری فضای ی اقلیدس متر با Rn دهید نشان .۲۸۸ سوال

کنید. معرف R2 − {(0, 0)} پنجرشده، صفحۀ برای پوشاننده نگاشت ی .۲۸۹ سوال

کامل، طور به چیست؟ نقطه ی در توپولوژی فضای ی بنیادی گروه از منظور .۲۹۰ سوال

غیره) و هوموتوپی توضیح (شامل دهید توضیح م دانید چه هر

{∞} نقطۀ ی است. فشرده موضعاً هاسدورف فضای ی X کنید فرض .۲۹۱ سوال

با Y دهید نشان کنید. تعریف Y = X ∪ {∞} روی توپولوژی ی و کنید اضافه X به

است. هاسدورف و فشرده کردە اید، تعریف شما که توپولوژی ای

ی f : [0, 1] → B و باشد پوشاننده نگاشت ی p : E → B کنید فرض .۲۹۲ سوال

که دهید نشان p(y0) = x0 که این فرض با .f(0) = x0 که طوری به باشد. پیوسته مسیر

همان p تحت آن تصویر و شود م آغاز y0 از که است موجود f̂ : [0, 1] → E مسیرِ ی

. است f مسیر
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اصفهان صنعت اه دانش

توپولوژی درس پایان ترم امتحان

دو نسخۀ

۱۴۰۱ اول نیمسال

خان محسن مدرس:

.۲۹۳ سوال

کنید. تعریف حالت کل ترین در را حاصل ضربی توپولوژی آ)

کنید. بیان صورت دقیق ترین به را تیخونوف قضیۀ ب)

باشد. توپولوژی فضاهای از خانواده ی حاصل ضرب X =
∏

i∈I{Xi} فرض ج)

ویژگ با X زیرمجموعە های از ماکزیمال خانوادۀ ی F که کنید فرض همچنین

دهید نشان باشد. متناه ⋂اشتراک
D∈F

D 6= ∅.

.۲۹۴ سوال

با بار (ی صورت دو به و دقیق طور به توپولوژی فضای ی برای را بئر ویژگ .۱

کنید. تعریف بستە ها) از استفاده با بار ی و بازها از استفاده

ندارند. درون نقطۀ دام هیچ که طوری به باشند بسته مجموعۀ دو A,B کنید فرض .۲

ندارد. درون نقطۀ A ∪B دهید نشان

دارند. بئر ویژگ کامل متری فضاهای دهید نشان .۳

باشد. کامل متری فضای ی (Y, d) کنید فرض .۲۹۵ سوال

کنید تعریف مناسب متری ی Y J روی باشد. دلخواه مجموعۀ ی J کنید فرض .۱

کامل متری فضای ی کردە اید، تعریف شما که متری با مجموعه، این دهید نشان و

است.

است. کامل متری فضای ی مناسب، متر ی با C(X,Y ) که دهید نشان .۲

.۲۹۶ سوال

چیست؟ پرکن فضا منحن ی از منظور .۱
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دارد. وجود فضاپرکن منحن ی که دهید نشان .۲

توابع از دنباله ی حد کامل، متری فضاهای راهنمایی:

Y فشردۀ و هاسدورف توپولوژیِ فضای از باز زیرمجموعۀ ی X کنید فرض .۲۹۷ سوال

است. موضع فشردۀ X که دهید نشان باشد.

هومئومرفیسم ی h : X → Y و توپولوژی فضای دو X,Y کنید فرض .۲۹۸ سوال

ایزومرف هم با p1(Y, q) و π1(X, p) گروه دو که دهید نشان .h(p) = q که طوری به باشد

هستند.

کنید. اثبات و بیان را کمپن فن قضیۀ .۲۹۹ سوال

کنید. محاسبه را S2 کرۀ بنیادی گروه .۳۰۰ سوال

۷۹



اصفهان صنعت اه دانش

توپولوژی درس پایان ترم امتحان

سوم نسخۀ

۱۴۰۱ اول نیمسال

خان محسن مدرس:

.۳۰۱ سوال

کنید. تعریف حالت کل ترین در را حاصل ضربی توپولوژی آ)

کنید. بیان صورت دقیق ترین به را تیخونوف قضیۀ ب)

باشد. توپولوژی فضاهای از خانواده ی حاصل ضرب X =
∏

i∈I{Xi} فرض ج)

ویژگ با X زیرمجموعە های از ماکزیمال خانوادۀ ی F که کنید فرض همچنین

دهید نشان باشد. متناه ⋂اشتراک
D∈F

D 6= ∅.

.۳۰۲ سوال

با بار (ی صورت دو به و دقیق طور به توپولوژی فضای ی برای را بئر ویژگ .۱

کنید. تعریف بستە ها) از استفاده با بار ی و بازها از استفاده

ندارند. درون نقطۀ دام هیچ که طوری به باشند بسته مجموعۀ دو A,B کنید فرض .۲

ندارد. درون نقطۀ A ∪B دهید نشان

دارند. بئر ویژگ هاسدورف فشردۀ توپولوژی فضاهای دهید نشان .۳

هر در که دهید نشان باشد. پیوسته تابع ی h : [0, 1] → [0, 1] کنید فرض .۳۰۳ سوال

اثبات مراحل دارد. وجود هیچ جامشتق پذیر همە جا پیوستۀ تابع ی تابع، این از دلخواه فاصلۀ

است: شده نوشته زیر در

تعریف کنید. مناسب متری ی [0, 1] به [0, 1] از پیوسته توابع فضای روی .۱

مجموعۀ هر دهید نشان .۲

Un = {f : [0, 1] → [0, 1] : ∃α > n∃h <
1

n
∀x

∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣∣ > α}

ال. چ هم و است باز هم

۸۰



مجموعه این در که تابع هر که کنید توجیه نیز و است ناته
⋂
Un که کنید توجیه .۳

است. مشتق پذیر هیچ جا و همە جا پیوسته باشد،

Y فشردۀ و هاسدورف توپولوژیِ فضای از باز زیرمجموعۀ ی X کنید فرض .۳۰۴ سوال

است. موضع فشردۀ X که دهید نشان باشد.

مستقل π(X, p) بنیادیِ گروه آنگاه باشد، مسیری هم بند X اگر که دهید نشان .۳۰۵ سوال

است. p نقطۀ انتخابِ از

(Z,+, 0) با برابر R2−{0} بنیادیِ گروه و S1 دایرۀ بنیادی گروه دهید نشان .۳۰۶ سوال

است.

کنید. معرف چنبره برای پوشاننده نگاشت ی .۳۰۷ سوال

کنید. اثبات و بیان را کمپن فن  قضیۀ .۳۰۸ سوال

۸۱



اصفهان صنعت اه دانش

توپولوژی درس پایان ترم امتحان

چهار نسخۀ

۱۴۰۱ اول نیمسال

خان محسن مدرس:

.۳۰۹ سوال

کنید. تعریف حالت کل ترین در را حاصل ضربی توپولوژی آ)

کنید. بیان صورت دقیق ترین به را تیخونوف قضیۀ ب)

باشد. توپولوژی فضاهای از خانواده ی حاصل ضرب X =
∏

i∈I{Xi} فرض ج)

ویژگ با X زیرمجموعە های از ماکزیمال خانوادۀ ی F که کنید فرض همچنین

دهید نشان باشد. متناه ⋂اشتراک
D∈F

D 6= ∅.

.۳۱۰ سوال

با بار (ی صورت دو به و دقیق طور به توپولوژی فضای ی برای را بئر ویژگ .۱

کنید. تعریف بستە ها) از استفاده با بار ی و بازها از استفاده

ندارند. درون نقطۀ دام هیچ که طوری به باشند بسته مجموعۀ دو A,B کنید فرض .۲

ندارد. درون نقطۀ A ∪B دهید نشان

دارند. بئر ویژگ کامل متری فضاهای دهید نشان .۳

باشد. کامل متری فضای ی (Y, d) کنید فرض .۳۱۱ سوال

کنید تعریف مناسب متری ی Y J روی باشد. دلخواه مجموعۀ ی J کنید فرض .۱

کامل متری فضای کردە اید،ی تعریف شما که متری با مجموعه، این دهید نشان و

است.

است. کامل متری فضای ی مناسب، متر ی با C(X,Y ) که دهید نشان .۲

.۳۱۲ سوال

چیست؟ پرکن فضا منحن ی از منظور .۱

۸۲



دارد. وجود فضاپرکن منحن ی که دهید نشان .۲

توابع از دنباله ی حد کامل، متری فضاهای راهنمایی:

.۳۱۳ سوال

کنید. تعریف دقیق طور به را پوشاننده نگاشت .۱

مسیر ی f : [0, 1] → B و باشد پوشاننده نگاشت ی p : E → B کنید فرض .۲

دهید نشان p(y0) = x0 که این فرض با .f(0) = x0 که طوری به باشد. پیوسته

تحت آن تصویر و شود م آغاز y0 از که است موجود f̂ : [0, 1] → E مسیرِ ی که

. است f مسیر همان p

.۳۱۴ سوال

نیستند. هومئومرف هم با اقلیدس متری با R2 و R که دهید نشان .۱

نیستند. هومئومرف هم با اقلیدس متری با R3 و R2 که دهید نشان .۲

کامل، طور به چیست؟ نقطه ی در توپولوژی فضای ی بنیادی گروه از منظور .۳۱۵ سوال

غیره) و هوموتوپی توضیح (شامل دهید توضیح م دانید چه هر

است. فشرده R از زیرمجموعە ای عنوان به [a, b] که دهید نشان .۳۱۶ سوال

۸۳
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